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Orientované grafy

Definice &. 1
Orientovany graf G je dvojice (V, E), kde
» V je neprazdnd konetnd mnofina, prvky nazgvame vrcholy,
» ECV xV jemnozina (nékterjch) usporddanych dvojic
prvkii z mnoZiny V, jeji prvky nazyvdme orientované hrany.

Pokud e = (u, v) je hrana, Fikdme, e u je potateéni vrchol, v je
koncovy vrchol hrany e a Ze hrana e je incidentni s vrcholy u, v.
Hranu e = (u, v) n&kdy znatime jen e = uv.

Hrana e — (v, v) se nazgva smyka, hrany e, — (u, v)

a & = (v, u) jsou antiparalelni hrany.

Orientované grafy

Definice &. 2
Orientovany graf G je trojice (V, E, <), kde
>V je neprazdng konetnd mno¥ina vrchold,
> E je koneénd mnoZina orientovanych hran,
> = je phitazen, které kazdé hrand e € E pfitazuje usporédanou
dvojici (u, v), kde u,v € V, a nazyvd se vztah incidence.

Tato definice dovoluje i paralelni hrany a rozlisuje je jmény hran.

Orientované grafy

Umluva

Vsimnéme si, Ze definice & 1 dovoluje smycky, a z pohledu definice
€. 2 vymezuje prosté orientované grafy.

Nebude-li Fe¥eno jinak, budeme pouzivat definici €. 1 a orientovany
graf pro nds bude prosty orientovany graf, tedy dvojice G = (V, E)

Poznémka
Prosty orientovany graf G — (V, E) lze ztotoznit s bindrni relac
na mnoZing V.

Orientované grafy

Definice

Necht G je orienovany graf obsahujici vrchol v.

Vstupn/ stupefi vrcholu v je potet hran s koncovym vrcholem v,
znati se dix(v), anebo deg;,(v) nebo d~(v).

Vstupni stupeii vrcholu v je potet hran s potdtegnim vrcholem v,
Znati se dour(v), anebo deg,,, (v) nebo d'(v).

Stupeii vrcholu v je pak d(v) = din(Vv) + dour(v).

Lemma
Pro kazdy graf G plati 3_,c\ din(v) = |E| = 2y cv doue(v)-

Orientované grafy

Definice

» Orientovany sled (délky k) v grafu G je posloupnost vrcholii
ahran vy, e1,vi, e, .., Vi1, e, vi takovs, %e hrana
e = (V1. v) pro kazdé i — 1,2,... k
Jestlize vy = v, pak se jednd o uzavieny orientovany sled
Orientovany tah v grafu G je orientovany sled, ve kterém se
neopakuji hrany.

v

v

Orientovand cesta v grafu G je orientovany tah, ve kterém se
neopakuji wrcholy.

v

Cyklus v grafu G je uzavteny orientovanj tah s alespofi jednou
hranou, ve kterém se neopakuji vnitfnf vrcholy.

Orientované grafy

Pozndmky

1) Orientovand cesta & cyklus v grafu urtuji podgraf grafu G,
nebot se v nich neopakuji vrcholy ani hrany. Budeme s té&mito
pojmy pracovat opét podle potteby bud jako s posloupnosti
vrcholli a hran, nebo jako s podgrafem sklddajicim se z téchto
vrcholii a hran.

2) V orientovaném grafu majf sviij vyznam i piivedni necrientované
pojmy sled, tah, cesta (kde kaZd4 hrana e; je incidentni s vrcholy
Vi1 a v;, pficem? nezdle#i na tom, zda je hrana orientovand po
sméru, anebo proti sméru sledu, tahu, cesty).
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Orientované grafy

Lemma (o zkrdceni na orientovanou cestu)

Pokud v grafu G existuje orientovany sled z vrcholu u do
wrcholu v, pak v n&m existuje i orientovans cesta z u do v,

ktera neni del¥i ne dany orientovany sled.

Diisledek: Uzavieny orientovany (netrivialni) sled obsahuje cyklus.

Definice

Vrchol v je orientovang dostupny z vrcholu u, pokud v grafu G
existuje orientovand cesta z vrcholu u do vrcholu v.

Pozndmka

Relace orientované dostupnosti je reflexivni a transitivni, ale

nemusi byt symetrickd.

Orientované grafy

Definice

Graf G je silné souvisly, pokud pro kazdé dva jeho vrcholy u, v
existuje orientovand cesta z u do v (a tudi? i zpét).

Definice

Ka¥dy maximdin{ podgraf grafu G, ktery je siln& souvisly, se
nazjvs komponenta silné souvislosti grafu G.

Pozndmka

Komponenta silné souvislosti je jednoznaéné urcena mnozinou
svych vrcholii, je to podgraf indukovany danou mnoZinou vrcholi.

Eulerovské orientované grafy

Definice

Eulerovsky tah v orientovaném grafu G je orientovany tah, ktery
obsahuje viechny hrany (kazdou jednou) a viechny vrcholy grafu.

Definice

Orientovany graf, ve kterém existuje uzavkeny eulerovsky tah, se

nazjva eulerovsky orientovany graf.

Tvrzeni

Orientovany graf je eulerovsky, pravé kdy? je souvisly a pro kazdy

jeho vrchol plati: din(v) = doue(v)

Eulerovské orientované grafy

Tvrzeni

Orientovany graf obsahuje otevFeny eulerovsky tah, pravé kdy? je
souvisly a existuji v ném dva vrcholy v a w, pro které plati
our(v) = din(v) + L. din(W) = doue(w) + 1.

pricemz vechny ostatni vrcholy spliiuji din(u) = dout(t).

Pozndmka

Pro hleddni eulerovského tahu v orientovaném grafu funguje stejny
algoritmus jako v neorientovaném grafu, pouze hrany musime do

tahu pfiddvat po sméru.

KoFenové stromy

Definice

Koren orientovaného grafu je vrchol, z néhoZ vede orientovand

cesta do kaZdého vrcholu grafu.

Tvrzeni

Orientovany graf je silné souvisly, pravé kdy¥ kaZdy jeho vrchol je

kofenem.

KoFenové stromy

Definice

Orientovany graf je kofenovy strom, pokud je to strom a ma kofen

Tvrzeni

Kofenovy strom ma jen jeden kofen. Navic v kofenovém stromé je
koFen jedingm vrcholem, ktery md din(v) = 0.

Poznamka

Pojem strom je neorientovany - vyZaduje (slabou) souvislost
a neexistenci kruZnic. Pozor na anglickou a €eskou terminologii:

» acyclic graph = graf bez kruZnic

» directed acyclic graph — (orientovany) acyklicky graf

Kofenové stromy
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Kofenové stromy C\;l\

—_— %
Pozndmka

Termin kofenovy strom se pouZiva i u neorientovanych stromi,

znamend strom s vyznatenym vrcholem (orientace je implicitng L}
minéna od korene k listim). Takto |ze kazdy strom jednoznatng 4

zakoFenit v libovolném vrcholu.

0 0
Hiloubka (vy3ka) stromu je délka nejdel3i cesty od koFene k listu. \ \>
Priklad é o ©
Existuji ¢tyFi neisomorfni koFenové stromy o &tyfech vrcholech. L / \>
r =

@) o

Y

0

Acyklické grafy /L o Ll Gen Iy
[
o ik
Y C
Ov - ?u&[({ WUL/?MLW)\M / \/

Definice N
Orientovany graf je acyklicky, jestlife neobsahuje 33dny cyklus. < D/# (7 _ Lvec Jﬂl Q\Q}L]vf/ %»ﬁ Phﬁj
Tvrzeni
V acyklickém grafu je aspoii jeden vrchol s dig(v) = 0 (tzv. zdroj)
3 aspoit jeden vrchol s doye(v) = 0 (tzv. vylevka). 7 M/M

\%8

[y
7 S
!

2\ PsT

Acyklické grafy

Definice

Otislovan( vrcholil vi, v, ..., v, orientovaného grafu G se nazyvad
topologické oéislovans vrcholi, jestlize pro kazdou hranu

e = (vi,vj) plati i <, tj. potdtetni vrchol mé menf tislo nez
koncovy vrchol.

Tvrzeni

Orientovany graf je acyklicky, prévs kdyZ mé topologické
otislovani vrcholi.

Acyklické grafy

Algoritmus na topologické otfslovan{ vrcholi

Vstup: acyklicky orientovany graf G = (V, E)

Vystup: topologické otislovani vrcholii v, va, ... va

Myslenka algoritmu: OZisluje nejmensim moznym islem vrchol v
se vstupnim stupnm djp(v) = 0 a utrhne ho z grafu (samozFejmé
i's hranami). Graf G—v je op#t acyklicky, postup miiZeme
opakovat, dokud nejsou ofislovany viechny vrcholy.

Pfitom trhani vrcholu nemusime délat v datové struktufe grafu G,
stati pouze aktualizovat vstupni stupné vrcholii.

Acyklické grafy

Algoritmus na topologické ogislovani vrcholil

1. Spotitdme vstupni stupné di,(v) pro vechny v € V.
2. Polozime M := {v|din(v) = 0}, i := 1.
3. Dokud M + ) opakujeme:
> Vybereme n¥jaky v € M a odstranime ho z M.
Polozime v; == v, i :=i + 1.
> Pro kazdou hranu e = (v, w) s potateénim vrcholem v

provedeme:

> dip(w) « din(w) — 1,

> kdyZ dip(w) = 0, tak priddme w do M.
4. Topologické otislovani vrcholi je vi, va, .., vi.

Acyklické grafy

Korektnost algoritmu

> Terminace - variant — potet o¥islovanych vrcholii
(Proto¥e véechny podgrafy jsou acyklické, je mnozina M
neprazdni, dokud nejsou oZislovény viechny vrcholy. Pfitom
v kazdém kroku je otislovén jeden dal¥f vrchol.)

v

Parcisini korektnost - invariant — " O&islovani je topologickym
otislovanim vrcholii podgrafu indukovaného mno¥inou jiz
otislovangich vrcholis." (Lze dokazat indukei.)

Jeliko? algoritmus zastavi, a¥ kdy# jsou oEislovény véechny
vrcholy, ziskime topologické otislovéni vrcholi grafu G
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Acyklické grafy

Pozndmka

Algoritmus rozpozna nepripustny vstup - pokud graf G neni
acyklicky, bude mnozina M prazdnd dfive, nez budou otislovany
\aechny vrcholy.

PouZiti topologického o&islovani vrchold

Ostré Edstetné usporddani < na mnoZing V' odpovidd acyklickému
orientovanému grafu G = (V,E): (u,v) € E, prévé kdyZ u < v.
Fakt, Ze vrcholy acyklického grafu Ize topologicky otislovat,
umoZiiuje dodefinovat porovnani pro viechny dvojice prvkii.

Kazdd €dstetné uspofadand mnoZina miiZe byt vnofena do linedrng
uspofadané mnoZiny.

Acyklické grafy

Algoritmus na topologické o&islovani vrchold
Vstup: Orientovany graf G — (V, E), kde n = |V|, m — |E|.

Pro kaZdy vrchol v je zaddn seznam A(v)

viech hran s potatetnim vrcholem v.
Vystup: Topologické otislovani vrcholii (vi, vz . . ., vn)

nebo hldgka, Ze graf neni acyklicky.

Datové struktury: Pole D délky n, kde D(v) = di,(v) v podgrafu
indukovaném je¥té neoZislovanymi vrcholy.
Mnozina M vrcholii se vstupnim stupném nula.

Acyklické grafy

Algoritmus na topologické oZislovani vrcholii

(inicializace)

e forall v.€ V do D(v) ¢ 0 enddo

e forall e = (u,v) € E do D(v) < D(v) + 1 enddo

oM@

o forall ve V doif D(v) = 0 then M + MU {v} endif enddo
*ie0

Acyklické grafy

Algoritmus na topologické ogislovani vrcholil
(tislovanf vrcholi)
o while M # () do
> vyber v e M (a oisluj ho a utrhni - viz déle)
it viev
> M M\ {v}
> for all e = (v, w) € A(v) do
> D(w) ¢ D(w)— 1
> if D(w) =0 then M +— M U {w} endif enddo
> enddo
e if i = n then output (v, vs...,v,)
else output "G neni acyklicky "endif

Acyklické grafy

Casova nérotnost algoritmu

VyZe uvedeny algoritmus na topologické otislovani vrcholii pracuje
v &ase O(m + n).

Kazdou hranu zpracujeme jednou pfi inicializaci pole D a nejvyse
jednou pfi jejim utrhnuti. Representace grafu je volena tak,
abychom snadno nasli hrany s pogateznim vrcholem v, kdy? tento
vrchol chceme utrhnout.

Acyklické grafy

Definice
Jadro orientovaného grafu G = (V, E) je mnofina J C V jeho
wrcholii takovd, Ze

1. mezi libovolnymi dvéma vrcholy z J nevede 74dna hrana,

2. z ka#dého vrcholu mimo J vede aspoii jedna hrana do J.

Orientovany graf mii¥e mit %idné, jedno & vice jader. Napf. cyklus
délky tfi nem3 jadro, zatimco cyklus délky Etyi m3 jadra dvé.
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Acyklické grafy

Tvrzeni
Acyklicky orientovany graf m3 jadro a to je uréeno jednoznatng.

Algoritmus na hledani jadra

K nalezeni jadra |ze pouZit topologické otislovani vrcholii od konce:
Posledni vrchol déme do jadra a vrcholy, ze kterych do n&j vede
hrana, dme mimo jadro. To opakujeme, dokud nejsou viechny
vrcholy zafazeny do jadra & mimo n&j.

Acyklické grafy

Korektnost algoritmu

> Terminace - variant = potet zafazenych vrcholi
(P¥i kazdém kroku je zafazen aspoii jeden dal$i vrchol.)

» Parcidlni korektnost - invariant = " AktudIni mnoZina J je
jadro v podgrafu indukovaném mnoZinou ji# za¥azenych
wvrcholil.” (Lze dokdzat indukef.)
Jeliko? algoritmus zastavi, a% kdy¥ jsou zafazeny véechny
wvrcholy, ziskdme jadro celého grafu G.

Acyklické grafy

Algoritmus na hledani jadra
Vstup: Acyklicky graf G = (V,E), kde n = |V|, m = |E|.
Pro kazdy vrchol v je zaddn seznam A(v)
viech hran s potdtetnim vrcholem v.
Vystup: MnoZina J vrcholi jadra grafu.
Datové struktury: Pro ka%dy vrchol v bude seznam B(v)
obsahovat véechny hrany s koncovym vrcholem v
Booleovské pole P délky n oznatuje, zda miiZe vrchol v byt v jad¥e.

Acyklické grafy

Algoritmus na hledani jadra
(inicializace)
® najdi topologické otislovani vrchelli (vi, vz ..., vn)
o forall e = (v, w) € E do B(w) « B(w) U {v} enddo
o0
e« forall v € V do P(v) + true enddo
(zaFazeni vrcholii)
® for i +— n downto 1 do
> if P(v;) then

> J Ju{v)
> for all e = (w, v) € B(v;) do P(w) ¢ false enddo endif
» enddo
* output J

Acyklické grafy

Casové ndrotnost algoritmu

Vy3e uvedeny algoritmus na hledani jadra acyklického grafu
pracuje v €ase O(m + n).

Pitom topologické uspofadani vrcholii najdeme v Ease O(m + ),
rozdéleni hran do seznamii podle koncowych vrcholii trvs Eas O(m),
zaFazovani vrcholii do jadra & mimo jadro vy¥aduje Zas O(m + n)

Acyklické grafy

PouZiti jadra orientovaného grafu
Jadro orientovaného grafu se po
Hru hraji dva hra&i a prohraje ten, kdo uZ nema dal¥i tah
Orientovany graf pro hru G = (V, E) mé za vrcholy situace hry
a orientované hrany e = (51, S,) jsou tam, kde ze situace S; lze
pFejit jednim tahem do situace Sp.

3 v teorii her.

Mali graf jadro, pak existuje neprohrévajici strategie a tou je
"téhnout vZdy do jadra”. Pokud je graf acyklicky, tak je tato
strategie dokonce vyhrévajici (s potategni situaci mimo jadro by
vyhral prvni hra€ a naopak).
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Orientované grafy

Literatura
> J. Demel: Grafy a jejich aplikace, Academia, 2015.
» J. MatouSek, J. Neetfil: Kapitoly z diskrétni matematiky,
Nakladatelstvi Karolinum, 2000.
» M. Dostél: Cviteni k prednséce LGR (najdete v nich ditkazy
nékterych tvrzeni z prednasky a mnoho dalsich pFikladii).
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