#B231/ALG/EXAM

Nize uvedené ulohy predstavuji prehled otazek, které se vyskytly vtomto nebo v minulych semestrech ve
cviéeni nebo v minulych semestrech u zkousky. Mezi otdzkami semestrovymi a zkouskovymi neni zadny rozdil,
predpokladame, ze pripraveny poslucha¢ dokaze zdarné zodpovédét vétsinu z nich.

Tento dokument je k dispozici ve varianté prevazné s reSenim a bez reseni.

Je to pracovni dokument a nebyl soustavné redigovan, tym ALG neruci za pireklepy a jazykové prohiresky,
vétsina odpovédi a feseni je ale pravdépodobné spravné :-).

Nahrazeni rekurzivniho volani tabelaci

1.
Popiste, jak byste vypoCet hodnoty rekurzivni funkce f(6,7) pfevedli na vyplfiovani hodnot v poli, kdyz funkce
f je rekurzivné definovana takto: cnNlLVYy
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0 pokud x=0 nebo y=0 nebo z=0 O%0 00
f(x,y) = 11o12%Y
f(x—1, y=1)+ f(x-1,y) + f(x,y—1) +1  jinak 2|lo0261 :
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max ( f(x—1, y=1)+ f(x—1,y) ) + f(x,y—1) +1 jinak t; :f\ °$ :
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Popiste, jak byste vypocet hodnoty rekurzivni funkce (6,8,7) pfevedli n plfiovani hodnot v poli, kdyz
funkce j je rekurzivné definovana takto:

a)
0 pokud x=0 nebo y=0 nebo z=0
f(x,y,z) =
f(x—1, y—1, z-1)+ f(x—1,y,z) + f(x,y—1,z) + f(x,y,z—1)+1 jinak
b) © 123y 5 x
0 pokud x=0 nebo y=0 ~)
f(xy) = 0[O0 000 00D
3#f(-Ly-1) - f(xy-1) - - Lyl + ;. 1{0 4 91 O 1
2|0 o 44—
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Pascaluv trojuhelnik obsahuje kombinacni €isla nebo chcete-li binomické koeficienty. Oznaéme binomicky
koeficient symbolem Bin(n,k).
Pfipomenme si, Ze plati rekurentni vztah



Bin(n,k) = Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1)
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Muzeme proto rekurzivné definovat funkci Bin, ktera vraci binomicky koefiélvent

1 pron=0nebok=0 04?">(1
Bin(n,k) = 11414
Bin(n-1,k)+Bin(n-1,k-1)  jinak Q|1 Lf'HO'I’ﬁ
Zjistéte kolikrat by byla funkce Bin() volana pfi rovedem pfikazu x = Bln(6 4);. ?5 :l, LL: 0/]{1'1%
row(-v f'u Bin (o) P) pod=AUR=A G4
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Ackermanova funkce je deflnovana pro dva celoCiselné nezaporne parametry n;
hodnoty jednoduse zapisovat do tabulky.

Popiste, jak budete postupné vyplfiovat tabulku, abyste se vyhnuli rekurzivnimu volani.
Dokazete urcit hodnotu A(4,4)?

m,Ye tedy mozné jeji

m+1 pro n=0
A(m, m) = A(n-1,1) pro n>0, m=0
A(n-1, A(n,m-1)) pro n>0, m>0
(Chyba v definici neni, druhy parametr ve tietim fadku je opét vysledek volani funkce A.)

Optimalni binarni vyhledavaci strom

5.
Optimalni binarni vyhledavaci strom
a) minimalizuje hloubku stromu
b) maximalizuje cenu uzlu
c) maximalizuje pocet listl
minimalizuje dobu vyhledavani ve stromu
minimalizuje délku cesty z kofene do libovolného listu

6.
Je dano n kli¢l. Spole¢né s kazdym klicem je dana také pravdépodobnost dotazu na tento kli¢. Nalezeni
kofene optimalniho BVS sestaveného z téchto kli¢h ma asymptotickou slozitost

a) O(log(n))

b) ©(n)

c) O(n-log(n)) 3)
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7a.

Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klice BVS daného na obrazku je uvedena u jednotlivych
uzlu. Predpokladejme, Ze se vzdy dotazujeme na kli¢, ktery ve stromu je. Z dlouhodobého hlediska je
priimérny pocet navstivenych uzl{i pfi jednom dotazu (= ,cena stromu®) roven
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7b.

Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klice BVS daného na obrazku je uvedena u jednotlivych
uzlu. Predpokladejme, ze se vzdy dotazujeme na kli¢, ktery ve stromu je. Z dlouhodobého hlediska je
primérny pocet navstivenych uzl{ pfi jednom dotazu (= ,cena stromu®) roven
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8.

Jsou dany dva binarni vyhledavaci stromy obsahujici stejné kli¢e. Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé
konkrétni kli¢e je dana nize uvedenou tabulkou. Vypoctéte, ktery z uvedenych stromi je za téchto okolnosti
vyhodnéjsi pro operaci FIND, tj, najdéte ten, v némz primeérny pocet dotazl na hodnotu klice béhem jedné

4

A:0.10
B: 0.20
C:0.25
D: 0.05
E: 0.10
F:0.25
G: 0.05

Je mozné, aby v optimalnim BVS mél kazdy uzel nejvySe jednoho potomka?
Jaké by musely byt pravdépodobnosti pro jednotlivé uzly v takovém pfipadé?
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Nejprve pfipomeneme priklad z pfednasky: \0,3

[0.02] [0.01]




Kofeny optimalnich podstrom( jsou popsany polem

0 1.2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15

1 612 3 3 3 3 3 7 17 17 17 17 17 7717
2 o 0 2 33 3 3 717 17T 17 17 7 7T 717
3 o 0o 0o 33 3 3 717 1T 17 17T 7T 7T 1717
4 o 0o o 0 45 6 7 7 17 7 7 7 7 717
5 o 0o o o o({5 6 7 7 7 7 7/7 7T 7T 17
6 o 0o o o o{o e 7 7 7 7 7|7 711 11
7 o o o o 0jo o 7 7 7 7 7/[11 11 11 11
8 0o 0o 0 0 0/]O O O 8 9 911/11 11 11 11
9 0o 0o 0 0 0OjO O O O 9 91111 11 11 11
10 0o 0o 0 0 0O/O O O O 0101111 11 11 11
11 0o 0o 0 0 0OjO O O0 O O 01111 11 11 11
12 0O 0 0 0 0OjO O O O O O O0/12 12 12 12
13 0O 0 0o 0 OJ]O O O O O O O/ 013 14 14
14 0o 0 0o 0o OJO O O O O O O O 01414
15 0o 0o 0 0 0O/0 OO O O O O)O0 O 015
16 o 0o 0 0 00 OO O O O OjO0 0 o0 O

Ceny optimalnich podstromu jsou popsany polem:

1-A 2-B 3-C 4-D 5-E 6-F 7-G 8-H 9-I 10-J 11-K 12-L 13-M 14-N 15-0

1-A 0.03 0.14 0.37 0.39 0.48 0.63 1.17 1.26 1.42 1.57 2.02 2.29 2.37 2.51 2.56
2-B 0 0.08 0.28 0.30 0.39 0.54 1.06 1.14 1.30 1.45 1.90 2.17 2.25 2.39 2.44
3-C 0 0 0.12 0.14 0.23 0.38 0.82 0.90 1.06 1.21 1.66 1.93 2.01 2.15 2.20
4-D 0 0 0 0.01 0.06 0.16 0.48 0.56 0.72 0.87 1.32 1.59 1.67 1.81 1.86
5-E 0 0 0 0 /0.04 0.13 0.44 0.52 0.68 0.83 1.28/1.55 1.63 1.77 1.82
6-F 0 0 0 0 0 0.050.32 0.40 0.56 0.71 1.16|1.43 1.51 1.63 1.67
7-G 0 0 0 0 0 0 0.22 0.30 0.46 0.61 1.06/1.31 1.37 1.48 1.52
8-H 0 0 0 0 0 0 0 0.04 0.14 0.24 0.54)10.72 0.78 0.89 0.93
9-I 0 0 0 0 0 0 0 0 0.06 0.16 0.4210.60 0.66 0.77 0.81
10-J 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.050.25(0.43 0.49 0.60 0.64
11-K 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.15/0.33 0.39 0.50 0.54
12-L 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 /0.09 0.13 0.21 0.24
13-M 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.02 0.07 0.09
14-N 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.03 0.05
15-0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.01

Analogicky podle pfikladu z pfednasky urCete, jak bude vypadat optimalni strom, kdyz jej vybudujeme pouze
pro 7 uzl( pocinaje Ednou a kon¢e Kenem.

11.

Jsou dany prvky s kli¢i A-G. Pravdépodobnost dotazu na jednotlivé konkrétni klie je dana nize uvedenou
tabulkou. Metodou dynamického programovani sestrojte optimalni strom z hlediska operace FIND, tj, najdéte
takovy strom, v némz pramérny pocet dotazll na hodnotu klice béhem jedné operace FIND je nejmensi
(Predpokladame, ze obsah stromu se dlouhodobé neméni). Napiste, jak vypada tabulka ohodnoceni
optimalnich podstromu a tabulka jejich kofen( a vysledny strom namalujte.
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A:0.10 % 0 0(4 qu
B: 0.10 C 0 S "’fg
C:0.25
D: 0.35 D 0 0( ';O(SS.
E: 0.10 € Q Q0 0
F: 0.05 0 0 {
G: 0.05 ( N RA
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Zopakujte pfedchozi dlohu pro uzly s pravdépodobnostmi:
b) c)
A:0.15 A:0.10
B: 0.15 B:0.10
C:0.20 C:0.25
D: 0.25 D: 0.25
E: 0.10 E: 0.10
F:0.10 F:0.15
G: 0.05 G: 0.05

NejdelsSi spoleéna podposloupnost

11.
Dva dané fetézce maiji oba délku n. NejdelSi spoleCnou podposlounost téchto fetézcu Ize nalézt v Case

a) ©(log(n) | o n T < = 1
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NejdelSi spole¢na podposloupnosﬁ- 174 9]

Algoritmus hledani nejdelSi spole¢né posloupnostl je snadno ngame%\ﬁtel ’r%’chanicky
reprodukovatelny. O

Najdéte tedy nejdelSi spolecnou podposloupnost v nekollka Jednoduchych pfipadech:

A:1100110011001100 yu oo 1A 00 1100 1M 00D
B: 1010101010101010 ’;ogaoo OVvoo 0000 COOD
20111 Il V1 Vi) i
A:110100100010000100001000001 :g 1122 22 222222 222%
B: 001011011101111011110111110 (B = dopinék A) o9 ! 222 3 339333333
a0
A:110100100010000100001000001 28 S
B: 100000100000100001000100101 (B = A pozpatku) ¢ o £
i9 .
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Nasledujici matice 5x4 poli reprezentuje vyfez v obréz‘ku Kazdé policko pfedstavuje jeden pixel

s uvedenou hodnotou. Postupovat Ize jen zleva doprava, a to vodorovné, nebo pod uhlem £45
stupnu, tj. do poli¢ka s indexem [i,j] se Ize dostat z policka v pfedchozim sloupci s indexem [i-1, j-1],
[i, j-1], [i+1, j-1], kde i=fadkovy index a j= sloupcovy index.
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Dynamickym programovanim naleznéte spojnici levé a pravé strany (touto spojnici se mini
posloupnost poli¢ek, jedno policko na sloupec, zacinajici ve sloupci s indexem j=1 a koncici ve
sloupci s j=4) takovou, Ze souCet hodnot podél ni je minimalni.

Jaké mezivysledky si musite pamatovat pro jednotlivé sloupce a pro celou tabulku?

13b.

Nasledujici matice m reprezentuje vyfez v obrazku. Kazdé polic¢ko pfedstavuje jeden pixel

s uvedenou hodnotou. Postupovat Ize jen zleva doprava, a to vodorovné, nebo pod uhlem +45
stupnid, tj. do polic¢ka s indexem [i,j] se Ize dostat z poli¢ka v pfedchozim sloupci s indexem [i-1, j-1],
[i, j-11, [i+1, j-1], kde i=fadkovy index a j= sloupcovy index.

ji=2
i |3 12 23 18
| [15 23 6 12
| (20 9 12 10
v |18 14 19 8
16 12 8 7

Dynamickym programovanim naleznéte spojnici levé a pravé strany (touto spojnici se mini
posloupnost poli¢ek, jedno policko na sloupec, zacinajici ve sloupci s indexem j=1 a koncici ve
sloupci s j=4) takovou, Ze soucet absolutnich rozdili hodnot podél cesty je minimalni. Rozdilem
hodnot podél cesty je napf. pro poli¢ko [i, j] hodnota abs(mli,jl — M[iprev,j-1 1), kde iy, Nabyva
jedné z hodnot {i-1, i, i+1}.

Jaké mezivysledky si musite pamatovat pro jednotlivé sloupce a pro celou tabulku?

E

A
The set of n distinct keys is given. Also a probability of the key being queried is given for each key.
Establishing the root of the optimal BST built on the given keys is a task with complexity:

f)  O(log(n))
g9) ©(n)
h) O(n-log(n))

) Q(n?)
o

A elsewhere

Two given strings are both of length n. The longest comon subsequence of these strings can be found in
time:
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