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1 APROXIMACE FUNKCÍ

1.1 Typické úlohy

1.1.1 Aproximace funkcí v ekonomii

Úloha: Odhadn�te rychlost r�stu pr�myslové v˝roby v posledním období a nejlépe i v blízké budoucnosti.
Úloha: Ze znám˝ch hodnot burzovních index� do dneöního dne odhadn�te jejich zít�ejöí hodnoty.

1.1.2 Aproximace funkcí v teorii pravd�podobnosti a matematické anal˝ze

Úloha: Náhodná veli�ina s normovan˝m normálním rozd�lením je popsána distribu�ní funkcí

�(u) = 1Ô
2fi

⁄ u

≠Œ
exp

3
≠t

2

2

4
dt .

(�ist˝) matematik: To je transcendentní funkce.
Numerick˝ matematik: Numerická integrace dá p�ibliûn˝ v˝sledek s poûadovanou p�esností.
(Ve skute�nosti i exponenciální funkce je po�ítána jen numericky, procesor sám umí jen 4 základní po�etní
úkony.)
Pro rychlejöí opakovan˝ v˝po�et si p�ipravíme tabulku Gaussova integrálu.

1.1.3 Aproximace funkcí v elektrotechnice

Úloha: Ze známého nap�tí baterie (v mobilu, v po�íta�i) odhadn�te zb˝vající kapacitu.
Vycházíme z kone�n� mnoha hodnot, ale aproximaci chceme pouûít na celém intervalu.
Zde navíc chceme, aby byla monotónní.

Úloha: Máme nakreslit V-A charakteristiku diody na základ� nam��en˝ch dat:

Úloha: Digitální obrázek zv�töíme, pop�. oto�íme. Zm�ní se po�et pixel�, pop�. i jejich orientace.

Motiva�ní úlohy na aproximaci

• Úloha 1: Závislost sm�nného kursu na �ase na základ� údaj� z burzy.

• Úloha 2: Rychl˝ odhad Gaussova integrálu (distribu�ní funkce normálního rozd�lení) s vyuûitím tabul-
kov˝ch hodnot.

• Úloha 3: V-A charakteristika diody na základ� nam��en˝ch hodnot.

• Úloha 4: Teploty nam��ené na meteorologické stanici.
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Data jsou vûdy diskrétní (kone�ná).
Rozliöujeme:

1. aproximaci spojité funkce pomocí kone�n˝ch dat (1. zápo�tová úloha),

2. nalezení funkce s mal˝m po�tem parametr�, která p�ibliûn� odpovídá dat�m (2. zápo�tová úloha).

1.1.4 Základní úloha aproximace

Dáno:
vektor x̨ = (x0, . . . , xn≠1) œ Rn ur�ující n (r�zn˝ch) uzlov˝ch bod�,
vektor y̨ = (y0, . . . , yn≠1) œ Rn poûadovan˝ch hodnot v uzlov˝ch bodech,
mnoûina funkcí F , které smíme pouûít k aproximaci (definovan˝ch alespo� v bodech x0, . . . , xn≠1).
Úkol: vybrat funkci Ï œ F tak, aby vektor Ï(x̨) =

!
Ï(x0), . . . , Ï(xn≠1)

"
œ Rn byl „co nejbliûöí“ danému

vektoru y̨.

Blokové schema obecné aproximace

solve

call-t -Ï(t)

-x̨

-y̨

?
F

?
Ï

P�edpoklad: F je lineární obal k znám˝ch, tzv. aproxima�ních funkcí Ï0, . . . , Ïk≠1, k Æ n:

F = Lin{Ï0, . . . , Ïk≠1} =
;ÿ

j<k

cj Ïj : cj œ R
<

.

Zb˝vá ur�it vektor reáln˝ch koeficient� c̨ = (c0, . . . , ck≠1) lineární kombinace

Ï =
ÿ

j<k

cj Ïj .

Vektorová formulace aproxima�ní úlohy

Aproxima�ní funkce jsou reprezentovány vektory Ïj(x̨) = (Ïj(x0), . . . , Ïj(xn≠1)), j = 0, . . . , k ≠ 1. (éádné jiné
jejich hodnoty do aproxima�ní úlohy nevstupují.)
Pro v˝slednou aproximaci platí

Ï(x̨) =
ÿ

j<k

cj Ïj(x̨) ,

neboli k y̨ hledáme „co nejbliûöí“ vektor Ï(x̨) z lineárního obalu znám˝ch vektor� Ï0(x̨), . . . , Ïk≠1(x̨).
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Blokové schema obecné aproximace lineární kombinací

call

solve

call

lin. comb.

-t -Ï(t)

-x̨

-y̨ -c̨

?

?

Ï0, Ï1, . . .

?
Ï0(x̨), Ï1(x̨), . . .

?
Ï

s

1.2 Interpolace

Speciální p�ípad aproximace, kdy poûadujeme p�esnou shodu v uzlov˝ch bodech.

Dáno:
vektor x̨ = (x0, . . . , xn≠1) œ Rn ur�ující n (r�zn˝ch) uzlov˝ch bod�,
vektor y̨ = (y0, . . . , yn≠1) œ Rn poûadovan˝ch hodnot v uzlov˝ch bodech,
mnoûina funkcí F , které smíme pouûít k aproximaci (definovan˝ch alespo� v bodech x0, . . . , xn≠1).
Hledáme: Ï œ F spl�ující Ï(x̨) = y̨, tj.

Ï(xi) = yi , i = 0, . . . , n ≠ 1 .

P�edpoklad: F = Lin{Ï0, . . . , Ïk≠1} =
Ó q

j<k
cj Ïj : cj œ R

Ô
.

Ve vektorové formulaci: Ï(x̨) =
q
j<k

cj Ïj(x̨) = y̨ .

1.2.1 Prostá interpolace

Dosazením dostáváme ÿ

j<k

cj Ïj(xi) = yi, i = 0, . . . , n ≠ 1 ,

coû je soustava k lineárních rovnic pro neznámé c0, . . . , cn≠1.
Pro jednozna�nost �eöení pot�ebujeme k = n a navíc, aby aritmetické vektory Ïj(x̨) = (Ïj(x0), . . . , Ïj(xn≠1)), j =
0, . . . , n ≠ 1, byly lineárn� nezávislé. (To lze pokazit, i kdyû funkce Ï0, . . . , Ïn≠1 jsou lineárn� nezávislé. Záleûí
i na volb� uzlov˝ch bod�.)
Sloûitost v˝po�tu Ã n

3, u speciálních úloh dosáhneme menöí.
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Blokové schema obecné prosté interpolace

call

solve

call

lin. comb.

-t -Ï(t)

-x̨

-y̨ -c̨

?

?

Ï0, Ï1, . . .

?
Ï0(x̨), Ï1(x̨), . . .

?
Ï

s

1.3 Interpolace polynomem

Interpolujeme polynomem stupn� < n, neboli Æ n ≠ 1.
Má práv� n koeficient�, coû pot�ebujeme pro existenci a jednozna�nost �eöení.
Za bázi prostoru t�chto polynom� m�ûeme volit Ïj(t) = t

j
, j = 0, . . . , n ≠ 1.

Jiná báze m�ûe b˝t v˝hodn�jöí.

V˝hody interpolace polynomem

• Jediné, co po�íta� umí rychle, jsou 4 základní aritmetické operace, tedy krom� polynom� uû jen racionální
funkce.

• Polynomy lze snadno integrovat, derivovat...

• �eöitelnost:

V�ta 1.1 Interpola�ní úlohu s n r�zn˝mi uzlov˝mi body �eöí práv� jeden polynom stupn� < n.

• Univerzálnost:

V�ta 1.2 (Weierstrassova) Nech� f je spojitá funkce na uzav�eném intervalu I a nech� je dáno �íslo

Á > 0. Pak existuje polynom Ï takov˝, ûe

’t œ I : |f(t) ≠ Ï(t)| Æ Á .

Nev˝hody interpolace polynomem

• Weierstrassova v�ta ne�íká nic o pot�ebném stupni polynomu, takûe v˝sledek nemusí b˝t pouûiteln .̋

• Velmi málo skute�n˝ch závislostí je polynomiálních.

Lze �eöit prostou interpolací, ale se sloûitostí Ã n
3; jde to lépe.
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„Vodorovná linearita“ – interpolace lineárním polynomem

Dv�ma body (xi, yi), (xj , yj) prokládáme lineární funkci Ï. Její hodnota v bod� t je váûen˝m pr�m�rem yi, yj ,
kde váhy jsou nep�ímo úm�rné vzdálenostem t ≠ xi, xj ≠ t:

xi ‘æ Ï(xi) = yi ,

xj ‘æ Ï(xj) = yj ,

t =
xi

t≠xi
+ xj

xj≠t
1

t≠xi
+ 1

xj≠t

‘æ Ï(t) =
yi

t≠xi
+ yj

xj≠t
1

t≠xi
+ 1

xj≠t

,

t = (xj ≠ t) xi + (t ≠ xi) xj

xj ≠ xi
‘æ Ï(t) = (xj ≠ t) yi + (t ≠ xi) yj

xj ≠ xi
. (1)

Odvození vyûadovalo t /œ {xi, xj}, ale v˝sledek platí vûdy.

1.3.1 Lagrangeova konstrukce interpola�ního polynomu

1. Pro j = 0, . . . , n ≠ 1 vy�eöíme speciální p�ípad, kdy j-tá sloûka vektoru y̨ je jednotková, ostatní nulové;
v˝sledkem je polynom Íj ,

Íj(xi) = ”ij =
I

1 pro i = j,

0 pro i ”= j.

(”ij je tzv. Kroneckerovo delta)

Polynom Íj stupn� Æ n ≠ 1 má n ≠ 1 ko�en� x0, . . . , xj≠1, xj+1, . . . , xn≠1;

Íj(t) = ej(t ≠ x0) . . . (t ≠ xj≠1)(t ≠ xj+1) . . . (t ≠ xn≠1)

= ej

Ÿ

i<n,i”=j

(t ≠ xi) ,

kde ej ur�íme ze vztahu Íj(xj) = 1:

ej = 1r
i<n,i ”=j

(xj ≠ xi)
, Íj(t) =

r
i<n,i”=j

(t ≠ xi)
r

i<n,i”=j
(xj ≠ xi)

.

2. Obecné �eöení úlohy interpolace polynomem je lineární kombinace

Ï =
ÿ

j<n

yj Íj ,

Ï(t) =
ÿ

j<n

yj Íj(t) =
ÿ

j<n

yj

r
i<n,i”=j

(t ≠ xi)
r

i<n,i”=j
(xj ≠ xi)

.

Kontrola:
Ï(xi) =

ÿ

j<n

yj Íj(xi) =
ÿ

j<n

yj ”ij = yi .

Myölenka Lagrangeovy konstrukce interpola�ního polynomu je pouûitelná i pro obecn�jöí úlohy.
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Blokové schema Lagrangeovy konstrukce interpola�ního polynomu

solve

lin. comb.

call-t -Ï(t)

-x̨

-y̨

?
Í0(x̨), . . . , Ín≠1(x̨)

?
Ï

„Svislá linearita“ aproxima�ní úlohy (v nezávislé prom�nné)

V�töinou p�edpokládáme linearitu v˝stupu (princip superpozice), coû zajistí nezávislost �eöení na zvoleném li-
neárním m��ítku.
Pak jakékoli �eöení aproxima�ní úlohy musí lineárn� záviset na sloûkách aritmetického vektoru y̨ = (y0, . . . , yn≠1).
Vstupní vektor y̨ = (y0, . . . , yn≠1) je lineární kombinací vektor� standardní báze,

y̨ = y0 (1, 0, . . . , 0)¸ ˚˙ ˝
ę0

+y1 (0, 1, 0, . . . , 0)¸ ˚˙ ˝
ę1

+ . . . + yn≠1 (0, . . . , 0, 1)¸ ˚˙ ˝
ęn≠1

=
ÿ

j<n

yj ęj .

V˝sledná aproximace bude lineární kombinací (se stejn˝mi koeficienty y0, . . . , yn≠1) funkcí Íj , které �eöí apro-
xima�ní úlohu se vstupy ęj ,

ę0 = (1, 0, 0, . . . , 0) ‘æ Í0 ,

ę1 = (0, 1, 0, . . . , 0) ‘æ Í1 ,

· · ·
ęn≠1 = (0, 0, . . . , 0, 1) ‘æ Ín≠1 ,

y̨ =
q

j<n
yj ęj ‘æ

q
j<n

yj Íj = Ï .

Funkce Í0, Í1, . . . , Ín≠1 nám poskytují plnou informaci o �eöení úlohy pro libovolné y̨ = (y0, . . . , yn≠1).
Poznámka: Pro interpolaci jsou ę0, . . . , ęn≠1 vektory hodnot funkcí Í0, . . . , Ín≠1,

ęj = (Íj(x0), . . . , Íj(xn≠1)) .

Pro obecnou aproximaci to tak b˝t nemusí, ale uvedené d�sledky linearity z�stávají v platnosti.

Nedostatky Lagrangeovy konstrukce interpola�ního polynomu

Sloûitost Ã n
2, a to i pro v˝po�et jedné hodnoty, pokud v˝sledek neupravíme.

P�i aproximaci v˝voje na burze dostáváme pr�b�ûn� nová data.
Musíme kv�li tomu po�ítat vöe znova?
(N�které meziv˝sledky lze pouûít, pokud jsme si je nezapomn�li zaznamenat.)
Lze vöak vyjít z p�edchozího v˝sledku a ten jen opravit o ur�it˝ polynom:
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1.3.2 Newtonova konstrukce interpola�ního polynomu

Jedná se stále o stejn˝ polynom.
Konstantní polynom d0 = y0 má správnou hodnotu v uzlovém bod� x0.
Hledan˝ polynom Ï dostaneme p�i�tením vhodného polynomu Ê0 nulového v x0: t ‘æ (t ≠ x0) Ê0(t), kde Ê0 je
polynom stupn� Æ n ≠ 2:

Ï(t) = d0 + (t ≠ x0) Ê0(t) , d0 = y0 , Ê0(xi) = yi ≠ d0
xi ≠ x0

, i > 0 ,

Ê0(t) = d1 + (t ≠ x1) Ê1(t) , d1 = Ê0(x1) , Ê1(xi) = Ê0(xi) ≠ d1
xi ≠ x1

, i > 1 ,

Ê1(t) = d2 + (t ≠ x2) Ê2(t) , d2 = Ê1(x2) , Ê2(xi) = Ê1(xi) ≠ d2
xi ≠ x2

, i > 2 ,

Ê2(t) = d3 + (t ≠ x3) Ê3(t) , d3 = Ê2(x3) , Ê3(xi) = Ê2(xi) ≠ d3
xi ≠ x3

, i > 3 ,

...

Ên≠3(t) = dn≠2 + (t ≠ xn≠2) Ên≠2(t) , dn≠2 = Ên≠3(xn≠2) , Ên≠2(xi) = Ên≠3(xi) ≠ dn≠2
xi ≠ xn≠2

, i > n ≠ 2 ,

Ên≠2(t) = dn≠1 = Ên≠2(xn≠1) .

Zp�tn˝m dosazením dostaneme

Ï(t) = d0 + (t ≠ x0) · [d1 + (t ≠ x1) · [d2 +
+ . . . (t ≠ xn≠3) · [dn≠2 + (t ≠ xn≠2) · dn≠1] . . .]] .

Ï(t) = d0 + (t ≠ x0) d1 + (t ≠ x0) (t ≠ x1) d2 + . . . + dn≠1
Ÿ

i<n≠1
(t ≠ xi)

=
ÿ

j<n

dj

Ÿ

i<j

(t ≠ xi) .

Sloûitost v˝po�tu koeficient� Ã n
2, v˝po�tu jedné funk�ní hodnoty podle prvního, neroznásobeného vzorce Ã n.
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Blokové schema Newtonovy konstrukce interpola�ního polynomu

solve

„lin. comb.“

call-t -Ï(t)

-x̨

-y̨

?
d̨

?
Ê0(x̨), Ê1(x̨), . . .

?
Ï

1.3.3 Nevill�v algoritmus

Nezajímají nás koeficienty, pouze hodnota interpola�ního polynomu pro jedin˝ argument t.

Jedním bodem (xi, yi) proloûíme konstantní polynom yi . Dva body (xi, yi), (xi+1, yi+1) lineárn� interpolujeme,
hodnota v t je dle (1):

yi..i+1 = (xi+1 ≠ t) yi + (t ≠ xi) yi+1
xi+1 ≠ xi

,

coû je správn� pro t œ {xi, xi+1}.
Rekurentní postup: Obecn�ji pro j < k ozna�me yj..k hodnotu v bod� t interpola�ního polynomu proloûeného
body (xj , yj), . . . , (xk, yk). Závisí na po�áte�ní volb� t; pro t œ {xj , . . . , xk} by byl yj..k správn˝ v˝sledek.
Speciáln�:

yi+1..i+m by vyölo správn� pro t œ {xi+1, . . . , xi+m≠1} a pro t = xi+m,
yi..i+m≠1 by vyölo správn� pro t œ {xi+1, . . . , xi+m≠1} a pro t = xi,
yi..i+m by vyölo správn� pro t œ {xi+1, . . . , xi+m≠1} a pro t = xi, t = xi+m;

dostaneme ho lineární interpolací mezi xi a xi+m dle (1):

yi..i+m = (xi+m ≠ t) yi..i+m≠1 + (t ≠ xi) yi+1..i+m

xi+m ≠ xi
.

Po�ítáme pro vöechna i = 0, . . . , n ≠ 1 ≠ m (vnit�ní cyklus); m = 1, . . . , n ≠ 1 (vn�jöí cyklus);
y0..n≠1 je v˝sledek. Sloûitost Ã n

2.
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Blokové schema Nevillova algoritmu

solve
-t

-Ï(t)
-x̨

-y̨

Numerické chyby Nevillova algoritmu lze dále omezit, budeme-li místo hodnot interpola�ních polynom� po�ítat
s jejich rozdíly,

Ci,m = yi..i+m ≠ yi..i+m≠1 ,

Di,m = yi..i+m ≠ yi+1..i+m ,

které lze po�ítat podle rekurentních vzorc�

Ci,m = (t ≠ xi) (Ci+1,m≠1 ≠ Di,m≠1)
xi+m ≠ xi

,

Di,m = (t ≠ xi+m) (Ci+1,m≠1 ≠ Di,m≠1)
xi+m ≠ xi

a v˝sledek nap�. jako

y0..n≠1 = y0 +
n≠1ÿ

m=1
C0,m .

1.3.4 Chyba aproximace interpola�ním polynomem

V uzlov˝ch bodech chyba metody nulová, pouze chyba zaokrouhlovací.

Chyba metody v ostatních bodech, nahrazujeme-li funkci f interpola�ním polynomem.

Odvození chyby aproximace interpola�ním polynomem

Chyba metody f ≠Ï je v uzlov˝ch bodech nulová, zkoumáme její hodnotu f(u)≠Ï(u) v bod� u /œ {x0, . . . , xn≠1}.
V duchu Newtonovy konstrukce najdeme interpola�ní polynom Âu stupn� n, kter˝ správn� interpoluje i v bod� u:
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k Ï p�i�teme „vhodn˝ násobek“ polynomu W stupn� n s uzlov˝mi body x0, . . . , xn≠1,

Âu = Ï + Pu

Ÿ

i<n

(t ≠ xi)

¸ ˚˙ ˝
W (t)

.

(Polynom Âu závisí na volb� bodu u.)
„Vhodn˝ násobek“ Pu spl�uje Âu(u) = f(u), takûe provedená oprava v bod� u je práv� chyba interpolace
polynomem Ï:

f(u) ≠ Ï(u) = Âu(u) ≠ Ï(u) = Pu W (u) ,

Pu = f(u) ≠ Ï(u)
W (u) .

Funkce f, Âu jsou si „blízké“, máme
Ø n + 1 ko�en� u, x0, . . . , xn≠1 funkce f ≠ Âu, mezi kaûd˝mi dv�ma (aspo� jeden) ko�en derivace,
Ø n ko�en� funkce (f ≠ Âu)Õ,
Ø n ≠ 1 ko�en� funkce (f ≠ Âu)ÕÕ,
...
Ø 1 ko�en funkce (f ≠ Âu)(n) = f

(n) ≠ Â
(n)
u , ozna�me jej ›u (závisí na u).

(Pot�ebovali jsme spojité derivace do �ádu n.) Budeme pot�ebovat n-tou derivaci polynomu

Âu(t) = Ï(t) + Pu

Ÿ

i<n

(t ≠ xi) = Ï(t)¸˚˙˝
polynom stupn�<n

+Pu

!
t
n + · · ·¸˚˙˝

polynom stupn�<n

"
,

Â
(n)
u (t) = Pu (tn)(n) = Pu n! .

Vyuûijeme

0 = f
(n)(›u) ≠ Â

(n)
u (›u) = f

(n)(›u) ≠

Pu˙ ˝¸ ˚
f(u) ≠ Ï(u)

W (u) n! ,

f(u) ≠ Ï(u) = f
(n)(›u)

n! W (u) ,

|f(u) ≠ Ï(u)| = |f (n)(›u)|
n! |W (u)| ,

kde |f (n)(›u)| nahradíme horním odhadem na uzav�eném intervalu I ´ {u, x0, . . . , xn≠1}: Mn Ø max
tœI

|f (n)(t)|,

|f(u) ≠ Ï(u)| Æ Mn

n! |W (u)| .

Pomocí horního odhadu w Ø max
tœI

|W (t)| dostaneme odhad chyby nezávisl˝ na u:

|f(u) ≠ Ï(u)| Æ Mn

n! w .

P�edpoklad: f má spojité derivace do �ádu n na uzav�eném intervalu I ´ {u, x0, . . . , xn≠1}.

Co m�ûeme ovlivnit

1. Po�et uzlov˝ch bod� =∆ koeficient 1
n! ,, ale i Mn / .

2. Interval I, ale musí obsahovat {u, x0, . . . , xn≠1}, to lze jen pokazit, kdyû u bude „daleko“ /; rozliöujeme:

• extrapolaci, kdy aproximujeme mimo interval Èmini xi, maxi xiÍ,
• interpolaci (v uûöím smyslu), kdy aproximujeme na intervalu Èmini xi, maxi xiÍ.
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3. Rozloûení uzlov˝ch bod� =∆ w , .

P�íklad:

Ad 1. Po�et uzlov˝ch bod�

I = È1/2, 2Í

f exp ln

|f (n)(u)| exp(u) (n ≠ 1)!
un

argmax 2 1/2

n
Mn

n!
exp(2)

n!
2n

n

2 M2
2! 3.7 2

4 M4
4! 0.31 4

8 M8
8! 1.8 · 10≠4 32

16 M16
16! 3.5 · 10≠13 4096

, /
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Ad 2. Extrapolace

I = È1/10, 3Í

f exp ln

|f (n)(u)| exp(u) (n ≠ 1)!
un

argmax 3 1/10

n
Mn

n!
exp(3)

n!
10n

n

2 M2
2! 10 50

4 M4
4! 0.84 2500

8 M8
8! 5 · 10≠4 1.25 · 107

16 M16
16! 10≠12 6.25 · 1014

, //
Zb˝vá:
Ad 3. Rozloûení uzlov˝ch bod�

Chyba aproximace interpola�ním polynomem

1.3.5 �ebyöevovy polynomy
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“j(t) = cos(j arccos t) , j = 0, 1, 2, . . .

Po�ítají se z rekurentního vztahu

“0(t) = 1 = cos(0 arccos t),
“1(t) = t = cos(1 arccos t),
“j(t) = 2 t “j≠1(t) ≠ “j≠2(t), j Ø 2 ,

cos – + cos — = 2 cos – ≠ —

2 cos – + —

2 , – := j◊ , — := (j ≠ 2)◊ ,

cos j◊ + cos(j ≠ 2)◊ = 2 cos ◊ cos(j ≠ 1)◊ ,

cos j◊ = 2 cos ◊¸˚˙˝
t

cos(j ≠ 1)◊ ≠ cos(j ≠ 2)◊ , ◊ := arccos t ,

cos(j arccos t)¸ ˚˙ ˝
“j(t)

= 2t (cos(j ≠ 1) arccos t)¸ ˚˙ ˝
“j≠1(t)

≠ cos((j ≠ 2) arccos t)¸ ˚˙ ˝
“j≠2(t)

.

Obor hodnot funkcí “j , j Ø 1, na intervalu È≠1, 1Í je È≠1, 1Í.
Ko�eny z0, . . . , zj≠1 jsou �eöení rovnice

cos(j arccos zk) = 0 ,

j arccos zk = fi

2 + kfi ,

arccos zk = 1
j

1
fi

2 + kfi

2
œ È0, fiÍ ,

zk = cos
3

fi

j

3
k + 1

2

44
, k = 0, 1, . . . , j ≠ 1 .

Pro j = n dostáváme doporu�ené kosinové rozd�lení uzlov˝ch bod� na intervalu È≠1, 1Í; obecn� na Èa, bÍ

xk = b + a

2 + b ≠ a

2 zk = b + a

2 + b ≠ a

2 cos
fi(k + 1

2 )
n

, k = 0, . . . , n ≠ 1 .

Pokud poûadujeme, aby byly uzlové body v krajních bodech intervalu, m�ûeme vzorec modifikovat:

xk = b + a

2 + b ≠ a

2 cos fi k

n ≠ 1 , k = 0, . . . , n ≠ 1 .

Chyba aproximace p�i kosinovém rozd�lení uzlov˝ch bod�
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Motiva�ní úloha - interpola�ní polynom

Vliv lokálních zm�n na interpola�ní polynom

Vliv lokálních zm�n na interpola�ní polynom
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1.3.6 Hermit�v interpola�ní polynom

P�íklad: Dáno: x0 = 0, x1 = 1; y0,0 = 1, y1,0 = 2, y0,1 = 3, y1,1 = 4.
Hledáme: polynom Ï(t) = c0 + c1t + c2t

2 + c3t
3, spl�ující

Ï(x0) = y0,0 , Ï(x1) = y1,0 , Ï
Õ(x0) = y0,1 , Ï

Õ(x1) = y1,1 ,

Ï(0) = 1 , Ï(1) = 2 , Ï
Õ(0) = 3 , Ï

Õ(1) = 4 .

Ï(t) = 1 + 3t ≠ 7t
2 + 5t

3
.

Jin˝ postup: Stejn� jako u Lagrangeovy konstrukce interpola�ního polynomu m�ûeme sestrojit nejd�íve poly-
nomy ÷, Í, ‡, · stupn� 3, spl�ující

Â Â(0) Â(1) Â
Õ(0) Â

Õ(1)
÷ 1 0 0 0
Í 0 1 0 0
‡ 0 0 1 0
· 0 0 0 1

V˝sledek je jejich lineární kombinace se znám˝mi koeficienty:

Ï = y0,0 ÷ + y1,0 Í + y0,1 ‡ + y1,1 ·

= 1÷ + 2Í + 3‡ + 4· .

Polynomy �eöící díl�í úlohy:

÷(0) ÷(1) ÷
Õ(0) ÷

Õ(1)
1 0 0 0

÷ má dvojnásobn˝ ko�en 1, je tedy tvaru

÷(t) = (at + b) (t ≠ 1)2
,

kde a, b ur�íme z hodnot v 0:

÷(0) = b = 1
÷

Õ(0) = a ≠ 2b = 0

a = 2, b = 1, ÷(t) = (2t + 1) (t ≠ 1)2

Í(0) Í(1) Í
Õ(0) Í

Õ(1)
0 1 0 0

Í má dvojnásobn˝ ko�en 0, je tedy tvaru
Í(t) = (aú

t + b
ú) t

2
,

kde a
ú
, b

ú ur�íme z hodnot v 1:

Í(1) = a
ú + b

ú = 1
Í

Õ(1) = 3a
ú + 2b

ú = 0

a
ú = ≠2, b

ú = 3, Í(t) = (≠2t + 3) t
2
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‡(0) ‡(1) ‡
Õ(0) ‡

Õ(1)
0 0 1 0

‡ má dvojnásobn˝ ko�en 1 a jednoduch˝ ko�en 0, je tedy tvaru

‡(t) = c t (t ≠ 1)2
,

kde c ur�íme z derivace v 0:

‡
Õ(0) = c = 1

‡(t) = t (t ≠ 1)2

·(0) ·(1) ·
Õ(0) ·

Õ(1)
0 0 0 1

· má dvojnásobn˝ ko�en 0 a jednoduch˝ ko�en 1, je tedy tvaru

·(t) = c
ú

t
2 (t ≠ 1) ,

kde c
ú ur�íme z derivace v 1:

·
Õ(1) = c

ú = 1

·(t) = t
2 (t ≠ 1)

Ï dostaneme jako lineární kombinaci ÷, Í, ‡, · ,

Ï = y0,0 ÷ + y1,0 Í + y0,1 ‡ + y1,1 ·

1.3.7 Aproximace Taylorovou �adou

(p�esn�ji Taylorov˝m polynomem)
Speciální p�ípad Hermitova interpola�ního polynomu s jedin˝m uzlov˝m bodem, v n�mû je zadáno prvních n

derivací (v�etn� nulté).
Úloha: Dáno:
Uzlov˝ bod x0 ,
n hodnot y0,0, y0,1, . . . , y0,n≠1 œ R .
Hledáme: polynom Ï stupn� < n takov ,̋ ûe

Ï
(j)(x0) = y0,j , j = 0, . . . , n ≠ 1 .

�eöení je ve tvaru
Ï =

ÿ

j<n

y0,j Íj , Í
(i)
j (x0) = ”ij , Íj(t) = 1

j! (t ≠ x0)j
,
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Ï(t) =
ÿ

j<n

y0,j

j! (t ≠ x0)j
.

Pokud jsou y0,0, y0,1, . . . , y0,n≠1 hodnoty derivací n�jaké funkce f v bod� x0, tj. y0,j = f
(j)(x0), pak Ï je kone�ná

Taylorova �ada se st�edem x0:

Ï(t) =
ÿ

j<n

f
(j)(x0)

j! (t ≠ x0)j
.

Pokud f má na intervalu I(u, x0) spojitou derivaci �ádu n, pak

f(u) ≠ Ï(u) = f
(n)(›u)

n! (u ≠ x0)n
,

kde ›u œ I(u, x0),

|f(u) ≠ Ï(u)| Æ Mn

n! |(u ≠ x0)n| .

Jedin˝ rozdíl od chyby interpola�ního polynomu je, ûe polynom W (u) s ko�eny x0, . . . , xn≠1 je nahrazen poly-
nomem (u ≠ x0)n (stejného stupn�) s n-násobn˝m ko�enem x0. Aproximace Taylorovou �adou je velmi p�esná
v okolí x0, na úkor chyby ve vzdálen�jöích bodech.

Aproximace Taylorov˝m polynomem

Aproximace exponenciály (�erven�) Taylorov˝mi polynomy stup�� 5, 10, 15 pro kladné argumenty.

Aproximace exponenciály (�erven�) Taylorov˝mi polynomy stup�� 5, 10, 15 pro záporné argumenty.
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Aproximace exponenciály (�erven�) Taylorov˝mi polynomy stup�� 5, 10, 15 pro kladné i záporné argumenty.

1.4 Interpolace spliny

Nev˝hoda interpolace polynomem: malá zm�na vstupní hodnoty v jednom uzlovém bod� m�ûe zásadn� ovlivnit
v˝sledné hodnoty v místech zna�n� vzdálen˝ch.

Spline je funkce po �ástech polynomiální. (Je dána r�zn˝mi polynomy nízkého stupn� na jednotliv˝ch interva-
lech.)

Nejjednoduööím p�ípadem je náhrada po �ástech lineární funkcí, „lomenou �arou“, lineární spline.

1.4.1 Kubick˝ spline

Úloha: Dáno:
vektor x̨ = (x0, . . . , xn≠1) œ Rn ur�ující n uzlov˝ch bod� vzestupn� uspo�ádan˝ch,
vektor y̨ = (y0, . . . , yn≠1) œ Rn poûadovan˝ch hodnot v uzlov˝ch bodech,
Hledáme: funkci Ï, definovanou na intervalu Èx0, xn≠1Í, spl�ující:
• Ï(xi) = yi, i = 0, . . . , n ≠ 1 ,
• Ï se na intervalu Èxi≠1, xiÍ shoduje s n�jak˝m polynomem Ïi stupn� nejv˝öe 3, i = 1, . . . , n ≠ 1 ,
• Ï má na intervalu Èx0, xn≠1Í spojitou první a druhou derivaci.

(Toto zadání bude nutné jeöt� up�esnit.) Spojitost derivací sta�í zajistit v bodech x1, . . . , xn≠2:

Ï
Õ
i(xi) = Ï

Õ
i+1(xi), i = 1, . . . , n ≠ 2 ,

Ï
ÕÕ
i (xi) = Ï

ÕÕ
i+1(xi), i = 1, . . . , n ≠ 2 .

P�edpokládejme, ûe známe hodnoty ci = Ï
Õ(xi) = Ï

Õ
i(xi) = Ï

Õ
i+1(xi), i = 0, . . . , n ≠ 1. Tím bude zajiöt�na

spojitost Ï
Õ, zb˝vá zajistit spojitost Ï

ÕÕ.
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Polynomy Ïi, i = 1, . . . , n ≠ 1, lze najít stejn� jako Hermit�v interpola�ní polynom v p�edchozí úloze, pouze
uzlové body jsou xi≠1, xi místo 0, 1.

Obecn˝ p�ípad dostaneme lineární transformací u œ È0, 1Í na t œ Èxi≠1, xiÍ:

t = xi≠1 + (xi ≠ xi≠1) u , u = t ≠ xi≠1
xi ≠ xi≠1

.

Na druh˝ch derivacích se to projeví nap�.

÷i(t) = ÷(u) ,

d÷i

dt
= d÷

du
· du

dt
, (nekorektní Leibnizova notace)

÷
Õ
i(t) = ÷

Õ(u)
xi ≠ xi=1

,

÷
ÕÕ
i (t) = ÷

ÕÕ(u)
(xi ≠ xi=1)2 .

Na intervalu Èxi≠1, xiÍ, i = 1, . . . , n ≠ 1, dostáváme

Ïi(t) = yi≠1 ÷i(t) + yi Íi(t) +

ci≠1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi≠1) ‡i(t) +
ci˙ ˝¸ ˚

Ï
Õ(xi) ·i(t) ,

kde ÷i, Íi, ‡i, ·i jsou polynomy stupn� nejv˝öe 3 (ur�ené stejn� jako polynomy ÷, Í, ‡, · v úloze na Hermit�v
interpola�ní polynom).
M�ûeme vy�íslit jejich druhé derivace:

÷
ÕÕ(0) = ≠6 , Í

ÕÕ(0) = 6 , ‡
ÕÕ(0) = ≠4 , ·

ÕÕ(0) = ≠2 ,

÷
ÕÕ
i+1(xi) = ≠6

(xi+1 ≠ xi)2 , Í
ÕÕ
i+1(xi) = 6

(xi+1 ≠ xi)2 , ‡
ÕÕ
i+1(xi) = ≠4

(xi+1 ≠ xi)2 , ·
ÕÕ
i+1(xi) = ≠2

(xi+1 ≠ xi)2 ,

÷
ÕÕ(1) = 6 , Í

ÕÕ(1) = ≠6 , ‡
ÕÕ(1) = 2 , ·

ÕÕ(1) = 4 ,

÷
ÕÕ
i (xi) = 6

(xi ≠ xi≠1)2 , Í
ÕÕ
i (xi) = ≠6

(xi ≠ xi≠1)2 , ‡
ÕÕ
i (xi) = 2

(xi ≠ xi≠1)2 , ·
ÕÕ
i (xi) = 4

(xi ≠ xi≠1)2 .

Zb˝vá ur�it ci = Ï
Õ(xi); pro i = 1, . . . , n ≠ 2 máme

yi≠1 ÷
ÕÕ
i (xi) + yi Í

ÕÕ
i (xi) +

ci≠1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi≠1) ‡
ÕÕ
i (xi) +

ci˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi) ·
ÕÕ
i (xi) =

= yi ÷
ÕÕ
i+1(xi) + yi+1 Í

ÕÕ
i+1(xi) +

ci˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi) ‡
ÕÕ
i+1(xi) +

ci+1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi+1) ·
ÕÕ
i+1(xi) , (2)

6yi≠1 ≠ 6yi + 2

ci≠1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi≠1) +4
ci˙ ˝¸ ˚

Ï
Õ(xi)

(xi ≠ xi≠1)2 = ≠6yi + 6yi+1 ≠ 4
ci˙ ˝¸ ˚

Ï
Õ(xi) ≠2

ci+1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi+1)
(xi+1 ≠ xi)2 ,

2
(xi ≠ xi≠1)2

ci≠1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi≠1) + 4
(xi ≠ xi≠1)2

ci˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi) +

+ 4
(xi+1 ≠ xi)2

ci˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi) + 2
(xi+1 ≠ xi)2

ci+1˙ ˝¸ ˚
Ï

Õ(xi+1) = ≠6yi≠1 + 6yi

(xi ≠ xi≠1)2 + ≠6yi + 6yi+1
(xi+1 ≠ xi)2 ,

to je n ≠ 2 lineárních rovnic o n neznám˝ch; matice soustavy má nejv�töí koeficienty na diagonále.
Zb˝vají 2 volitelné parametry. Obvykle se volí Ï

ÕÕ(x0) = Ï
ÕÕ(xn≠1) = 0, tzv. p�irozen˝ spline (angl. natural

spline). To znamená, ûe v (2) pro i = 0, resp. n ≠ 1, nahradíme (nedefinovanou) levou, resp. pravou, stranu
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nulou.
Dalöí moûnosti, které v sou�asnosti podporuje Maple:

Ï
Õ(x0) = Ï

Õ(xn≠1) , Ï
ÕÕ(x0) = Ï

ÕÕ(xn≠1) , (endpoints=’periodic’),

spojitost 3. derivace v x1, xn≠2 (endpoints=’notaknot’),
nebo explicitní zadání první derivace v krajních bodech, pop�. jak˝chkoli podobn˝ch podmínek v poûadovaném
po�tu.
Tyto volby se projeví pouze na okrajích intervalu.

Blokové schema interpolace spiny

solve

D

solve

lin. comb.

-t

-Ï(t)

-

-

-

x̨

-y̨
-c̨

?

?

÷0, Í0, ‡0, ·0, . . .

?
÷0(x̨), Í0(x̨), . . .

s

s

s

V˝po�et má dv� �ásti:
1. V˝po�et koeficient� ci = Ï

Õ(xi), i = 0, . . . , n ≠ 1 (sloûitost nejv˝öe Ã n
3).

2. V˝po�et funk�ní hodnoty (sloûitost Ã ln n).

Matice soustavy je t�ídiagonální a koeficienty na diagonále jsou nejv�töí z �ádku (vyuûijeme pro efektivn�jöí
�eöení).

Spliny nelze extrapolovat!

P�esto to v�töina implementací dovoluje.

Poznámka: Volba rozd�lení má v p�ípad� interpolace splinem v˝razn� menöí vliv.
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Vliv lokálních zm�n na spline

Motiva�ní úloha - spline
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1.5 Metoda nejmenöích �tverc�

Úloha: Dáno:
vektor x̨ = (x0, . . . , xn≠1) œ Rn ur�ující n uzlov˝ch bod� (ne nutn� r�zn˝ch),
vektor y̨ = (y0, . . . , yn≠1) œ Rn ûádoucích hodnot v uzlov˝ch bodech,
k funkcí Ï0, . . . , Ïk≠1, k Æ n, definovan˝ch alespo� ve vöech uzlov˝ch bodech.
Hledáme: koeficienty c0, . . . , ck≠1 œ R lineární kombinace funkcí Ïj

Ï =
ÿ

j<k

cj Ïj

takové, abychom minimalizovali v˝raz

H2 =
ÿ

i<n

(Ï(xi) ≠ yi)2 =
ÿ

i<n

3ÿ

j<k

cj Ïj(xi) ≠ yi

42

Modifikovaná kritéria

H2w =
ÿ

i<n

wi (Ï(xi) ≠ yi)2

�eöí se analogicky (Maple podporuje),
H1 =

ÿ

i<n

|Ï(xi) ≠ yi|

nevede na jednozna�né �eöení, neuûívá se,

H0 = max
i<n

|Ï(xi) ≠ yi|

�eöí se (tzv. �ebyöevova aproximace), ale je obtíûn�jöí.

1.5.1 �eöení aproximace podle kritéria nejmenöích �tverc�

V Rn zavedeme skalární sou�in vektor�
ų = (u0, . . . , un≠1), v̨ = (v0, . . . , vn≠1):

ų · v̨ =
ÿ

i<n

ui · vi .

Máme aproximovat vektor y̨ lineární kombinací Ï(x̨) =
q
j<k

cj Ïj(x̨),

kritérium je H2 = (Ï(x̨) ≠ y̨) · (Ï(x̨) ≠ y̨) = ÎÏ(x̨) ≠ y̨Î2
.

�eöení: Kolm˝ pr�m�t spl�uje soustavu podmínek (pro m = 0, . . . , k ≠ 1)

(Ï(x̨) ≠ y̨) ‹ Ïm(x̨) ,

(Ï(x̨) ≠ y̨) · Ïm(x̨) = 0 ,

Ï(x̨) · Ïm(x̨) = y̨ · Ïm(x̨) .
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Tedy Ï(x̨) se vzhledem ke skalárním sou�in�m s vektory Ïm(x̨) chová stejn� jako y̨.
3ÿ

j<k

cj Ïj(x̨)
4

· Ïm(x̨) = y̨ · Ïm(x̨) ,

ÿ

j<k

cj(Ïj(x̨) · Ïm(x̨)) = y̨ · Ïm(x̨) , m = 0, . . . , k ≠ 1 ;

soustava lineárních rovnic pro neznámé c0, . . . , ck≠1 (soustava normálních rovnic).

Speciální p�ípad: aproximujeme polynomem stupn� < k, m�ûeme volit Ïj(t) = t
j ,

Ïj(x̨) · Ïm(x̨) =
ÿ

i<n

x
j
i · x

m
i =

ÿ

i<n

x
j+m
i .

Blokové schema obecné aproximace metodou nejmenöích �tverc�

call

solve

call

lin. comb.

-t -Ï(t)

-x̨

-y̨ -c̨

?

?

Ï0, Ï1, . . .

?
Ï0(x̨), Ï1(x̨), . . .

?
Ï

s

Motiva�ní úloha - metoda nejmenöích �tverc�

Aproximace V-A charakteristiky diody lineární kombinací konstanty a dvou exponenciál s vhodn˝mi základy.

1.5.2 Ortogonalizace

V podprostoru P = Lin{Ï0(x̨), . . . , Ïk≠1(x̨)} najdeme ortogonální bázi (Â0(x̨), . . . , Âk≠1(x̨)),

Âj(x̨) · Âm(x̨) = 0 pro j ”= m .
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Ortogonalita závisí nejen na funkcích Ï0, . . . , Ïk≠1, ale i na volb� uzlov˝ch bod�!
Hledáme �eöení ve tvaru Ï =

q
j<k

dj Âj , kde dj , j = 0, . . . , k ≠ 1 jsou sou�adnice vzhledem k nové bázi. Matice

soustavy normálních rovnic je diagonální:

dj

!
Âj(x̨) · Âj(x̨)

"
= y̨ · Âj(x̨) , j = 0, . . . , k ≠ 1,

dj = y̨ · Âj(x̨)
Âj(x̨) · Âj(x̨) = y̨ · Âj(x̨)

ÎÂj(x̨)Î2 , j = 0, . . . , k ≠ 1.

Navíc lze volit vektory Âj(x̨) jednotkové, pak vyjde jednotkov˝ i jmenovatel.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Z báze (Į̈0, . . . , Į̈k≠1) vytvo�íme ortogonální bázi (Â0(x̨), . . . , Âk≠1(x̨)):

Â0(x̨) = Ï0(x̨) ,

Â1(x̨) = Ï1(x̨) + –1,0Â0(x̨) ,

Â1(x̨) · Â0(x̨) = 0 ∆ Ï1(x̨) · Â0(x̨) + –1,0Â0(x̨) · Â0(x̨) = 0

∆ –1,0 = ≠Ï1(x̨) · Â0(x̨)
Â0(x̨) · Â0(x̨)

Â2(x̨) = Ï2(x̨) + –2,0Â0(x̨) + –2,1Â1(x̨)

Â2(x̨) · Â0(x̨) = 0 ∆ Ï2(x̨) · Â0(x̨) + –2,0Â0(x̨) · Â0(x̨) + –2,1 Â1(x̨) · Â0(x̨)¸ ˚˙ ˝
0

= 0

∆ –2,0 = ≠Ï2(x̨) · Â0(x̨)
Â0(x̨) · Â0(x̨)

Â2(x̨) · Â1(x̨) = 0 ∆ Ï2(x̨) · Â1(x̨) + –2,0 Â0(x̨) · Â1(x̨)¸ ˚˙ ˝
0

+–2,1Â1(x̨) · Â1(x̨) = 0

∆ –2,1 = ≠Ï2(x̨) · Â1(x̨)
Â1(x̨) · Â1(x̨)

. . .

Âj(x̨) = Ïj(x̨) +
ÿ

m<j

–j,mÂm(x̨)

’p, p < j : Âj(x̨) · Âp(x̨) = 0 = Ïj(x̨) · Âp(x̨) +
ÿ

m<j

–j,mÂm(x̨) · Âp(x̨)

= Ïj(x̨) · Âp(x̨) + –j,pÂp(x̨) · Âp(x̨)

∆ –j,p = ≠Ïj(x̨) · Âp(x̨)
Âp(x̨) · Âp(x̨)

Q

ccccccca

Â0(x̨)
Â1(x̨)
Â2(x̨)
Â3(x̨)

...
Âk≠1(x̨)

R

dddddddb

=

Q

ccccccca

1 0 0 0 · · · 0
–1,0 1 0 0 · · · 0
–2,0 –2,1 1 0 · · · 0
–3,0 –3,1 –3,2 1 0

...
...

...
. . .

...
–k≠1,0 –k≠1,1 –k≠1,2 · · · · · · 1

R

dddddddb

Q

ccccccca

Į̈0
Į̈1
Į̈2
Į̈3
...

Į̈k≠1

R

dddddddb

(Komu vadí maticov˝ zápis pro vektory, m�ûe je nahradit �ádky matice.)
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1.5.3 Aproximace goniometrick˝m polynomem

(kone�nou Fourierovou �adou)
Aproximace metodou nejmenöích �tverc�, p�i�emû aproxima�ní funkce jsou

1 , cos 2fi
t

T
, sin 2fi

t

T
, cos 4fi

t

T
, sin 4fi

t

T
, . . .

Pro ekvidistantní uzlové body na intervalu délky T ,

xi = a + i
T

n
, i = 0, . . . , n ≠ 1

jsou vektory Ïj(x̨) (kter˝ch smí b˝t nejv˝öe n) ortogonální.
Pro ortogonální funkce je sloûitost Ã k n.
Pro k = n dostáváme Ã n

2.

Rychlá Fourierova transformace (Fast Fourier Transform, FFT) dále sniûuje sloûitost na Ã n ln n.

K tomu vyûaduje navíc n = 2m, jinak efektivita klesá.

Pouûití: Aproximace periodick˝ch a „tém�� periodick˝ch“ pr�b�h�, zejména akustick˝ch, ale nap�. i obrazo-
v˝ch; komprese mp3 a jpeg.
Rozklad na frekvence dovoluje dalöí zpracování, digitální filtraci, rozpoznávání atd.

1.5.4 �ebyöevova aproximace polynomem

Úloha: Dáno:
omezen˝ interval I,
spojitá funkce f na I,
k œ N.
Hledáme: polynom Ï stupn� menöího neû k takov ,̋ abychom minimalizovali v˝raz

H0 = max
tœI

|Ï(t) ≠ f(t)| .

To se také d�lá, ale je to mnohem pracn�jöí. �ast�ji se pouûívá modifikovaná aproximace metodou nejmenöích
�tverc�:

�ebyöevova aproximace polynomem

Pro jednoduchost na intervalu I = È≠1, 1Í; zobecn�ní na interval Èa, bÍ dostaneme lineární transformací

x = b + a

2 + b ≠ a

2 z ,

inverzní transformace je

z =
x ≠ b+a

2
b≠a

2
.

Za bázi prostoru vöech polynom� stupn� < k volíme �ebyöevovy polynomy.
Pokud m�ûeme, volíme n Ø k uzlov˝ch bod� x0, . . . , xn≠1 œ È≠1, 1Í jako ko�eny �ebyöevova polynomu stupn� n,
tj. s kosinov˝m rozd�lením:

xi = cos
1

fi

n

1
i + 1

2

22
, i = 0, . . . , n ≠ 1.
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Pro k = n dostaneme interpola�ní polynom (s doporu�en˝m kosinov˝m rozd�lením uzlov˝ch bod�). �eöení pro
k < n se od interpola�ního polynomu liöí zanedbáním �len� vyööího �ádu. Koeficienty ck, . . . , cn≠1 b˝vají malé.
(Závisí ovöem na vyööích derivacích aproximované funkce!) Chyba v uzlov˝ch bodech je proto omezena v˝razem

|Ï(xi) ≠ f(xi)| Æ
n≠1ÿ

j=k

|cj |.

Poznámky o �ebyöevov� aproximaci

• Neoptimalizujeme p�esn� kritérium H0, ale v˝sledek se od optimálního �eöení p�íliö neliöí.

• O chyb� mimo uzlové body nelze �íci mnoho, p�esto lze postup doporu�it.

• Rekurentní vzorec lze pouûít nejen ke stanovení �ebyöevov˝ch polynom�, ale i p�ímo k v˝po�tu jejich
hodnot v daném bod�.

• Nedoporu�uje se v˝sledek roznásobovat do standardního tvaru Ï(t) =
q
j<k

bj t
j .

• Metodu lze zobecnit i na p�ípad, kdy hledáme aproximaci ve tvaru sou�inu známé funkce a neznámého
polynomu.

34



1.6 Dodatek: P�ehled zna�ení

Popis je zjednoduöen˝ a nemusí b˝t p�esn ,̋ podrobnosti jsou v textu. Zna�ení pouûité jen lokáln� zde není
uvedeno.

Zna�ení specifické pro tuto kapitolu

n ... po�et uzlov˝ch bod�
x̨ = (x0, . . . , xn≠1) ... vektor uzlov˝ch bod�
y̨ = (y0, . . . , yn≠1) ... vektor poûadovan˝ch hodnot v uzlov˝ch bodech
f ... aproximovaná funkce, f(xi) = yi

Ï ... aproximující funkce, Ï ¥ f , Ï(xi)
.= yi

F ... mnoûina povolen˝ch aproximujících funkcí, Ï œ F
(Ï0, . . . , Ïk≠1) ... báze prostoru povolen˝ch aproximujících funkcí, F œ Lin{Ï0, . . . , Ïk≠1}
k ... dimenze prostoru povolen˝ch aproximujících funkcí, k = dim F
c̨ = (c0, . . . , ck≠1) ... vektor koeficient� lineární kombinace, sou�adnice aproximace Ï vzhledem k bázi (Ï0, . . . , Ïk≠1),
Ï =

q
j<k cj Ïj

Ï(x̨), Ï0(x̨), . . . , Ïk≠1(x̨), Â0(x̨) apod. ... vektory hodnot funkcí v uzlov˝ch bodech x0, . . . , xn≠1, Ï(x̨) = (Ï(x0), . . . , Ï(xn≠1))
apod.
W ... polynom pouûit˝ v odhadech chyby, W (t) =

r
i<n(t ≠ xi)

w ... horní odhad absolutní hodnoty polynomu W na pouûitém intervalu
“j ... �ebyöev�v polynom �ádu j, “j(t) = cos(j arccos t)
yi,j ... poûadovaná hodnota j-té derivace v i-tém uzlovém bod�, yi,j = f

(j)(xi)
.= Ï

(j)(xi)
T ... perioda aproximované periodické funkce

Zna�ení pouûívané podobn� v celém p�edm�tu

”ij ... Kroneckerovo delta, ”ii = 1, ”ij = 0 pro i ”= j

· ... skalární sou�in, ų · v̨ =
q

i<n ui · vi

Î.Î ... norma, obvykle euklidovská, ÎųÎ =
Ô

ų · ų

I(. . .) ... nejmenöí interval obsahující �ísla (body) v závorce, nap�. I(x0, . . . , xn≠1) = Èmin
i

xi, max
i

xiÍ
Mj ... horní odhad absolutní hodnoty j-té derivace aproximované funkce, |f (j)| Æ Mj na pouûitém intervalu
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