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Pravdépodobnost a statistika

Pravdéepodobnost a statistika



o-algebra

Uvazujme mnozinu Q # () ndhodnych elementarnich jevii coby vysledki
nahodného pokusu. Necht A je neprazdny systém podmnozin mnoZiny €2
takovy, Ze

a) D e A,

b) jestlize A € A, pak A° € A, kde A° je doplnék mnoziny A.

c) jestlize Aj € A, i =1.2,..., pak U2 A; € A.
Potom systém A nazyvame o-algebra a jeji prvky A,B,C ... € A
nazyvame nihodné jevy.
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Pravdépodobnost a pravdépodobnostni prostor

Necht Q # () a A je o-algebra definovand na Q. Pak pravdépodobnost P
je definovana jako realng funkce na A, kterd spliiuje

a) P(Q) =1, P(0) =0,
b) P(A) > 0 pro vsechna A € A,
c) pro vsechny posloupnosti po dvou disjunktnich jevii {A;}$2, plati

PUZA) = P(A).

i=1

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.
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Terminologie 3

1) @ ... jev nemozny

2) Q ... jev jisty

3) AU B ... sjednoceni jevi A a B (jev, ktery nastava pravé tehdy,
nastane-li jev A nebo jev B)

4) AN B ... prinik jevi A a B (jev, ktery nastava pravé tehdy,
nastane-li zaroven jev A i jev B)

5) B— A ... rozdil jevil A a B (jev, ktery nastava pravé tehdy,
nastane-li jev B, ale zaroveh nenastane jev A)

6) AC B ... Aje podjevem jevu B, tedy kdykoliv nastane jev A, vime,
Ze nastal i jev B

7) Ac=Q — A ... doplnék jevu A (jev, ktery nastane pravé tehdy, kdyz
nenastane jev A)

8) ANB =10 ... jevy A a B jsou disjunktni (nemohou nastat zaroven)

9) Posloupnost po dvou disjunktnich jevii {A;}7°; takova, ze
U2, Aj =, se nazyva disjunktnim rozkladem mnoziny €.
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Vlastnosti 4

[y

) 0<P(A) <1, VAeA,

) A, Bc A, AC B= P(A)< P(B),
3) P(A)=1—P(A), VAc A,

)

)

)

N

~

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB), VA Be€ A,
5) A Be A,AC B= P(B—A)=P(B)— P(A),

6) pro vsechny posloupnosti {A;}%°; tvorici disjunktni rozklad mnoziny
Q plati, ze P(U2,A) = >, P(A) =1,
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Priklady nékterych specialnich pravdépodobnostnich

prostori: klasicky

Pravdépodobnostni prostor (2,4, P) se nazyva klasicky, jestlize
a) mnozina Q je koneéna, tj. Q = {w1,...,wm}, a véechny elementarni
jevy maji stejnou pravdépodobnost, tj. py = po = ... = pp =
kde p; = P(w;) proi=1,...,m.

m

b) o-algebra A je systém viech podmnozin mnoziny Q,

c) P(A) = 74, kde ma je pocet elementarnich jevii tvoricich jev A.
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Priklady nékterych specialnich pravdépodobnostnich

prostor(i: geometricky

Pravdépodobnostni prostor (L2,.4, P) se nazyva geometricky, jestlize
a) Q C RY (obvykle d = 1,2,3), tj. elementarni jevy mohou byt
reprezentovany body v néjakém geometrickém atvaru,
b) A = B(R) je Borelovska o-algebra na Q (tj. nejmensi o-algebra
obsahujici vsechny oteviené podmnoziny 2, tedy z definice i viechny
uzavfené podmnoziny a jejich kombinace),

c) P(A) = ﬁ:gé; kde u? je d-rozmérna Lebesqueova mira (pro nase
acely posta&i uvazovat u*(A) coby délku asecky A, u2(A) jako
plochu dvojrozmérného Gtvaru A a u3(A) jako objem trojrozmérného
geometrického atvaru A.
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Priklady nékterych specialnich pravdépodobnostnich

prostordi: obecny diskrétni

Pravdépodobnostni prostor (2,4, P) se nazyva obecny diskrétni, jestlize
a) Q ={wy,wy,...} je kone€na nebo spocetna,
b) A je mnozina viech podmnozin Q,
c) jsou dany pravdépodobnosti P(w;) elementarnich jevi w; splujici
> o1 P(wi) =1 a pravdépodobnost kazdého jevu A € A je pak

dana vztahem P(A) = > 4 P(wi).
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Priklady nékterych specialnich pravdépodobnostnich

prostor(i: obecny spojity

Pravdépodobnostni prostor (2,.4, P) se nazyva obecny spojity, jestlize
a) Q C R, tj. elementarni jevy mohou byt reprezentovany realnymi Cisly,
b) A = B(R) je Borelovska o-algebra na R,

c) existuje funkce f : R — [0, 00] takova, ze [, f(x)dx =1 a

pravdépodobnost libovolného jevu A € A je jednoznacéné dana
vztahem

P(A) = /A F(x)dx.

Poznamka

Podobné jako v pfipadé geometrického pravdépodobnostniho prostoru je
mozné pracovat i zde s obecnéjsi mnozinou Q C R, d = 2,3, ..., ale to
nebude naplni této prednasky.
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Podminéna pravdépodobnost 9

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Uvazujme jevy A a B, kde
P(B) > 0. Pravdépodobnost jevu A za podminky jevu B je definovana
Jjako

P(AN B)

P(AIB) = ~ g
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Podminéna pravdépodobnost je pravdépodobnost 10

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a B jev, pro ktery
P(B) > 0. Pak pro libovolny jev A € A plati

a) P(AB) >0,

b) P(Q|B) =1,

c) P(U2,Ai|B) =32, P(Ai|B) pro vsechny posloupnosti {A;} po
dvou disjunktnich jeva.

Poznamka

Tato véta v podstaté fika, Zze podminéna pravdépodobnost ma stejné
vlastnosti jako pravdépodobnost nepodminéna.
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Diikaz

a) zrejmé z definice podminéné pravdépodobnosti (Citatel nezaporny,
jmenovatel kladny),

b) z definice dostavame

P@NB) _P(B) _,

PEIB) = =P ~PE)

c) jelikoz Ay, Ay, ... jsou disjunktni, pak i A; N B, A, N B, ... museji
byt disjunktni, a tedy

P((U?ilAi) NB) _ P(UZi(ANB)) _
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Véta o nasobeni pravdépodobnosti (Fetézové pravidlo) 12

Pro libovolnou posloupnost jevii A1, A, ..., A, € A takovou, Ze
P(AiNAxN ... NA,_1) >0, plati

P(ﬂf’zlA,-) = P(Al)P(AzlAl)P(A3|A1 ﬂAz) e P(A,,|A1QA20. . .ﬂAnfl).
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Diikaz

Opakovanym pouzitim definice podminéné pravdépodobnosti dostavame
P(NL,A) = P(MZAINA,) = PN A)P(AA NI A =
= P(NZLA)P(Ana| NI ANP(A| NI A =
= P(A1)P(A2|A1)P(As|A1 N Ag) ... P(A| NPT AY).
Diky monotonii pravdépodobnosti mame

P(Al)ZP(AlmAz)Z...ZP(Alm...ﬁAn,1)>O,

tedy vsechny podminéné pravdépodobnosti v ditkazu jsou korektné
definovany.
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Véta o tplné pravdépodobnosti

Necht jevy A1, Az, ... € A tvori disjunktni rozklad mnoziny Q, tj.
A,‘ﬂAjZQ, Vl#ja U?ilA,':Q.

Necht tyto jevy maji postupné pravdépodobnosti P(A1), P(Az),. .., a
P(A;) >0, Vi=1,2,... Uvazujme jev B € A, pro ktery zname
podminéné pravdépodobnosti

P(B|A}), Vi=1,2,...

Pak

o

ZP P(B|A)).
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Diikaz

Necht jevy A1, As, ... € A tvofi disjunktni rozklad mnoziny Q. Pak i
(Ain B) a (Aj N B) jsou disjunktni, tj.

(AinB)N(A;NB)=0, Yi#}j,

a navic =)
Tedy
P(B) = P(UZ1(AiN B)) = i P(AiNB) = i P(Ai) - P(B|A).
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Bayesova véta

Necht jevy A1, Az, ... € A tvori disjunktni rozklad mnoziny Q, tj.
A,'ﬂAJ':@, Vl#ja U?ilA,:Q

Necht tyto jevy maji postupné pravdépodobnosti P(A1), P(Az),. ..,
pricemz P(A;) >0, Vi =1,2,... Uvazujme jev B € A, pro ktery zname
podminéné pravdépodobnosti

P(BJA), Vi=1,2,...
Pak
P(BJA:) - P(A)
> i21 P(BIA) - P(A))

P(Ai|B) = f=0.2.,
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Diikaz

Z definice podminéné pravdépodobnosti pro viechna i = 1,2,... mame
= P(A; N B) = P(B|A;)P(A)).
Z véty o uplné pravdépodobnosti mame
= P(BIA})P(A).
Jj=1
Tedy

P(AinB) _ P(B|A)P(A)
P(B) X7 P(BIA)P(A)’

P(Ai|B) =

coz jsme chtéli dokazat.
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Nezavislost jevi 18

Jevy A a B se nazyvaji nezavislé, jestlize pro né plati
P(AN B) = P(A) - P(B).

v

Jevy A1, Aa, ..., A, se nazyvaji vzijemné (totalné) nezavislé, jestlize pro

kazdou mnozinu indexii {ky, ko, ..., k;} C{1,...,n}, r=2,...,n, plati

P(Ak1 ﬂAkz n... mAk,) = P(Akl) . P(Akz) O P(Ak,)

Jevy A1, Az, ..., An se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize A;, A; jsou
nezavislé pro kazdou dvojici indexti i,j=1,...,n, i # j.
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Nezavislost doplihkovych jevi 19

Necht A, B jsou nezavislé jevy. Pak (A, B€), (A¢, B) a (A, BS) jsou
dvojice nezawslych Jevii.

P(AN B) P(B—A)=P(B—[ANB])=P(B)— P(ANB) =
P(B) — P(B) - P(A) = P(B) - (1 — P(A)) =

= P(B)- P(A).

Ditkaz nezavislosti jevil A, BS je analogicky a nezavislost jevii A°, B€ je
primym disledkem téchto dvou nezavislosti.
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Nahodna veli¢ina

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Redlna funkce X
definovana na S se nazyva nahodni velicina, jestlize X je méritelné
zobrazeni X : (2, A) — (R, B), tj.

{weQ: X(w)eBte A

pro libovolnou Borelovskou mnozinu B € B.

A

Poznamka

Na ndhodnou velicinu tedy miizeme nahlizet jako na nahodné cislo.
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Znaceni a vlastnosti

Znaceni:
© Nahodné veli€iny znac¢ime velkymi pismeny X, Y, Z...
@ Jejich nabyvané hodnoty znacime malymi pismeny x,y,z...

@ Misto {w € Q: X(w) € B} piseme zkracené {X € B}, napf. misto
{we Q: X(w) < x} piseme {X < x}.

Vlastnosti: Soucty, souciny, podily, minima, maxima atd. z vice
nahodnych veli¢in jsou opét nahodné veliciny.
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Distribu¢ni funkce ndhodné veliciny

Necht X je ndhodna veli¢ina. Jeji distribucni funkce je redlna funkce F
definovana jako

F(x)=P(X <x)=P({w: X(w) <x}), x€eR.

Zakladni vlastnosti distribucni funkce:

Distribuéni funkce F(x) nahodné veli¢iny X je
Q neklesajici, tj. pro kazdé a, b € R, a < b, plati F(a) < F(b),
@ zprava spojita v kazdém bodé x € R,
O limy_y_ oo F(x) = 0, limy_yu0 F(x) = 1.
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Diskrétni nahodna velicina

Nahodna velicina X se nazyva diskrétni (nebo také s diskrétnim
rozdélenim pravdépodobnosti), jestlize existuje kone¢nd nebo nekonecn
spocetna posloupnost realnych &isel {x;} a k nim odpovidajici posloupnost
nezapornych cisel {p;}, kde p; = P(X = x;), takovych, ze 3", pi = 1.

Distribuéni funkce diskrétni nahodné veli¢iny X je tvaru

F)=PX<x)= > PX=x)= > p,

{i:xi<x} {ixi<x}

tedy je ,skokovitd” se skoky v nabyvanych hodnotach x, a pfislusnymi
velikostmi skokil p,, pficemz plati, ze

Pla<X<b)=F(b)—F(a)= Y PX=x)= > pi

{ira<x;<b} {ira<x;<b}

pro viechna realna Cisla a, b takova, ze a < b.
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Absolutné spojitd nahodna velicina

N3hodna veli¢ina X se nazyva absolutné spojita (nebo také se spojitym
rozdélenim pravdépodobnosti), jestlize existuje nezaporna integrovatelna
funkce f takova, Ze

F(x)=P(X <x)= /X f(t)dt, x € (—o0,00).

— 00

Funkce f se nazyva hustota pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.

Zakladni vlastnosti hustoty f:

Q f(x) = LF(x)s.j. (kde s.j. = skoro jisté = s pravdépodobnosti 1),

2

Q [ f(x)dx =1,

© P(a< X <b)=F(b)— F(a) = [ f(x)dx
pro véechna realna Cisla a, b takova, ze a < b.
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Zobecnéni

Mira je definovana jako nezaporna mnozinova funkce na (Q, A), tj.
Q u:A—[0,00],
Q@ u(h) =0,
@ pro vsechny posloupnosti po dvou disjunktnich jevii {A;}22, plati
(URA) = 3077, u(A).

Je-li ;1(Q) = 1, nazyvame miru p pravdépodobnostni mirou.

Kazdé nahodné veliciné X a Borelovské mnoziné B € B Ize pripsat
pravdépodobnostni miru na (R, B),

x(B) = P({w € Q : X(w) € B}) = P(X € B),

ktera se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.
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Zobecnéni

@ Pro B = (—o0, x|, dostaneme
P(X € B) = ux(B) = px((—00,x]) = P(X < x) = F(x),

tj. distribuéni funkci.
@ Pro B=(a,b], —0o < a < b < oo, dostaneme
P(X € B) = ux(B) = px((a, b]) = P(X € (a, b]) = F(b) — F(a),
tedy pfirtistek distribu¢ni funkce.
@ Pro B=(a,b]U(c,d], —co<a<b<c<d< oo, mame
P(X € B) = ux(B) = pux((a, b] U (c,d]) = P(X € (a, b]) + P(X € (c,d])
= (F(b) — F(a)) + (F(d) — F(c)),

tedy soucet prirastkd distribu¢ni funkce.

@ Obecné tedy pravdépodobnosti P(X € B) ziskame ,nascitanim”
prirtistkd distribuéni funkce v bodech mnoziny B, tj.

P(X € B) = ux(B) = /B ldpx(x) = /BldF(x), VB e B.
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Nahodna velicina se smisenym rozdélenim (smés, mixing) 27

o (Teémér) kazdou nahodnou veli¢inu X Ize jednoznacné vyjadrit jako
smés X = Mix.(D, S), kde D je diskrétni ndhodna veli¢ina, S je
spojita nahodna veli¢ina a ¢ € (0,1) je vaha diskréni slozky ve smési
neboli pravdépodobnost, s niz nastava situace modelovana diskrétni
nahodnou veli¢inou D.

o Je ziejmé, ze v pripadé ¢ = 1 je X diskrétni, zatimco v pfipadé
¢ = 0 je X absolutné spojita.

@ O smiSeném rozdéleni ndhodné veli¢iny X tedy mluvime v pfipadé,
kdy c € (0,1).
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Distribu¢ni funkce smési

@ Necht ndhodna velicina X je smés X = Mix.(D,S), c € (0,1), kde
D nabyvéa spocetné mnoha hodnot x; s pravdépodobnostmi
pi=P(D=x),i=1,2,..., a5 ma hustotu f.

@ Oznaéme distribu¢ni funkce nahodnych veli¢in X, D a S postupné
jako Fx, Fp, resp. Fs. Pak

X

Fx(x) = cFo(x) + (1 — Fs(x) = ¢ 3 pi + l—c/ F(t)dt.

X <x -
@ Pro kazdou hodnotu x, které nahodna veli¢Gina X nabyva, pak plati,
ze
P(X = x) = Fx(x) — tim_ Fx(t).
@ Hodnoty x : P(X = x) > 0 tedy tvofi spo€etnou mnozinu boda

nespojitosti distribuéni funkce Fx a pfislusné pravdépodobnosti
P(X = x) jsou velikosti skokil v téchto bodech x.
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Smési nahodnych veli¢in stejného typu

@ Lze uvazovat i ndhodnou veli¢inu X, ktera je smési dvou nahodnych
velicin stejného typu, tj. X = Mix.(Y, Z), kde Y i Z jsou bud obé
diskrétni nebo obé absolutné spojité nahodné veliciny, pficemz
c € (0,1) je pravdépodobnost, s niz nastava situace modelovana
nahodnou veli¢inou Y.

o | zde plati, Ze oznaéime-li distribuéni funkce nadhodnych veli¢in X, Y
a Z postupné jako Fx, Fy, resp. Fz, pak

Fx(x) = cFy(x) + (1 — ¢)Fz(x).

o Navic plati, ze
e jsou-li Y a Z diskrétni, pak X je diskrétni a

P(X=x)=cP(Y =x)+(1—-c)P(Z=x) provsechna x € R,

o jsou-li Y a Z absolutné spojité s hustotami fy, resp. fz, pak X je
absolutné spojita a pro jeji hustotu fx plati

fx(x) = cfy(x) + (1 — ¢)fz(x) pro vsechna x € R.
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Smési vice ndhodnych velicin

@ Lze uvazovat i ndhodnou veli¢inu X, ktera je smési vice nahodnych
veli¢in, tj.
X = Mixe, ., (X1,..., Xn),

kde ¢; > 0 pro véechna i =1...,n, Y1, ¢; =1, pficemz ¢; je
pravdépodobnost, s niz nastava situace modelovana nahodnou
veli¢inou X;.

o Oznacime-li distribu¢ni funkce ndhodnych velicin X1, ..., X,
postupné jako Fx,,..., Fx,, pak
Fx(X) = ClFX1 + ...+ C,,FX"(X).

e Navic plati, ze
o jsou-li vdechny nahodné velic¢iny Xi, ..., X, diskrétni, pak X je
diskrétni a

P(X =x)=aP(X1 =x)+...+ cP(X, = x) pro viechna x € R,

e jsou-li Xi,...,X, absolutné spojité s hustotami fx,, ..., fx,, pak X je
absolutné spojita a pro jeji hustotu fx plati

fx(x) = cifxy + ...+ cafx,(x) pro viechna x € R.
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Kvantilova funkce nahodné veliciny 31

Necht nahodna velicina X ma distribuéni funkci Fx(x). Jeji kvantilova
funkce je definovana jako
1

gx(a) = =(sup Fx(t) < a+ inf Fx(t) > a), a€(0,1).
2 iR teR

Poznamka

e Kuvantilova funkce qx(«) je v jistém smyslu inverzni funkeri k
distribu¢ni funkci Fx(x).

o Vyuziva se zejména ve statistice pri hledani daného podilu o
extrémnich hodnot. )
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Stredni hodnota

Necht X je ndhodna velicina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(2, A, P). Stredni hodnota (anglicky "expected value") EX nahodné
veliciny X je hodnota

EX = / xdF(x),

— 00

pokud integral existuje.

A
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Stredni hodnota ve specialnich pripadech

@ Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot x1, xo,
x3,. .. Pak jeji stfedni hodnota je

EX = Zx; - P(X = x;),
i=1
pokud fada konverguje.

@ Necht X je absolutné spojitd nahodna veli¢ina s hustotou f. Pak jeji
stredni hodnota je

EX = / xf(x)dx,

— 00

pokud integral existuje.

@ Necht X je smés X = Mix.(D, S). Pak jeji stfedni hodnota je

EX = cED + (1 — ¢)ES.
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Zakladni vlastnosti stfedni hodnoty

Q Ea=g,,
O E(aX + bY) = aEX + bEY,
Q X1§X§X2 SJZ>EX1§EX§]EX2,

Q@ X>0sj.=EX>0.
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Stredni hodnota funkce nahodné veliciny

Necht' X je ndhodna veli¢ina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(2, A, P) a necht ¢ : R — R. Pak

Bo(x) = [ " () dFx(x),

pokud integral existuje.
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Stredni hodnota funkce ndhodné veli¢iny ve specialnich

pripadech 36

@ Necht X je diskrétni ndhodna veli¢ina nabyvajici hodnot xi, xa2,
X3, .. Pak

BA(X) = 30 0(x) - P(X = x).
i=1
pokud fada konverguje.
@ Necht X je absolutné spojitd ndhodna veli€ina s hustotou f. Pak
B0 = [ o(f(x)ox.
pokud integral existuje.

@ Necht X je smés X = Mix.(D, S). Pak
E6(X) = cEo(D) + (1 — )ES(S).
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Momenty, rozptyl a kovariance

Necht X je ndhodna veli¢ina definovang na (2, A, P).

EX" se nazyva n-ty moment nahodné veliciny X,

E(X —EX)" se nazyva n-ty centralni moment nidhodné veliciny X,
E|X — EX| se nazyva absolutni moment nidhodné veliciny X.

Druhy centralni moment se nazyva rozptyl (anglicky "variance") a znaci
se varX = E(X — EX)2.

Necht X, Y jsou ndhodné veliciny takové, 7e EX? < oo a EY? < co. Pak
jejich kovariance je definovana jako

cov(X,Y) =E(X —EX)(Y —EY).

Poznamka
Povsimnéme si, Ze cov(X, X) = var(X).
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Vlastnosti rozptylu a kovariance

o

© 00

(2]

o

Necht X je nahodna veli¢ina. Pak varX = E(X?) — (EX)?
Necht a je konstanta. Pak var a = 0.

Necht X je ndhodna veli¢ina a a je realné Cislo. Pak
var(aX) = a®varX.

Necht X je ndhodna veli¢ina a a je konstanta. Pak

var(X + a) = varX.

Necht X je ndhodna veli¢ina s konecnou stfedni hodnotou a
kone¢nym nenulovym rozptylem. Necht

X -EX

Z .
vvarX

Pak EZ =0 a varZ = 1.
Pro nahodné veli¢iny X, Y plati, ze

var(X + Y) = varX + varY + 2cov(X, Y).

Pro nahodné velic¢iny X, Y plati, ze cov(X, Y) =E(XY) - EXEY.
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Cebysevova nerovnost

Necht X je nahodna velicina s konecnym rozptylem. Pak pro kazdé ¢ > 0
plati, Ze

X
P(IX —EX|>¢) < 22

Uvazujme nahodnou veli¢inu Y = X — EX s distribuéni funkci F. Pak

varX:IE(X—IEJX)zzEYzz/ y2dF(y)2/ y2dF(y) >
ly|>e

— 00

> [ dFy) = P(Y] 2 2) = 2P(X - EX)| 2 o)
ly|>e
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Alternativni rozdéleni (X ~ Alt(p))

@ X nabyva hodnot 0 a 1 s pravdépodobnostmi 1 — p, resp. p.

@ Hodnota p, 0 < p < 1, se nazyva parametr alternativniho rozdéleni.
@ Distribuéni funkce ma tvar

0 prox <0
F(x)—{l—p pro0<x <1
1 prox >1

o Stredni hodnota je EX = p a rozptyl varX = p(1 — p).
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Binomické rozdéleni (X ~ Binom(n, p))

X nabyva hodnot k =0,1,2,...,n.
Je jednoznacné dano dvéma parametry n € N a p € (0,1).
Pravdépodobnosti P(X = k) jsou tvaru

P(X = k) = (Z)pk(l —p)"*prok=0,1,...,n.

@ Distribu¢ni funkce ma tvar
0 pro x < 0
F(x)_{ D o<k<x (D)p (L —=p)"% pro0<x<n
1 pro x > n.

o Stredni hodnota je EX = np a rozptyl varX = np(1 — p).
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Binomické rozdéleni (X ~ Binom(n, p))

Vypocet stredni hodnoty

Z n e n!
EX:Zk(k>pk(1p) k km
pore ! !

=Y ke (n”l gt
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Binomické rozdéleni (X ~ Binom(n, p))

Vypocet rozptylu

@ Pro vypocet rozptylu vyuzijeme vztah
varX = EX? — (EX)? = EX(X — 1) + EX — (EX)?.

@ Vypocet prvni slozky je analogicky predeslému, tedy
‘ n
EX(X —1) =) k(k-1 K1 —p)"* =..=n(n—1)p?
x-1= 3k )(;)eta-e (n—1)p

o Takto ziskdme rozptyl

varX = np(1 — p).
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Poissonovo rozdéleni (X ~ Po()))

@ X nabyva hodnot k =0,1,2,...
@ Je jednoznaéné dano jednim parametrem A\ > 0.
e Pravdépodobnosti P(X = k) jsou tvaru

)\k
P(X:k):e”‘ﬂ pro k=0,1,...

o Distribu¢ni funkce ma tvar

£ 0 - prox <0
(x) = Zoggxe_/\;\ﬁj pro 0 < x < oc0.

@ Stredni hodnota a rozptyl jsou EX = varX = A\ (vypocty jsou
analogické tém pro binomické rozdéleni).
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Poissonovo rozdéleni (X ~ Po()))

Vztah mezi binomickym a Poissonovym rozdelenim

Uvazujme nahodnou veli€inu X ~ Binom(n, p), kde n — oo a p — 0,
pricemz np = \. Pak

o nn=1)...(n—k+1) , A\ K PUEN
PIX=k) = K| PU0) o ki

¢imz dostavame rozdéleni Poissonovo.

Pravdéepodobnost a statistika



Geometrické rozdéleni (X ~ Ge(p))

X nabyva hodnot kK =0,1,2,...
Je jednoznacné dano jednim parametrem p € (0, 1).
Pravdépodobnosti P(X = k) jsou tvaru

P(X = k) =p(1 —p)< pro k=0,1,...

Distribuéni funkce ma tvar

0 pro x <0
Eogkgx P(1 - P)k pro x > 0.

F(x) = {

@ Pouzitim vztahl pro geometrické Fady dostaneme stfedni hodnotu
EX = 1%" a rozptyl varX = 1;2”.
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Hypergeometrické rozdéleni (X ~ HypGe(N, K, n))

@ Je jednoznaéné dano tfemi parametry N, K, n € N, kde N > K a
N > n.

e X nabyva hodnot k € N: max{0,n+ K — N} < k < min{n, K}
e Pravdépodobnosti P(X = k) jsou tvaru

(k) - (55)
()

@ Distribuéni funkce ma tvar

P(X =k) = pro k = max{0, n+K—N},...,min{n, K}.

0 pro x < max{0,n+ K — N}
F(x) = { Zkgx% pro x € (max{0,n+ K — N}, min{n, K})
1 ' pro x > min{n, K}.

@ Stredni hodnota je EX = n% a rozptyl varX = n%(l - %)N_”.

Pravdéepodobnost a statistika
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Rovnomérné rozdéleni na intervalu [a, b] (X ~ Ro(a, b)) 48

e X nabyva hodnot z intervalu [a, b], kde a, b € R jsou parametry,
které X jednoznacné urcuiji.

@ Hustota je tvaru
f(x)—{ﬁ pro a < x < b,
- 0 pro x < a,x > b.

@ Distribuéni funkce ma tvar

0 pro x < a,
F(x):{ z=2 proa < x < b,

a

1 pro x > b.
@ Stredni hodnota a rozptyl jsou

a+b

EX =
2 9

1 2
varX = E(b_ a).
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Exponencialni rozdéleni (X ~ Exp()\))

@ X nabyva hodnot z intervalu (0, c0).
Je jednoznacné ureno parametrem A > 0.
Hustota je tvaru

{ Ae ™™ pro x>0
0 pro x < 0.

@ Distribuéni funkce ma tvar

10 pro x <0
F(X)i{ 1—e ™  prox>0.

@ Pouzitim integrace per partes dostaneme
> 1
EX = / xhe Mdx = .
0 A

Dvojitym pouzitim per partes dostaneme

e 2
EX? = / xX*he Mdx = —,
\2
0
a tedy rozptyl je

1
varX = EX? — (EX)? = v
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Exponencialni rozdéleni (X ~ Exp()\))

Vlastnosti exponencialniho rozdeleni:
© Je to tzv. ,rozdéleni bez paméti”:

Pro nahodnou veli¢inu X s exponencialnim rozdélenim plati

P(X>x+ylX>y)=P(X >x) ¥x>0,y>0.

@ Souvislost s Poissonovym rozdélenim:
Nahodna veli¢ina X popisujici dobu ¢ekani na né&jakou udalost ma
exponencialni rozdéleni Exp(\) pravé tehdy, kdyz ndhodna veli¢ina
Y popisujici pocet takovych udalosti za dobu t ma Poissonovo
rozdéleni Po(At).
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Obecné normalni rozdéleni (X ~ N(u,o?))

@ X nabyva hodnot z R.
e Je jednoznaéné uréeno dvéma parametry i € R and 02 > 0.
@ Hustota je tvaru
1 _x=n)?
f(X):ie 20}27 —00 < x < oQ.
V2m o2
@ Distribuéni funkce ma tvar

_ =)
202 dt, —00 < x < 0.

F(x):\/271T7/;e

e Stredni hodnota je EX = p a rozptyl varX = o2.
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Normované normalni rozdéleni (X ~ N(0,1))

X nabyva hodnot z R.

Hustota je tvaru

f(x)= e 7, —oo < x< o0

Distribuéni funkce ma tvar

1 x 2
(D(X):\/T?/ e"2dt, —oo < x < 00.

@ Stredni hodnota je EX = 0 a rozptyl varX = 1.
@ Hodnoty ®(x) Ize nalézt ve statistickych tabulkach.

e Diky symetrii rozdéleni plati ®(x) = 1 — $(—x), takze hodnoty ®(x)
jsou Casto tabelovany pouze pro kladna x.
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Normalni rozdéleni - vlastnosti

Transformace nahodnych velicin s normalnim rozdelenim

@ Naihodna velicina X ma normované normalni rozdéleni pravé tehdy,

kdyz Y = p+ o X ma normalni rozdéleni s parametry i1 a o2.

@ Naihodna velicina X ma normalni rozdéleni s parametry i a o pravé
tehdy, kdyz Y = a+ bX ma normalni rozdéleni s parametery a + by
a b?o2.
© Necht X, Y jsou ndhodné veliciny, X ~ N(uy,02), Y ~ N(u2,03) a
cov(X,Y) =0. Pak Z = X + Y m3 rozdéleni N(jiy + pp,0% + 03).
v
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Pripoménme si, Ze...

@ ... soucty, rozdily, souciny, podily, minima, maxima atd. ndhodnych
veli¢in jsou opét nadhodné veliciny.

o Dale jestlize X je nahodné veli¢ina, pak
Y =¢(X)

je také nahodna veli¢ina pro libovolnou funkci ¢ : R — R.
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Funkce nahodné veliciny

Necht X je nahodna velicina s distribucni funkci F a necht ¢ : R — R.
Oznacéme Y = ¢(X) a G jeji distribuéni funkci. Pak

G(y) = / dF(x), VYyeR.
{xip(x)<y}

Speciélné je-li X diskrétni s nabyvanymi hodnotami a prislusnymi
pravdépodobnostmi {x,, p,}, pak

Gy)= Y, pn YyER,
{Xn?‘P(Xn)S}’}

a je-li spojita s hustotou f, pak

G(y):/ f(x) dx, VyeR.
Pae()<y}
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Diikaz

Oznaéme B, = {x; ¢(x) < y}. Pak

G(y) = P(Y < y) = P(¢(X) < y) = P(X € B,) = / dF (x) =

= / dF (x).
{xie(x)<y}

A
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Soucet nahodnych veli¢in - konvoluce

@ Méjme dvé nezavislé nahodné veli¢éiny X a Y (matematicka definice
nezavislosti bude pozdéji) s distribuénimi funkcemi F(x), resp. G(y).

@ Cilem je ziskat rozdéleni nahodné veliciny Z = X + Y.
@ Necht H(z) je distribuéni funkce Z. Pak

H(z) = //X+y<z dF (x)dG(y)

Rozdéleni pravdépodobnosti dané distribucni funkci H(z) se nazyva
konvoluce dvou rozdéleni s distribucnimi funkcemi F(x) a G(y). H se pak
nazyva konvoluci distribucnich funkci F a G.

e Konvoluci distribuénich funkci znaéime H = F x G.
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Konvoluce diskrétnich ndhodnych velicin

Necht F a G jsou distribucni funkce nezavislych diskrétnich nahodnych
velicin X, resp. Y, s odpovidajicimi pravdépodobnostmi {p,}, resp. {q,},
nabyvanych hodnot n € N, tj.

an a G(y an

0<n<x 0<n<ly

Necht H = F % G (tj. H je distribu¢ni funkci nahodné veliciny
Z =X+Y). Pak H je dana vztahem

= Y hy, kde hn—ZPk Gn—k-

0<n<z
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Konvoluce spojitych nahodnych velicin

Necht X a Y jsou nezavislé spojité ndhodné veliciny s odpovidajicimi
hustotami f(x), resp. g(y), a necht Z = X + Y. Pak hustota h(z)
nahodné veliciny Z je dana vztahem

) = [ " Fa(z - x)dx = / S e @

— 00 — 00

Funkce h(z) definovana vztahem (1) se nazyva konvoluce hustot f(x) a
g(y) aznacise h="fxg.

Poznamka

Funkce h(z) je skutecné hustota pravdépodobnosti, nebot h(z) > 0 a
oo h@)dz = [7 7 f(x — y)e(y)dydx =

= 7 (S fle = y)dx) g()dy = 7 gly)dy = 1.

- = ~—— - -
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Zakladni konvoluce

@ Konvoluce dvou alternativnich rozdeleni
Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli€iny, X ~ Alt(p) a
Y ~ Alt(p). Pak pro Z = X + Y plati Z ~ Binom(2, p).

o Konvoluce dvou binomickych rozdeleni
Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, X ~ Binom(ny, p) a
Y ~ Binom(na, p). Pak pro Z = X+ Y plati Z ~ Binom(ny + na, p).

e Konvoluce dvou Poissonovych rozdeleni
Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, X ~ Po()1) a
Y ~ Po()z). Pak pro Z = X + Y plati Z ~ Po(A1 + X2).
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Zakladni konvoluce

o Konvoluce dvou rovnomernych rozdeleni

Necht

proa<x<b
jinak
proc<y<d

jinak.

proz<a+cnebob+d<z
proa+c<z<b+c
prob+c<z<a+d

proat+d<z<b-+d.
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Zakladni konvoluce

e Konvoluce dvou normalnich rozdeleni
Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, X ~ N(uz,0%) a
Y ~ N(p2,03). Pak pro Z = X + Y plati Z ~ N(u1 + po, 0% + 03).

@ Konvoluce dvou exponencialnich rozdeleni
Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veliciny, X ~ Exp()) a
Y ~ Exp()\) Pak Z = X + Y ma hustotu

Nzexp{—Az} z>0,
") = { 0 z<0.

Disledek: Xi, ..., Xk jsou nezavislé nahodné veliciny, X; ~ Exp(})
provsechnai=1,...,k, k€ N. Pak Z = X; + ...+ X\ ma hustotu

iikl)!zk_l exp{—Az} z>0,

= { "
0 z<0.
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Nahodny vektor

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Uvazujme nihodné
veliciny X1, Xz, ..., X, definované na tomto prostoru. Pak vektor
X = (X1,...,X,)" se nazyva nahodny vektor.

Poznamka

Nahodny vektor je tedy zobrazeni z Q2 do R" a hodnoty nahodného
vektoru mohou byt interpretovany jako body v n-dimenzionalnim
prostoru.
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Rozdéleni ndhodného vektoru

Necht X = (Xi,...,X,)" je nahodny vektor definovany na
pravdépodobnostnim prostoru (0, A, P). Sdruzena distribuéni funkce Fx
nahodného vektoru X je realna funkce n proménnych definovana jako

Fx(x1,...,xp) = P(X1 < x1, X0 < x0,..., Xy < xp) =
=P(N_{w: Xi(w) < x}), x€R,i=1,...,n.

Vlastnosti distribucni funkce nadhodného vektoru:

Q Fx(x1,...,x,) je neklesajici v kazdé proménné x; pfi pevnych
hodnotach ostatnich proménnych x;, j=1,...,n, j #i.

Q@ Fx(xi,...,x,) je zprava spojita v kazdé proménné.

Q limy_ o Fx(x1,...,x,) =0, i=1,...,n, kde ostatni proménné x;,
j=1,...,n, j# i, jsou pevné.

Q limy, oo Fx(x1, ..., xp) = 1.
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Diskrétni nahodny vektor

Nahodny vektor X ma diskrétni rozdéleni, jestlize existuje posloupnost
{xk}%21, xk € R", a odpovidajici posloupnost {px}52., kladnych cisel
takova, ze Y -, pk = 1, kde

Distribu¢ni funkce diskrétniho ndhodného vektoru X je tvaru

Fx(x) = Z pe, WxeR"
{kixp <x}

kde x4 < x znamena, ze x| < x' pro viechny slozky x},x', i=1,...,n,
vektordi xi, resp. x.
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Spojity nahodny vektor 66

Nzhodny vektor X = (X1, ...,X,)" ma absolutné spojité rozdéleni,
jestlize existuje nezaporna funkce fx n proménnych takova, Ze

Fx(Xh..., / / t17..., ,,)dl',,,...,dl’l7

kde funkce fx se nazyva sdruzena hustota nahodného vektoru X nebo
také sdruzena hustota nihodnych velicin Xy, ..., X,.

Poznamka

Stejné jako v pripadé nahodnych velicin, i zde bychom mohli uvazovat
zobecnéni ndhodného vektoru pomoci pravdépodobnostni miry
borelovskych mnozin z R". Nicméné pro nase cely postaci uvazovat
diskrétni a spojité nahodné vektory kazdy zvlast.
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Marginalni rozdéleni

Rozdéleni (tj. distribuéni funkce nebo pravdépodobnostni funkce, resp.

hustota) nahodného vektoru (Xi,,...,X; )", ktery je podvektorem
nahodného vektoru X = (Xy, ..., X,)", se nazyva marginalni rozdéleni
(marginalni distribucni funkce, marginalni pravdépodobnostni funkce,

resp. marginalni hustota).
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Marginalni rozdéleni pro specialni nahodné vektory

e Je-li nahodny vektor X = (Xy,...,X,)" diskrétni se sdruzenymi
pravdépodobnostmi
PXi=. o, Xic1=0 Xi=, X1 =, oy, Xp =),

kde nahodné velic¢iny X; nabyvaji hodnot x;1,...,x;, pro I =1,...,n,
pak marginalni pravdépodobnosti nahodnych veli¢in X; jsou

Kit1

ky ki—1 kn
P(X, = X) = Z Z Z Z P(X]_ = Xl,j17 cee X,',l = Xi*l,j,;u

A=l ji—1=1ljita=1  jp=1

Xi =X, Xit1 = Xit1ji1r s Xn = Xnj,)-
o Je-li nahodny vektor X = (X1,...,X,)" spojity se sdruzenou
hustotou fx(x1,...,x,), pak marginalni hustota nahodnych velicin

X; se ziskaji jako (n — 1)-dimenzionalni integraly
fX,-(X) = / ICX(X]_7 ey Xi—1, Xy Xt 1,y - 7X,,)(‘]X]_ N dX,',ldXH,l e an.
Rn—1
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Charakteristiky ndhodného vektoru

Uvazujme nahodny vektor X = (Xi,...,X,)". Jeho zakladni
charakteristiky jsou:

@ Vektor stfednich hodnot
EX = (EX,...,EX,)T.
@ Variancni (nazyvana obcas také kovarianéni) matice VarX s prvky
cov(X, Xj) = E(Xi —EX;)(X; —EX;), 1<ij<n.
© Korelaéni matice CorrX s prvky

cov(Xi, X))

corr(Xj, Xj)) = ———————, 1< <
( i) VvarXi/varX;

Poznamka

Pro korelaci plati, ze —1 < corr(X,Y) < 1.
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Nezavislost nahodnych velicin

Rikéme, ze nahodné veliciny X1, Xo ..., X, jsou (vzdjemné) nezavislé,
Jestlize pro kazdou r-tici indexd {iy, ip,...,ir} C{1,2,...,n},1 <r <n,
a pro kazdé x; € R plati

PNt o X3 () < x3}) = Ny P({w 2 X5 () < ;)

(nebo/i P(X, < Xigy ooy Xip < X,',) = :D()(,'1 < X/1) ©oon° P(X,', < X,'r), tj.

1 — =

Fxy o) (Xis - -5 %) = Fx (%6,) -« -+ Fx, (i) )-

A

Poznamka

Analogicky jako u ndhodnych jevii miiZeme i zde definovat nezavislost
nahodnych veli¢in X1, Xa ..., X, po dvou. Definici nezavislosti po dvou
bychom dostali z uvedené definice pro r = 2.
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Ovéreni nezavislosti ve specialnich pripadech

Necht X = (X1, Xz ..., X,)T je dikrétni nshodny vektor. Nahodné
veliciny X1, Xa ..., X, jsou nezavislé pravé tehdy, kdyz

POG =", X0 = <) = NP = )

pro viechna x\) = (x{i), xéi), e ,x,(,i)), i=1,2,..., kterych mize X

nabyvat.
v

Necht X = (X1, Xz ..., X,)" je spojity ndhodny vektor. Nahodné veliciny
X1, X5..., X, jsou nezévislé pravé tehdy, kdyz

fe(x1, X2y xn) = fx, (1) - o (x2) - - - i, (Xn), V(x1,%2...,%,) € R". )
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Nezavislost a kovariance

Necht X a Y jsou nezavislé nahodné veli¢iny s kone¢nymi stfednimi
hodnotami. Pak

Q EXY = (EX)(EY).
Q Jestlize navic EX? < 0o a EY? < oo, pak cov(X,Y) =0.

Poznamka

Jestlize cov(X,Y) = 0, pak rikime, Ze nahodné velic¢iny jsou
nekorelované. To vsak neimplikuje nezavislost!
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Konvergence nahodnych velicin

Meéjme nahodné veliciny X1, Xz, X3, ...a ndhodnou velicinu X
definované na pravdépodobnostnim prostoru (82, A, P).

o Rikame, ze X, konverguje k X skoro jisté, jestlize

Plw: lim X,(w) = X(w)} = 1.

n—o0

o Jestlize pro vsechna € > 0 plati, Ze

nILn;O P{w : | Xp(w) = X(w)| > e} =0,

rikame, Ze X, konverguje k X v pravdépodobnosti. )

Konvergence skoro jisté = konvergence v pravdépodobnosti.
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Zakony velkych cisel 74

Slaby zakon velkych cisel:

Necht {X,}52, je posloupnost nezavislych nahodnych velic¢in se stejnou
stredni hodnotou . a shodnym rozptylem o2 < co. Pak pro n — oo plati,
ze

1
;(X1+X2+...+X,,)—>u

v pravdépodobnosti.

Silny zakon velkych cisel:

Necht {X,}°2; je posloupnost nezavislych, stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in se stredni hodnotou ;i < oo a rozptylem o2 < co. Pak pro n — 0o
plati, Ze

1
E(X1+X2+...+Xn)—>,u,

skoro jisté (a tudiz i v pravdépodobnosti).

v
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Centralni limitni véta (CLV)

Necht X1, Xa, ... jsou nezavislé, stejné rozdélené nahodné veli¢iny se
stredni hodnotou 1. a koneénym rozptylem o?. Oznaéme nahodnou
velic¢inu ,

7 — 2= Xk — i

; =19 ...
2

no

a Fn(x) distribuéni funkci nahodné veliciny Z,,. Pak

lim F,(x) = ®(x)

n— o0

pro vsechna x € R, kde ®(x) je distribuéni funkce normovaného
normélniho rozdéleni N(0,1).

Poznamka

Centralni limitni véta (dale jen CLV) ma mnoho verzi. Uvedend véta se
nazyva Lévy-Lindebergova CLV.
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Hlavni dlohy statistiky

@ Volba spravného modelu

@ Odhady parametri
@ bodové

@ intervalové

© Testovani hypotéz
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Pomocna rozdéleni pouzivana ve statistice

@ Necht Xi, X5..., X, jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim
N(0,1). Pak nahodna veli¢ina

Y = Zn:x,?
i=1

ma rozdéleni x2 (¢ti "chi-kvadrat rozdéleni s n stupni volnosti").

@ Necht X je nahodna veli¢ina s rozdélenim N(0,1) a Y na ni
nezavisla nahodna veli¢ina s rozdélenim x2. Pak nahodna veli¢ina

X
Z= o

ma rozdéleni t, (Eti "Studentovo t-rozdéleni s n stupni volnosti").
@ Necht U a V jsou nezavislé nahodné veliciny s rozdélenimi x2, resp.
x2,- Pak nahodna veli¢ina
_U/n
V/m

ma rozdéleni F, ,, (Eti "Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni s parametry
n
nam")
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Nahodny vybér, vybérovy primér, vybérovy rozptyl a

vybérova smérodatna odchylka

Nzhodny vektor X = (X1, Xz ..., X,)T nezavislych, stejné rozdélenych
nahodnych veli¢in s distribucni funkci Fg, ktera zavisi na parametru 6, se
nazyva nahodny vybeér.

Funkce

nahodného vybéru X = (X1, Xz ..., X,)T se nazyva vybérovy primér a
S2 = 1 zn:(X,- — X,)?
" n-—1

i=1

se nazyva vybérovy rozptyl. S, = \/S? je pak vybérova smérodatna
odchylka.
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Vybérovy priimér a vybérovy rozptyl pro ndhodny vybér

z normalniho rozdé&leni 79

Necht X = (X1, Xa...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,o?),
wER, 02> 0. Pak
@ vybérovy priimér X, a vybérovy rozptyl S? jsou nezévislé ndhodné
veliciny,

vybérovy priimér X, ma rozdéleni N(u, o2 /n),

Q
© nahodni velicina (n — 1)S2 /02 ma rozdéleni X(zn—l)’
o

nahodna velicina T = %\/ﬁ ma rozdéleni t(,_1).
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Kvantily 80
 Definice .|

Necht F je spojitd a monoténni distribuéni funkce a 0 < 8 < 1. Pak
hodnotu zg takovou, Ze F(zg) = 3, nazyvame [3-kvantil rozdéleni s
distribu¢ni funkci F. )

Poznamka

@ Vyraz 3-kvantil pouzivany ve statistice je vlastné hodnota q(53)
kvantilové funkce q. Jestlize tedy distribucni funkce F neni spojita
nebo neni monotdnni, pak B-kvantil miiZeme dodefinovat analogicky
k definici kvantilové funkce q.

@ Pro nahodnou velicinu X s distribucni funkci F a kvantily zg je
P(Za/2 < X < Zlfa/2) = F(Z]_,a/z) — F(Za/2) = 1 — Q.

@ [-kvantily rozdéleni pouZzivanych ve statistice budeme znacit ug pro
normované normalni rozdélent, ts , pro rozdéleni t, a x3 , pro

rozdéleni x2.
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Empiricka distribu¢ni funkce, kvartily, median a modus 81

Necht (x1,%2 ...,x,)" je realizace nahodného vybéru (X1, Xz ..
Pak 4 <x}
Xi i Xj S X
Fanplo) = P02

kde # znaci pocet prvkii, se nazyva empiricka distribucni funkce.

Necht (x1,%o ..., x,)" je realizace nahodného vybéru (X1, Xa ..., X,)T,
Femp(x) prislusna empiricka distribuéni funkce a zg znaci 3-kvantil
nahodné veliciny s distribucni funkci Femp. Pak hodnoty zy /4, z1/2 @ 234
se nazyvaji 1.kvartil, 2.kvartil (téz "median"), resp. 3.kvartil. Nejcastéji
zatoupeny prvek v realizaci nahodného vybéru se nazyva modus.

Poznamka

Obcas se 1.kvartil definuje jako z* = max(x; : Femp(Xi) < 1/4) nebo
2 = min(x; : Femp(x;) > 1/4), popF. jako z*** = z* + %(z** — z*).
Analogicky se pak definuje i 2. a 3.kvartil.
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Priklad

Sledovali jsme doby mezi prichody zakaznikii (v minutach) a naméFili
jsme téchto 21 hodnot:

49,62, 26,06,03,23,3.2, 1.4,64,48,1.2
25,02,02,08,01,01,14,78,02, 4.7.

Pro prehlednost si hodnoty sefadime od nejmensi po nejvétsi:
0.1,0.1,02,02,02,0.3,06,0.8,1.2, 1.4, 1.4,
2.3,25,26,32,4.7,48,49,6.2, 6.4, 7.8.

Mame zde:
o vybérovy priimér (pro danou realizaci) X»; = 2.471,

vybérovy rozptyl (pro danou realizaci) S3, = 5.81,

1.kvartil = 0.3, median (tj. 2.kvartil) = 1.4 a 3.kvartil = 4.7,

°
@ vybérovou smérodatnou odchylku (pro danou realizaci) Sp; = 2.21,
°
@ min = 0.1, max = 7.8, modus = 0.2.
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Empiricka distribu¢ni funkce

Empiricka distribucni funkce
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Histogram a boxplot

Histogram Boxplot
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Porovnani odhadii and teoretickych popisnych funkci 85

Histogram Empiricka distribucni funkce
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Bodovy odhad

Necht (x1,%a ..., x,)" je realizace nahodného vybéru (X1, X ..., X,)" a
rozdéleni Xy, ..., X, zavisi na parametru 6. Bodovy odhad parametru 0 je
libovolna funkce OA(Xl7 Xz ..., X,) nahodného vybéru (X1, Xa ..., X,)7,
jejiz predpis nezavisi na 6.

Poznamka

Pro jednoduchost si miizeme bodovy odhad predstavit jako hodnotu
ziskanou z realizace (x1,%o . ..,x,)" nahodného vybéru (X1, Xa...,X,) 7,
kde tato hodnota co mozna nejlépe odhaduje parametr 0. Jelikoz vsak pri
opakovani nahodného vybéru ziskavame riizné realizace, miizeme pro
kazdou z nich dostat jinou hodnotu odhadovaného parametru, tudiz
bodovy odhad je nahodna velicina.

A
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Bodovy odhad 87
 Definice |

Jeft/iie pro bodovy odhad 9A(X17 Xo ..., X,) parametru 0 plati, ze
EO(X1, Xz ..., X,) =0, pak tento odhad nazyvame nestrannym.

v

Jestlize pro bodovy odhad 9(X1, Xa...,X,) parametru 6 plati, Ze

Q limy_oo IEGA(Xl, Xa ..., Xp) = 0 (je tzv. asymptoticky nestranny),
Q limy_oo varf(Xy, Xa..., X,) =0,
pak tento odhad nazyvame konzistentnim.

Jestlize existuje vice nestrannych bodovych odhadi, pak ten s nejmensim
rozptylem varf(Xy1, X ..., X,,) nazyvame eficientnim.

v
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Metoda momentd 88

Necht (x1,x2...,x,)" je realizace nahodného vybéru (X1, X>...,X,)" a

rozdéleni nahodnych veli¢in Xi, ..., X, zavisi na parametrech
01,...,0, € ©, kde © je mnozina parametr(.

Predpoklad: EX{ < co Vi = 1,...k a EX] zavisi na 01, ..., 0.

Metoda: Polozime do rovnosti teoretické a odhadnuté momenty, tj.

; RN . .
EX{ =m;, kde m;= - lej pro véechna i =1,.. k.
J:

Takto ziskame soustavu k rovnic o k neznamych 64, ..., 0y, jejichz
feSenim jsou hledané odhady parametra 64, ..., 0.

Alternativa: Je-li k = 2, pak misto i-tych momentd, i = 1,2, miizeme
polozit EX; = X, a varX; = s2, kde x, a s2 jsou hodnoty vybérového
priiméru, resp. vybérového rozptylu, ziskané z dat.

Vyhoda: Jednoduchost.
Nevyhoda: Reseni nemusi existovat.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Necht (x1,x2...,x,)" je realizace nahodného vybéru (X1, X2...,X,)" a
rozdéleni (tj. Pp(X1 =.) v diskrétnim pFipadé nebo hustota fy ve
spojitém pripadé) nahodnych velicin Xi, ..., X, zavisi na parametru 6.

Hodnota 6 se nazyva maximalné vérohodnym odhadem, jestlize

l_EIP (X1 =x7) —r;weaexHPg X1 = x),

resp.

,-1;[1 fyxi) = g1€ae><i1;[l fo(x1)-

Poznamka

Obvykle je jednodussi pracovat s logaritmy téchto soucind, abychom pri
hledani extrému funkce derivovali soucet, nikoliv soucin.
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Metoda maximalni vérohodnosti

Pro nahodny vyber z diskrétniho rozdeleni:
@ Zkonstruujeme vérohodnostni funkci L(6) = [T, Po(X1 = x;).
@ Zkonstruujeme logaritmicko-vérohodnostni funkci
1(6) = log L(A) = >_7_; log Pa(X1 = x;).
© Polozime M =

© Resenim rovnice B(I)(g) = 0 je hledany maximalné vérohodny odhad 6.

Pro nahodny vyber ze spojitého rozdeleni:
@ Zkonstruujeme vérohodnostni funkci L(6) = []r_; fo(x:)-
@ Zkonstruujeme logaritmicko-vérohodnostni funkci
1(6) = log L(0) = "7, log fa(x;).
@ Polozime 249 — 0.

90 —
a/(e

© Resenim rovnice =0 je hledany maximalné vérohodny odhad 6.
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Intervalovy odhad (interval spolehlivosti)

Necht (X1, Xz ..., X,)" je nahodny vybér a o € (0,1).

@ Dvojice (07 (X1, ..., Xn), 05(X1, ..., Xn)) se nazyva (1 — «) - 100 %
intervalovy odhad (nebo téz interval spolehlivosti; oznaceni
(1 — @) - 100 %-Cl) parametru 0, jestlize
PO; (X1,..., Xn) <O <05(X1,..., X)) =1—«c.

Q@ (05(Xq,..., X)) se nazyva dolni (1 — ) - 100 % intervalovy odhad
parametru 0, jestlize

P05 (X1,..., Xn) <0) =1—a.

Q (05,(X1,...,Xy,)) se nazyva horni (1 — ) - 100 % intervalovy odhad
parametru 0, jestlize

PO(Xe, ..., Xa) > 0) =1—a.

v
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Intervalové odhady parametri normalniho rozdéleni

se znamym rozptylem

Necht (X1, Xz ..., X,)" je nahodny vybér z rozdéleni N(u,c2), u € R je
neznamy parametr a 0> > 0 je znama konstanta. Pak
Q (X, — ul_a/2%,)_<n + ul_a/zﬁ) Jje (1 —a) - 100 % intervalovy
odhad parametru p,
Q X,— ul,a% Je dolni (1 — ) -100 % intervalovy odhad parametru p,
Q X,+ ul,a% Jje horni (1 — &) - 100 % intervalovy odhad parametru
H- )
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Intervalové odhady parametri normalniho rozdéleni

s neznamym rozptylem

Necht (X1, Xz ..., X,)T je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,0?) a oba
parametery 1 € R, 0® > 0 jsou neznamé. Pak
Q (xn - tl—a/2,n—1%a)_<n T tl—a/2,n—l%) je (1 - a) - 100 %
intervalovy odhad parametru i,
Q X, — tl,a,,,,l% Je dolni (1 — «) - 100 % intervalovy odhad
parametru L,
Q X, + tl—a,n—l% Je horni (1 — a) - 100 % intervalovy odhad
parametru L.

o ( (n=1)5;  (n-1)s, )Je (1 — ) -100 % intervalovy odhad

2 a/2,n—1 Xu/z n—1
parametru o2,
— 2 . -, - -
;2& je dolni (1 — ) - 100 % intervalovy odhad parametru o2,

1—a,n—1

(6] (;71) je horni (1 — ) - 100 % intervalovy odhad parametru 0.

a,n—1

= = = = =
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Intervalovy odhad stfedni hodnoty zalozeny na CLV 94

Necht (X1, Xz ..., X,)T je ndhodny vybeér z libovolného rozdéleni s
rozptylem 0 < 0? < co. Pak asymptoticky (1 — «) - 100 % intervalovy
odhad stredni hodnoty 1 = EX je

S, - Sy
X" - —« 73Xn —a/2 —)-
( u /2\/5 + Ui—o)2 ﬁ)
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Intervalovy odhad stfedni hodnoty zalozeny na CLV 95

Pripomenme, ze pro velka n plati % — 1, tj. S, je aproximace o. Z CLV

) e Y Xi—np sl e . o S
vime, ze ~7—="= ma priblizné (asymtoticky) normalni rozdéleni, tj.

P(Uggmgul g)_l—a
2 no2
6 —
P(“zﬁzﬁsnwgul—;)—l—a
2 Xi 5y > X S
P(Xn—l—ul,g—"z,uz)_(,,—ul,gS"):l—a,
2\/5 2\/5

coz je definice (1 — «) - 100% intervalového odhadu parametru p.
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Intervalovy odhad stfedni hodnoty zalozeny na CLV

Q Necht (X1, Xa...,X,)" je nahodny vybér z rozdéleni Alt(p),
0<p<1. Pak(1—«)-100 % intervalovy odhad parametru p je

- Xa(1 — X,)

(Xn — t1_a)2 KXo+ U1_a)2

@ Necht (X1, Xa...,X,)" je nahodny vybér z rozdéleni Po(\), A > 0.
Pak (1 — ) - 100 % intervalovy odhad parametru X\ je

_ [ X, - [ X
(Xn — t1—a)2 Tn7Xn +U1—qo)2 Tn)

Diikaz plyne z predeslé véty a faktu, Ze pro alternativni rozdéleni je
EX = p, varX = p(1 — p) a pro Poisoonovo rozdéleni je EX = varX = \.
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Testovani hypotéz

@ Necht (X1, X2...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni, které zavisi na
parametru 0 € ©.

o Tvrzeni, ze 0 patii do néjaké mnoziny ©g, se nazyva nulova
hypotéza (znacime Hp : 6 € ©g).

e Na zakladé nahodného vybéru (Xi, X2 ..., X,)" testujeme nulovou
hypotézu viiéi alternativni hypotéze Ha : 0 € © \ ©g. K tomu
stanovime mnozinu W (tzv. kriticky obor) tak, ze Hp zamitame ve
prospéch Hp, jestlize X € W, v opaéném pfipadé Hy ve prospéch Hu
nezamitame.

Poznamka

Vétsinou testujeme Hy : 0 = 0y, kde 0y je konkrétni hodnota, takze
prirozenou alternativou je Hyp : 0 # 0. Obcas vsak dava vétsi smysl
testovat Hq viici Hy : 6 > 09 nebo Hp : 0 < 6, jelikoZ opacna situace
nedava v tu chvili prakticky smysl.
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Chyba prvniho a druhého druhu, testovaci hladina

P¥i testovani mohou nastat nasledujici situace:
o Hp plati a test ji nezamitéa /
o Hp neplati a test ji zamita /
@ Hp plati a test ji zamitd — chyba prvniho druhu
@ Hp neplati a test ji nezamita — chyba druhého druhu

Testovaci hladina:

Zvolime hodnotu « (obvykle 0.05, nékdy 0.01 nebo 0.1) a kriticky obor
W konstruujeme tak, aby chyba prvniho druhu nebyla vétsi nez (obvykle
byla rovna) «. Takové « se nazyva testovaci hladina.
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Testovani stfedni hodnoty normalniho rozdélent:

Jednovybérovy t-test

@ Necht (X1, X2...,X,)" je ndhodny vybér z rozdéleni N(u,o?), kde
02 > 0 a ani jeden parametr neni znamy. Vime, Ze nahodna velicina
X —

T:
Sn

\/E ~tp_1.

@ Testovani Hy : 1 = g V& Ha @ p # po tedy probiha nasledovné:
@ Spocitame tzv. testovou statistiku (hodnotu) To = X”S;n”"ﬁ
@ Jestlize | To| > t1_a/2,n—1, Zamitame Ho ve prospéch Ha, v opacném
pfipadé Ho ve prospéch Ha nezamitame.

@ Testovani Hg : = po vaci Ha : > po je analogickeé:

@ Spocitame hodnotu Ty = X”S’n‘m V/n.

Q Je-li To > ti—a,n—1, zamitdme Hy ve prospéch Ha, v opacném
pripadé Ho ve prospéch Ha nezamitame.

© Nulova hypotéza Hy : it = po vi€i Ha @ 1 < o je pak zamitnuta v
pfipadé, ze To <ty p—1 = —ti—a,n—1-
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Testovani stfedni hodnoty normalniho rozdélent:

Parovy t-test

@ Pouziva se tehdy, kdyz pozorujeme parovy znak na jednom objektu
(napf. dioptrie na levém a pravém oku, dobu zpracovani stejnych dat
jednou a druhou metodou atd.).

e Mame nahodny vybér (Y1,2;),(Y2,22),...,(Yn, Z,)" a testujeme
Ho - EY; —EZ; = po (vétsinou po = 0, tj. shodu stfednich hodnot)
viici nékteré z alternativnich hypotéz zminénych vyse.

o Polozime
Xo=VY—~2Z,... Xo=Y,— 2,

a jestlize Xy, ..., X, pochazi z normalniho rozéleni, pouzijeme
jednovybérovy t-test popsany vyse.
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Testovani stfedni hodnoty normalniho rozdélent:

Dvouvybérovy t-test

o Uvazujme dva nezavislé vybéry, a to (X1, Xz ..., Xpn) T z rozdéleni
N(ui,02) a (Y1, Ya..., Ya)T z N(p2,02), kde 02 > 0.

o Oznacme X vybérovy pramér nahodného vybéru (X1, Xo ..., Xm)7,
Y vybérovy prtimér (Y1, Ya...,Y,)T, S vybérovy rozptyl
(X1, X2..., Xm)" a S% vybérovy rozptyl (Y, Ya..., Y,)T.

@ Nahodna velicina

_ X =Y —(p1— p2) mn(m+ n—2)
V(m=1)S2 +(n—1)S2 m+n

T

~ tmin—2-

@ Testovani Hy : 11 — pi2 = po VGC&i Ha @ g — p2 # po tedy probiha
nasledovné:

= _ X—Y—puo mn(m+n—2)
© Spocteme Ty = \/(m71)5)2<+(n71)5)2,‘/ T

Q Je-li |To| > ti_a/2,min—2, zZamitame Ho ve prospéch Ha, v opacném
pfipadé Ho ve prospéch Ha nezamitame.
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Testovani shody rozptylt dvou vybéri z normalniho

rozdéleni

@ Uvazujme dva nezavislé vybéry ato (X1, Xz.. X m) " z rozdéleni
N(ILL:L,O'%) (Yl,YQ Y) ZN([IQ,O'2) kde O'l >030’2 > 0.

o Oznatme S% vyberovy rozptyl (X1, X2...,Xm)" a S2 vybérovy
rozptyl (Y;l7 Yoo Yo)T
@ Nahodna velicina
52
F= 57)5 ~ Fm—l,n—l-
Y
e Testovani Ho : 02 = 03 V& Hp : 02 # 03 tedy probiha nasledovné:
2
© Spocteme Fo = g—’;
Q Jeli Fo < Foj2,m—1,n—1 nebo Fo > F1_4/2 m—1,n—1, Zamitame Ho ve
prospéch Ha, v opacném pripadé Hy ve prospéch Hs nezamitame.
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Pearsontiv x? test dobré shody

Multinomické rozdeleni

@ Je zobecnénim rozdéleni binomického ve smyslu, Ze uvazujeme
n-krat opakovany nahodny pokus, ktery miize pokazdé skoncit
né&jakym z vysledkd Ay, Az. .., Ax (nikoliv pouze jednim ze dvou
vysledkd "aspéch" nebo "nedspéch").

@ Proi=1,...,k oznacme p; = P(A;) (kde zfejmé Zﬁ(:l pi=1)

a X; pocet vysledkii A; ve vyse zminénych n pokusech. Pak

k
n!
P(X]_:X]_,...7Xk:Xk):mpfl...p:k, kde .le,':n.
=

@ Rozdéleni nahodného vektoru (X1, X2 ..., Xx)T se nazyva
multinomickym.
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Pearsontiv x? test dobré shody

@ Testujeme nulovou hypotézu
Hop : "marginalni pravdépodobnosti jsou rovny hodnotam ps, ..., pc"
proti alternativni hypotéze

Hj : "alespon jedno p; je jiné".

@ Test probiha nasledovné:

p)?
@ Spocteme hodnotu x3 = Zf;l %.
@ Jestlize 2 > Xia,qu zamitame Ho ve prospéch Hpa, v opacném

pripadé Ho ve prospéch Ha nezamitame.
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Test nezavislosti v kontingencni tabulce

e Méjme nahodny vybér (Y1, 21),(Y2,22) ..., (Ya, Z,), kde pro
k=1,...,nnabyvaji Yx a Z, hodnot 1,...,r, resp. 1,...,c.

@ Testujeme nulovou hypotézu Hy: "Y a Z jsou vzajemné nezavislé"
vici alternativni hypotéze Ha: "Y a Z nejsou nezavislé".

e Oznagme nj pocet dvojic (Yx = i, Zx = j). Pak matici o rozmérech
r x ¢ s prvky njj nazyvame kontingencni tabulkou a prvkim nj
fikame sdruzené Cetnosti.

e Marginalni €etnosti jsou
n; = E njj, n; = E njj.
j i

@ Test nezavislosti probiha nasledovné:
© Spocteme hodnotu

n,n-)z

n,J \nj——)
XO E E - nmn; nJ

i=1 j=1

Q Jestlize x3 > X%—a,(r—l)(c—l)' zamitame Hy ve prospéch Ha,
v opacném pripadé Ho ve prospéch Ha nezamitame.
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Definice nahodného procesu

Necht (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor a T C R. Rodina redlnych
nahodnych velic¢in {X;, t € T} definovanych na (2, A, P) se nazyva
nahodny (nebo také stochasticky) proces.
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Zakladni déleni nahodnych procesi

Je-li T =7Z nebo T = N, mluvime o nahodném procesu s diskrétnim
casem. Je-li T = [a, b], kde —co < a < b < 0o, mluvime o ndhodném
procesu se spojitym casem. )
Dvojice (S,E), kde S je mnozina hodnot ndhodnych velicin X; a £ je
o—algebra na mnoziné S, se nazyva stavovy prostor.

Pokud nahodné veliciny X; nabyvaji pouze diskrétnich hodnot, mluvime
o ndahodném procesu s diskrétnimi stavy. Pokud ndahodné veliciny X;
nabyvaji spojitych hodnot, mluvime o nahodném procesu se spojitymi
stavy. )
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Trajektorie procesu

Nahodny proces {X;,t € T} mazeme chapat jako funkci dvou
proménnych w a t. Pro pevné t je tato funkce ndhodnou veli¢inou,
pro pevné w se jedna o funkci jedné realné proménné t.

Méjme pevné w € Q. Pak funkce t — X; se nazyva trajektorie procesu
{X¢,t € T}

Proces se nazyva spojity, jsou-li vSechny jeho trajektorie spojité.
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Slaba stacionarita procesu 109

Necht {X;,t € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kazdé t € T existuje
stredni hodnota EX;. Potom funkce pi; = EX; definovana na T se nazyva
stredni hodnota procesu {X;}. Jestlize plati E|X;|> < oo pro vsechna

t € T, potom funkce dvou proménnych definovana na T x T predpisem

R(s,t) = E(Xs — us)(X: — 11t) se nazyva autokovarianéni funkce procesu

{X:}. Hodnota R(t,t) se nazyva rozptyl procesu {X;} v case t.
v

Rekneme, ze nahodny proces {X;,t € T} je slabé stacionarni, jestlize
R(s, t) je funkcei pouze rozdilu s — t, tj.

R(s,t) = R(s — t)

Disledek:
R(s,t) = R(s+ h,t+ h)

pro kazdé h € R takové, zes+ he T at+heT.
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Silna stacionarita procesu

Oznacme

Ft1,...,tn(X17 R aXn) = P(Xt1 S X17' . 7Xt,, S Xn)-

Rekneme, ze nahodny proces {X;,t € T} je striktné stacionarni, jestlize

pro libovolné n € N, pro libovolna realna xq, ..., x, a pro libovolna realna
ti,...,th a h takova, Zety € T, tx + h€ T, 1 < k < n, plati
Fl’17~--7fn(X15 o aX") = Ft1+h7-"1tn+h(X17 o aXI'I)' (2)

Poznamka

Pro procesy s diskrétnimi stavy je vztah (2) je ekvivalentni vztahu

P(th = Xlgoooq th = Xn) = P(Xt1+h = Xlgooo 7th+h = XI'I)'
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Ekvivalence procesi

Necht nahodné procesy {X:,t € T} a{Y;,t € T} jsou definované na
stejném pravdépodobnostnim prostoru s hodnotami ve stejném stavovém
prostoru. Pak

O {X:} a {Y:} jsou stochasticky ekvivalentni, jestlize
P(X: =Y:)=Plw: Xi(w) = Yi(w)) =1, VteT.

Rikame také, ze proces {X;} je stochastickou verzi, popF. modifikaci,
procesu {Y;}.

Q@ {X:} a {Y:} jsou nerozlisitelné, jestlize
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Definice markovského retézce s diskrétnim Easem

Méjme
e pravdépodobnostni prostor (2, A, P),
@ na ném posloupnost nahodnych velicin {X,,n € N},

@ stavovy prostor (S, &), kde mnozina S je konecna nebo spoéetna,
bez Gjmy na obecnosti predpokladejme S = {0,1,..., N}, resp.
5={0,1,...}.

Posloupnost nahodnych velicin {X,, n € N} nazveme Markovsky retézec
s diskrétnim casem, jestlize

P(Xn+1 :j|Xn = i7Xn—1 = in—lv--wXO = iO) = 'D(Xn+1 :j|Xn = ’)

pro vsechna n =0,1,... a vsechna i,j,in_1,...,ig € S takova, Ze
P(Xy =i, Xn—1=In—1,...,X0 = ig) > 0.
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Priklad: ndhodna prochazka

Necht Y7, Y2, ... jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny
nabyvajici hodnot £1 s pravdépodobnostmi 1/2.

Definujme

Xo=0
Xn:i:Y,-.
i=1

Pak posloupnost (proces, fetézec) {X,, n € N} se nazyva nihodni
prochazka.
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Pravdépodobnostmi prechodu, homogenita retézce 114

Podminéné pravdépodobnosti
Q P(Xuny1 = j|Xa = i) = pjj(n, n+ 1) nazveme pravdépodobnostmi
prechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu j v ¢ase n+ 1 nebo také
pravdépodobnostmi prechodu 1.radu;
Q P(Xotm = j|Xa = i) = pij(n, n+ m) nazveme pravdépodobnostmi
prechodu ze stavu i v ¢ase n do stavu j v ¢ase n + m nebo také
pravdépodobnostmi prechodu m-tého radu.

Jestlize pravdépodobnosti prechodu pjj(n,n+ m) nezavisi na ¢asovych
okamzicich n a n+ m, ale pouze na rozdilu m, nazyva se prislusny
markovsky Fetézec homogenni.
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Matice pravdépodobnosti pfechodu

@ Uvazujme homogenni fetézec a oznaéme pj; := p;(n, n+1).
@ Tyto prvky lze sefadit do ¢tvercové matice P = {pj;,i,j € S}, pro
niz zfejmé plati

p;>0,¥ijeS a > pj=1Vies.
Jj€S

Matice P = {pjj,i,j € S} se nazyva matice pravdépodobnosti pfechodu.
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Rozdéleni markovského retézce

Oznacéme dale
pi:P(XOZf), Vi €S,

pro které zfejmé plati

pi>0VieS a Y p=1

i€eS

Vektor p = {p;, i € S} se nazyva pocatecni rozdéleni markovského
retézce.

Lze ukazat (Véta o nasobeni pravdépodobnosti), ze

P(Xo =i, X1 =i1,..., X0 = in) = PioPigir - - - Pir_1in-
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Matice pravdépodobnosti prechodd vyssiho radu

) = pij a definujme pro pfirozené n > 1 postupné

Py =3 PPy (3)
keS

Oznaéme dale pfjl

(n)

i <1 a navic pro matice pravdépodobnosti prechodi

Lze ukazat, ze p
plati

@ _p.p=p2? < p(ntl) _ p(n) . p_p.p _ pntl
P P.P =P° aobecné P P P=P-P prT,

Necht {X,,n € N} je homogenni markovsky fetézec s matici prechodu P.
Potom pro pravdépodobnosti prechodu n—tého radu plati

P(Xarin = jlXm =) = pi, Vi j€S

i

pro vsechna prirozend m a n a pro P(X,, = i) > 0.
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Chapman-Kolmogorovova rovnost

Vztah (3) Ize zobecnit. Toto zobecnéni se nazyva
Chapman-Kolmogorovova rovnost

definovana jako

( + (n)
e ZP:k ijn7
keS

zapsano maticové
p(m+n) _ p(m) . p(n)
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Dalsi znaceni

o Vychazi-li fetézec {X,, n € N} ze stavu j, tj. P(Xo =) =1, pak
oznacime

P(1Xo=J) = Fi().
@ Definujme nahodnou velicinu
7j =inf{n>0: X, =/}
Cas prvniho navratu fetézce do stavu j.
@ Stredni hodnotu doby prvniho navratu oznaéime p; = E[7j|Xo = Jj].

o Nejvétsi spolecny délitel Cisel n > 1, pro které p;j") > 0, oznacime d;.
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Klasifikace stavii markovského retézce

Stav j markovského retézce se nazyva trvaly, jestlize
Pj(7j <o0) = 1.
Stav j markovského retézce se nazyva prechodny, jestlize

Pj(7j = o0) > 0.

\,

Trvaly stav j markovského retézce se nazyva nenulovy, jestlize p1; < oo a
nulovy, jestlize pj = oo.

A

Je-li d; > 1, stav j markovského retézce se nazyva periodicky s periodou
d;, je-li dj =1, stav j markovského retézce se nazyva neperiodicky.
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Konvergence pravdépodobnosti prechodu

a) Necht j je prechodny stav. Potom lim,_ . pfjn) =0,VieS.

b) Necht j je trvaly nulovy stav. Potom lim,_; o pfjn) =0,VieS.

c) Necht j je trvaly nenulovy a neperiodicky stav. Potom

limnoo Py = L

K
d) Necht j je trvaly nenulovy stav s periodou d;. Potom
lim (nd)) _ 4
n—o0 Pjj 5

A

Trvaly stav j je nulovy pravé tehdy, kdyz lim,_, p}j") =0.

\.
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Retézec s kone¢né mnoha stavy

Uvazujme nyni fetézec s mnozinou prechodnych stavil R a definujme

nahodnou veliinu
T=inf{n>0:X,¢ R}

znadici €as vystupu z mnoziny pfechodnych stavi.

V fetézci s konecné mnoha stavy je

Pi(t =00)=0, j€R.
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Dosazitelnost stavf 123

Rekneme, Ze stav j je dosazitelny ze stavu i, jestlize existuje n € N

takové, Ze p,g.") > 0. Jestlize pfj") =0, pro véechna n € N, pak fikime, Ze
stav j je nedosaZitelny ze stavu i. |
Mnozina stavii C se nazyva uzavrena, jestlize Zadny stav vné C neni
dosazitelny z zadného stavu uvnitr C.

Mnozina stavii C se nazyva komponentou, jestlize Zadny stav vné C neni
dosazitelny z Zadného stavu uvniti C a opacné, a pritom vsechny stavy
uvnitf komponenty jsou vzajemné dosaZitelné.

Mnozina stavii je uzavrena pravé tehdy, je-li pj = 0 pro vSechna
ieC,j¢cC.

v

™ 7= - = =
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Absorpéni stavy a rozlozitelnost retézce 124

Markovsky retézec se nazyva nerozlozitelny, jestlize kazdy jeho stav je
dosazitelny z kazdého jiného stavu. V opacném pripadé je retézec
rozlozZitelny. )
Je-li jednobodova mnozina stavii {j} uzavrena, tj. je-li pjj =1, pak se
stav j nazyva absorpcni.

Retézec s konecné mnoha stavy, jehoz vsechny trvalé stavy jsou
absorpcni, se nazyva absorpcni retézec.
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Stacionarni rozdéleni

Necht {X,,n € N} je homogenni fetézec s mnoZinou stavii S a matici
pravdépodobnosti prechodu P. Necht m = {m;,j € S} je néjaké
pravdépodobnostni rozdéleni na mnoziné S, tj.

T >0,j €5, csm = 1. Potom 7 se nazyva stacionarni rozdéleni
daného retézce, jestlize plati

neboli

W = Zmpkj,f €S,
kes

A
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Stacionarni rozdéleni

Necht pocatecni rozdéleni homogenniho markovského retézce je
stacionarni. Pak je tento fetézec striktné staciondrni a pro vsechna n € N
plati

pi(n) = P(Xy=j)=m;, jE€S,

kde m; jsou pocatecni stacionarni pravdépodobnosti.
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Stacionarni rozdéleni pro nerozlozitelny retézec

Pro nerozlozitelny markovsky retézec plati

© Jsou-li vsechny jeho stavy prechodné nebo vsechny trvalé nulové,
stacionarni rozdéleni neexistuje.

@ Jsou-li vsechny jeho stavy trvalé nenulové, stacionarni rozdéleni
existuje a je jednoznacné.

@ Jsou-li vsechny stavy neperiodické, potom pro vsechna i,j € S
— n) _
W = nl;n;opfj >0 a m= nIer;opj(n) > 0.
@ Jsou-li vsechny stavy periodické, potom pro vsechna i,j € S

RS (%) 1S
Wj:nlLrgoEZpU >0 a WJ:nIer;O;ij(k)>O.

k=1 k=1

© V nerozlozitelném retézci s kone¢né mnoha stavy stacionarni
rozdéleni existuje.
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Stacionarni rozdéleni pro rozlozitelny retézec

@ Uvazujme rozlozitelny markovsky fetézec s kone¢né mnoha stavy
j €S, ktery Ize rozdélit na K komponent.

e Existuje permutace téchto stavil j = perm(j) pro vsechna j € S
takova, ze matice pravdépodobnosti prechodu pro stavy j je tvaru

P, 0 ... O
p_ 0 Py 0 7
0 0 Pk
kde viechny matice Py, k = 1,..., K, jsou stochastické.

o Oznaime 7(¥) stacionarni rozdéleni pro fetézec s matici
pravdépodobnosti prechodu Py, k =1,..., K.

@ Pak Markovsky fetézec s matici pravdépodobnosti pfechodu P ma
stacionarni rozdéleni

= (c17r(1)7 R CKW(K)),

kde0§ck§1provéechnak:l,...,KaEszlzl.
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Limitni chovani retézce s absorpénimi stavy

o Uvazujme rozlozitelny markovsky fetézec se stavy j € S, z nichz
pravé m je absorpcnich.

e Existuje permutace téchto stavil j = perm(j) pro vsechna j € S
takova, ze matice pravdépodobnosti prechodu pro stavy j je tvaru

I, O
(% )

kde 1, je jednotkova matice typu m x m.

o Pak
: I, O
oo __ n __ m
e (5 9)
kdle M=FRa F=([5-m+Q+ Q@+ Q+...) = (js)-m — Q)"
je tzv. fundamentalni matice.
e Prvky pj, i=m+1,...,]S|,j=1,...,m (tj. prvky matice M)
vyjadFuji pravdépodobnosti, ze Fetézec, ktery vysel ze stavu i, skonéi
v absorpénim stavu j.

Pravdéepodobnost a statistika



Markovsky retézec se spojitym Casem

Systém celociselnych nahodnych velicin {X;,t > 0} definovanych
na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) nazveme markovsky fetézec
se spojitym casem, jestlize

P(Xt :j|Xs:i’th = I’na"'7Xt1 :I]_) = P(Xt :j|Xs:i)

pro vsechna 0 < t; < ... <t,<s<tavsechnai,j,iy...,ii €S
takova, ze P(Xs = i, Xy, = iny. .., X, = 1) > 0.

o P(X: = j|Xs = 1) = pjj(s, t) nazveme pravdépodobnostmi pfechodu
ze stavu i v Case s do stavu j v Case t;

@ pro homogenni fetézec, kde pravdépodobnosti prechodu zavisi pouze
na rozdilech €asii, budeme znacit pji(s, s + t) jako pj(t);

@ absolutni pravdépodobnosti budeme znacit p;(t) = P(X; =j),j € S
a pj(0) = P(Xo =j),j € S pak budou pocatecni pravdépodobnosti.
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Matice pravdépodobnosti prechodu,

Chapman-Kolmogorovova rovnost

o Pro kazdé t je P(t) = {p;;(t),i,j € S} Ctvercova matice — systém

matic pravdépodobnosti prechodu {P(t),t > 0}.
o Zfejmé plati: {P(0) = I}, kde / je jednotkova matice.
@ Dale dostavame

pi(t) =Y pi(0)py(t) Vjie€S,
ieS
zapsano maticové
p(t)" =p(0)" - P(t).
Ten lze zobecnit na

pi(s +1t) = ZPik(S)ij(t) Vi,j €S,
kes

zapsano maticové
P(s+ t) = P(s) - P(t),

coz je Chapman-Kolmogorovova rovnost.

Pravdéepodobnost a statistika



Intenzita prechodu

V daldim textu budeme predpokladat, ze

Jim py(t) =05, i.j €S,
kde 0;; znaci Dirackovu funkci, tj. §; =1 pro i = j a 6;; = 0 jinak. Tento
predpoklad spolecné se skutecnosti, ze p;j(0) = d;; znamena, ze fetézec je
zprava spojity v 0.
Dale si oznaéme

Nezaporna cisla \jj z (4) se nazyvaji intenzity pfechodu, cislo \; z (4) je
pak celkova intenzita. Matice A = {\;j,i,j € S}, kde \ij = —\; se nazyva
matice intenzit prechodu.
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Nékteré vlastnosti intenzity prechodu

Pro homogenni markovsky retézec plati

P(X: =iprote(s,s+h)|Xs=i)=e " V¥s>0,h>0.

.

Je-li \j = 0, pak p;i(t) =1 pro vSechna t > 0. Je-li 0 < \; < 0o, ma
doba, po kterou retézec setrvava ve stavu i, exponencialni rozdéleni s
parametrem \;.

.

Necht 0 < \; < co. Potom pravdépodobnost, Ze retézec z pocatecniho
stavu i prejde nejdrive do stavu j, je rovna % pro vsechna j # i.
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Klasifikace stavii markovského retézce

Necht P(Xo =j) =1, J je Cas, kdy fetézec poprvé opusti stav j, a

7 =inf{t > J: X, = j}.

Stav j markovského retézce se nazyva trvaly, jestlize bui' qj = 0 nebo
q; > 0 a zaroven
Pj(7j < o0) = 1.

Stav j markovského retézce se nazyva prechodny, jestlize q; > 0 a zaroveo

Pj(7j = o) > 0.

Trvaly stav j markovského retézce se nazyva nenulovy, jestlize bud q; = 0
nebo E[7}] < co. V opacéném pripadé se retézec nazyva nulovy.

v
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Klasifikace stavii markovského retézce

Stav j € S se nazyva absorpcni, jestlize qj = 0. Jestlize q; > 0, pak se
stav j nazyva stabilni, pokud q; < oo, a nestabilni, pokud q; = co.

V.
Rekneme, Ze stav j je dosazitelny ze stavu i, jestlize existuje t > 0
takové, Ze p;j(t) > 0.

Poznamka

Analogicky jako pro fetézce s diskrétnim Easem miiZeme definovat také
nerozlozitelnost retézce se spojitym casem.
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Stacionarni rozdéleni 136

Necht {X;,t > 0} je homogenni fetézec se spojitym ¢asem, mnoZinou
stavid S a maticemi pravdépodobnosti pfechodu P(t),t > 0. Potom 7 se
nazyva stacionarni rozdéleni daného retézce, jestlize plati

o =x"P(t), Vt>0.

Necht' poc¢atecni rozdéleni homogenniho markovského retézce {X;,t > 0}
je stacionarni. Pak je tento retézec striktné stacionarni a pro vsechna
t > 0 plati

pi(t) = P(Xe =j) =mj, j€S,

kde 7j jsou pocatecni stacionarni pravdépodobnosti.
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NejCastéji pouzivané markovské procesy:

1.) Poissontv proces

Poissoniiv proces {N;,t > 0} popisuje pocet udalosti do Casu t.
Predpoklady:

@ pocty udalosti v disjunktnich asovych intervalech jsou nezavislé
nahodné veliciny (proces s nezavislymi prirtistky),

@ pocty udalosti v €asovém intervalu (t,t 4+ h) zavisi pouze na h,
@ pro pocty udalosti v Casovém intervalu (t, t + h) plati

P(Nt+h - Nt = 0) =1- >\h+ O(h),

kde symbol o(h) znaci, ze o(h)/h — 0 pfi h — 0+, a A je
konstanta, ktera se nazyva intenzita Poissonova procesu.

Pravdéepodobnost a statistika



NejCastéji pouzivané markovské procesy:

1.) Poissontv proces

o Z predpokladu nezavislosti prirtistk plyne markovska vlastnost

@ Pro pravdépodobnosti prechodu plati

P(Nyyn = jINy = i) = Ah+ o(h) j=i+1
=1—Xh+o(h) Jj=i
= o(h) J>i+1
=0 J<I.

@ Intenzity pfechodu jsou
giiv1=2A, qi=—qii=2\, q;=0 jinak.

@ Navic se da ukazat, ze pro tento proces plati

k
P(N; = k) = (’\ktl) e M k=01,...

coz je Poissonovo rozdéleni.
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NejCastéji pouzivané markovské procesy:

2.) Wieneriv proces

o Neni to markovsky Fetézec, pouze markovsky proces (spojita
mnozina stavi)!
@ Wienertv proces (nékdy také nazyvan Browndv pohyb) {W;,t > 0}
je definovan nasledujicimi vlastnostmi:
o {W;, t > 0} ma spojité trajektorie,
o Wo =0,
o {W;, t > 0} ma nezavislé prirastky,
o pririistek hodnoty v €asovém intervalu (s, t) ma normalni rozdéleni s
nulovou stfedni hodnotou a rozptylem (t — s).

Poznamka

Obcas se misto (t — s) jako rozptyl uvadi o®(t —s), kde o® je kladna konstanta.
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