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OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

1. (2 body) Najdéte vzdalenost bodu z = (1,0, 1,0) € R* od nadroviny {x; a’x = b}, kde a = (1,1,1,2), b = 3.

la”z—b| _ (1,1,1,2)(1,0,1,00-3] _ 1 . ; SRR T . P
Tl EBR®)]] = K jeho odvozeni staci védét, ze velikost pravoiihlého

Mizeme vyuzit napt. znamého vzorce

la” 2|

prumétu vektoru z na primku se smérem a je T

Pro ziskani vzdalenosti od té nadroviny ale musime vektor posunout o

—xg, kde xg je libovolny vektor spliiujici a’xg = b. Tim dostaneme |aT(HZa]x°)‘ = ‘a]:[m
2. Necht X = span{(1,2,3,4),(1,0,1,0),(0,1,0,0)}. Najdéte
a) (1 bod) béazi podprostoru X,
b) (1 bod) matici ortogonalniho projektoru na podprostor X,
¢) (1 bod) matici ortogonélniho projektoru na podprostor X.
2 4 0 —4 2
0 0 0 0 0
1 _ _1 ~ _yuT =1 _
a) X+ =span{(2,0,-2,1)},b) U= 3 9 , projektor P = UU 5| 4 0 4 -2 ,c) =P
1 2 0 -2 1

3. Méame 5 pozorovani (0,1),(1,1),(2,3),(3,3),(4,4) tvaru (x;,y;). Hleddme optimalni regresni pfimku y = 61z + 6o, kde
01,05 € R jsou hledané parametry.

a) (1 bod) Formulujte Glohu maticové jako problém nejmensich ¢tverct.
b) (2 body) Vyfeste tento problém.

0 1 1
11 0 1
A=1[2 1 ,0:[01}&: 3
3 1 2 3
4 1 4

Hleddme 6 € R? minimalizujici ||A0 —b||?. To je to samé, jako Tesit soustavu normalnich rovnic ATA§ = AT'b, co# je soustava

o 5 lel =[]

jejiz jediné Teseni je 6, = 05 = 2.

4. Pro matici A € R®*® hleddme nejblizsi matici hodnosti < 3. Vime, ze matice AT A m4 vlastni ¢isla 2,1, 4,9, 0.

a) (1 bod) Formulujte tlohu maticové jako optimalizaéni problém a napiste hodnotu udelové funkce v optimu.
b) (1 bod) Jaké bude optimélni feSeni tohoto problému, budeme-li hledat matici hodnosti < 47

a) min ||B — A||? pro B € R1®*5 kde rank B < 3. V optimu je chyba s + s = 1. b) Protoze A mé podle hodnot singularnich
¢isel hodnost 4, bude optiméalni feseni pravé A a chyba bude nulova.



OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno: 000

V kazdém z nésledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiizek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)

000 ® ®

oo |0

Piiklady z prvni ¢asti vyreste a odpovédi véetné postupu napiste do pripravenych mezer.

. Necht X = {(z1,z2,23,24); 1 = x4}, 2= (4,3,2,1). Najdéte kolmou projekci vektoru z

a) (2 body) na X,
b) (1 bod) na X+

Je snadngjsi zacit podilohou b), nebof X' je generovan pouze jednim vektorem. b)y = (4’3’2‘1)\%’070’71) (1’0%71) =

2(1,0,0,—1). a) x=z—y = (5/2,3,2,5/2)

. (2 body) Pro afinni podprostor X = (1,2, 3,4) +span{(1,0,1,0),(2,1,0,1),(1,1,1,1)} najdéte matici a vektor pravych stran
soustavy Ax = b, jejiz feSeni je X.
Napiiklad A=[0 —1 0 1] (jednorddkova matice) , b = 2.

. Zévislost proménné z na proménnych z,y modelujeme regresni funkci z ~ f(z,y) = a(x —y)? +be* ¥ + cxy +d. Odhadujeme
parametry a, b, ¢,d € R funkce z naméfenych bodu (z;,y;, z), ¢ = 1,...,100, ve smyslu nejmensich ¢tverct.

a) (2 body) Formulujte tlohu v maticové podobé.
b) (1 bod) Za jakych pfedpokladi bude mit tloha jediné Feseni? Takové FeSeni napiste.

a) Vektor nezndmych parametrt je p = (a, b, ¢, d), matice A € R199%4 m4 v fadku i vektor ((z; — v;)?, €% z,u;,1) a dale
z=(21,...,2100). Hleddme minimum funkce ||Ap —z||?. b) M4-li A linearné nezavislé sloupce, pak je jediné optimélni feseni
Atz = (ATA)"IATZ

. Matice A typu 10* x 50 ma prvky 0 nebo 1. Kazdy fadek i odpovid4 jedné osobé& a kazdy sloupec j streamovaci sluzbé
(Netflix, Spotify atd.), pfi¢emz a;; = 1 pravé tehdy, kdyz si osoba ¢ pfedplaci sluzbu j.

a) (1 bod) Co vyjadiuji prvky matice ATA? Interpretujte jejich numerické hodnoty.
b) (1 bod) Matice A’ A m4 jen 15 nenulovych singuldrnich ¢isel s1, ..., s15. Napiste teoretickou chybu aproximace matice
AT A matici hodnosti nejvyse 10.

a) Slozka b;; matice AT A udéava, kolik lidi celkem predpldci soucasné sluzby i a j. b) Chyba je s3; + ...+ s%5.



OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno: 000

V kazdém z nésledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiizek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)

000 ® ®
1
a
b
c
d
e
o o
1. Necht A je matice s linedrné nezavislymi Fadky. Matice ortogonalniho projektoru na podprostor null A7 je 1
4 pplati Z4dné uvedené tvrzeni \ ¥ A,
— AT(AAT)-1A \_3 5@\\\‘“"% Z
(c) I — A(ATA)1AT
() AT(AAT) A WC}\W‘C{ -
I (e) A(ATA)IAT

2. Rozhodnéte, co je spravné. ée@ &

(a) neplati z4dné z uvedenych tvrzeni
(b) rank(AB) =yrank A rank B
(c) rank(AB) <mm{rankA rank B}
(d) rng AB C rngB
fl (e) rng AB =rngA

3. Mame matice A1, Ao, ..., A € R™*"™ takové, Ze kazda matice A; méa ortonormalni sloupce. Ozna¢me B = A1A, - - - A soudin
téchto matic.
(a) Matice B je ortogonalni.
(b) Matice B mé ortonormaélni sloupce, ale nemusi byt ortogonalni.
(c) Matice B je ortogonélni jen tehdy, kdyz k < 2.
(d) Matice B je identicka.
I (e) Neplati zddné vyse uvedené tvrzeni.

Necht n > 2 a a € R” je nenulovy vektor. Ortogonélni projektor promitajici na podprostor span{a} je

@ e singularni matice ‘r

b) je matice plné hodnosti o\q

c) je symetrickd regularni matice

(© (
(d) je sirok& matice, ktera neni ¢tvercova 2 <

\
2

L)
I (e) zddnd z uvedenych moznosti

1
5. Pro kterd a € R je matice {g 1} ortogonalni projektor?

(a) zddna z uvedenych moznosti
(b) proa=0
(c) proa € {0,1}
)
)

(d) proa € [0,71] /

fl (e) proa>0

6. Mnozina {x € R"; a’x = b}, kde a # 0,

@ afinni podprostor dimenze n — 1

3¢ je vzdy linearni podprostor \/
e vzdy pfimka, kterd nemusi prochézet pocatkem b
je konecna

I (e) nesplituje Zaddnou z uvedenych moznosti



OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno: 000

7. Mame zadanu symetrickou matici A fadu n.

(a) Jeji nejmensi vlastni ¢islo splituje A < x”' Ax pro libovolny vektor x takovy, ze ||x|| = 1.
(b) Jeji nejvétsi vlastni &islo \ je vzdy kladné a plati A = max x”Ax pro vektory x spliiujici [|x|| = 1.
(c) Optimalni feseni tilohy max {x Ax|x € R"} vzdy existuje.
d) Kvadraticka forma x” Ax nabyva vzdy maxima pro néjaky vektor x splitujici ||x|| = 1.
]
(e) Kazdy vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlastnimu éislu matice A je feSenim tlohy max {xT Ax|x € R"}.

8. Pro iilohu nejmensich ¢tverci min ||y — Ax||? plati:
xeR

(Dptimalnich feseni muze byt nekonecne mno, 'l'\/
odnota v optimu je vzdy O %Q

PR Uloha nemusi mit optimélni feseni.

mOptlmalm feseni je vidy tvaru (ATA)"1ATy.

%Kazde feSeni tllohy nejmensich ¢tverct je i feSenim soustavy Ax =y.

9. Hledame afinni podprostor X dimenze 5 minimalizujici soucet étvercit kolmych vzdalenosti od vektort ay, ..., a1000 € R®C.

(a) X je afinnim podprostorem prostoru R°°.

(b) X je afinnim podprostorem prostoru R®.

(c) Neplati zddné z uvedenych moznosti.

(d) Hledany afinni podprostor X nemusi existovat.

(e) X je vzdy linedrnim obalem 5 linedrné nezavislych vektord.

1 3] oat K |kulo.pm¢"f
3 47 B2=
(a) Neplati z4dné z uvedenych moznosti.

m A je pozitivné definitni. /l 7k %

A ma vlastni ¢islo 0.
vadratickd forma x” Ax ma/minimum v bodé 0. '} L{“K
n {xTAx|x € R?, ||x|| = 1} je kladnA.

SkOptimilni hodnota tlohy " M\\( L (/\- ’)\\( -N-A =0
oo K™ X( if
\nY “3
Q\\M“ \ - (' l,x A=
’ 9

0-

10. Rozhodnéte, co plati pro matici A = [

1) — an (xm%q) + X2 %m*%a)

let v <&
lety=Az

2,,.@)«9,'/’ 3)4/9-"#”3
win 1 X%+ ngr'f’? %ﬂw \o,/géﬂ/
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OPT midterm 26.5.2023 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

1. (2 b) Najdéte vzdalenost bodu z = (2, —1,0,0) € R* od nadroviny {x; a’x = b}, kde a = (3,1,0,2), b = 2.

Mizeme vyuzit napt. znamého vzorce |a"ZH b _ G4, 0H2(25<f O_E)(ﬁ 0)-2| _ i
\12&\%% lﬂOJ\/ od vadvwiny \0\ 2~ l)\ ~ 3

) loll T
d2= p102\|e| =9 [la) ~(qr 4 =

3. Mame 5 pozorovani (0,1),(1,1),(v/2,3),(v/3,3),(2,4) tvaru (x;,y;). Hleddme regresni funkci y = 0,22 + 0y, kde 01,0, € R
jsou neznamé parametry.

a) (1 bod) Formulujte tlohu maticové jako problém nejmensich ¢tverci.
b) (2 body) Vyfeste tento problém.

0 1 1
11 ) 1
A=1[2 1 ,e[el}b 3
3 1 2 3
4 1 4

Hledame 6 € R? minimalizujici ||[A0—b||%. To je to samé, jako Fesit soustavu norméalnich rovnic AT A9 = ATb, coz je soustava

o 5 lel =)

e ae o _p o4
jejiz jediné feSeni je 01 = 0 = ¢.

4. Radky matice A € R000X9 reprezentuji filmy a sloupce divéky, slozky matice A jsou &isla 0 nebo 1 podle toho, zda dany

divéak shlédl dany film.

a) (1 b) Jakou interpretaci maji slozky matice ATA?

b) (1 b) Jakou interpretaci maji slozky matice AAT?

c) (1.5 b) Pro matici AT A hleddme nejblizsi matici hodnosti < 4. Formulujte tlohu maticové jako optimaliza¢ni problém
a napiste (obecné) hodnotu tcelové funkce v optimu.

d) (1.5 b) Jaké bude optimalni feseni tohoto problému, pokud vite, ze matice AT A m4 alesponi 5 nulovych vlastnich &isel?

a) Pocet filmii, které vidél divak i a j. b) Pocet divakii, ktefi vidéli filmy i a j. ¢) Minimalizujeme ||[ATA — B||? za podminek
B € R%%? a rank B < 4. V optimu pro matici B* plati

|ATA —B*||?=s2+...+s5=A+...+ X5

kde s; > ... > sg jsou singularni ¢isla matice ATA a A\; < ... < \g jsou vlastni ¢isla matice ATA. d) B* = ATA



OPT midterm 26.5.2023 Piijmeni: Jméno: 000

V kazdém z nésledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiizek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)

000 ® ®

oo |0

ODPOVED (a) JE VZDY SPRAVNA.

1. Necht A € R™*" je matice takova, 7ze rank A = n < m. Matice A(ATA)"1AT
()

(a) je singularni
(b) je regularni hD
(c) je ortogonalni
(d)
)

d) je negativné definitni
I (e) nemusi existovat

2. Mame zadanu pozitivné definitni symetrickou matici A fadu n. Plati:

(a) min{xTAx|||x|| = 1} = A, kde ) je nejmensi vlastni ¢islo matice A.

(b) Nic z uvedeného.

(c) Optiméalni fegeni tlohy max {x” Ax|x € R"} vidy existuje.

(d) Kvadratické forma x” Ax miize nabyvat zapornych hodnot.

(e) Kazdy vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlastnimu éislu matice A je feSenim tlohy max {xT Ax|x € R"}.

3. Méame ortogondlni matice Ay, Ao, ..., A € R™ ™ a vektor x € R". Oznaéme y = AjA; --- Apx. Plati:
(a) x]l = lyll-
(b) Vektor y je nulovy.
(c) Vektory y a x jsou kolmé.
(d) llyll =1.
)

I (e) Neplati zadné vyse uvedené tvrzeni.

4. Necht n > 2 a a € R" je jednotkovy vektor. Ortogonalni projektor na podprostor span{a}

(a) je matice aa”

neexistuje
je matice plné hodnosti
e symetrickéd regularni matice
1l je matice s alespon jednim neredlnym vlastnim ¢islem

5. Pro tilohu nejmensich étverct m&@n lly — Ax||?, kde A mé linearné nezavislé sloupce, plati:
xCR7

Optimélni fegeni je (ATA)~1ATy.
B<Optimalnich feseni mize byt nekone¢né mnoho.

Hodnota v optimu je vzdy 0.

Uloha nemusi mit optimalni feseni.

Nic z uvedeného.
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