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Linprog i Jok Gee § Je v oK
~
Priklad 15.1. Nasledujici dvojice linearnich programi je navzajem duélni: a" Aaco L sl/\,o ’Vl“l\' C'L V V\JM W)‘\ LW

min 2z, — 3x3 + a4 max  6y; + Sya /
zapodm. 2z — x + a3 + 214 za podm. n V’a dlAf

=6 € R
—x1 + 229 — 313 <5 < 0
xry — X9 — x3—3x4 > 0 ys > 0
2y 2> 0 21 — Yo+ Yz < 2
T €ER -y +2y— yz= 0

3> 0 1 —3ys — Y3 < -3 5. Mdme data ay, ..., as € R3. Hleddme rovinu prochézejici poc¢atkem, kterd minimalizuje

24 < 0 2 “3p= 1 e soucet étvercit vzdalenosti k tém bodim. Uvazujeme matici A = [a; ...az) € R**%

o . o . . . o o a vime, ze matice AAT ma vlastni ¢isla \/6 1,3 a jim odpovidajici jednotkové vlastni
Pro specialni tvary LP se dvojice duélnich aloh piehlednéji napiSe v maticové formé. Napf.

e ;L 1 — 1. =
pro Io= I = Jo = J. — 0 obdrzime vektory —5(0,1,1), 2(2,1,-1), (1, -1,1).
min ¢’x max bTy (a) (3 b) Formulujte tuto dlohu jako optimaliza¢ni problém.
za podm. Ax > b za podm. y>0 (15.2)
x>0 ATy <c¢ (b) (6 b) Naleznéte hledanou rovinu a popiste ji pomoci béaze.
(¢) (1 b) Jakd bude optimalni hodnota tlohy (chyba prolozeni)?

4. Méme data (z1,v1), ..., (s, yn) a snazime se zjistit jejich zavislost pomoci y =~ f(z; w),

kde f(z;w) = ze"* + 2%w,. Ve vysledcich nesmi byt obecné derivace (napiiklad ¢'), ale o,

musi byt spocteny. Piipadné inverze matic se pocitat nemusi. Reseni:

(a) (2 b) Formulujte hledéni neznamych parametru jako ilohu nelinedrnich nejmensich (a) Prokldddme body liIlC?il'Iiféél p’gdp‘rostorctlvn kf)dim(fl}zc 1 Tedy 1’1101'11'1‘111201110

&tvercil. vyjadiit jako minimalizaci Y ._ [xTa;|* = [|xTA[]? = xTAATx, kde x € R? spliuje
(b) (5b) Napiste iterace gradientni a Newtonovy metody. |[x|| = 1. Zde x vyjadifuje smér primky, kterd je ortogondlnim doplikem hledané
' ’ roviny.

(¢) (1 b) Napiste, za jaké podminky selze Newtonova metoda v prvni iteraci. o .
(b) Spektralni rozklad AAT = VAVT kde \; = 1 < Ay = V6 < A3 = 3 a od-
povidajici sloupce V jsou podle toho serazeny. Resenim x je vlastni vektor v; =
ﬁ(?. 1,—1) odpovidajici nejmensimu vlastnimu ¢islu. Hledand rovina je popsana

(d) (2 b) Napiste konkrétni data (tedy specifikujte n a poté (z1,41),..., (Tn,¥n)) a
pocatecni iteraci, pro které Newtonova metoda selze v prvni iteraci.

— ortonormalnf bazi (vo,vs) = (%(0 1,1), %(1. —-1,1)).
esent: (c) Chyba je optimdlni hodnota v AATv, = \; = 1.

(a) Jedna se o minimalizaci § Y1 | (z;€"" + zw, — y;)*.

(b) Pro tyto metody potfebujeme spocitat derivaci a Hessidn. Derivace ma tvar

Zr_r (zie™ + 22wy — yi)z e e — pokud x,y jsou pripustna resSeni primarni a dualni tilohy a cTx = bTy,
=1\ w L o T pak jsou to optimalni hodnoty obou tloh.
i (@ie™ + wiwa — ;)7 e PODM. KOMPL.: cTx = bTy iff na kazdém radku alespon jedna rovnost
» ) (aktivfn’ podminka)
a Hessidn se rovnd o SILNA DUALITA: Primar ma opt. res. iff dudl ma opt. res. y
mali Primar m4 opt. fes. x a dudl ma opt. fes. y, pak cTx = bTy
n oW1 2000 — 11:) 7 e W1 wy n -3 )
Zi:l(Q‘Tle i + ‘Zi u’2'; yi)xie € ;iﬂf“i . priméarni/dualni ma optimum neomezena nepripustna
e Zi:1 T Ei:1 z; N méa optimum ano ne ne
neomezena ne ne ano
Pri updatech je nutno myslet na to, ze se délaji pro w a ne pro z. nepripustna ne ano ano

e STINOVE CENY:
§ B f:R™ = R, f(b) = min{cTx|Ax > b,x > 0} = max{bTy|ATy < c,y > 0}
(d) Coz nastane napiiklad pron =1 a z; = 0. (pficemz primdar i dudl maji opt. fes.) Pokud ma duéln{ tiloha pro dané b
9f(b) _
ab; i

(c) Newtonova metoda selze, pokud je Hessidn singuldrni.

jediné opt. fes. y*, pak je fce f v bodé b diferencovatelna a i

) v v
| ( T, re ke . Z $<TAX)| XX =L Kapitola 15 (Konvexni funkce)
; - €n i v
A/q%' L MXEXAK I s 4}) p k p.‘L NTK + ( A )\ ¥ g e Funkce f :R™ — R na mnoziné X C R™ se nazyva konvexni, iff:
Vo Vot A ot T T o bedootes b gz A L A~ 2,y € X,0<asl=f((1=a)ztay)s(1-a)f(@)+afy)
4 i ol reu) - e voselh vt ;“‘(,_g,)g‘n A, e konk&avni je funkce na mnoziné iff —f je konvexni na mnoziné
(SM"&[‘H VM) / 4 33#‘—"’”0(/‘« . opt- un f e Jensenova nerovnost zobecnuje podminku konvexity fce:
12lez e XATA"A.“’X?—TAK’-"" s IiEX,aiZﬁ,zai=1—>f(0111+~+akfck)Salf($1)+«»+akf($k)
( e Pi: f(z) = max(z;) = f((1 — a)z + ay) = max((1 — a)z; + ay;) <
PC A PR "'j("fs ?wlm‘ ol Qi peodsevu~ 0 L ke max((1 — a)z;) + max(ay;) = (1 — «) f(z) + af(y)..fce je konvexni
e Piiklady konvexnich fci: f(z) = e*® a € Rna R, f(z) =2z%a >1Va <0 na
R wick
" v peelts X p X}(‘:I é v Ryt f(z) =|z|* a > 1 naR, f(z) =aTx + b je zdroven konv. i konk,
—d ortonerm U—Y — rex z I‘XTA“;,‘ X_\.X_I'S d‘}\n d ""M — f(z) = xT Ax konv. pro A PSD, kazda norma je konv., zlogz je konvexni na
Xy e y napuinich A& Ak Ryt
&7 )L NG Tﬁj_,\\\(""?“ ~ min £+.—(YTAATY)lYTY =I} L S e Priiklady konkdvnich fci: f(z) = log(z) na R4, xT Ax konk. pro A NSD,
= ~ o b OOARR) LR S /(@) =2*0Sa<lnakiy
> X 2y . coladh AAT e Epigraf fce je mnozina {(z,y) € R"T!|f(x) < y}..mnozina nad grafem fce
o g ™ T S i gpelae. \ \'1.\\ e Subkontura vysky y je {z € R"|f(z) < y}
- == T AA = VA\IT ] =£X \f] X HLJW‘ ' Y J‘f e Funkce je konvexni iff jeji epigraf je konvexni. Obousmérna implikace.
. o 1 |
ooy =Y} e Kazda subkontura konv. fce je kovexni mnozina. Obracena implikace neplati.
2 = % At j : R™ — R diferencovatelna. Pak je f konvexni na R™, iff pro
[ . . - - . Lot PCA s A B= XX'A . je f je f , iff p
/V!()“@" et WE‘&@ i in f”A' B” /B ’ MB—A.s,U , Vé" x,y € R™ plati: f(y) > f(x)+ f/(x)(y — x)..tzn T fce f je v kazdém bodé
. Iz 7 943 XTATAY' r':)"\,ql\;l (\ x € X vsude mensi nebo roven fci
p | w”'l Soustov! Axso, pin Z 1A [ okl I | e e At je f:R" - R dvla;krét diferencovatelna. Pak je f konvexni na R"™, iff v
FLUYTAVA M S nAve  prdoTew FalosgIs kazdém z € R™ je f''(x) PSD.
mmvw T 1 r e At g1..9% : R™ — R jsou konvexni, pak pro a; > 0 je f = o191 + .. + ap gk
A_ ( ISVT = &‘u‘v;[ 45 WYy 4w . ﬂ -7 také konvexni. Muze se stat, ze i takovato kombinace nekonvex. fci je
SVD‘I = e PO \“",; ;)aau.k S W O wwwa “ nakonec konvexni fce (f(z) = z3 — :cs).
C—

e Skladani konvex. fci nemusi byt konvex. fce. Napr.

= il iM.”} . Uty . TecW I:o
U'Vg,nmv« S"‘f"/s’!ha‘/ 4 . wz&;-h w‘;.vz; < e Af fce g: R™ — R je konvex., A € R™X"™ b € R™, pak fce
T. = v& h(x) = g(Ax + b) je konvexni.
M5 220 A=0': AlA

e At I je libovolnd mnozina, g; : R™ — R jsou konv. fce. Pak:

. P SV (EJ"‘"V"‘”“) T = &LU f(xz) = max;cr(gi(x)) je konv fce, predpokladdme ze pro kazdé x maximum
A/U)hl"u{ noticl & 9_— Jdn g AA U existuje. DaneéItl’m, ze epigraf f je prunikem epigrafu g;.
—_— St /
B=U&~VT/ S v;»&jb “'(“ - Kapitola 16 (Konvexni optimalizace)

e Necht funkce f : R™ — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R"™ (tj. je to
konvexni optim. tiloha). Pak kazdé lok. min. fce f na X je zaroven globalni.

e Priklady konvexnich dloh: linedrni programovani, kvadratické programovani,
kvadratické programovani s kvadratickymi omezenim, programovani na
kuzelu druhého radu, semidefinitni programovani.

e Piiklad nepripustné ulohy: max{b|b = z + s + 100p, b < 40,b > 20}, kde
z...znalosti, s...stésti, p...tento prehled, b...body ze zkousky

e Konvexni relaxace: kdyz mam konv. fci na slozité (nekonv.) mnoziné, vezmu
jeji konv. podmnozinu a ziskdm alespon horni odhad minima.



