
OPT midterm 5.4.2023 P¯íjmení: Jméno: 000

P¯íklady z první Ëásti vy¯eπte a odpovÏdi vËetnÏ postupu napiπte do p¯ipraven˝ch mezer.

1. (2 body) NajdÏte vzdálenost bodu z = (1, 0, 1, 0) 2 R4 od nadroviny {x; aT x = b}, kde a = (1, 1, 1, 2), b = 3.

M˘æeme vyuæít nap¯. známého vzorce |aT z�b|
kak = |(1,1,1,2)(1,0,1,0)�3|

k(1,1,1,2)k = 1p
7
. K jeho odvození staËí vÏdÏt, æe velikost pravoúhlého

pr˘mÏtu vektoru z na p¯ímku se smÏrem a je |aT z|
kak . Pro získání vzdálenosti od té nadroviny ale musíme vektor posunout o

�x0, kde x0 je libovoln˝ vektor splÚující aT x0 = b. Tím dostaneme |aT (z�x0)|
kak = |aT z�b|

kak .

2. Nechª X = span{(1, 2, 3, 4), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0)}. NajdÏte

a) (1 bod) bázi podprostoru X?,
b) (1 bod) matici ortogonálního projektoru na podprostor X?,
c) (1 bod) matici ortogonálního projektoru na podprostor X.

a) X? = span{(2, 0,�2, 1)}, b) U = 1
3
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775, c) I � P.

3. Máme 5 pozorování (0, 1), (1, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 4) tvaru (xi, yi). Hledáme optimální regresní p¯ímku y = ✓1x + ✓2, kde
✓1, ✓2 2 R jsou hledané parametry.

a) (1 bod) Formulujte úlohu maticovÏ jako problém nejmenπích Ëtverc˘.
b) (2 body) Vy¯eπte tento problém.
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Hledáme ✓ 2 R2 minimalizující kA✓�bk2. To je to samé, jako ¯eπit soustavu normálních rovnic ATA✓ = ATb, coæ je soustava

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,

jejíæ jediné ¯eπení je ✓1 = ✓2 = 4
5 .

4. Pro matici A 2 R15⇥5 hledáme nejbliæπí matici hodnosti  3. Víme, æe matice ATA má vlastní Ëísla 2, 1, 4, 9, 0.

a) (1 bod) Formulujte úlohu maticovÏ jako optimalizaËní problém a napiπte hodnotu úËelové funkce v optimu.
b) (1 bod) Jaké bude optimální ¯eπení tohoto problému, budeme-li hledat matici hodnosti  4?

a) min kB�Ak2 pro B 2 R15⇥5, kde rankB  3. V optimu je chyba s24+ s25 = 1. b) Protoæe A má podle hodnot singulárních
Ëísel hodnost 4, bude optimální ¯eπení právÏ A a chyba bude nulová.
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V kaædém z následujících kvízov˝ch p¯íklad˘ je právÏ jedna odpovÏÔ správnÏ. OdpovÏdi vyznaËte do tabulky

k¯íæky. Nechcete-li na nÏjak˝ p¯íklad odpovÏdÏt, sloupec v tabulce ponechte prázdn .̋ Pokud jiæ vyznaËen˝

k¯íæek chcete odstranit, políËko s k¯íækem zcela vyplÚte barvou.

ODPOVÃDI NEVYZNA»ENÉ V TABULCE NEBUDOU ZAPO»ÍTÁNY.

(Za kaædou správnou odpovÏÔ je 1 bod.)
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P¯íklady z první Ëásti vy¯eπte a odpovÏdi vËetnÏ postupu napiπte do p¯ipraven˝ch mezer.

1. Nechª X = {(x1, x2, x3, x4); x1 = x4}, z = (4, 3, 2, 1). NajdÏte kolmou projekci vektoru z

a) (2 body) na X,
b) (1 bod) na X?

Je snadnÏjπí zaËít podúlohou b), neboª X? je generován pouze jedním vektorem. b) y = (4,3,2,1)(1,0,0,�1)p
2

(1,0,0,�1)p
2

=
3
2 (1, 0, 0,�1). a) x = z � y = (5/2, 3, 2, 5/2)

2. (2 body) Pro afinní podprostor X = (1, 2, 3, 4)+span{(1, 0, 1, 0), (2, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1)} najdÏte matici a vektor prav˝ch stran
soustavy Ax = b, jejíæ ¯eπení je X.
Nap¯íklad A = [ 0 �1 0 1 ] (jedno¯ádková matice) , b = 2.

3. Závislost promÏnné z na promÏnn˝ch x, y modelujeme regresní funkcí z ⇡ f(x, y) = a(x�y)2+bex+y+cxy+d. Odhadujeme
parametry a, b, c, d 2 R funkce z namÏ¯en˝ch bod˘ (xi, yi, zi), i = 1, . . . , 100, ve smyslu nejmenπích Ëtverc˘.

a) (2 body) Formulujte úlohu v maticové podobÏ.
b) (1 bod) Za jak˝ch p¯edpoklad˘ bude mít úloha jediné ¯eπení? Takové ¯eπení napiπte.

a) Vektor neznám˝ch parametr˘ je p = (a, b, c, d), matice A 2 R100⇥4 má v ¯ádku i vektor ((xi � yi)2, exi+yi , xiyi, 1) a dále
z = (z1, . . . , z100). Hledáme minimum funkce kAp� zk2. b) Má-li A lineárnÏ nezávislé sloupce, pak je jediné optimální ¯eπení
A+z = (ATA)�1AT z.

4. Matice A typu 104 ⇥ 50 má prvky 0 nebo 1. Kaæd˝ ¯ádek i odpovídá jedné osobÏ a kaæd˝ sloupec j streamovací sluæbÏ
(Netflix, Spotify atd.), p¯iËemæ aij = 1 právÏ tehdy, kdyæ si osoba i p¯edplácí sluæbu j.

a) (1 bod) Co vyjad¯ují prvky matice ATA? Interpretujte jejich numerické hodnoty.
b) (1 bod) Matice ATA má jen 15 nenulov˝ch singulárních Ëísel s1, . . . , s15. Napiπte teoretickou chybu aproximace matice

ATA maticí hodnosti nejv˝πe 10.

a) Sloæka bij matice ATA udává, kolik lidí celkem p¯edplácí souËasnÏ sluæby i a j. b) Chyba je s211 + . . .+ s215.
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1. Nechª A je matice s lineárnÏ nezávisl˝mi ¯ádky. Matice ortogonálního projektoru na podprostor nullAT je

(a) neplatí æádné uvedené tvrzení
(b) I � AT (AAT )�1A
(c) I � A(ATA)�1AT

(d) AT (AAT )�1A
(e) A(ATA)�1ATll

2. RozhodnÏte, co je správnÏ.

(a) neplatí æádné z uveden˝ch tvrzení
(b) rank(AB) = rankA rankB
(c) rank(AB) = min{rankA, rankB}
(d) rngAB ✓ rngB
(e) rngAB = rngAfl

3. Máme matice A1,A2, . . . ,Ak 2 Rn⇥n takové, æe kaædá matice Ai má ortonormální sloupce. OznaËme B = A1A2 · · ·Ak souËin
tÏchto matic.

(a) Matice B je ortogonální.
(b) Matice B má ortonormální sloupce, ale nemusí b˝t ortogonální.
(c) Matice B je ortogonální jen tehdy, kdyæ k  2.
(d) Matice B je identická.
(e) Neplatí æádné v˝πe uvedené tvrzení.ll

4. Nechª n � 2 a a 2 Rn je nenulov˝ vektor. Ortogonální projektor promítající na podprostor span{a} je
(a) je singulární matice
(b) je matice plné hodnosti
(c) je symetrická regulární matice
(d) je πiroká matice, která není Ëtvercová
(e) æádná z uveden˝ch moænostíll

5. Pro která a 2 R je matice

a 1
0 1

�
ortogonální projektor?

(a) æádná z uveden˝ch moæností
(b) pro a = 0
(c) pro a 2 {0, 1}
(d) pro a 2 [0, 1]
(e) pro a � 0fl

6. Mnoæina {x 2 Rn; aT x = b}, kde a 6= 0,
(a) je afinní podprostor dimenze n� 1
(b) je vædy lineární podprostor
(c) je vædy p¯ímka, která nemusí procházet poËátkem
(d) je koneËná
(e) nesplÚuje æádnou z uveden˝ch moænostíll
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7. Máme zadánu symetrickou matici A ¯ádu n.
(a) Její nejmenπí vlastní Ëíslo splÚuje �  xTAx pro libovoln˝ vektor x takov ,̋ æe kxk = 1.
(b) Její nejvÏtπí vlastní Ëíslo � je vædy kladné a platí � = max xTAx pro vektory x splÚující kxk = 1.
(c) Optimální ¯eπení úlohy max {xTAx|x 2 Rn} vædy existuje.
(d) Kvadratická forma xTAx nab˝vá vædy maxima pro nÏjak˝ vektor x splÚující kxk = 1.
(e) Kaæd˝ vlastní vektor odpovídající nejvÏtπímu vlastnímu Ëíslu matice A je ¯eπením úlohy max {xTAx|x 2 Rn}.

8. Pro úlohu nejmenπích Ëtverc˘ min
x2Rn

ky � Axk2 platí:

(a) Optimálních ¯eπení m˘æe b˝t nekoneËnÏ mnoho.
(b) Hodnota v optimu je vædy 0.
(c) Úloha nemusí mít optimální ¯eπení.
(d) Optimální ¯eπení je vædy tvaru (ATA)�1AT y.
(e) Kaædé ¯eπení úlohy nejmenπích Ëtverc˘ je i ¯eπením soustavy Ax = y.

9. Hledáme afinní podprostor X dimenze 5 minimalizující souËet Ëtverc˘ kolm˝ch vzdáleností od vektor˘ a1, . . . , a1000 2 R50.
(a) X je afinním podprostorem prostoru R50.
(b) X je afinním podprostorem prostoru R5.
(c) Neplatí æádná z uveden˝ch moæností.
(d) Hledan˝ afinní podprostor X nemusí existovat.
(e) X je vædy lineárním obalem 5 lineárnÏ nezávisl˝ch vektor˘.

10. RozhodnÏte, co platí pro matici A =

1 3
3 4

�
.

(a) Neplatí æádná z uveden˝ch moæností.
(b) A je pozitivnÏ definitní.
(c) A má vlastní Ëíslo 0.
(d) Kvadratická forma xTAx má minimum v bodÏ 0.
(e) Optimální hodnota úlohy min {xTAx|x 2 R2, kxk = 1} je kladná.


