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Optimalizace Zkouskovy test 26.5. 2023

Pfijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(a) (2 b) Funkce f(z,y) = e” + |y| — 2 je konvexni.
Mnozina {(z,y) € R? | -1 <z < 1,22 <y < 1,|z| < y} je konvexni polyedr.
Funkee f(z,y) = /22 + 32 + |z| 4 |y| m4 lokalni minimum, které neni globalni.
Konvexni polyedr {(z,y) € R? |2 +y > 5,42 +y < 4,2,y > 0} nem4 vrchol.

Kazdy bod uzavieného intervalu [—1, 1] je reguldrnim bodem funkce f(z) = (z—1).

(a) Ano, je to soucet konvexnich funkei.
(b) Ano, kvadratickd podminka je redundantni.
(c) Ne, je to norma, tedy konvexni funkce.

(d) Ano, nem4, protoze je prézdny.

(

e) Ne. V bodé 1 ma funkce nulovou derivaci.

-3 1
2. (10 b) Matici A = | 6 —2| napiste ve tvaru SVD A = gju;vi + oauava .
6 —2
Reseni:
Matice
81 =27
T _
ATA= {—27 9 }

mé vlastni ¢fsla 0 a 90. Prvni vlastni ¢islo dokonce snadno uhodneme, nebot ATA m4
hodnost 1. Charakteristicky polynom je A* — 90\. Singuldrni ¢isla jsou o = v/90 = 3110
a 09 = 0. Tedy SVD rozklad je tvaru A = 3v/10uv”, kde u a v je levy/pravy singularni
vektor matice A. Nejprve spocteme v, coz je vlastni vektor matice AT A pifslusna vlastnimu
¢islu 90. Tedy fesime homogenni soustavu s matici

T [-9 —27] 1 3
ATA 901_[—27 —81] 713 9
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Jeji obecné teseni je (3t, —t). Tomu odpovida jednotkovy vlastni vektor v = \/%T)(?), —1).

Levy singuldrni vektor dopocteme jako

1 1 -3 1 1
= —Av=— |6 —2|(3,-1)T=-(-10,20,20)".
u o1 v 30 ( 5 ) 30( 9 9 )
6 —2
Tedy nasli jsme SVD

-3 1

A=|16 =2|= 0’11,1VT.
6 -2

3. Firma vyrabi dva druhy produkta. Prvni se prodava za 40 a druhy za 60. K vyrobé kazdého
vyrobku se pouzivaji tii vstupni suroviny, kterych je k dispozici 70,40 a 90 jednotek. K vyrobé
prvniho produktu je potfeba 1 jednotka druhé i tfeti suroviny a 2 jednotky prvni suroviny,
druhy produkt potfebuje po jedné jednotce prvni a druhé suroviny a 3 jednotky tieti suroviny.
Firma chce maximalizovat trzby z vyrabénych produktu.

(a) (2 b) Formulujte optimalizaéni dlohu (Podminky celociselnosti zanedbejte).
(b) (5 b) Spoctéte jeji optimalni Fesen.
(¢) (3 b) Formulujte podminky komplementarity pro tilohu z bodu (a).

Reseni:

(a) Jednd se o linedrni program max 40z + 60y z.p. 2x +y < 70, z + y < 40, = + 3y < 90,
z,y > 0.

(b) Piipustnd feseni tvoii trojihelnik, jehoz vrcholy jsou (0, 30), (15, 25), (30, 10), (35,0), (0,0)
Ty spocitame feSenim odpovidajicich soustav lin. rovnic. Porovnanim funkénich hodnot
zjistime, Ze optimum je v bodé (15, 25).

(c) Podminky komplementarity: v optimu primaru x a dudlu z musi platit 2z+y = 70 nebo
z1 =0, z+y = 40 nebo zo = 0, z+3y = 90 nebo z3 = 0 a ddle x = 0 nebo 2z1 + 29+ 23 = 40,
y = 0 nebo z; + 25 + 323 = 60.

4. Uvazujme funkci f(z,y, z) = 322 — y? + 3zy + 22.
(a) (2 b) Jaka je smérova derivace funkce f ve sméru (0,0,1)7

(b) (4 b) Napiste Tayloruv polynom prvniho fddu kolem bodu (1, 1, 0). Pokud budete pouzivat
néjaké derivace, rozepiste je, nepouzivejte f’ ¢i f”.

(c) (2 b) Napiste obecnou iteraci gradientni metody pouzitou na minimalizaci funkce f.

(d) (2 b) Napiste obecnou iteraci Newtonovy metody pouzitou na minimalizaci funkce f.
Zucastnéné matice nemusite pripadné invertovat.

30

20




Optimalizace Zkouskovy test 26.5. 2023

Reseni:
(a) Smérova derivace funkce f ve sméru (0,0,1) je parcidlni derivace podle proménné z,
tedy 2z.

(b) Derivace funkce f je (6z + 3y, —2y + 3x,2z). Vzhledem k tomu, ze f(1,1,0) =5 a
f/(1,1,0) = (9,1,0), m& Tayloruv polynom tvar

Ti(z,y,2z) = f(1,1,0) + f'(1,1,0)((z,y, 2) — (1,1,0)) = =5 + 9z + .

(©) (a1, Yht15 2Zht1) = (ks Yk» 2) — ok V f(2k, Yk, 21), coz muzeme psat jako

((1 — GOzk)xk — 3arYk, —3aLTE + (1 + Q(Xk)yk, (1 — Qak)zk)

(d) Hessova matice:

6 3 0
f”(wvyaz) =3 -2 0
0O 0 2

(Tht1s Yt 15 2h+1) = (Thos Ubs 2k) — b f" (Thoo i 2605, F (Ts Yo 210) T
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Pfijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(a) (2 b) Pro matici A s lin. nezdvislymi sloupci je kazdé vlastni ¢islo matice AT A kladné.

—6 2 4
(b) (2 b) Matice | 3 —1 —2| md vSechna singuldrni ¢isla kladna.
0 1 0

(c) (2 b) Pro negativné definitni matici A je mnozina {(x,y) € R"*! | xT Ax < y} konvexni.
(d) (2 b) Pro matici A € R*90 je ngsledujici tloha konvexnif: min 2]7.:1 XJTAATX]' za
podminky, ze vektory xi,...,x7 € R0 tvoif ortonormalni mnozinu.

(e) (2 b) Prozadané a > 0, matici A € R™*" a vektor b € R™ je nésledujici uloha konvexni:
min ||Ax — b||3 za podminek ||x||; < «, kde x € R".

Resent:
(a) Ano, protoze AT A je reguldrni a pozitivné semidefinitni, tedy nutné pozitivné definitni,
a tak ma jen kladnd vlastni ¢isla.

(b) Ne, protoze snadno nahlédneme, ze A mé hodnost 2 (prvni fadek je ndsobkem druhého).

(c) Ne. Je to epigraf konkavni funkce (napi. plocha nad parabolou —z2), coz je typicky
nekonvexni mnozina.

(d) Ne. Je to vlastné instance tlohy PCA. Ucelové funkce je konvexni, ale netrivialn
konvexni kombinace dvou jednotkovych vektori nemé jednotkovu délku.

(e) Ano. Je to tloha nejmensich ¢tvercu s konvexnimi omezenimi, protoze ||x||; < a definuje
subkonturu konvexni funkce.

2. Je ddna matice A a vektor x:

A=

[ N -
O = N

3
6|, x=(1,1,1).
1

Najdéte kolmé projekce vektoru x na
(a) (2 b) span{(1,1,2)},

(b) (2b) mgA,
(¢) (2Db) null A,
(@) (2b) mgA”,
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(e) (2b) null AT,

Reseni:

(a) Kolma projekce je 2/3(1,1,2).

(b) Projekci spo¢itdme napiiklad jako x minus Feseni (e), vychdzi 1/5(3,6,5).
(c¢) null A = span{(1,1,—1)} a kolm4 projekce je 1/3(1,1,—1).

(d) Projekei spocitdme napiiklad jako x minus feseni (c), vychazi 2/3 (1,1, 2).
(

e) null AT = span{(2, —1,0)} a kolm4 projekce je 1/5(2,—1,0).

3. (10 b) Najdéte globélni extrémy funkce
flay) =2+ 20 +y* +2y +3
za podminek

? +y? <4,
3x+2y < —6.

Znazornéte obor, na kterém extrémy hledame, a nezapomente zformulovat zavér, k némuz jste
dospéli.

Reseni:
Vsechny funkce v loze jsou vSude diferencovatelné.

1. Volné extrémy dostaneme feSenim soustavy

flz,y) =2z +1),2(y+1)) =0,

x=y= -1, f(—1,—1) = 1. Funkce f je ryze konvexni, takze (—1,—1) je jeji jediné volné
minimum, ale nespliiuje druhou omezujici podminku.

2. Extrémy vézané podminkou g (z,y) = 0, kde g1 (x,y) = 22 + y? — 4, dostaneme fesenim

soustavy

fl@y) + Mgi(z,y) = 2z +1) + 20 2,2y +1) + 2\ y) =0,
r=y= ﬁ, dosazenim do omezujici podminky 22 + % — 4 = 0 dostaneme = =y = —/2
(druhé feseni z = y = v/2 je mimo obor), f(—v/2, —v2) =7 — 4+/2 = 1.343. Je to lokélni
minimum.

3. Extrémy vazané podminkou go(z,y) = 0, kde ga2(z,y) = 3x+2y+ 6, dostaneme Fesenim
soustavy
fl@y) + g, y) = (2(z +1) +3X2,2(y +1) +2X) =0,
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r=-1-— %)\, y = —1 — A, dosazenim do omezujici podminky 3z + 2y + 6 = 0 dostaneme
A= %, x = —%, Yy = —%, f(—%,—%) = % = 1.077. Je to lokalni minimum (minimum

ostfe konvexni funkce na konvexni mnoziné — secce).

4. Rovnosti v obou omezujicich podminkach nastdvaji soucasné ve dvou bodech, které
dostaneme feSenim soustavy

2242 =4,
3z+2y=-6.
Z druhé rovnice vyjadiime y = —3 — %x a dosazenim do prvni dostaneme kvadratickou

rovnici

1
§x2+9m+5=0

s feSenimi

r1=-2,y1 =0, f(z1,41) =3,

T2 = _%7 Y2 = _%7 f(x27y2) = % = 1.769.

Tyto body jsou lokalni maxima, nebot relevantni ¢4st Hessovy matice Lagrangeovy funkce
je pro A\p = % -1

2(14+ M) 0 V2 0 ...
0 21+ M) ...l=]10 V2 ...|,

tedy pozitivné definitni v prvnich dvou proménnych (z,y).

Zaver: V (13, -12) (z édsti 3) je jediné globdlni minimum (jednd se o minimum ostie

konvexni funkce na konvexnim oboru), v (—2,0) (z ¢asti 4) je jediné globdlni maximum.

4. Fitness centrum nakupuje ofiSky, bandny a mléko do energetického koktejlu. Jednotkové ceny
ofiski, bandnu a mléka jsou (3, 1,4), cilem je minimalizace nakladu na jejich pofizeni. Zohlednit
se musi minimdalni pozadavky na ziviny tii ruznych druhu, které jsou vyjadieny vektorem
(3,2,4). Orisky obsahuji jednotku prvni i druhé ziviny a dvé jednotky tteti ziviny, bandny pouze
dvé jednotky prvni ziviny a tfi jednotky tieti ziviny, a mléko obsahuje pouze dvé jednotky druhé
ziviny a jednotku tfeti ziviny.

(a) (3 b) Formulujte tlohu jako linedrni program.
(b) (3 b) Napiste dudlni tlohu.

(¢) (2 b) Optiméln{ feseni dudlu je (1,2,0). Stanovte optimélni fesen{ primérni dlohy bez
jejiho Feseni.

(d) (2 b) Je optimalni feseni dudlu vrcholem polyedru? Vysvétlete pfesné, pro¢ ano/ne.

ReSeni:

(a) min 3z +xo+4x3 z.p. 1 +2x9 > 3, x1+22w3 > 2, 201+ 3x9+ 23 > 4, kde x1, 29, 23 > 0.
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(b) max 3y1 +2y2 +4ys z.p. y1 +y2+2y3 < 3, 2y1 +3y3 < 1, 2y2 +y3 < 4, kde y1,y2,y3 > 0.
(c) Podle véty o slabé dualité stac¢i uhodnout piipustny vektor x* splaujici

1 11
Baf+af+4a5 =30 +2:244.0=

Snadno nalezneme x* = (0, 3, 1).
(d) Ano, je to Feseni soustavy y3 = 0, 2y; + 3ys = 1, 2y2 + y3 = 4, jejiz matice m4 lin.
nezavislé sloupce.
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Pfijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocéet bodiu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Funkce f(x1,x2,23) = |xa — 23| + |z1| je konvexni.
(b) (2 b) Prunik epigrafu funkei f(z) = e” a g(z) = = je konvexni mnozina.

(c) (2 b) Z vlastnich vektorii matice AAT lze vzdy sestavit ortonormélni bézi prostoru R™,
kde A € R™*™,

(d) (2 b) Matice uu” m4 hodnost 1, kde u € R je nenulovy vektor.

(e) (2 b) Pro zadanou matici A € R™*" a vektor b € R™ nemusi mit tiloha min ||[Ax — b||3
globalni minimum.

Reseni:

(a) Ano, je to soucet dvou konvexnich funkei, z nichz ta prvni je konvexni, protoze absolutni
hodnota je konvexni funkce a jeji argument je zde linedrni funkce.

(b) Ano, obé mnoziny jsou konvexni a jejich prunik tedy také.

(c) Ano, to zaruéuje véta o spektrdlnim rozkladu pro redlnou symetrickou matici AAT.

(d) Ano. Ta matice je dydda, jejiz kazdy fadek je jen ndsobkem u’ a ne vsechny takto
vzniklé fadky jsou nulové.

(e) Ne. Je to tloha nejmensich ¢tvercu a ta je konvexni.

2. Médme mnozinu X = {(z,y,2) |x =t,y =2t,z=1—1t, t € R}.
(a) (5Db) Najdéte néjakou matici A a néjaky vektor b tak, aby platilo X = {u | Au = b}.

(b) (5b) Jakd je vzddlenost bodu (1,1,1) od mnoziny X? Uvedte dva rozdilné zpusoby
vypoctu.

ReSeni:

(a) X je pifmka span{ (1,2, —1)} + (0,0, 1). Rddky matice A museji byt kolmé na smérovy

vektor piimky, lezi tedy v null [1 2 — 1], mdme napiiklad A = B _01 (1)] Vektor b
dopocitdme z faktu, ze (0,0,1) lezi v X, tedy b = [(1)] .
(b) Na vzdélenost bodu v od afinniho prostoru {u | Au = b} lze uplatnit vzorecek

V/(Av —b)T(AAT)~1(Av — b), nebo pouzijeme vzorec pro vzdalenost piimky A + st od
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bodu B: %, nebo provedeme projekci posunutého bodu B — A na piimku span{s}
a nésledné urcime vzdélenost této projekce od bodu B — A. Ve vSech ptipadech vyjde
vzdalenost % Dalsi alternativa je vyfesSit optimaliza¢ni tlohu hledani minima kvadratu

vzdélenosti bodu na piimee (¢,2t,1 —t) od bodu (1,1,1). Minimum nastava pro ¢t = %,

prumét tedy je (%, 1, %) a vzdélenost je %

3. Hleddme lokalni minimum funkce

3
f(z,y) = Z953+4x2+12g;y+12y2 — 282 — 48y + 52.

Pocéteéni odhad je (xg,y0) = (0, 2).

(a) (4 b) Provedte jeden krok gradientni metodou s optimdlni délkou kroku a vypoctéte
funkéni hodnotu v novém bodé.

(b) (4 b) Provedte jeden krok Newtonovou metodou a vypoé¢téte funkéni hodnotu v novém
bodé.

(¢) (2 b) Dana funkce mé lokdlni minimum. Vyjddfete se k tomu, zda ho muze gradientn{
metoda nalézt (z néjakého pocatecniho bodu) a zda to muze byt globalni minimum.

Reseni:
Vse jsou polynomy, maji vSechny derivace spojité.

flry)=0a* +82 + 12y — 28,122 + 24y — 48),

9
e =[20% 5
f(w()v yO) - 47
f/(x()v Z/O) = (_470) ;

" (zo,90) = [182 ;ﬂ :

(z1,1) = (x0,90) — @ f'(z0,%0) = (40, 2),
o(a) = f(z1,11) = 48a® +64a% —16a + 4,
¢ (o) = 1440° + 128 — 16.

1

(f"(z0,y0)) = [ 2

_1
1

(S
=

1. (4 b.) Gradientni metoda:

Podminka ¢'(«) = 0 je ekvivalentn{

902 +8a—-1=0.
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Zajimé nas jen kladné feseni (v sestupném sméru),

—8+v8+4+4-9 1
o = =

2.9 9’
4
($17?/1) - <§72> )
748 .
f(ﬂfl,yl) = m = 3.078.

2. (4 b.) Newtonova metoda (krok zna¢ime stejné):

(z1,91) = (x0,50) — f" (@0, %0) " f' (w0, y0) " = (0,2) — (=2,1) = (2,1),
f(x1,51) =6.

Vysledek Newtonovy metody muze byt zklamdnim. Zkusime ho vysvétlit. Funkce f
bez prvniho ¢lenu 3 22 je pozitivné definitn{ kvadratickd forma (z—2)2+3 (z+2y—4)?,
kterda ma globdlni minimum 0 v bodeé (2, 1). To by Newtonova metoda nasla v jednom
kroku. Clen %a:?’ situaci zménil, ale nezménil postup, nebot mé v poc¢dteénim bodé
nulouvou prvni i druhou derivaci.

3. (2 b.) Lokdln{ minimum lze nalézt gradientni metodou, bude-li vhodné volena velikost

kroku. Nemuze to byt globalni minimum, protoze pro velké zaporné hodnoty x dovoli

¢len s nejvyssi mocninou, %xg, libovolné nizkou hodnotu funkce f.

4. Minimalizujeme funkci f(z1,22) = 221 — 229 za podminek 1 > 0, x5 > 0, 1 + 22 < 8§,
41 + 29 < 20, 20 < 6.

(a) (4 b) Vyfeste tuto dlohu a zdivodnéte postup.
(b) (3 b) Formulujte dudlni tlohu.

(¢) (3 b) Vyfteste dudlni tilohu pomoci podminek komplementarity.

Reseni:

Omezeni tvoii konvexni polyedr, ktery je konvexnim obalem bodu (0, 0), (0,6), (2,6), (4,4),
(5,0). O tom se lze predsvédécit nacrtkem nebo FeSenim odpovidajich soustav linedrnich
rovnic. Minimalni hodnota tcelové funkce —12 nastéva v (0, 6). Dudlni iloha: maximalizuj
—8y1 — 20y2 — 6y3 za podminek y1,y2,y3 > 0, —y1 — 4y2 <2, —y1 — y2 — y3 < —2. Jelikoz
nejsou v optimu prvn{ dvé primarni omezeni tésnd, maximum dudalni tlohy musi nastat v
bodé (0,0, y3). Pomoci druhého omezni dudlu pak zjistime, ze y3 = 2.
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Pfijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodi

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(a) (2 b) Funkce f(x) = x! Ax, kde x € R", m4 globaln{ minimum v bodé 0 pro libovolnou
matici A € R™*",

(b) (2 b) Mnozina {x € R? | ||x[|; =1, 2?4+ 23— 225+ 1< 1} je konvexni.

(¢) (2 b) Funkce f(x) = max{||x|/c0,2} je konvexni.

(d) (2 b) Konvexni obal bodii (0,0), (0,1), (2,0) je obsazen v mnoziné {x € R? | [|x|lo < 2}.
)

(e) (2 b) Problém min{2z; — x3 | [|x]l2 < 3, #1 > 0, x € R*} je tloha linedrniho progra-
movani.

Reseni:

(a) Ne. Protipiiklad: f(z) = —z2.

b) Ne. Je to sjednoceni dvou ruznych usecek (staci nacrtek).
¢) Ano, je to maximum dvou konvexnich funkei.
)

d) Ano, kazdy bod toho trojuhelnika mé vSechny soufadnice < 2.

(
(
(
(

e) Ne. Omezen{ jsou nelinedrni, mnozina piipustnych feseni neni polyedr.

2. Jsou dany dvé mimobézky v R", n > 3, kazda je zadana bodem, kterym prochazi, a smérovym
vektorem. Najdéte jejich vzdalenost metodou nejmensich ¢tverci.
(a) (5Db) Zformulujte problém jako optimalizaéni ilohu a sestavte pfislusnou soustavu normélnich
rovnic umoznujici vyfresit problém.
(b) (5 b) Vyfeste tilohu pro pifpad dvou mimobéznych pifmek v R3, jedna z nich je osa z1 a
druhé prochazi body (0, 1,0) a (0,0, 2).

Resent:
(a) Necht jsou pifmky popsdny jako {a; + t1s1|t1 € R} a {ag + tas2 |t € R}. Hledd se
minimum ||x; — x2|| za podminek, ze x; = a; + t18; a X2 = ag + t182. Redime pfeurcenou
soustavu s n rovnicemi a dvéma proménnymi t1,to: a3 + t181 = ag + t9s9. Soustavu lze
. . t o .
zapsat maticové [sl —SQ] [tl} = [ag — aj]. Soustavu normélnich rovnic dostaneme po
2
T

c , .| S
vyndsobeni matici [ ;T} zleva:
—S2

[HslHQ —S?Sz] [tl] _ [SlT(az —ay) ]
—sisy |[s2l? ] [t2 —sf(ag —ay)|’
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(b) Volime a; = (0,0,0), s; = (1,0,0), ay = (0,1,0), sy = (0,—1,2) a fesime soustavu
normalnich rovnic uvedenou obecné v (a). Mame soustavu:

1 0] [6] o

0 5| [t [1]°
takze t1 = 0, to = % a vzdjemné nejblizsi body na mimobézkach jsou (0,0,0), (0, %, %)
Jejich vzdalenost je %

3. (10 b) Najdéte vSechny lokalni i globalni extrémy funkce f(x,y) = zy — 3z za podminky
22 + 3% < 9. Funkci f v nich vyhodnotte a feknéte, o jaky typ extrému se jedna.

Reseni:
Vse jsou polynomy, maji vSechny derivace spojité.
f/(x,y) = (y_ 37$)7
01
" -
e =7 gl

A. Volné extrémy dostaneme feSenim soustavy
flzy)=(y-3,2)=0,
x=0,y=3, f(0,3) =0, ale
iz, y) = [(1) (1)]
(pro vSechna x,y), coz je negativné semidefinitni matice, pro € # 0

f(e,34+¢)=¢>>0,
f(e,3—¢)=—-e*<0,

takze (0,3) je sedlovy bod a zaddny extrém. Volny extrém neexistuje.

B. Extrémy vazané podminkou g(z,y) = 0, kde g(x,y) = 22 + 3? — 9, dostaneme jako
stacionarni body Lagrangeovy funkce L(z,y,\) = f(x,y) + A g(x,y), tj. FeSenim soustavy

)+ Ad (xy) =(y—3+2Az,2+2\y) =0,
tj.
2 x+y=3,
r+2 y=0.
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Soucet a rozdil téchto rovnic da

3
TEY= o
3
xTr — = .
Y=9x1

(Pokud by jmenovatel byl nulovy, feseni neexistuje.) Soucet a rozdil téchto rovnic da

1/ 03 3 6
x_2(2>\—|—1+2>\—1) A1’
103 3 -3
y2<2)\+1_2/\—1> AN 1

Dosazenim do omezujici podminky z? + y?> — 9 = 0 dostaneme

—144 21 41081
(4x2-12

Citatel je 36 A2 (=4 A2 4 3) a je nulovy pro \ € {0, @, —@} Tomu odpovidaji nasledujici
body:

1. A=0,2=0,y=3; f(0,3) = 0. Neni extrém.

S

2.0 =¥ = 0866, =3\ = 23 =2598y = 3 f(3V3,52) = ~Z V3. Je to

globalni minimum.

3= = 0866, z=3\=-3V3=-2598 y=2; f(-3V3 ) =T V3 Je
to globalni maximum.

Zduvodnéni: Relevantni ¢ast Hessovy matice Lagrangeovy funkce

22 1 .

12X ...,
je pro A = @ pozitivné definitni a pro A = —§ negativné definitni v prvnich dvou
proménnych (z,y). Pro A = § je negativné semidefinitni, coz neddvéd rozhodnuti. Ale

napf. derivace kritéria podél hranice mnoziny (kruznice) je spojitd, tedy nemuze ménit
znaménko jinde nez ve stacionarnich bodech a mezi nimi je monoténni.

Zaver: V bodé (2 /3, 52) je globdln{ minimum, v bodé (—2 /3, 32) je globdln{ maximum.
Jiné extrémy (ani lokéaln{) neexistuji.




Optimalizace Zkouskovy test 21.6. 2023

00 00

i ... |10 00

4. Uvazujeme matici A = 02 0 0
00 30

Bez pocitani zduvodnéte, pro¢ ma matice A pravé jedno singuldrni ¢islo nulové.

b)

b) Spoctéte viechna singularni ¢isla matice A.

b) Stanovte levé a pravé singuldrni vektory matice A.
b)

Vyfeste tilohu min {||A — BJ||? | B € R¥* rank B < 2}.

Resent:
(a) Matice fadu 4 m4 hodnost 3, tedy ma pravé 3 kladnd singuldrni ¢isla a jedno nulové.

(b) Dostaneme

1000 0000
0400 0100
TA _ T _
ATA= 0 0 9 0f’ AAT = 00 40
0 00O 0009

Tedy singularni ¢isla jsou s;1 = 3,52 = 2,53 = 1,54 = 0.

(c) Levé singuldrni vektory jsou vlastni vektory matice AA”, snadno je nalezneme z defi-
nice. Rovnici
AATu =9u

fesi napt. u; = (0,0,0,1). Déle uy = (0,0,1,0), ug = (0,1,0,0) a uy = (1,0,0,0). Analo-
gicky stanovime pravé singuldrni vektory: vi = (0,0,1,0), vo = (0,1,0,0), v3 = (1,0,0,0),
vy = (0,0,0,1).

(d) Optimaln{ feseni (Eckart-Young) je

0 00 O 00 0O 0 0 0O

. T 7 100 00 00 0O (00O0O
B =s1u1vy + sougvy = 000 0 + 0200 ~1lo2 0 o0
0 0 30 00 0O 00 30




