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Co bylo na minulé p¯ednáπce

JeπtÏ jin˝ pohled na DFA.
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Pumping lemma pro regulární jazyky dává nutnou podmínku
pro to, aby jazyk L byl regulární.

Pumping lemma.
Pro kaæd˝ regulární jazyk L nad abecedou ⌃ existuje p¯irozené Ëíslo
n s touto vlastností: Kaædé slovo u 2 L, které je delπí neæ n, lze
rozdÏlit na t¯i slova u = xwy tak, æe
1. |xw |  n,
2. w 6= "

3. a pro kaædé p¯irozené Ëíslo i = 0, 1, . . . platí xw iy 2 L.
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Pouæití Pumping lemmatu.

Fakt. Jazyk L = {0m 1m |m � 0} není regulární.

Poznámka. Podmínka z pumping lemmatu je pouze nutná, není
postaËující.
Pumping lemma nelze pouæít, chceme-li dokázat, æe jazyk je
regulární.
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Nerodova vÏta dává nutnou a postaËující podmínku pro to, aby
byl jazyk regulární.

Nerodova vÏta.
Jazyk L nad abecedou ⌃ je regulární právÏ tehdy, kdyæ existuje
ekvivalence T na mnoæinÏ vπech slov ⌃? taková, æe
1. L je sjednocení nÏkter˝ch t¯íd ekvivalence T .
2. Jestliæe pro nÏjaké u, v 2 ⌃? platí u T v , pak pro kaædé slovo

w 2 ⌃? platí také uw T vw .
3. T má pouze koneËnÏ mnoho t¯íd ekvivalence.
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Pouæití Nerodovy vÏty k d˘kazu, æe L není regulární.

Fakt. Jazyk L = {0m 1m |m � 0} není regulární.
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Pouæití Nerodovy vÏty k d˘kazu, æe L je regulární.

Pouæijeme invarianty; tj. kaædému stavu p¯i¯adíme popis vπech slov
u, pro které �?(q0, u) = q a to tak, æe
1. " splÚuje invariant pro q0,
2. kaædé u splÚuje právÏ jeden invariant,
3. pro kaædé q 2 Q s a 2 ⌃ platí: Jestliæe u odpovídá invariantu

q, pak ua odpovídá invariantu �(q, a),
4. u 2 L i↵ u splÚuje invariant pro nÏkter˝ q 2 F .

P¯íklad Pro jazyk L, kter˝ se skládá ze vπech binárních slov, které
konËí 010, zkonstruujte DFA, kter˝ ho p¯ijímá.
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1 Věta o invariantech.

Mějme konečný automat M = (Q,⌃, �, q0, F ). Označme L jazyk přij́ımaný auto-
matem M . Pro každý stav q 2 Q mějme formuli (které budeme ř́ıkat invariant)
Iq(u), s proměnnou u. Předpokládejme, že množina všech invariant̊u splňuje
tyto tři předpoklady:

I1: Plat́ı Iq0("), tj. prázdné slovo " splňuje invariant počátečńıho stavu q0.

I2: Pro každý stav q 2 Q, každé ṕısmeno a 2 ⌃ a každé slovo u 2 ⌃? plat́ı
implikace

Iq(u) ) I�(q,a)(ua)

tj. když jakékoli slovo u splňovalo invariant Iq, pak slovo ua splňuje inva-
riant I�(q,a) následuj́ıćıho stavu �(q, a).

I3: Pro každé slovo u 2 ⌃? existuje právě jeden stav q 2 Q takový, že Iq(u),
tj. takový, že slovo u splňuje invariant Iq.

Jsou-li tytp předpoklady splněny, pak:

T1: Plat́ı
pro všechna u 2 ⌃? ( �?(q0, u) = q () Iq(u) ) , (1)

jinak řečeno, zpracováńım libovolného slova u se automat převede do
přesně toho stavu q, jehož invariant slovo u splňuje.

T2: Plat́ı
u 2 L () 9 qf 2 F (Iqf (u)) , (2)

tj. libovolné slovo u je přij́ımáno automatem právě tehdy, když splňuje
invariant Iqf některého koncového stavu qf 2 F .

T3: Plat́ı
L =

[

q2F

{u | Iq(u)} , (3)

tj. jazyk L je sjednoceńım množin slov u, která splňuj́ı invariant Iq(u)
některého koncového stavu q 2 F .

Důkaz. Nejprve indukćı podle délky slova u dokážeme implikci
”
)“, tedy

implikaci
�?(q0, u) = q ) Iq(u) . (4)

Pro prázdné slovo u = " tvrzeńı (4) vyplývá z předpokladu I1.
Předpokládejme nyńı, že tvrzeńı (4) plat́ı pro všechna slova délky n, a

dokážeme, že potom tvrzeńı (4) plat́ı také pro slova délky n + 1. Vezměme
libovolné slovo u délky n + 1, označme x jeho posledńı ṕısmeno a označme v
počátečńı úsek slova takový, že u = vx. Dále označme p = �?(q0, v) a také
q = �(p, x) = �?(q0, u).

Délka slova v je n, proto podle indukčńıho předpokladu pro slovo v plat́ı
implikace (4), tedy slovo v splňuje invariant Ip, tj. plat́ı Ip(v).

Podle předpokladu I2 plat́ı implikace Ip(v)) I�(p,x)(vx). Slovo u = vx tedy
splňuje invariant I�(p,x) = Iq. T́ım je dokázán druhý krok indukce. Implikace
(4) je tedy dokázána pro slova u libovolné délky.

Obrácenou implikaci dokážeme s využit́ım předpokladu I3. Předpokládejme,
že slovo u splňuje invariant Iq, nějakého stavu q, tj. plat́ı Iq(u). Označme p =
�(q0, u). Podle již dokázaného tvrzeńı (??) pak slovo u splňuje také invariant
Ip. Podle předpokladu I3 pak muśı platit p = q, tedy �(q0, u) = q. T́ım máme
dokázáno tvrzeńı (1).

Z tvrzeńı (1) př́ımo vyplývá tvrzeńı (2) a odtud pak tvrzeńı (3).
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2 Př́ıklad.

0 1
! 0 0 1

1 0 2
 2 0 2

Hypotézu, jaká slova automat přij́ımá, lze
”
vykoukat“ z diagramu. Hypotéza

zńı, že automat přij́ımá všechna slova konč́ıćı 11.

2.1 Důkaz s využit́ım invariant̊u.

Nejprve je třeba invarianty vymyslet a napsat.

I0(u): u = " nebo u konč́ı nulou.
I1(u): u = 1 nebo u konč́ı 01.
I2(u): u konč́ı 11.

Pak je třeba ověřit předpoklady I1, I2 a I3 věty o invariantech.
Předpoklad I1 je snadný, prázdné slovo splňuje invariant stavu 0.
Předpoklad I2 se ověřuje tak, že pro každou hranu stavového diagramu (nebo

každou položku přechodové tabulky) ověřit př́ıslušnou implikaci z věty o inva-
riantech. Pro stručnost to ukážeme na hraně 1! 2, která odpov́ıdá vstupńımu
ṕısmenu 1. Jestliže nějaké slovo u splňovalo invariant I1, tj. bud’ platilo u = 1
nebo u končilo 01, a automat přečetl ṕısmeno 1, pak slovo u1 konč́ı dvěma
jedničkami a tedy splňuje invariant výsledného stavu 2.

Ověřeńı předpokladu I3 v našem př́ıpadě znamená provést rozbor, jak může
slovo u končit. Bud’ konč́ı 11, nebo konč́ı 01, nebo konč́ı 0, nebo je 1, nebo je
prázdné.

RADA: Použijete-li metodu invariant̊u v ṕısemce, nebo v domáćım úkolu, stač́ı
napsat správně formulované invarianty. Ověřováńı předpoklad̊u I1 až I3 vypiso-
vat nemuśıte, ale samozřejmě to OVĚŘENÍ MUSÍTE UDĚLAT, jinak riskujete,
že v d̊ukazu budete mı́t chybu. Nejčastěji se chybuje v ověřeńı předpokladu I3.
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Redukce DFA

Ekvivalentní DFA

DFA M1 a M2 jsou ekvivalentní, jestliæe L(M1) = L(M2).

Dosaæitelné stavy

Stav q 2 Q je dosaæiteln˝, jestliæe existuje slovo u 2 ⌃? takové, æe
�?(q0, u) = q.
Jin˝mi slovy, jestliæe ve stavovém diagramu existuje neorientovan˝
sled z q0 do q ohodnocen˝ u.

Postup nalezení dosaæiteln˝ch stav˘

Q0 := {q0}
repeat

Qi+1 := Qi [ {�(q, a) | q 2 Qi , a 2 ⌃}
until Qi+1 = Qi .
return Q 0 = Qi
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Redukce DFA

Ekvivalence stav˘ ⇠

Stavy p, q 2 Q jsou ekvivalentní, jestliæe pro kaædé slovo u 2 ⌃?

platí
�?(p, u) 2 F právÏ tehdy, kdyæ �?(q, u) 2 F .

Fakt, æe dva stavy p a q jsou ekvivalentní, zapisujeme p ⇠ q.

Redukovan˝ automat. DFA M je redukovan˝, jestliæe nemá
nedosaæitelné stavy a æádné jeho dva r˘zné stavy nejsou
ekvivalentní.

Jin˝mi slovy, jestliæe ekvivalence ⇠ je identická ekvivalence na
mnoæinÏ stav˘ Q.
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