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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Co bylo na minulé prednasce
DA, m:(@)i/g/cvc)]':\ g: G2 — Y

Jesté jiny pohled na DFA.
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Pumping lemma pro regularni jazyky dava nutnou podminku
pro to, aby jazyk L byl regularni.

Pumping lemma.

Pro kazdy regularni jazyk L nad abecedou X existuje pfirozené Cislo
n s touto vlastnosti: Kazdé slovo u € L, které je del$i nez n, Ize
rozdélit na ti slova u = xwy tak, ze

1. |xw| < n,

2. w#e <
3. a pro kazdé prirozené &islo i = 0,1,. .. plati xw'y € L.
Snel, fnel 1l >n 1) /”/e 2 e
n[;%;n?q(;m/ ,?k’” & [’/ [l %h%y; SO a2 = 15
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Pouziti Pumping lemmatu.

Fakt. Jazyk L = {0™ 1™ |m > 0} neni reguldrni.

Poznamka. Podminka z pumping lemmatu je pouze nutna, neni
postacujici.

Pumping lemma nelze pouzit, chceme-li dokdzat, ze jazyk je
reguldrni.
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Nerodova véta dava nutnou a postacujici podminku pro to, aby
byl jazyk regularni.

Nerodova véta.

Jazyk L nad abecedou ¥ je regularni pravé tehdy, kdyz existuje
ekvivalence T na mnoziné vsech slov ©* takova, Ze

1. L je sjednoceni nékterych trid ekvivalence T.

2. Jestlize pro néjaké u,v € £* plati u T v, pak pro kazdé slovo
w € X* plati také uw T vw.

3. T ma pouze konecné mnoho t¥id ekvivalence.
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Pouziti Nerodovy véty k dilkazu, Zze L neni regularni.

Fakt. Jazyk L = {0™ 1™ |m > 0} neni reguldrni.
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Konecné automaty — DFA

Pouziti Nerodovy véty k dikazu, ze L je regularni.

Pouzijeme invarianty; tj. kazdému stavu prifadime popis vSech slov
u, pro které 6*(qo, u) = g a to tak, ze
1. € spliuje invariant pro qo,
2. kazdé u splnuje pravé jeden invariant,
3. pro kazdé g € @ s a € ¥ plati: Jestlize u odpovida invariantu
q, pak ua odpovida invariantu (g, a),

4. u € L iff u spliuje invariant pro néktery g € F.

Priklad Pro jazyk L, ktery se sklada ze vsech binarnich slov, které
konci 010, zkonstruujte DFA, ktery ho prijima.
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1 Véta o invariantech.

Méjme kone¢ny automat M = (Q, %, 4, qo, F'). Oznaéme L jazyk piijimany auto-
matem M. Pro kazdy stav ¢ € @ méjme formuli (které budeme fikat invariant)
I,(u), s proménnou u. Piedpoklddejme, ze mnozina vsech invariantu spliuje
tyto tii predpoklady:

I1: Plati Iy, (e), tj. prazdné slovo ¢ spliluje invariant poc¢dtecniho stavu go.

12: Pro kazdy stav ¢ € @, kazdé pismeno a € ¥ a kazdé slovo u € ¥* plati
implikace
Iy(u) = Is(q,q)(ua)

tj. kdyz jakékoli slovo u spliiovalo invariant I, pak slovo ua spliiuje inva-
riant I5(q,q) nasledujiciho stavu (g, a).

I3: Pro kazdé slovo u € ¥* existuje pravé jeden stav g € Q takovy, ze I,(u),
tj. takovy, zZe slovo u spliuje invariant /.

Jsou-li tytp pfedpoklady splnény, pak:

T1: Plati
pro véechna u € ¥*  ( 0*(qo,u) =q <= I4(u)) , (1)

jinak FeCeno, zpracovanim libovolného slova u se automat prevede do
presné toho stavu ¢, jehoz invariant slovo u spliuje.

T2: Plati
uel <= 3Jqel (I;) , (2)

tj. libovolné slovo u je pfijimano automatem pravé tehdy, kdyz splnuje
invariant I;, nékterého koncového stavu gy € F.

T3: Plati
L= Jful L@}, 3)

qeF

tj. jazyk L je sjednocenim mnozin slov u, kterd spliuji invariant I,(u)
nékterého koncového stavu ¢q € F.

DUKAzZ. Nejprve indukei podle délky slova u dokdzeme implikci ,=, tedy
implikaci
0*(qo,u) =q¢ = I,(u) . (4)

Pro prazdné slovo u = € tvrzeni (4) vyplyva z pfedpokladu I1.

Piedpoklddejme nyni, ze tvrzeni (4) plati pro vSechna slova délky n, a
dokdzeme, ze potom tvrzeni (4) plati také pro slova délky n + 1. Vezméme
libovolné slovo u délky n 4+ 1, ozna¢me x jeho posledni pismeno a oznaéme v
pocateéni tsek slova takovy, Ze u = vz. Dédle oznatme p = §*(qo,v) a také
q=94(p,x) = 6*(qo, u).

Délka slova v je n, proto podle indukéniho predpokladu pro slovo v plati
implikace (4), tedy slovo v spliiuje invariant I, tj. plati I,,(v).

Podle ptedpokladu 12 plati implikace I,(v) = Is(p.q)(ve). Slovo u = v tedy
spliuje invariant I, ,) = I;. Tim je dokdzdn druhy krok indukce. Implikace
(4) je tedy dokdzdna pro slova u libovolné délky.

Obracenou implikaci dokazeme s vyuzitim pfedpokladu I3. Predpokladejme,
ze slovo u spliiuje invariant I, néjakého stavu g, tj. plati I;(u). Oznaéme p =
0(qo,u). Podle jiz dokdzaného tvrzeni (?7) pak slovo u spliiuje také invariant
I,,. Podle pfedpokladu I3 pak musi platit p = ¢, tedy (g, u) = ¢. Tim méme
dokédzéno tvrzeni (1).

Z tvrzeni (1) piimo vyplyva tvrzeni (2) a odtud pak tvrzeni (3).
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Hypotézu, jaka slova automat ptijimé, 1ze ,,vykoukat* z diagramu. Hypotéza
zni, ze automat pfijima vSechna slova konéici 11.

2.1 Dikaz s vyuzitim invariantu.
Nejprve je tfeba invarianty vymyslet a napsat.

Ip(u):  uw = e nebo u konéi nulou.
Ii(u):  w=1 nebo u konci 01.
Io(w):  u konéf 11.

Pak je treba ovérit predpoklady I1, 12 a I3 véty o invariantech.

Predpoklad I1 je snadny, prazdné slovo spliuje invariant stavu 0.

Piedpoklad 12 se ovéfuje tak, ze pro kazdou hranu stavového diagramu (nebo
kazdou polozku prechodové tabulky) oveéfit pifslusnou implikaci z véty o inva-
riantech. Pro stru¢nost to ukazeme na hrané 1 — 2, ktera odpovida vstupnimu
pismenu 1. Jestlize néjaké slovo u splitovalo invariant I, tj. bud platilo u = 1
nebo wu koncilo 01, a automat pfecetl pismeno 1, pak slovo ul konéi dvéma
jednickami a tedy splinuje invariant vysledného stavu 2.

Ovéreni predpokladu I3 v nasem pfipadé znamend provést rozbor, jak muze
slovo u konéit. Bud konéi 11, nebo konéi 01, nebo konéi 0, nebo je 1, nebo je
prazdné.

RADA: Pouzijete-li metodu invariantt v pisemce, nebo v doméacim vikolu, staci
napsat spravné formulované invarianty. Ovérovani predpokladu I1 az I3 vypiso-
vat nemusite, ale samoziejmé to OVEREN{ MUSITE UDELAT, jinak riskujete,
ze v dukazu budete mit chybu. Nejcastéji se chybuje v ovéfeni predpokladu 13.



Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Redukce DFA

Ekvivalentni DFA
DFA M; a M; jsou ekvivalentni, jestlize L(M;) = L(M).

Dosazitelné stavy

Stav g € Q je dosazitelny, jestlize existuje slovo u € X* takové, Ze

5*(‘707 u) =dq.
Jinymi slovy, jestlize ve stavovém diagramu existuje neorientovany
sled z gg do g ohodnoceny u.

Postup nalezeni dosazitelnych stavii

Qo := {qo}

repeat %ES
Qit1:=QiU{d(q,a)|ge Q,ac X}

until Q11 = Q.

return Q' = Q;
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Koneéné automaty — DFA Redukce DFA

Redukce DFA

Ekvivalence stavu ~

Stavy p, g € Q jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdé slovo u € ¥*
plati
0*(p,u) € F pravé tehdy, kdyz §*(q,u) € F.

Fakt, ze dva stavy p a g jsou ekvivalentni, zapisujeme p ~ q.
Redukovany automat. DFA M je redukovany, jestlize nema

nedosazitelné stavy a zadné jeho dva riizné stavy nejsou
ekvivalentni.

Jinymi slovy, jestlize ekvivalence ~ je idjntické ekvivalence na

mnoZiné stavi Q. M /«(@/ﬁd g)agoﬂ: b M1 Q ddimgre v Jdb:
G p 15 med* ( g*("(//v\)éf iff ﬁfm]él:)
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