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Ekvivalence stav˘ ⇠

Stavy p, q 2 Q jsou ekvivalentní, jestliæe pro kaædé slovo u 2 ⌃?

platí
�?(p, u) 2 F právÏ tehdy, kdyæ �?(q, u) 2 F .

Fakt, æe dva stavy p a q jsou ekvivalentní, zapisujeme p ⇠ q.

Redukovan˝ automat. DFA M je redukovan˝, jestliæe nemá
nedosaæitelné stavy a æádné jeho dva r˘zné stavy nejsou
ekvivalentní.

Jin˝mi slovy, jestliæe ekvivalence ⇠ je identická ekvivalence na
mnoæinÏ stav˘ Q.
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Redukce DFA

Konstrukce relace ⇠

Na Q konstruujeme ⇠i , kde i = 0, 1, . . .:

a) p⇠0 q i↵ buÔ p, q 2 F nebo p, q 62 F .

b) Dokud ⇠i+1 6= ⇠i konstruujeme ⇠i+1 takto
p⇠i+1 q i↵ p⇠i q a pro kaædé a 2 ⌃ je �(p, a)⇠i �(q, a).

c) Poloæíme ⇠ := ⇠i pro ⇠i+1 = ⇠i .
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Redukce DFA

P¯íklad. NajdÏte ekvivalenci ⇠ pro koneËn˝ automat M, kter˝ je
dán stavov˝m diagramem:

a b
! 1 2 1
2 2 3

 3 4 5
4 4 3
5 4 5
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Redukce DFA

Tvrzení.
Platí

⇠0 ◆ ⇠1 ◆ . . . ◆ ⇠i ◆ . . .

Navíc, existuje k æe ⇠k = ⇠k+1. Pak pro kaædé j � 1 platí
⇠k = ⇠k+j .

Tvrzení.
Pro relace ⇠i platí p⇠i q i↵ pro kaædé slovo u délky menπí nebo
rovné i je �?(p, u) 2 F i↵ �?(q, u) 2 F .
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Redukce DFA

Algoritmus redukce.

Je dán DFA M = (Q,⌃, �, q0,F ).
1. Zkonstruujeme mnoæinu Q 0 vπech dosaæiteln˝ch stav˘
automatu M.

2. Zkonstruujeme rozklady Ri ekvivalencí ⇠i pro M 0. KonËíme
kdyæ ⇠i = ⇠i+1. Pak ⇠ = ⇠i .

3. OznaËme [q]⇠ t¯ídu ekvivalence ⇠ obsahující stav q. Pak
M1 = (Q1,⌃, �1, q1,F1), kde
I Q1 := {[q]⇠ | q 2 Q 0},
I q1 := [q0]⇠,
I �1([q]⇠, a) = [�(q, a)]⇠,
I F1 = {[q]⇠ | kde F \ [q]⇠ 6= ;}.
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P¯ipomeÚme,æe dva automaty naz˝váme je ekvivalentní právÏ
tehdy, kdyæ p¯ijímají stejn˝ jazyk,.

VÏta.
Automat M i k nÏmu redukovan˝ automat M1 p¯ijímají stejn˝
jazyk, tj. jsou ekvivalentní.
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Isomorfní automaty.

DFA M1 = (Q1,⌃, �1, q1,F1) a M2 = (Q2,⌃, �2, q2,F2) jsou
isomorfní, jestliæe existuje bijekce ' : Q1 ! Q2 æe

I '(q1) = q2,

I '(F1) = F2,

I '(�1(q, a)) = �2('(q), a) pro kaædé q 2 Q1 a a 2 ⌃.
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VÏta.

DFA M1 a M2 p¯ijímají stejn˝ jazyk (tj. jsou ekvivalentní) právÏ
tehdy, kdyæ jejich odpovídající redukované automaty jsou isomorfní.
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Nedeterministické automaty – NFA

NFA je (Q,⌃, �, I ,F ), kde
I Q je koneËná neprázdná mnoæina stav˘,
I ⌃ je koneËná neprázdná mnoæina vstup˘,
I � je p¯echodová funkce, kde

� : Q ⇥ ⌃! P(Q),

(P(Q) je mnoæina vπech podmnoæin mnoæiny stav˘ Q).
I I ✓ Q je neprázdná mnoæina poËáteËních stav˘,
I F ✓ Q je mnoæina koncov˝ch stav˘.
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Nedeterministické automaty – NFA

Stavov˝ diagram NFA je orientovan˝ ohodnocen˝ graf, kde
I vrcholy jsou stavy,
I z q vede hrana ohodnocená a 2 ⌃ do p i↵ p 2 �(q, a),
I jsou vyznaËeny poËáteËní i koncové stavy.

ZnaËení: Pro mnoæinu stav˘ X ✓ Q a a 2 ⌃ poloæíme

�(X , a) =
[

{�(q, a) | q 2 X}.
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Nedeterministické automaty – NFA

Rozπí¯ená p¯echodová funkce

Dán NFA (Q,⌃, �, I ,F ). Rozπí¯ená p¯echodová funkce
�? : Q ⇥ ⌃? ! P(Q) je definována:
1. �?(q, ") = {q}, pro vπechna q 2 Q,
2. �?(q, ua) = �(�?(q, u), a) pro vπechna q 2 Q, a 2 ⌃, u 2 ⌃?.

Pozorování. Pro NFA M = (Q,⌃, �, I ,F ), stav q a kaædé slovo
w 2 ⌃? je ekvivalentní:
1. existuje orientovan˝ sled ve stavovém diagramu z q do p
oznaËen˝ slovem w .

2. p 2 �?(q,w) .
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Nedeterministické automaty – NFA

Slovo p¯ijímané NFA, jazyk p¯ijíman˝ NFA.

NFA M = (Q,⌃, �, I ,F ) p¯ijímá slovo w 2 ⌃?, i↵ pro nÏjak˝ z
q0 2 I platí �?(q0,w) \ F 6= ;.

Jazyk L(M) p¯ijíman˝ NFA M se skládá z právÏ vπech slov, které
jsou p¯ijímány M.
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Nedeterministické automaty – NFA

Tvrzení.

Ke kaædému nedeterministickému automatu M existuje
deterministick˝ automat bM, kter˝ p¯ijímá stejn˝ jazyk; tj.

L(M) = L( bM).
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Nedeterministické automaty – NFA

Podmnoæinová konstrukce.

Máme M = (Q,⌃, �, I ,F ). Definujeme DFA bM = ( bQ,⌃, b�, q0, bF )
takto:

I bQ je mnoæina vπech podmnoæin mnoæiny Q;

I q0 = I ;

I bF se skládá z tÏch podmnoæin Q, které obsahují aspoÚ jeden
koncov˝ stav;

I b�(X , a) je mnoæina tÏch stav˘, do kter˝ch vede hrana
oznaËená a z nÏkterého stavu mnoæiny X .
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Nedeterministické automaty – NFA

Modifikace podmnoæinové konstrukce

Hledáme jen dosaæitelné stavy.

1. Q := {I}; A := {I};
2. if A 6= ; do B := ;;

for all X 2 A do

for all a 2 ⌃ do b�(X , a) := �(X , a);
if �(X , a) 62 Q then B := B [ {�(X , a)};

3. if B 6= ; do Q := Q [ B ; A := B go to 2

4. bq0 := I ; bQ := Q; bF := {X 2 bQ |X \ F 6= ;};
5. return bM = ( bQ,⌃, bq0, b�, bF )
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Nedeterministické automaty – NFA

P¯íklad.
Je dán NFA tabulkou

0 1
! p {p, q} {p}

q {r , s} {t}
r {p, r} {t}

 s ; ;
 t ; ;

NajdÏte DFA bM, kter˝ p¯ijímá stejn˝ jazyk.
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Nedeterministické automaty – NFA

VÏta.

Jazyk L je p¯ijímán nÏjak˝m NFA právÏ tehdy, kdyæ existuje DFA
M1 takov ,̋ æe

L = L(M1).
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