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Regulární v˝razy

Regulární v˝raz reprezentující jazyk L(M).

Ke stavovému diagramu p¯idáme
I nov˝ poËáteËní stav start a nov˝ koncov˝ stav fin,
I hranu ze start do poËáteËního stavu automatu a hrany z
koncov˝ch stav˘ do fin, vπechny oznaËené ".

S takto vznikl˝m orientovan˝m grafem provádíme úpravy:
a) OdstranÏní paralelních hran.
b) OdstranÏní smyËky.
c) OdstranÏní vrcholu q.
KonËíme, kdyæ zbyde start a fin a jediná hrana. Ta je ohodnocena
hledan˝m regulárním v˝razem.
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Regulární v˝razy

Regulární v˝raz reprezentující jazyk L(M) – p¯íklad.

P¯íklad. Vytvo¯te regulární v˝raz, kter˝ reprezentuje jazyk
p¯ijíman˝

a b

! 1 1 2
 2 3 2
 3 1 3
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Regulární v˝razy

Zápis regulárních v˝raz˘ v praxi

I Regulární v˝raz . (teËka) reprezentuje libovoln˝ znak.
I Pro zápis obecnÏjπí mnoæiny znak˘ se pouæívá konstrukce
s hranat˝mi závorkami.

I Znak | („svislítkoˇ, v UNIXu roura) znaËí alternativu, tedy
operaci, která se v algebraickém zápisu znaËí +.

I HvÏzdiËka (Kleeneho operace) se zapisuje v ¯ádce, nikoli jako
exponent.

I Znak + oznaËuje jedno nebo více opakování p¯edcházejícího.
Tedy r+ = rr⇤.
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Regulární v˝razy

I Znak ? oznaËuje æádn˝ nebo jeden v˝skyt p¯edchozího. Tedy
r? oznaËuje to, co by se v algebraickém zápise vyjád¯ilo jako
("+ r).

I Pro obecnÏjπí poËty opakování p¯edchozího znaku nebo v˝razu
v závorkách se pouæívá konstrukce se sloæen˝mi závorkami.

P¯íklady:

I r{3} znaËí p¯esnÏ 3 opakování,
I r{3, } znaËí 3 nebo více opakování,
I r{3, 5} znaËí 3 aæ 5 opakování.
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Regulární v˝razy

I Znak „st¯íπkaˇ na zaËátku v˝razu znaËí zaËátek textu nebo
¯ádky.

I Znak „dolarˇ na konci v˝razu znaËí konec textu nebo ¯ádky.
I NÏkteré znaky mají v praktick˝ch regulárních v˝razech
speciální v˝znam popsan˝ v˝πe. Pot¯ebujeme-li nÏkter˝
z tÏchto znak˘ pouæít ve v˝razu jako obyËejn˝ znak, je t¯eba
p¯ed tento znak zapsat obrácené lomítko.

I NÏkteré speciální znaky se bohuæel v praxi pouæívají
nejednotn˝m zp˘sobem.

Pro zevrubnÏjπí pouËení doporuËuji text Pavla Satrapy
http://www.nti.tul.cz/~satrapa/docs/regvyr/, kde je i
tabulka odliπností syntaxe regulárních v˝raz˘ v r˘zn˝ch
implementacích.
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Dalπí uzávÏrové vlastnosti t¯ídy regulárních jazyk˘

Homomorfismus
Máme dvÏ abecedy ⌃, � a zobrazení h : ⌃! �?. h rozπí¯íme na
zobrazení ⌃? do �? takto:

I h(") = ",

I h(u a) = h(u) h(a).

Obraz jazyka L v h je

h(L) = {h(w) |w 2 L}.
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Dalπí uzávÏrové vlastnosti t¯ídy regulárních jazyk˘

Substituce.
Máme dvÏ abecedy ⌃, � a zobrazení � : ⌃! P(�?). � rozπí¯íme
na zobrazení ⌃? do P(�?) takto:

I �(") = {"},

I �(u a) = �(u)�(a).

Obraz jazyka L v � je

�(L) =
[

{�(w) |w 2 L}.
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Dalπí uzávÏrové vlastnosti t¯ídy regulárních jazyk˘

VÏta.
Je dána substituce � z ⌃? do jazyk˘ nad abecedou �. Jestliæe
kaæd˝ jazyk �(a) je regulární a jestliæe L je regulární jazyk nad
abecedou ⌃, pak jazyk �(L) je regulární jazyk nad abecedou �.

D˘sledek.
Je-li h homomorfismus a L regulární jazyk, pak jazyk h(L) je také
regulární jazyk.
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Dalπí uzávÏrové vlastnosti t¯ídy regulárních jazyk˘

Inverzní homomorfní obraz jazyka L v homomorfismu h je
h�1(L) = {u 2 ⌃? | h(u) 2 L}.

P¯íklad.
Uvaæujme jazyk L nad abecedou � = {0, 1} popsan˝ regulárním
v˝razem (00+ 1)? a homomorfismus h urËen˝ h(a) = 01 a
h(b) = 10.

Pak h�1(L) je reprezentován regulárním v˝razem (ba)?.
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Dalπí uzávÏrové vlastnosti t¯ídy regulárních jazyk˘

VÏta.
Jestliæe h je homomorfismus, h : ⌃? ! �? a L je regulární jazyk nad
abecedou �, pak inversní obraz h�1(L) je také regulární (nad ⌃).
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Algoritmická ¯eπitelnost úloh pro regulární jazyky

1. Pro dan˝ koneËn˝ automat M (aª deterministick˝ nebo
nedeterministick˝) a slovo w 2 ⌃? rozhodnout, zda
w 2 L(M).

2. Pro dan˝ koneËn˝ automat M rozhodnout, zda L(M) = ⌃?.

3. Pro dva koneËné automaty M1 a M2 rozhodnout, zda
L(M1) = L(M2).
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Algoritmická ¯eπitelnost úloh pro regulární jazyky

Tvrzení.
Je dán deterministick˝ koneËn˝ automat M s n stavy. Pak

1. Jazyk L(M) je neprázdn˝ právÏ tehdy, kdyæ M p¯ijímá slovo w
délky |w | < n.

2. Jazyk L(M) je nekoneËn˝ právÏ tehdy, kdyæ M p¯ijímá slovo v
délky n  |v | < 2n.
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Algoritmická ¯eπitelnost úloh pro regulární jazyky

Jin˝ pohled na DFA.

DvousmÏrné automaty.
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Gramatiky

Gramatika je uspo¯ádaná Ëtve¯ice G = (N,⌃, S ,P), kde

I N je koneËná mnoæina tzv. neterminál˘;

I ⌃ je koneËná neprázdná mnoæina tzv. terminál˘, platí
N \ ⌃ = ;;

I S 2 N je startovací symbol;

I P je koneËná mnoæina pravidel typu ↵! �, kde ↵ a � jsou
slova nad N [ ⌃ taková, æe ↵ obsahuje alespoÚ jeden
neterminál.
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Gramatiky

P¯ímé odvození.

Dána gramatika G = (N,⌃, S ,P). ÿekneme, æe � se p¯ímo odvodí
(téæ p¯ímo p¯epíπe) z �, jestliæe existuje v P pravidlo ↵! � a slova
', 2 (N [ ⌃)? taková, æe � = '↵ a � = '�  .

Tento fakt zapisujeme � )G �.
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Gramatiky

Odvození, derivace.
Dána gramatika G = (N,⌃, S ,P). ÿekneme, æe � se odvodí z �,
jestliæe

I buÔ � = �,

I nebo existuje posloupnost p¯ím˝ch odvození

� = �1 )G �2 )G . . .)G �k = �.

ZnaËíme � )?
G � a koneËná posloupnost je derivace.
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Gramatiky

Jazyk generovan˝ gramatikou.

Slovo w 2 ⌃? je generováno gramatikou G, jestliæe existuje
derivace S )?

G w .

Jazyk L(G) generovan˝ gramatikou G je mnoæina vπech slov
generovan˝ch G, tj.

L(G) = {w | S )?
G w}.
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Gramatiky

Konvence.

I Neterminály znaËíme obvykle velk˝mi písmeny A,B ,X ,Y , . . ..

I Terminály znaËíme obvykle mal˝mi písmeny ze zaËátku
abecedy, nap¯íklad a, b, c , d , . . ..

I Slova z (N [⌃)? obvykle znaËíme ¯eck˝mi písmeny ↵, �, . . . .

I Terminální slova, tj. slova z ⌃?, znaËíme mal˝mi písmeny z
konce abecedy u,w , x , y , . . ..
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Gramatiky

Chomského hierarchie.

I Gramatiky typu 0 jsou nejobecnÏjsí. Jazyky generované
gramatikami typu 0 jsou jazyky typu 0.

I Gramatiky typu 1, téæ kontextové gramatiky, jsou gramatiky s
pravidly tvaru

↵A� ! ↵� �,

kde ↵,�, � 2 (N [ ⌃)?, A je neterminál a � 6= ". Jedinou
v˝jimku tvo¯í pravidlo S ! ", pak se ale S nevyskytuje na
pravé stranÏ æádného pravidla.
Jazyky generované gramatikami typu 1 jsou jazyky typu 1, téæ
kontextové jazyky.
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Gramatiky

Chomského hierarchie — II.
I Gramatiky typu 2, téæ bezkontextové gramatiky, (CF
gramatiky) jsou gramatiky s pravidly tvaru

A ! �,

kde � 2 (N [ ⌃)? a A je neterminál.
Jazyky generované gramatikami typu 2 jsou bezkontextové
jazyky nebo jazyky typu 2.

I Gramatiky typu 3 neboli regulární gramatiky (téæ pravé
lineární gramatiky) jsou gramatiky s pravidly tvaru

A ! w B , A ! w ,

kde A,B jsou neterminály a w je terminální slovo.
Jazyky generované gramatikami typu 3 jsou regulární jazyky
nebo jazyky typu 3.
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