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1. C - postupujeme vyřazovaćı metodou: A to zjevně neńı, protože ”natahováńı”nezávislost
vektor̊u neměńı, B to neńı protože se to dá rozepsat a vytknout a vycháźı, že muśı být
nezávislé. Obdobně postupujeme u D. Takže zbývá C.

1. B - zde si stač́ı pamatovat vzorec a vlastnost determinant̊u. Původńı výraz se dá rozepsat
následovně:

det(A · (−A)) = det(A) · det(−A) = det(A) · (−1)4 det(A) = 3 · 3

Je to tedy B.

2. D - tady je dobré si uvědomit co muśı splňovat podprostor, podmı́nky které nás budou
hlavně zaj́ımat jsou: uzavřenost na sč́ıtáńı a existence nulového vektoru. A to neńı nebot’

můžeme např́ıklad seč́ıst 2 singulárńı matice a dostat regulárńı matici, která už neńı
singulárńı: (

1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)

B to neńı protože nulová matice (nulový vektor) neńı regulárńı a tedy takový prostor
porušuje podmı́nky. C to neńı protože obdobně jako u A se daj́ı seč́ıst dvě matice, které
maj́ı nenulový sloupec a vznikne matice se sloupcem nulovým (stejně tak neexistuje nu-
lová matice).
Je to tedy D.

3. A - je vidět, že B je nesmysl. Dobře se to dá představit např́ıklad tak, že matice A
”pokrývá”celou rovinu, proto existuje řešeńı pro −→e1 ,−→e2 .
Protože tedy determinant je nenulový, tak to znamená, že A je regulárńı a nemůže exis-
tovat nekonečno řešeńı (to vyřazuje odpověd’ C). No a protože je matice regulárńı tak
muśı existovat řešeńı pro každý vektor R2

Je to tedy A.
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B

Definice - stač́ı opsat definici z přednášky/AKLY.

Důkaz - zde je to jednoduché, chce se po nás ukázat, že jádro složeńı zobrazeńı f · f je
podmnožina jádra zobrazeńı f aplikovaného pouze jednou. Je to snadné protože stač́ı naj́ıt
protipř́ıklad.

Můžeme např́ıklad zvolit zobrazeńı f: R2 → R2 a jeho matici F =

(
0 1
0 0

)
Poté stač́ı ukázat protipř́ıklad např. na vektoru

(
1
2

)
Pokud aplikuji zobrazeńı f na tento vektor tak dostanu vektor

(
2
0

)
,

přičemž ker(f) = span(

(
1
0

)
). Pokud aplikuji f dvakrát tak dostanu vektor

(
0
0

)
, přičemž

ker(f) = span(

(
1
0

)
,

(
0
1

)
). To vyvraćı p̊uvodńı tvrzeńı, že ker(f · f) ⊆ ker(f).
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C

V tom to př́ıkladě stač́ı použ́ıt starou známou Gram-Schmidtovou metodu, vlastně to po nás
zadáńı i vyžaduje. Jako prvńı vektor naš́ı ortogonalizované báze G (vektor −→g1) zvoĺım prvńı

vektor p̊uvodńı báze B. Tedy −→g1 =

2
1
0

 následně stač́ı spoč́ıtat −→g2 ,−→g3 jako rejekce, nejprve na

span(−→g1) a pak na span(−→g1 ,−→g2).

Vektor −→g2 lze tedy spoč́ıtat jako: −→g2 =
−→
b2 − projspan(−→g1)

−→
b2

Tedy −→g2 =

1
3
0

−

⟨

2
1
0

 |

1
3
0

⟩

⟨

2
1
0

 |

2
1
0

⟩

·

2
1
0

 =

1
3
0

− 5

5
·

2
1
0

 =

1
3
0

−

2
1
0

 =

−1
2
0



Dostáváme −→g2 =

−1
2
0

. Ted’ dopoč́ıtáme −→g3 a to velmi obdobně.

Vektor −→g3 spoč́ıtáme následovně: −→g3 =
−→
b3 − (projspan(−→g1)

−→
b3 + projspan(−→g2)

−→
b3 )

−→g3 =

5
1
3

−


⟨

2
1
0

 |

5
1
3

⟩

⟨

2
1
0

 |

2
1
0

⟩

·

2
1
0

+

⟨

−1
2
0

 |

5
1
3

⟩

⟨

−1
2
0

 |

−1
2
0

⟩

·

−1
2
0


 =

=

5
1
3

−

11

5
·

2
1
0

+
−3

5
·

−1
2
0

 =

5
1
3

−

5
1
0

 =

0
0
3



Dostáváme −→g3 =

0
0
3


Hledaná ortogonálńı báze G = (

2
1
0

−1
2
0

0
0
3

)

3



Posledńı co zbývá je spoč́ıtat ortonormálńı báze Q. Spoč́ıtat Q je jednoduché, stač́ı
normalizovat bázi B. To se udělá tak, že každý vektor z B vyděĺım jeho normou.

−→q1 =
1√

22 + 12 + 0
·

2
1
0

 =
1√
5
·

2
1
0


−→q2 =

1√
(−1)2 + 22 + 0

·

−1
2
0

 =
1√
5
·

−1
2
0


−→q3 =

1√
0 + 0 + 32

·

0
0
3

 =
1

3
·

0
0
3

 =

0
0
1



Hledaná ortonormálńı báze Q = (



2√
5

1√
5

0


,



−1√
5

2√
5

0




0

0

1

)

4


