LGR — Sémantika predikdtové logiky

Matéj Dostal

Uloha 1. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {R}, ar(R)=2

Func =0
Kons = 0
Méjme tri sentence
¢1 = VzR(z, )

0y = VaVy(R(z,y) = R(y,z))
w3 = VzVyVz((R(z,y) N R(y,2)) = R(z,2))

Sestrojte tfi interpretace, ve kterych jsou vzdy pravdivé pravé dvé ze tii
vySe uvedenych sentenci. Az se vam to podafi, pokuste se najit neymens?
takové interpretace (to jest, interpretace s universem, které ma nejmensi
mozny podet prvki).

ResSeni. Zde jsou feSeni danych trech tloh: vSechna ovéfeni ponechavame
na Ctenarce a Ctenéri. Ne vSechna feSeni jsou nejmensi mozna.

1. @1, @5 ¥ @3, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a
[R] = {(a,0),(b,0),(c,c),(a,b), (b, a), (b,c), (c, b)}.
2. @q, p3 ¥ 1, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a
[R] = {(a,a), (b,0),(a,b), (b, a)}.
3. 1, p3 ¥ p,, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a
[E] = {(a, a), (b,0),(c, ), (a,b),(b,¢),(a, )}
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Uloha 2. Rozli$te sentencemi matematické struktury (N, <), (Z, <) a (Q, <
). Pouzivame jazyk predikatové logiky s jedinym (binirnim) predikatovym
symbolem <, ktery zapisujeme infixné a v danych matematickych struktu-
rach ho interpretujeme jako skute¢nou ostrou nerovnost.

Co znamend rozli$it dvé interpretace néjakého jazyka predikdtové lo-
giky? To znamené najit sentenci, kterd je pravdiva v jedné intepretaci, ale
nepravdiva v druhé intepretaci (¢i naopak).

ReSeni. Sestrojime dvé sentence ¢ a 9. Sentence ¢ rozlisi strukturu (N, <)
od ostatnich dvou, sentence % rozlisi strukturu (Z, <) a (Q, <).

1. Necht ¢ = VzIy(y < z).
2. Necht 9 =VzVy(z <y = Jz(z < 2z Az < y)).

Sentence ¢ tikd, ze ke kazdému ¢&islu existuje ¢islo mensi, coz je pravda pro
celd ¢isla, ale nepravda pro pfirozend Cisla.

Sentence 1 rika priblizné toto: ,,mezi kazdymi dvéma Cisly existuje dalsi
¢islo“. To je pravda pro racionélni ¢isla, ale ne pro cela ¢isla. Je nutno vSak
byt pfi formalisaci opatrny: sentence ¢’ = VzVydz(z < z Az < y) by
nefungovala. Ta sice 1ika, Ze pro kazdou dvojici Cisel existuje Cislo vétsi nez
prvni a mensi nez druhé, ale vSimnéme si, %e to naptiklad pro dvojici (12, 7)
neni pravda (naschval jsme vzali prvni ¢islo vétsi nez druhé). Ze stejného
dtvodu by nefungovala sentence 9" = VaVy(—(z = y) = Fz(z < 2 A2 <
Y))-

Poznamka: pokud bychom se snazili rozlisit (Q, <) a ((R), <), nepo-
vede se ndm to. (To je pomérné pokrocily vysledek tykajici se predikatové
logiky.)

Uloha 3. Méjme matematickou strukturu (N, +,-), tedy pfirozena ¢isla s
operacemi sC¢itani a nésobeni. Uvazujme piislusny jazyk predikdtové logiky
(obsahujici dva binadrni funkéni symboly, dejme tomu + a -) a interpre-
tujme tento jazyk v dané matematické strukture. Vymyslete formuli, ktera
definuje nésledujici podmnozinu M C N:

1. M = {o}.
2. M ={1}.

3. M ={(m,n) € N? | n je naslednikem m}.



4. M ={(m,n) €e N> | m < n}.

Co znamend, ze formule ¢ definuje podmnozinu M universa na$i in-
terpretace? Znamenda to, Ze ¢ bude obsahovat jednu volnou proménnou
(feknéme z), a bude pravdiva pfesné pro ty kontexty p : z — m, pro které
m € M. Neformdalné: ¢ je pravdiva presné pro hodnoty z M.

Co znamena, ze formule ¢ obsahujici dvé rizné volné proménné definuje
bindrni relaci R na U? Znamené to, Ze ¢ je pravdiva pfesné pro dvojice
(u,v) € U?, které jsou v relaci R.

ReSeni. 1. Necht ¢o(z) = (z + z = z).
2. Necht ¢i(z) = (z -z = z) A ~(z + z = z). Zkrécené:
v1(z) = (z-z=12) A ~po(z).
3. Necht ¢,(z,v) = 3z((z + 2 = y) A ¢1(2)), tedy nezkrécené:

en(@,9) = Fo((z+2 =) A((z-2 = 2) A (2 + 2 = 2))).

4. Necht o, (z,y) = Iz((z + z = y) A —po(2)).
Uloha 4. Naleznéte sentenci, ktera charakterisuje

1. vSechny jednoprvkové interpretace,

2. vSechny dvouprvkové interpretace,

3. nulaprvkovou intepretaci.

Co znamend, Ze sentence ¢ charakterisuje vSechny jednoprvkové interpre-
tace? To znamen4d, Ze je ¢ pravdiva praveé pro ty interpretace Z, jejichz
universum ma presné jeden prvek.

Obecnéji: Co znamend, ze sentence ¢ charakterisuje tfidu interpretaci
C? To znamend, Ze je ¢ pravdiva praveé pro ty interpretace Z, které lezi v
C.

Reseni. 1. Nechf ¢, = JzVy(y = z).
2. Necht ¢, = JzTy(—(z = y) AVz(z =z V z = v)).

3. Necht ¢g = —3z(z = z).



