LGR — Sémantika predikdtové logiky

Matéj Dostal

Uloha 1. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred ={R}, ar(R)=2
Func ={f}, ar(f)=1
Kons = 0

Uvazujte formuli ¢:
vz R(f(z),y)

1. Naleznéte interpretaci jazyka £ a kontext proménnych p tak, aby v
dané interpretaci a kontextu proménnych byla formule ¢ pravdivd.

2. Naleznéte interpretaci jazyka £ a kontext proménnych p tak, aby v
dané interpretaci a kontextu proménnych byla formule ¢ nepravdivd.

Reseni. Pro obé podilohy zvolim jednu a tu samou interpretaci jazyka L.
Nas$im universem U bude mnozina pfirozenych ¢isel N, funkéni symbol f
interpretujeme jako

[f] : N—N

n—n+1,
predikdtovy symbol R interpretujeme jako ostrou nerovnost:
[R] = {(m,n) e Nx N |m > n}.
1. Uvazujme kontext proménnych

p:Var =+ N
z— 17

y — 0.



Aby v daném kontextu byla formule ¢ = Vz R(f(z),y) pravdiva,
musi byt formule

R(f(z),y)
pravdiva pro kazdy update p[z := d] kontextu p v proménné z, kde
d probiha pfirozena cisla. Oznacme si takovy update p[z := d] jako
kontext 7. Pak

[R(f(2),y)]-

[RI(Lf (2)]-, [y]-) =
[RI([SI([=]-), [¥]-) =
(RIS ] otwma), [Y] ptoi=ar) =
[RI([f1(d),0) =

= [Rl(d +1,0),

pfi¢em? posledni vyraz je tvrzeni
d+1>0,

a d je prirozené ¢islo. Ale toto tvrzeni plati, at uz je d jakékoli pfiro-
zené Cislo. Proto je v kazdém updatu p[z := d| kontextu p v proménné
z naSe formule R(f(z),y) pravdiva. A proto je v kontextu p formule
¢ =Vz R(f(z),y) pravdiva.

Vsimnéme si, Ze ve formuli ¢ se proménnd z vyskytuje pouze vazaneé.
V kontextu p byla tudiz hodnota proménné z nepodstatnd (vysledek
na ni nezéavisel). Naopak hodnota proménné y podstatné byla.

. Uvazujme nyni kontext proménnych

p:Var - N
z+— 15

y — 13.

Aby v daném kontextu byla formule ¢ = Vz R(f(z),y) nepravdiva,
musi existovat alespon jeden update p[z := d| kontextu p v proménné
z tak, aby v ném byla formule

R(f(2),y)

nepravdiva. V§imnéme si, ze v kontextu p je formule R(f(z), y) zrovna
pravdiva: [R(f(),v)], = [RI(If)([2],), [v],), kde posledni vyraz je
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tvrzeni 15 + 1 > 13, a to je tvrzeni pravdivé. Ale to, Ze jsme nasli
jeden kontext (kontext p), ve kterém je R(f(z),y) pravdiva, jesté ne-
znamend, ze je v kontextu p pravdiva formule Vz R(f(z),y). Vezméme
napfiklad update p[z := 3] kontextu p. Vyraz [R(f(z), y)] =3 0d-
povida tvrzeni 3+ 1 > 13, které je nepravdivé. Formule Vz R(f(z),v)
je tedy v kontextu p nepravdiva.

Uloha 2. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {P}, ar(P)=2
Func =10
Kons = 0

Uvazujte formuli ¢:
Vzy3z(P(z,y) A P(z,y) A (P(z, 2) = P(z,7)))
Ve kterych z néasledujicich intepretaci je ¢ pravdiva?

1. Universem U je mnozina pfirozenych ¢isel N. Predikdtovy symbol P
interpretujeme néasledovné:

[P] ={(m,n) e NxN|m < n}.

2. Universem U je mnozina pfirozenych Cisel N. Predikatovy symbol P
interpretujeme néasledovné:

[P] = {(m,2-m) | m e N}.

3. Universem U je mnozina prirozenych cisel N. Predikdtovy symbol P
interpretujeme néasledovné:

[P] ={(m,n) e NxN|m < n+1}.

Reseni. Vyifesime postupné viechny tii tlohy.

1. PopiSme vyznam zadané sentence v nasi interpretaci.

Pro kazdé prirozené ¢islo m existuji prirozena Cisla n a o tak, ze



m < n,
o<mn,a
pokud m < o, pak o < m.

Je toto tvrzeni pravdivé? Tvrdim, Ze ano: je-li ddno pfirozené cislo
m, zvolim v zavislosti na ném prirozena ¢isla n a o néasledovné:

n:=m-+1,

o :=m.

Ovéfim, ze at je m libovolné, ma volba ¢&isel n a o spliiuje pozadavky
vySe zminéné pozadavky. Skutecné:

m<m+1,
m<m+1,a
pokud m < m, pak m < m.

Posledni pozadavek, jenz je ve formé implikace, je splnén proto, zZe
neni splnén predpoklad implikace: nerovnost m < m neplati.

. Prelozme vyznam zadané sentence v nasi interpretaci do pfirozeného
jazyka.

Pro kazdé prirozené ¢islo m existuji pfirozena Cisla n a o tak, ze

n=2-m,
n=2-0,a
pokud o =2-m, pakm =2-o.

Pokusme se ukazat, zZe je tvrzeni pravdivé. Je-li ddno pfirozené cislo
m, volba ¢isel n a o je ,,vynucena“ tvrzenimi, jejichz platnost chceme
potvrdit: zvolme n = 2-m a o0 = m. Tim jsou automaticky splnény
prvni dva pozadavky. Je nasi volbou splnéna i implikace

pokud 0 =2 -m, pak m =207
Pokud o # 2 - m, je implikace pravdiva, protoze neplati predpoklad
implikace. Pokud o = 2 - m, musi platit m =0 a 0 =0, a tedy plati i

m = 2 - 0. Sentence ze zadani je tedy v nasi interpretaci pravdiva.
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3. Budu uz postupovat trochu rychleji. Predikatovy symbol P je inter-
pretovan jako neostrd nerovnost < na prirozenych cislech.

v ve

Pro libovolné pfirozené m volim obé€ ¢isla n a o rovna ¢islu m. Ovéreni
pravdivosti se pak znacné trivialisuje. Jist€ plati m < n a o < n.
Ovéfme implikaci:

Pokud m < o, pak o < m.

Pro nasi volbu 0 = m je predpoklad i zavér implikace pravdivy, je tedy
pravdiva i implikace. Sentence ze zadani je proto v nasi interpretaci
pravdiva.

Uloha 3. Uvazujme jazyk z pfedchozi tilohy. Naleznéte model sentence
Vz—P(z,z). Naleznéte interpretaci, kterd neni modelem dané sentence.

Reseni. Modelem dané sentence budiz napt. interpretace U = {a, b}, [P] =
{(a,b)}. Je tfeba ovéfit, Ze (a,a) ¢ [P] a (b,b) ¢ [P]. Tyto pozadavky jsou
zjevné splnény.

Interpretace, kterd neni modelem dané sentence, je napf. interpretace
U = {a,b}, [P] = {(a,a)}. Je tieba ovérit, Ze sentence Vz—P(z, z) je v dané
interpretaci nepravdiva. Je pro kazdy kontext proménné z formule - P(z, z)
pravdiva? Nikoli: v kontextu, kde z := a, je formule P(z, z) pravdiva ((a, a)
je prvkem [P]), a proto je v daném kontextu formule —P(z, z) nepravdivd.
Sentence Vz—P(z,z) proto neni pravdiva.

Uloha 4. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {R}, ar(R)=2
Func =0
Kons = 0

Uvazujte formuli ¢:
VzVy3dz(R(z,y) = R(y, 2))
1. Uvazujme interpretaci s universem A = {a, b, c,d}, kde
[R] = {(b,¢), (b,0), (b,a)}.

Je v této interpretaci ¢ pravdiva? Peclivé zdivodnéte svou odpoved.
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2. Uvazujme interpretaci s universem A = {a,b, c}, kde

[[R]] = {(b1 C), (a1 b): (C’ b)}
Je v této interpretaci ¢ pravdiva? Peélivé zdtvodnéte svou odpovéd.
ReSeni. Vyfesime obé &asti ulohy zv1ast.

1. V této interpretaci sentence ¢ neni pravdiva. Pro kazdou dvojici u, v
prvkd z universa A ma existovat prvek w tak, ze pokud (u,v) € [R],
pak (v,w) € [R]. Zvolme prvky b a c. Pro né plati, ze (b,c) € [R].
Pro zadny prvek w € A ale neplati (c,w) € [R]. (Pofadnéji: (c,a) ¢
IR], (c,b) ¢ [R], a (c,c) ¢ [R].) Sentence ¢ je v dané interpretaci
nepravdiva.

2. Pro kazdou dvojici u, v prvkid z universa A ma existovat prvek w
tak, ze pokud (u,v) € [R], pak (v,w) € [R]. Zajimaji nas proto ty
dvojice u, v, pro které plati (u,v) € [R], a zjistujeme, zda k nim vzdy
nalezneme w € A tak, aby (v, w) € [R].

(a) Nalezneme k (b, c) prvek w € A tak, aby (c,w) € [R]? Ano, staci
zvolit w = b.

(b) Nalezneme k (a, b) prvek w € A tak, aby (b, w) € [R]? Ano, staci
zvolit w = c.

(c) Nalezneme k (c, b) prvek w € A tak, aby (b, w) € [R]? Ano, staci
zvolit w = c.

V této interpretaci je ¢ pravdiva.
Uloha 5. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {P,Q}, ar(P)=ar(Q)=1
Func =0
Kons = 0

Uvazujte sentenci ¢:
p =Vz(P(z) = Q(z)).

1. Rozhodnéte, zda je ¢ splnitelna.

2. Rozhodnéte, zda je ¢ tautologie.
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Reseni. Postupné vyfesime ob& podiulohy.

1. Sentence ¢ je splnitelnd, jelikoz umime nalézt jeji model. To jest,
umime nalézt interpretaci jazyka £, v niz je ¢ pravdiva.

UvaZujme naptiklad interpretaci I s tfiprvkovym universem
U ={u,v,w}

a zadané predikatové symboly interpretujme néasledovné:

[P]={u}, Q] =A{u v}
Mirné€ neformalné je jasné, proc¢ je formule ¢ v interpretaci I pravdiva.
Mrtzeme ji totiz precist jako tvrzeni
., Pro kazdy prvek plati: pokud ma tento prvek vlastnost P, pak mé i
vlastnost @Q.“
Jesté kratceji mizeme formuli precist takto:

,Kazdy prvek majici vlastnost P ma vlastnost Q.

To je zjevné pravda: v nasi interpretaci mda jediny prvek universa
U vlastnost P, a to je prvek u. (Plati u € [P].) Prvek v ma ale i
vlastnost Q. (Plati u € [Q].) Ostatni prvky universa U vlastnost P
nemaji, neni proto tfeba zjistovat, zda maji vliastnost Q.

UkaZme formalnéji, Ze formule ¢ je v nasi interpretaci pravdiva. Uva-
zujme prazdny kontext proménnych

€e:0—U.

Formule ¢ je v kontextu € pravdiva, pokud je formule

P(z) = Q(z)
pravdiva v kazdém updatu €[z := d| kontextu € (kde d je prvkem U).

(a) Zjistime, zda je P(z) = Q(z) pravdiva v kontextu e[z := u|. Po-
kud plati [P]([z]efe:—y)), Pak musi platit [Q]([z]c[z:=y)- Jinymi
slovy, pokud u € [P] = {u}, pak musi platit u € [Q] = {u,v}.
Piedpoklad i zavér implikace je splnén, proto je implikace v kon-
textu e[z := u| pravdiva.



(b) Zjistime, zda je P(z) = Q(z) pravdiva v kontextu e[z := v]. Po-
kud plati [P]([z]cfe:=v]), pak musi platit [Q]([z]ez:=v)). Jinymi
slovy, pokud v € [P] = {u}, pak musi platit v € [Q] = {u, v}.
Pifedpoklad implikace splnén neni, zave€r implikace splnén je,
proto je implikace v kontextu €[z := v| pravdiva.

(c) Zjistime, zda je P(z) = Q(z) pravdiva v kontextu e[z := w]. Po-
kud plati [P]([z]ez:=w), Pak musi platit [Q]([z]e[z:=w]). Jinymi
slovy, pokud w € [P] = {u}, pak musi platit w € [Q] = {u,v}.
Pifedpoklad ani zavér implikace splnén neni, implikace je proto
v kontextu €[z := v] pravdiva.

Formule P(z) = Q(z) je pravdivad ve vSech updatech kontextu e,
formule Vz(P(z) = Q(z)) je proto v interpretaci I pravdiva.

Vsimneéte si, ze jsme nasi interpretaci zvolili celkem zvlastné. Uni-
versum je konecné, predikatové symboly jsme interpretovali zdanliveé
nahodile a beze smyslu. To je ndm umoznéno diky tomu, Ze pojem
interpretace je velmi obecny. Tato obecnost se ndm nyni hodila: ne-
museli jsme vymysSlet nikterak slozitd universa typu mnoziny pfiro-
zenych ¢isel a ldmat si hlavu s tim, jak na této (nekoneéné) mnoziné
interpretovat predikatové symboly. Interpretace je zkonstruovana ,na
miru“ zadané sentenci tak, aby v ni dana sentence platila.

Zkuste promyslet, Ze i interpretace s universem U = {u, v}, kde [P] =
{u} a [Q] = {u}, je modelem sentence ¢. Vymyslite jesté , ispornéjsi“
model sentence ¢?

. Sentence ¢ neni tautologie, jelikoz umime nalézt interpretaci jazyka
L, v niz je ¢ nepravdiva.

Tentokrat si zeslozitme praci a zkonstruujme interpretaci I s univer-
sem U = N. Jak interpretovat predikatové symboly P a Q7 Potiebu-
jeme, aby v interpretaci I formule ¢ nebyla pravdiva. Co ,tvrdi“ ¢,
pokud je naS$im universem N?

,Kazdé prirozené Cislo majici vlastnost P ma vlastnost Q.

Je na nés pfijit na interpretaci symboli P a @ tak, aby véta vyse
byla nepravdiva. Volme naptiklad takto:

[Pl={neN|n>15}, [Q]={2 -k]|keN}.
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To jest, [P] je mnoZina Cisel vétsich nez 15, [Q] je mnoZina sudych
prirozenych Cisel. Je kazdé prirozené Cislo, které je vétsi nez 15, sudé?
Urcité ne, uvazujme napiiklad ¢islo 17. Formalnéji, sentence ¢ neni v
interpretaci I pravdiva, jelikoz pro prazdny kontext €

e:0—-U

existuje update €[z := d], pro ktery je formule P(z) = Q(z) neprav-
dwvd. Konkrétné pro kontext

el :=17]:Var - U

z— 17

je formule P(z) pravdiva a Q(z) nepravdivé: plati [z]ce.—17) = 17 €
[P], ale naopak [z]cz:=17] = 17 ¢ [Q] (17 neni sudé ¢islo).

Kdybychom chtéli vymyslet ,mensi“ interpretaci (interpretaci, jejiz
universum by mélo méné prvkid), staéilo by dokonce volit U = {u},
[P] = {u}, [Q] = 0. Zkuste si rozmyslet, Ze ani v této interpretaci
neni ¢ pravdiva.

Uloha 6. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {S}, ar(P)=1
Func ={+}, ar(+)=2
Kons = 0

Dovolme si mirnou relaxaci syntaxe a zapisujme funkéni symbol + infixné,
nikoli prefixné. To znamend, jsou-li ¢; a t, termy, piSeme ¢, + £, misto
formalné spravného +(%;,ts).

1. Rozhodnéte, zda je splnitelnd mnozina sentenci
S ={VaVy(z +y =y +z), Vz(S(z) = S(z + z))}
2. Rozhodnéte, zda je sentence
p=—dz(z+z=1)

sémantickym disledkem mnoziny sentenci S.



Reseni. Jednotlivé podulohy vyfesime postupné.

1. Mnozina S splnitelnd je. Diikazem budiZ interpretace I, jejimz uni-
versem je N (pfipomehime, %e pro nas je i 0 pfirozené &islo),

[S]=1{2-k| ke N},

funkéni symbol + interpretujeme jako obvyklé scitdni pfirozenych
¢isel. Pak sentence
VzVy(z +y =y + )

v interpretaci I plati, jelikoz je s¢itani prirozenych ¢isel komutativni,
a sentence
Vz(S(z) = S(z +2))

v I plati, protoze je pravdivé tvrzeni

,,Pro kazdé pfirozené Cislo n plati, Ze pokud je n sudé, pak jein+n
sudé.*

Privétiveéji receno,
mooucet kazdého sudého cisla se sebou samym je zase sudé ¢islo.

2. Sentence ¢ neni sémantickym dtisledkem mnoziny sentenci S. To mi-
Zeme dokonce ukdzat na interpretaci I, kterou jsme zvolili vySe. V
této interpretaci je totiz mnozina sentenci S pravdivd, ale sentence ¢
nikoli. Jak je to mozné? UkaZeme, Ze v I je pravdiva sentence

Jz(z + = = x),

a proto jeji negace musi byt nepravdiva.

Abychom ukazali, ze je Jz(z + £ = z) v [ pravdiva, staéi nalézt
prirozené cislo n, pro které plati rovnost n +n = n. Takovym cCislem
je 0.

Rozmyslete si, jak byste dokazovali pravdivost sentence Jz(z+z = z)
pomoci kontexti proménnych.
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Uloha 7. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred = {R}, ar(R)=2

Func =0
Kons = 0
Méjme tri sentence
01 = VzR(z, z)

Y2 = Va:Vy(R(a:, y) = R(y: IE))
w3 = VaVyVz((R(z,y) A R(y,2)) = R(z,2))

Ukazte, Ze zaddnd z danych tfech sentenci neni sémantickym dfsledkem
ostatnich dvou.

ResSeni. Zde jsou feSeni danych tfech dloh: vSechna ovéfeni ponechavame
na Ctenarce a Ctenari.

1. @1, 2 ¥ @3, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a
[R] = {(a,a),(b,0),(c,c),(a,b), (b, a), (b,c), (c, b)}.
2. @a, p3 ¥ 1, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a
[E] = {(a,a), (b,0),(a,b), (b,a)}.
3. 1, p3 ¥ g, coz dokazuje interpretace U = {a,b,c} a

[R] = {(a,a), (b, b), (¢, ), (a, ), (b, ¢), (a; €)}-

Uloha 8. At ¢, 9 a x jsou sentence néjakého jazyka predikatové logiky.
1. Pokud ¢ F 1, je nutné pravda, ze —p ¥ 9?
2. Pokud ¢ A x F 9, je nutné pravda, ze p F Y a x E 9¥?
3. Pokud ¢ F 9 nebo x F v, je nutné pravda, Ze ¢ V x E %7

Reseni. Dané tti tlohy postupné vyiesime:

1. Ne. Pokud je ¥ tautologie, je diisledkem libovolné mnoziny sentenci.
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2. Ne. Naptfiklad pokud x = —¢ a % je libovolnd kontradikce, plati
@A x E 1, nebot o Ax = ¢ A je kontradikce. Soucasné ale nemiize
platit ¢ F 9 a x F 1, nebot alespon jedna ze sentenci ¢ a x neni
kontradikce. (Rozved'te dopodrobna argumenty v tomto feSeni zadané
ulohy, dokud nebudete zcela presvédceni o jejich korektnosti a o tom,
Ze k feSen{ staci.)

3. Ne. Napftiklad pro sentence ¢ = VzP(z), x = Vz—-P(z) a9 = JzP(z)
plati ¢ F 1, ale ¢ V x F 9 neplati. (Proc?)

Uloha 9. Jazyk predikatové logiky £ je dan nasledujici volbou symboli:

Pred ={P,Q,R,S}, ar(P)=ar(Q)=ar(R)=1, ar(S)=2
Func =0
Kons = 0

Ukazte, Ze néasledujici mnoziny sentenci jsou splnitelné.
1. A={Vz-S(z,z), JzP(z), VzAyS(z,y), Vz(P(z) = JyS(y,z))}
2. B={vz~S(z,z), VzIyS(z,y), VaVyVz((S(z, y)AS(y, 2)) = S(z,2))}

3. C ={(Vz(P(z) v Q(z))) = JyR(y),
Vz(R(z) = Q(z)), Jy(—Q(y) A P(y))}

4. D = {3z8(z,z), VzVy(S(z,y) = (z = v))}

Reseni. Pokusim se nalézt ,,malé* modely danych mno#in sentenci. Pe&livé
zdlvodnéte, pro¢ jsou mé interpretace modely danych mnozZin sentenci.
Rozmyslete si, zda v nékterych pfipadech neexistuje i mensi model (to jest,
model s mens$im poctem prvkd v universu).

1. U = {a,b}, [P] = {a,b}, [S] = {(a,}), (b, a)}.
2. U=N, [P] ={1,3,7}, [S] = {(a,b) € N? | a < b}.
3. U=Au,v,w}, [P] ={u}, [Q] ={v}, [R] =0.

4. U ={a,b}, [P] =0, [S] = {(a,a)}.
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