LGR — zékladni grafové dlohy

Vsechny grafy uvazujeme neorientované a obycejné, pokud neni feceno
jinak.
Uloha 1. Pro graf oznaéme jako n pocet jeho vrcholii, m podet jeho hran,
0 minimalni stupen vrcholu v grafu, A maximalni stupen vrcholu v grafu.
Ukazte, ze plati
2m

§< 27 <A
n

Reseni. 7 ptednasky vime, Ze 3,y d(v) = 2m. Kazdy vrchol v ma stupei
alespoinr 6: d(v) > 4. Proto Yoy d(v) > >, 6. JelikoZ je vrcholt n, plati
> wey 0 = nd. Z téchto informaci jiz miZeme sestavit nerovnost 2m > né.
Tedy plati 27’” > ¢, coz je jedna z nerovnosti v zadani.

Druha nerovnost se dokaze podobneé:

2m = > d(v) < Y A =nA,

veV veV
a proto 2™ < A,
e S

Uloha 2. Graf nazveme k-regularni, pokud ma ka#dy jeho vrchol stupen
k. Ukazte, ze pokud je k-regularni bipartitni graf s k£ > 0 rozdé€len na Casti
(X,Y), pak | X[ =Y].

(V této uloze pouzivame pojem bipartitniho grafu. Graf G nazveme

bipartitnim, pokud existuji podmnoziny X C V a Y C V jeho mnoziny
vrchold takové, ze XNY =0 a XUY =V, a navic pro kazdou hranu grafu
G plati, Ze jeden z jejich koncovych vrcholl lezi v mnoziné X a druhy v
mnoziné Y.)
ResSeni. At G je k-regularni (k > 0) bipartitni graf s ,partitami X a Y.
Jelikoz kazda hrana v G musi vést mezi vrcholem z X a vrcholem z Y, pocet
hran v G (ozna¢me ho m) je m = k|X|. (Z kazdého vrcholu v X totiz vede
k hran.) Ze stejného divodu ale také plati m = k|Y'|. Proto k| X| = k|Y|.
Protoze k > 0, po vydéleni ziskdvame |X| = |Y|.
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Uloha 3. Ukazte, %e v kazdé skupiné dvou ¢&i vice lidi se vzdy najdou dva,
ktefi maji uvnitf dané skupiny stejny pocet pratel. (Pfatelstvi uvazujeme
jako symetricky vztah.)

Reseni. At je ve skupiné n lidi. Poéet pratel kazdého jednotlivce musi byt
¢islo mezi 0 a n — 1. Kdyby nikdo z danych n lidi nemél stejny pocet pratel,
kazdy by musel mit jiny pocet pratel. Specidlné by jeden cloveék ¢, musel
mit 0 pfatel. Jiny Cloveék ¢, ; by musel mit n — 1 pratel. Jelikoz je lidi jen
n, musel by se c,_;tedy pratelit se vSemi, i s cg. Ale ¢y zddné pratele nema.
To je spor. Proto jsou ve skupin€ alespon dva riizni lidé, ktefi maji stejny
pocet pratel.

Uloha 4. Rozhodnéte, které z nasledujicich posloupnosti jsou skére néja-
kého grafu.

1. (7,6,5,4,3,3,2),

2. (3,3,3,2,2,2,1

) ) bl )

- ( )
- ( )
3. (6,6,5,4,3,3,1),
4. (3,3,2,2,2,2,1).

Reseni. Postupné probereme vSechny posloupnosti.

1. Tato posloupnost neni skére. Dany graf by musel obsahovat 7 vrcholt
a soucasné vrchol stupné 7, coz v obycejném grafu nemftize nastat.

2. Tato posloupnost je skére. Presvédcéte se napr. pomoci tohoto grafu:

3. Tato posloupnost neni skére. Dany graf by musel obsahovat 7 vrcholt
a soucasné dva vrcholy stupné 6, coz znamend, Ze ze dvou riznych
vrcholdl by musely vést hrany do vSech ostatnich vrchold. Pak by ale
v grafu nemohl byt vrchol stupné 1.



4. Tato posloupnost neni skére. Kazdy graf musi obsahovat sudy pocet
vrchold lichého stupné.

Uloha 5. Hranovy graf grafu G je graf edge(G), jeho# vrcholy jsou hrany
grafu G, a dva vrcholy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz byly v grafu
G sousednimi hranami.

1. Je predchozi definice zcela korektni? Existuje hranovy graf pro libo-
volny graf G?

2. Existuji dva rtizné grafy s totoznym hranovym grafem?
3. Je kazdy graf hranovym grafem néjakého grafu?
4. Kolik ma hranovy graf grafu G hran?

Reseni. 1. Pro graf G bez hran by edge(G) nemél zadné vrcholy, a pro
nés graf vzdy musi mit alespoil jeden vrchol.

2. Ano. Prikladem jsou tyto dva grafy:

_ RN

3. Ne. Prikladem je tento graf:

VRN

4. Diky kazdému vrcholu v z grafu G bude do grafu edge(G) pfidano
dld0)=1) hran. Celkem tedy bude v edge(G)

5 d(v) - (dz(v) —-1)

veEV

hran.



Uloha 6. Ukazte, %e kdy% v grafu G existuje sled z vrcholu u do vrcholu
v, pak v G existuje i cesta z u do v. (U% bylo dokdzano na pfednasce ¢i
cviceni.)

Reseni. Diikaz povedeme silnou indukci podle délky sledu. To znamena:
Zakladni krok Ukézeme, ze tvrzeni plati pro sledy délky 0.

Silny indukéni krok Ukazeme, Ze pokud tvrzeni plati pro sledy délky O
az k (coz je takzvany silny indukéni pfedpoklad), pak tvrzeni plati i
pro sledy délky k£ + 1.

Silna indukce Princip silné indukce pak 1ika, ze tvrzeni plati pro vSechny
sledy.

V naSem konkrétnim prikladu vypada dikaz takto.

Zakladni krok Necht s je sled z vrcholu u do vrcholu v délky 0. To zna-
men4, ze s je sled neobsahujici zddné hrany a obsahujici jediny vrchol
u (a navic u a v jsou jeden a tentyZ vrchol). Dany sled je trivialné
(trividlni) cestou: neopakuji se v ném ani hrany, ani vrcholy.

Silny induk¢ni krok At pro vrcholy u a v plati, Ze pokud z u do v existuje
sled délky k nebo méné, pak existuje i cesta z u do v (silny indukéni
predpoklad). Dokazeme, ze pak tvrzeni plati i pro sledy délky k + 1.

Necht ¢ je sled z u do v délky k + 1. Pokud je t cestou, vede z u do v
cesta trividlné: je ji sled t¢.

Neni-li sled ¢ cestou, prostudujme jeho strukturu. Sled ¢ je posloup-
nost vie; ... ex11Vk 2, pokud oznacime vrcholy vyskytujici se postupné
ve sledu t jako vq,...,Vkso. (To mimo jiné znamena, %e u = v; a
U = Vgyo.) JelikoZ t neni cestou, néjaky vrchol se v ném opakuje vi-
cekrat. Presnéji feCeno, plati v; = v; pro néjakéd pfirozend 1 < 7 v
rozmezi 0...k + 2.

[

Uvazujme pak ale sled, z néjz ,odstranime podsled v;...v;“: at s je
sled vie;...e;_1Vi€; . .. €11V 2. JelikoZ ¢ < 7, odstranili jsme alespon
jednu hranu a délka sledu u je proto jisté mensi nez k + 1 (neboli
len(u) < k). Proto diky silnému indukénimu pfedpokladu existuje
cesta z u do v.



Silna indukce Principem silné indukce jsme dokazali, ze kdyz existuje sled
z vrcholu u do vrcholu v, pak existuje i cesta z u do v.

Uloha 7. Ukazte, ze kdy% v prostém grafu G bez smycek ma kazdy vrchol
stupen alespoil k, pak je v G cesta délky k.

Reseni. Zaved me si nejdiive pomocné zna&eni: pro graf X ozna¢ime & (K) =
min,cy d(v) tzv. minimdaln{ stupenn grafu K. Podminku ze zadani pak ma-
zeme prepsat jako 6(G) > k.

Diikaz povedeme indukci podle k£ a dokdZeme dokonce silnéjsi tvrzeni.
Dokéazeme, zZe pro libovolny graf G spliujici podminky ze zadani existuje
cesta délky k pro libovolné zvoleny pocate¢ni vrchol cesty. (Pfesnéji feceno,
pro kazdy vrchol v grafu G existuje cesta s pocate¢nim vrcholem v a délkou

Zakladni krok KdyZ k = 0, pfedpoklad zni, Ze 6(G) > 0. Tento pfedpo-
klad je ale trividlni: pro kaZdy graf K plati 6(K) > 0. Predpoklad
nam tudiz o G nedava zZadnou informaci. Ta ale neni potfeba, nebot
mame dokézat, Ze pro libovolné zvoleny vrchol v grafu G existuje
cesta s pocatecnim vrcholem v a délkou 0. Takovou cestou je vzdy
trividlni cesta v.

Indukéni krok UkéZeme, Zze pokud tvrzeni plati pro néjaké pfirozené cislo
k, pak plati i pro k + 1. Pfedpokladejme tedy (to bude na$ indukéni
pfedpoklad), %e pro libovolny prosty graf H bez smycek s vlastnosti
0(H) > k plati, Ze pro libovolny vrchol v grafu H existuje v H cesta
délky k£ s pocatecnim vrcholem v.

At G je libovolny prosty graf bez smycek a plati 6(G) > k+ 1. At u
je libovolny vrchol v grafu G. Naleznéme cestu délky k£ + 1 s pocatec-
nim vrcholem u. Jelikoz 6(G) > k + 1, plati d(u) > k + 1. Vyberme
libovolnou hranu u - v . Nyni odstraime z grafu G vrchol u a
vSechny hrany s krajnim vrcholem wu, tj. uvazujme graf H = G — u.
Pro graf H jisté plati §(H) > k (pro¢?). Z indukéniho predpokladu
vime, %e v H existuje cesta v - z délky k. Pak v G existuje cesta

u — v - z délky k + 1, coZ jsme mé&li dokazat.

Indukce Principem matematické indukce jsme dokazali, Ze pro kazdé pfi-
rozené Cislo k plati véta: V prostém grafu G bez smycek, kde mé kazdy
vrchol stupen alespon k, existuje z kazdého vrcholu cesta délky k.
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Uloha 8. Ukazte, ze G je souvisly pravé tehdy, kdy# pro libovolny rozklad
jeho mnoZiny vrchold V' na (neprdzdné) mnoziny V; a V; existuje hrana,
jez mé jeden vrchol z mnozZiny V] a jeden z mnoziny V5.

Reseni. Tvrzeni je ve tvaru ekvivalence, dokaZzeme oba sméry zv1ast.

Souvislost implikuje existenci hrany: At je G souvisly. Dokazeme, Ze
pro libovolny rozklad V na V; a V; existuje hrana v; - v, s kraj-
nimi vrcholy v; € V; a v, € V5.

Budiz tedy {V3, V2 } libovolny rozklad mnoziny vrchold V' grafu G. Je-
likoz jsou mnoziny V; a V5 neprazdné, jsou v nich urcité né€jaké vrcholy
z € V; ay € V,. Graf G je souvisly, existuje tedy cesta =z - y .
Oznacme jako v; vrchol, jez je na cesté ¢ poslednim vrcholem patiicim
do mnoziny V;. (Takovy vrchol jisté existuje, nebot pfinejmensim z
urcité do V; patfi.) Vrchol v; jisté neni koncovym vrcholem cesty c,
nebot tim je vrchol y a y ¢ V;. To znamena, Z%e v cesté c nésleduje po
v; hrana (ozna¢me ji e) vedouci do vrcholu, ktery oznacime v,. Mame
tedy hranu v; - v, . Vrchol v, patii do mnoZiny V5, protoze v; byl
poslednim vrcholem patficim do V;. NaSe hrana e je tedy hledanou
hranou.

Existence hrany implikuje souvislost: Nyni o grafu G pfedpokladejme,
%e pro libovolny rozklad R = {V;, V2} jeho mnoziny vrchold existuje
hrana v; —— v, s krajnimi vrcholy v; € V; a v, € V5.

Méame dokazat, Ze je G souvisly. Pro libovolné dva vrcholy z a y
musime dokazat, Ze mezi nimi existuje cesta.

(Pozndmka: Dané turzent lze samoziejmé dokdzat 1 jednoduseyi,
napriklad dikazem obmeény daného tvrzeni. Tento v jddru algo-
ritmacky dikaz jsem zvolil pro jeho instruktivnost.)

Dokazeme tvrzeni, Ze pro libovolny vrchol z existuje cesta do vSech
vrcholt grafu G. Oznacme jako n pocet vrcholt grafu G. Pron =1
je dlkaz trividlni, pfedpokladejme tedy n > 2. Zkonstruujeme n — 1
rozkladd R; = {X1,Y1},...,Rn 1 = {X, 1,Ys 1} mnoziny vrchold V
nésledujicim zptisobem:

1. At X; ={z}, Y1 =V \ X;. Tim jsme definovali R;.



2. Kdy% je definovano Ry, zvolme Ry, nasledovné: At u = v je
hrana mezi néjakymi vrcholy u € Xy a v € Yy, ktera jisté existuje
z pfedpokladu. Pak necht X;,; = X U{v} a Vi1 = Y3 \ {v}.

D4 se snadno dokazat (provedte!), Ze

1. |X;| =1, tedy Ze poéet prvkid mnozZiny X; je ¢,
2. kazdé R; je rozklad mnoziny V,

3. prokazdé 1 <1 < k—1akazdé z € X, plati, Ze z = do z existuje
cesta.

Sestrojme nyni jesté ,pseudorozklad“ R, = {X,,Y,} stejnym zpi-
sobem, jakym jsme tvofili pfedchozi rozklady: At u -~ v je hrana
mezi néjakym vrcholem u € X,, ; a jedinym vrcholem v € Y,, ;, kterd
jisté existuje z pfedpokladu. Pak jisté X,, = V,Y,, = 0 (proto {X,,, Y.}
neni rozklad, ten nedovoluje pouZiti prazdnych mnozin), a pro libo-
volny vrchol y € X, existuje cesta z  do y. Jelikoz ale X,, = V,
znamena to, ze z = je dostupny kazdy vrchol grafu G. To jsme méli
dokazat.

(Pozndmka: tento dikaz je zdrodkem algoritmi na prohleddvdni
souvislého grafu. V rozkladech R; hraji mnozZiny X; roli ,,prozkoumané
castr“ grafu a Y; ,neprozkoumané“, neprohledané cdsti grafu. V
algoritmech prohleddvdni do hloubky a do sitky madame vétst kon-
trolu nad vybérem hrany e, diky které rozsirujeme mnozZinu pro-
zkoumanych vrcholi.)

Uloha 9. Ukazte, %e kdy# je doplitkovy graf G grafu G nesouvisly, pak
je G souvisly.

Reseni. Kdy# je graf G nesouvisly, obsahuje alespoit dvé rizné kompo-
nenty souvislosti. Dokdzeme, Ze za tohoto predpokladu je G souvisly.

Musime dokazat, Ze pro vSechny dvojice vrcholl u, v existuje neorien-
tovana cesta z u do v. Zvolme tedy u a v libovolné a cestu naleznéme: pak
bude dtkaz hotov.

Graf G%P je nesouvisly. Jsou nase vrcholy u a v ve stejné komponenté
souvislosti grafu G9P, nebo jsou v jeho dvou riiznych komponentéch sou-
vislosti?



Pokud jsou u a v ve dvou rfiznjch komponentéch souvislosti grafu G4,
pak mezi nimi jisté v G%P nevede hrana. (To by jinak byly v jedné a té
samé komponenté souvislosti.) Jelikoz v G%P hrana u — v neni, v grafu
G tato hrana je. Mezi vrcholy u a v tudiz v grafu G cesta existuje, dokonce
je to cesta délky 1.

Pokud jsou u a v ve stejné komponenté souvislosti grafu G¢°? (oznaéme
danou komponentu K), tak bud u = v, a pak vede z u do v trividlni cesta,
nebo u # v. Pak z predpokladu vime, Ze existuje i né€jaké jind komponenta
souvislosti grafu G9P, ozna¢me ji tieba K'. Vyberme z K’ libovolny vrchol
a ozna¢me ho w. V G%P neni hrana u — w anihrana v — w . Protov
grafu G obé tyto hrany jsou, a proto existujezu dovcesta v — w — v .
Dtikaz je hotov.

Uloha 10. V této tloze zavadime znaceni G — e pro graf, jen vznikne z
daného grafu G odstranénim hrany e.

Oznacme jako pk(G) polet komponent souvislosti grafu G. Dokazte, Ze
pro libovolnou hranu e grafu G plati

Pk(G) < pk(G — e) < pk(G) + 1.

Ukazte, Ze pokud bychom misto hrany odebirali z grafu G néjaky vrchol,
rfeknéme v, pak by druha nerovnost vyse obecné neplatila.

Reseni. Ozna¢me koncové vrcholy hrany e jako z a y. Pokud v grafu G —e
lezi vrcholy = a y v jedné komponenté souvislosti, pak zpétnym pfiddnim
hrany e zlistane pocet komponent souvislosti nezménén. Pokud lezi z a y
v riznych komponentach souvislosti, pak se pfidanim hrany e dané kom-
ponenty spoji do jedné, a ostatni komponenty zlistanou nezménény. Pocet
komponent souvislosti se tedy snizi o 1. (Rozeberte tyto argumenty jesté
vice do hloubky, obzvldsté argument o ,,spojent dvou komponent do
jedné“.)

Kdybychom z niZze nakresleného grafu odstranili vrchol v, pocet kom-
ponent souvislosti se zvysi o 5.
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Uloha 11. Af je G souvisly a vSechny jeho vrcholy maji sudy stupe.
Ukazte, ze pro libovolny vrchol v grafu G plati

pk(G —v) < =d(v).

N -

Reseni. Vime, %e kazdy graf obsahuje sudy po&et vrcholi lichého stupné.
Tento fakt v diikazu dale pouzijeme. Z grafu G odstraiime vrchol v, abychom
ziskali graf G — v. Necht tim vznikne pk(G — v) komponent souvislosti. Do
kazdé z téchto komponent souvislosti vedla z vrcholu v hrana (nebo lépe
feceno, v kazdé z téchto komponent souvislosti je vrchol, ktery byl s vrcho-
lem v spojen hranou): neexistovala-li by, nebyl by byval graf G souvisly.
Vedla-li by do nékteré z téchto komponent z vrcholu v pouze jedna hrana,
obsahovala by dan4 komponenta jen jeden vrchol lichého stupné, coz nastat
nemitze. Proto do kazdé z komponent vedou z vrcholu v alesponr dvé hrany:
plati d(v) > 2 - pk(G — v). To je po upravé nerovnost ze zadani.

Uloha 12. Uka#te, e jakékoli dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu maji
spole¢ny vrchol.

Reseni. Predpokladejme, %e v souvislém grafu G existuji dvé nejdelsi cesty
(tedy nutné stejné dlouhé), které Zadny spole¢ny vrchol nemaji. Oznacme
vrcholy na prvni z téchto cest (c;) jako uy, . . ., Uy, vrcholy na druhé z téchto
cest ¢y jako vy, ..., v,. JelikoZz je G souvisly, existuje v ném cesta ¢ z u; do
Un. At u; je posledni vrchol na cesté c, ktery lezi na cesté c;. At v, je na
cesté c nejdfivéjsi vrchol po u; takovy, Ze leZi na cesté c,. At ¢’ je lisek cesty
c mezi u; a v;. Tento tisek mé& délku nejméné 1. Oznacme jako ¢} bud tsek
cesty ¢; z u; do u;, nebo z u, do w;, podle toho, ktery je delsi. Oznacme
jako ¢, bud tsek cesty c; z v; do vy, nebo z v; do v,, podle toho, ktery je
delsi. Pak slozeni cest ¢}, ¢’ a ¢, je znovu cesta, a jeji délka je minim&lné



n+ 1. To je spor s pfedpokladem, Ze dvé cesty z predpokladu byly nejdelsi.
Proto dvé nejdelsi cesty v souvislém grafu musi mit spole¢ny vrchol.

Uloha 13. Sestrojte eulerovsky graf se sudym poétem vrcholt a lichym
poctem hran.

Uloha 14. Dokazte, %e pokud neméa souvisly graf G s alespon dvéma vr-
choly zadné vrcholy lichého stupné, 1ze mnozinu jeho hran rozlozit na “hra-
nové disjunktni kruZnice” (kazda tfida rozkladu hran je mnoZinou hran
néjaké kruznice v grafu G). (Probrano na predndsce.)

Uloha 15. Necht méa souvisly graf G presné ¢tyti vrcholy lichého stupné.
Dokazte, ze pak existuji nejméné dve jeho riznd minimalni pokryti.

Uloha 16. Necht G,, je pravidelna sit rovnostrannych trojuhelniki, na jejiz
kazdé strané je n vrchold. Necht G,, , je Ctvercova sit, na jejichz stranach
je m, respektive n vrchold. (Cisla m a n at jsou kladné pfirozena.)

1. Urcete celkovy pocet vrcholdl a hran grafi G, a Gy, p-

2. Pro jaké hodnoty m a n jsou vysSe uvedené grafy eulerovské? Kdy je
l1ze pokryt jednim otevienym tahem?
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