LGR — grafové tlohy: stromy

V téchto piikladech uvazujme pouze neorientované grafy.

Uloha 1. Ve stromu existuje mezi kazdymi dvéma vrcholy pravé jedna
cesta. Dokazte.

Reseni. Necht T je strom a u a v jeho vrcholy. Strom T je souvisly, proto
z u do v vede alespon jedna cesta.

Predpokladejme, Ze z u do v vedou dve rlizné cesty, feknéme c¢; a ¢c;. Na
cesté c; tudiZz musi existovat hrana z = y , ktera neleZi na c,. UvaZujme
nyni cesty c; a ¢y jako grafy C; a Cs.

(Definujte pro libovolnou cestu ¢ v grafu G pojem “graf cesty c” jako
vhodny podgraf grafu G.)

Uvazujme nyni podgraf C = C; U C, grafu T urceny obéma cestami.
(Definujgte smysluplné pojem sjednoceni dvou podgrafi daného grafu.)

Graf C je jisté souvisly (proc?).

Dokonce i graf C' — e je souvisly (proc?).

(Vhodnym zpisobem definujte pro graf G obsahujict hranu e jeho faktor
G-—e.)
V grafu C — e tudiZ existuje cesta y -~ z .

V grafu C je proto kruZnice z = y -~ z .
Ale C je podgraf T' a T je strom, tedy graf bez kruznic. To je spor,
proto z u do v nevedou dvé rtizné cesty.

Uloha 2. Pro kazdy strom s mno#inou vrcholdi V' a mnozinou hran E plati
rovnost |E| = |V| — 1. Dokazte.

Uloha 3. Kazdy strom s alespoit dvéma vrcholy obsahuje alesponi dva vr-
choly stupné 1. Dokazte.

Uloha 4. At G je prosty graf bez smyéek. Dokazte, e pokud mezi libovol-
nymi dvéma vrcholy grafu G existuje pravé jedna cesta, je G stromem.
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Reseni. Graf G je souvisly: at u a v jsou jeho libovolné vrcholy. Pak mezi
u a v existuje (pravé jedna) cesta.
Kdyby graf G obsahoval kruznici, znamena to, Ze existuje uzaviena cesta

z vrcholu feknéme u zpét do u, a ma délku alespon 1. To jest, existuje cesta

u = v -5 u . Pak ale mezi v a u existuji alespon dvé cesty: v = u a

v -~ u . To je spor: proto %Zadné kruZnice v G neni.

Uloha 5. Ukazte, %e kazdy strom s piesné dvéma vrcholy stupné 1 je “gra-
fem cesty”.

Uloha 6. At G je graf s |V| — 1 hranami. Uka#te, %e nasledujici tti tvrzeni
jsou ekvivalentni.

1. G je souvisly.
2. G neobsahuje kruznice.
3. G je strom.

Uloha 7. Ukazte, %e pokud je G stromem s maximalnim stupném A > k
pro néjaké prirozené Cislo k£, pak ma G alesponi k vrcholl stupné 1.

Uloha 8. Graf G bez kru#nic se nazjva les. Ukazte, ze
1. kazdy podgraf indukovany souvislou komponentou lesa G je strom;

2. G je les pravé tehdy, kdyz se pocet jeho hran rovna rozdilu poctu
jeho vrchold a poctu jeho souvislych komponent. (Oznaéme pocet
jeho souvislych komponent jako pk(G). Dokazte rovnost |E| = |V| —

pk(G).)



