Upozornéni k feSeni Predlozené feseni jsou spiSe navody k feSeni. Ve zkouskové pisemce
doporucujeme, aby vase argumentace byla podrobnéjsi.

Uloha 5 (10 bodti) Dokazte, ze pro kazdy souwvisly orientovany graf G plati:
G je silné souvisly praveé tehdy, kdyz kazdé jeho hrana lezi v né&jakém cyklu.

(Pozor: mdte dokdzat turzeni tvaru ekvivalence, tedy dvé implikace.)

ResSeni Standardni tvrzeni z prednasky.

1. Pokud je G silné souvisly, uvazujme v ném hranu z = y. Pokud = = vy, pak je e
smyckou, a tedy lezi v cyklu. Pokud x # y, pak ze silné souvislosti v grafu G existuje
orientované cesta y ~» x. Spolu s hranou e tato cesta tvori cyklus.

2. Pokud v grafu G kazda jeho hrana lezi v néjakém cyklu, ukazeme, Ze je G silné
souvisly. Necht x a y jsou vrcholy v G. Nalezneme orientovanou cestu z x do .
Jelikoz je G souvisly, existuje mezi x a y neorientovana cesta ¢ : x ~ y. Pokud je
tato neorientovana cesta orientovanou cestou z x do y, jsme u konce. Pokud ¢ neni
orientovanou cestou z x do y, existuji v ni hrany, které maji nespravnou orientaci.
Pro kazdou takovou hranu u <~ v vyuzijeme toho, ze lezi v néjakém cyklu, a ozna¢ime
jako €' : u ~~ v orientovanou cestu z u do v, ktera je soucasti daného cyklu. V cesté
¢ nahradime hranu e orientovanou cestou e’. Tim ziskdme orientovany sled z = do
y, ktery lze (dle véty o zkraceni na cestu) zkratit na orientovanou cestu ¢ : x ~ y.
Graf GG je tedy silné souvisly, coz jsme méli dokazat.

Uloha 6 (10 bodw) Dokaite, Ze kazdy neorientovany graf G, ve kterém ma kazdy vrchol
stupen alespon 2, obsahuje kruznici.

ReSeni Standardni tvrzeni z piednasky. Vyuzijte nejdelsi (oteviené) cesty v G k se-
strojeni hledané kruznice. (Z konce této cesty ,,tréi“ hrana, ktera nutné vede do vrcholu,
ktery lezi na dané cesté. Kdyby vrchol nelezel na dané cesté, mohli bychom sestrojit delsi
cestu.)

Uloha 7 (10 bodi) Neorientovany graf G nazveme kritickym, pokud pro kazdy jeho podgraf
H # G plati x(H) < x(G). Dokazte, ze kazdy kriticky graf je souvisly.

ReSeni Tvrzeni dokédZeme obménou. To znamena, ze dokdzeme, Ze kazdy nesouvisly graf
je nekriticky (neni kriticky).
Mé&jme nesouvisly graf G s komponentami souvislosti Si, ..., Sk, kde k& > 1. Barevnost
grafu G, to jest x(G), muZeme spocitat jako

X(G) = max x(S;).
(Myslenka argumentu je, Ze kazdou komponentu miizeme barvit nezavisle na ostatnich.)
Pro nékterou z komponent souvislosti grafu G (ozna¢me ji napiiklad jako S;) plati

x(55) = x(G).

(Myslenka tohoto argumentu je, Ze na nékterou z komponent souvislosti bude tfeba nejvice
barev.) Komponenta souvislosti S; grafu G je podgrafem grafu G, neni celym grafem G
(nebot G mé komponent souvislosti vice), a pfitom pro ni neplati x(5;) < x(G). Graf G
tedy neni kriticky.



