V kazdé tloze muzete predpokladat, ze pracujeme s jazykem predikatové logiky, ve kterém
jsou v8echny zminéné fetézce symbold sentencemi.

Upozornéni k feSeni V predlozenych feSenich je argumentace zcela minimalni: predevsim
u tvorby interpretaci doporuc¢ujeme ve zkousce zdivodnéni rozsitit.

Uloha 1 (10 bodt) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.
Vavy((3zM(y, 2)) = M(z,y)), 3x3yM(z,y) = VavyM(z,y)

(Kazdy miluje milovnika. Nékdo nekoho miluje. Proto vsichni vsechny milugt.)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz ptirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, kterd to ukazuje.

ReSeni Logicky disledek plati. Pfedvedeme ditkaz pFirozenou deduket.

1. VaVy((3zM(y,2)) = M(z,y)) P

2. JzIyM (z,y) p

3. Yo D

4. Vy((3zM(y,z)) = M(yo,y))  eVa, 1

5. ao : JyM (ag,y) W

6. (FzM (ag, 2)) = M (yo, ap) eVy, 4

7. by : M(agp,bo) W

8. 3zM (ay, 2) i3z, 7

9. M (yo, ao) e=, 8,6
10. M (yo, ao) edy, 5, 7-9
11. J2M (yo, 2) idz, 10

12. 2 M (yo, 2) edr, 2, 5-11
13. Vy3zM (y, z) ivy, 3-12
14. To D

15. Yo D

16. Vy((3zM(y, z)) = M(xo,y)) evr, 1

17. (FzM (yo, 2)) = M (o, yo) eVy, 16

18. J2M (yo, 2) eVy, 13

19. M (z9,v0) e=, 18, 17
20. VyM (zo,y) ivy, 15-19
21. VaVyM (z,y) iz, 14-20

Uloha 2 (10 bodi) Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci splnitelna.

S = {Fx(R(z, ) ANVyQ(x,y)), 3x((ByR(z,y)) A Q(x, )}

Pokud je mnozina S splnitelné, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte pri-
rozenou dedukci z S spor.



ReSeni Mmnozina S neni splnitelna. Pfedvedeme odvozeni sporu pfirozenou dedukei.

L. Jz(R(x,x) AVyQ(z,y)) p

2. —3z((JyR(z,y)) A Q(z,x)) P

3. zo : R(xo,x0) ANVyQ(z0,y) W

4. R(xq, o) e, 3

5. JyR(xo,y) idy, 5

6. VyQ(zo, ) eNa, 3

7. Q(zo, x0) eVy, 6

8. JyR(xo,y) A Q(xo, o) N, b, 7

9. Jr(FyR(z,y) A Q(z,x)) idz, 8
10. L e, 9, 2
11. 1 3z, 1, 3-10

Uloha 3 (10 bodt) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.
Ju(P(x) AVY(P(y) = = = y)) b Pla) = Yy(a =y)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz ptirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, kterd to ukazuje.

Reseni Dany diusledek neplati. To ukazeme konstrukei interpretace Z, v niz bude pred-
poklad pravdivy, ale zavér nepravdivy.

Necht Z je interpretace s dvouprvkovym universem U = {u,v}, necht [P] = {u} a
[a] = u.
Pak je v Z sentence

(P () ANVyY(Py) = © = y))
pravdiva, nebot existuje prvek universa (u), ktery méa vlastnost [P], a vSechny dalsi prvky
s vlastnosti [ P] jsou mu rovny: prvek u je totiz jedingm prvkem s danou vlastnosti. Oproti
tomu je implikace

P(a) = Vy(a = y)

v interpretaci Z nepravdiva: predpoklad P(a) je sice pravdivy (prvek u = [a] ma vlastnost
[P]), ale zavér (sentence Yy(a = y)) pravdivy neni. Ne vSechny prvky universa U jsou
rovny prvku u = [a] (prvek v neni roven prvku u).

Uloha 4 (10 bodi) Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci splnitelna.
M = {Vz=S(z,x), YoIyS(z,y), YaVy¥z((S(z,y) A S(y,2)) = S(z,2))}

Pokud je mnozina M splnitelné, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte
prirozenou dedukei z M spor.

ReSeni Mnozina M je splnitelna. Jejim modelem je napfiklad interpretace Z, jejimz
universem U je mnozina pfirozenych ¢isel N, a kde [S] = {(m,n) | m < n}.

Sentence Vx—S(z,x) je v Z pravdiva, nebot zadné prirozené ¢islo neni mensi nez ono
samo. Sentence VrIyS(z,y) je v Z pravdiva, nebot ke kazdému piirozenému ¢islu existuje
vEtsi prirozené ¢islo. Sentence VaVyVz((S(x,y) A S(y,z)) = S(z,2)) je v I pravdiva,
nebot vztah , byt mensi nez“ je na mnoziné prirozenych ¢isel transitivni.



