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Permission is hereby granted, free of charge, to any person obtaining a copy of this... thing
and associated source files (the “Thing”), to deal in the Thing without restriction, including
without limitation the rights to use, copy, modify, merge, publish, distribute, sublicense, and /or
sell copies of the Thing, and to permit persons to whom the Thing is furnished to do so, subject
to the following conditions:

The above copyright notice and this permission notice shall be included in all copies or
substantial portions of the Thing.

THE THING IS PROVIDED “AS 1S”, WITHOUT WARRANTY OF ANY KIND, EX-
PRESS OR IMPLIED, INCLUDING BUT NOT LIMITED TO THE WARRANTIES OF
MERCHANTABILITY, FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE AND NONINFRINGE-
MENT. IN NO EVENT SHALL THE AUTHORS OR COPYRIGHT HOLDERS BE LIABLE
FOR ANY CLAIM, DAMAGES OR OTHER LIABILITY, WHETHER IN AN ACTION OF
CONTRACT, TORT OR OTHERWISE, ARISING FROM, OUT OF OR IN CONNECTION
WITH THE THING OR THE USE OR OTHER DEALINGS IN THE THING.



Véta 0.1 (Princip vnofenych intervali)
Jsou-li I, pro n € N uzviené intervaly a plati Iy D Iy D I3 O ... D I, pak (,en In # 9.
Jestlize jdou navic délky intervali k 0, pak je tento prinik jednobodovy.

Dikaz

Oznacme I, = (a,, b,) pro kazdé n € N.

7 predpokladi vyplyvd a1 < as < ... < by < by.

Mnozina {a, : n € N} je neprdzdnd a shora omezend b,,Vn € N, jeji supremum oznacme a.
Mnozina {b, : n € N} je neprdzdnd a zdola omezend a,,¥n € N, jeji infimum oznacme b.
Plati a < b, proto I, ={zr € R:a <z <b} #a.

Pokud navic délky intervali I, klesaji k 0, pak a =b.

Véta 0.2
Pokud je f" > 0 v kazdém vnitinim bodé intervalu I, pak je funkce rostouci na intevalu I.
Pokud je ' < 0 v kazdém vnitinim bodé intevalu I, pak je funkce klesajici na intevalu I.

Dikaz

Necht f je funkce, uvarujme f' > 0 na intevalu I. (Pro f'(c) < 0 dikaz obdobny.)

Chceme dokdzat, Ze funkce je rostouct, tj. Ya,b € I,a < b plati f(a) < f(b).

Funkce f spliiuje na {(a,b) podminky pro Lagrangeovu vétu, proto e € (a,b) takové, Ze
(A0~ a) = [0) - f(a).

Protoze f'(¢c) >0 ab—a >0, musi byt i f(b) — f(a) > 0. Proto je f rostouct.

Véta 0.3 (O jednoznacnosti)
Kazdd funkce md v kaZdém bodé nanejvys jednu limitu.

Dikaz
Méjme funkci f, uvazZuyme limitu v bodé a. MiZe nastat:
1. f v a limitu nemd — véta plati.
2. f md v a limitu L € R.
Predpoklddejme, Ze f md v a také limitu M.
Pak existuji disjunktni okoli téchto limit Uy a Uy a z definice limity existuje P prs-
tencové okoli bodu a takové, Ze f(P) C Up.
Potom ale f(P) N Uy = @ a M nemize byt limitou f v a.
— nastdvd spor, veta plati.

Véta 0.4 (Limita souctu)
Limita souctu (rozdilu, soucinu a podilu) funkct je rovna souctu (rozdilu, soucinu a podilu) limit
jednotlivych funkci, pokud jsou definovany.

Dikaz

Necht L a M jsou limity funkci f a g v bodé¢ a, Ur je 5-okoli bodu L, Uys je 5-okoli bodu M
a U je e-okoli bodu L + M.

Z definice limity existuji prstencovd okoli Py a P, takovd, Ze f(Py) C U a g(P,) C Up.
Pro P i= Py P, dostavime |(f +g)(P) — (L + M)| = |(f(P) — L) + (9(P) — M)| <
(F(P) = L) + (g(P) — M)| < 5+ 5 = =.

Véta 0.5 (Limita slozené funkce)
Necht pro a,b, A, B € R plati:

1. lim, . f(z) = A

2. lim, 4 9(z) =B

3. g(x) = B nebo f(x) # A na néjakém prstencovém okoli bodu a
Pak lim,_,,(go f)(x) =B



Dikaz
Necht lim,_,, f(x) = A alim,_, 4 g(z) = B.
Z definice limity ke kaZdému okoli Ug bodu B existuje prstencové okoli Pg bodu A takové,

Ze g(Pg) C Ug. A ke kazdému okoli Uy = Pp U A bodu A ezistuje prstencové okoli Py bodu
a takové, Ze f(Py) C Ua.

Ziskdvdame tedy Py —' Uy = PgU A a zdroveri Pg —9 Ug.
1. Je-li g(A) = B, pak Py —/ Uy —9 Up.
2. Existuge-li prstencové okoli P bodu a takové, Ze A & f(P), pak P —' Uy —9 Up.
Véta 0.6
Funkce je spojitd v kaZdém bode, ve kterém md vlastni derivaci.
Dikaz
Necht f je funkce a f md v bodé a vlastni derivaci.
Z definice derivace je f v okoli a definovand.
Jestlize je f spojitd, must platit lim, . f(z) = f(a).
Obecné plati: f(x) = f(a) + W(x —a).
V limitnim tvaru: lim,_,, f(a) + W(m —a) = f(a) + f'(a) - 0 = f(a).
Proto f(x) = f(a) a proto je f spojitd.
Véta 0.7 (Rolleova)
Necht pro funkci f plati:
1. f(a) = f(b);
2. je spojitd na intervalu {(a,b);
3. md deriwaci v kazdém bodé intervalu (a,b).
Pak existuje ¢ € (a,b) takové, Ze f(c) = 0.
Dikaz
Necht je funkce f spojitd na intervalu {(a,b).
Proto f na (a,b) nabyvd minima a mazima.
Predpoklidejme, Ze f nabyjvd mazima (pro minimum obdobné) v bodé ¢ € (a,b).
Pak pro Yz € (a,b) plati f(x) — f(c) <O0.

x—c x—c
Limitnima prechody ziskdme:
_fl) = fle) _ : . f(@) = flc) : :
lim o — = >0 lim Y ey ey = <0
tim PO 2T ey = o) > tim PO g o) = (o) <
Protoze f(c) existuje, musi platit f'(c) = 0.
Véta 0.8
Monotonni funkce na uzavieném intervalu md urcity integrdl.
Dikaz
Diikaz pro nerostouct funkce. (Pro neklesajici obdobné).
Uvazugme déleni D,, = {a, a+ b’Ta, e ,b} intervalu {a,b) na n stejné dlouhych cdsti.

n

S(f,D)=S(f,D) =Y ((f(x:) = f(xi-1)) - (i =i = 1)) = L D (fla) = flaia)) =

- n -
i=1 =1

= P01 0) — () % 0

Rozdil horniho a dolniho interdlniho souctu jde k 0 a proto integrdl existuje.
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Véta 0.9 (Newton-Liebnitzova formule)
Necht je funkce f omezend na (a,b), existuje f f a F je primitivni funkci k f na (a,b). Pak
plati:

/ f de = [F()]2 = F(b") — F(a*)

Dikaz
Necht f a existugi limity lim,_,,+ F(z) a lim, - F(z).
Dodefinujme F limitami v krajich bodech.

Pro libovolné déleni D = {xg,x1,...,2,} plati F(b~) — F(a™*) = Z (F(x;) — F(x;-1)).

i=1
n

Podle Lagrangeovy véty miZeme piepsat jako F(b™) — F(a™) = Z (f(ei)(x; —x4-1)) pro
i=1
néjakd c; € (x;_1,x;), ¢imz ziskavame integmlm’ soucet, ktery je omezen hornim a dolnim

integrdalnim souctem; plati S(f, D) < Z Yz —2i1)) < S(f, D).
=1
Protoze fbf existuge, plati (kde D je mnoZina viech délent (a,b)):

/f—supSfD)<F(b) F(a) < inf S(f,D) = /f

DeD DeD

Véta 0.10 (Nutna podminka konvergence)

Jestlize 220:1 a konverguje, pak limy_, ap = 0.
Dikaz

Rada konverguje, pokud md soucet L, tj. pokud existuje limita castecnijch soucti L.

lim s, = hm Sk_1
k—oo

lim a;p = lim s — sp_ 1—11msk—11msk 1=0
k—o0 k—o0 —00

Véta 0.11 (Podilové kritérium)
Necht ay, # 0 pro Vk € N. Pokud pro Vk € N plati, Ze:

1. a’;—:l < q <1, pro nejaké q € R pak rada ZZ‘;I ay konverguje absolutné;
2. | > 1, pak Fada nekonverguge.
Dikaz

ak+1

1. Predpokladejme, Ze q := < 1.

lag] < qlar_1| < Plar—o] < ... < ¢ Hay

o0 o0
S el <3 ¢ a
k=1 k=1

To je ovsem absolutné konverqugici geometrickd fada (s kvocientem < 1). Podle srov-

ndvacitho kritéria ay konverguje absolutné.
ak+1

2. Predpoklddejme, Ze q := >1aa; #0 (pro a; = 0 plati trividlng).
|ag| > lag—1| > lag—2| > ... > |as[ # 0

Pak ale nemiize limy,_, ar, = 0 (vedlo by ke sporu), nutnd podminka konvergence tedy
neni splnend, proto Tada nekonverguje.
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Véta 0.12 (Odmocninové kritérium)
Necht ay, # 0 pro Vk € N. Pokud pro Vk € N plati, Ze:

1. Pokud je \/|ag| < q <1 pro ¥k € N, pak Fada Y- | ax konverguje absolutné.
2. Pokud je \/|ax| > 1 pro ¥k € N, pak Tada nekonverguge.
Dikaz

1. Predpokladejme, Ze \/|ax| < q <1 pro Vk € N.

lag| < ¢

Y ve i lax| je tedy shora odhadnuta absolutné konvergujici geometrickou Fadou, proto
také absolutne konverguje.
2. Predpokladejme, Ze \/m > 1 pro Vk € N.
Umocnénim ziskdvame |ay| > 1.
NemaiiZe byt tedy splenéna nutnd podminka konvergence, proto Tada nekonverguje.

Véta 0.13 (Integralni kritérium)
Necht f je nerostouct funkce na (kq,00) a f(k) = |ay| pro kazdé k > k.
Rada > or ag absolutné konverguje praveé tehdy, kdyz konverguje f,:; f.
Dikaz
Necht f je nerostouct funkce na (ko,00) a f(k) = |ax| pro kazZdé k > k.

Protoze [ je monotoni na (ky,00), existuje f:f“ f pro kazdé i € (ko,o0).
ki1
Lz [ 21 fEn)
k;

M= 3 ) > / T 1 SO0 - £(1) = M

(= ): Pokud je hodnota M, koneénd, je konecny i integrdl.
(<): Pokud konverguje integrdl, tak konverguje i My. Prictenim f(1) ziskdvdme piivodni
radu, a protoZe jsme pricetli konecny pocet clend, tak i pivodni Tada konverguje.



