Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Realna cisla
1. Urcete maximum, minimum, supremum a infimum néasledujicich mnozin:
a) Z;
b) M = (=1,1) U (3,5);
) M = (0./3) N
d) M={1+2"": neN};
e =(0,3)n{27": n e N};

) M
f) M ={(- "Zgi:neN}.




Vysledky

1. a) maxZ ani minZ neexistuji, supZ = +oo, inf Z = —oc;
b) max M =5 = sup M, min M neexistuje, inf M = —1;
c¢) max M neexistuje, sup M =+/2, min M = 0 = inf M ;
d) max M =
e) max M = ; =sup M, min M neexistuje, inf M = 0;

)

= sup M, min M neexistuje, inf M = 1;

= poleo

f) max M ani min M neexistuji, supM =1, inf M = —1.



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Funkce

1. Uréete defini¢ni obor funkce:

2

2
a)ix : b)il’jL : ) V2+x— 22

r+1

1
d) vV3z — a3; e) ——— f)va?—-1+v1—x;
1—
9y VIR ) 1og, log; log, o
T

1+

In( 2 1
j) %, k) In|sinz|; 1) arcsin a:2—|— ;

m) (arctg(z — 1))1/(36_3) ; n) log(1 — log(z® — 4z + 13)).

2. VysSetiete omezenost funkce:

3 1

a)72, b) 2% 4 6z — 4; ¢) =222 +z+5; d)
a;‘_

3. Urcete, zda je funkce suda nebo licha:

a) bz — 3 ; b) 2t +32% — 1; c) 2?4 3z — 2;
-z e’ —1

d) 2* — 277, In f ;

) , DR )T

g) log(V/a? +1+2); h) S“;x; i) 27"

j) sinx — cosx; k) /(1 —2)2+ 3/(1+1)2

4. Vysettete, zda je funkce periodicka, a pokud ano, urcete jeji periodu:
a) sin3z; b) 5cos2x; c) 4sinmz;
d) —3cos(4x +5); e)Vigw; f) tgvz;
g) 2sin3x 4 3sin2x; h) sin(5mx + §) —cos § — 3mzx).

5. Dokazte:
a) sinh(xz + y) = sinhz coshy + cosh x sinhy;

b) cosh(z + y) = coshz coshy + sinhz sinhy.



Vysledky

1. a) (—oo,—1) U (—1,+00); b) (—o0,—2) U (—2,3) U (3,+00); c) (—1,2);
d) (=00, —/3) U (0,V3); e) (—00,1) U (2, +00); f) (=00, —1) U{1}; g) 0;
h) <71’1>; 1) (47 +OO)7 J) (*170 (O) +OO)7 ) UkEZ(kTra (k:+1)7r), 1) <7%’%>;
m) (1,3)U (3,400);  n) (1,3)

2. a) neni omezend ani zdola, ani shora; b) omezené zdola; c) omezend shora,

omezena.

)
)
3. a) lichd; b)sudd; c) ani sudd ani lichd;  d) lichd;  e) lichd;  f) lichd;  g) lich4,
) sudd; i) sudd;  j) ani suda ani lichd; k) suda.

)

2r; b)m <) 2; d) 3w  e)m; f) nenf periodickd;  g) 2r;  h) 2.
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Limity funkci
1. Spoctéte:

a) lim
T——+00

d) lim

g) lim

r——00

2. Spoctéte:

a)

—14
d) lim ‘

o322 —dr + 3]

3. Spoctéte:

4. Spoctéte:

a) lim

z5+oo £+ cosx’

d) lim

r——00 o

g) lim (4e” —sinz);

r——00

5. Spoctéte:

a) lim /2224 3z —5;

r——00
d) lim cos—;
r——+00 €T

3 621‘
g)

112—|-2£L'—1‘
3+ 3
3% — 2045
LN S
x5+x3+2‘
203 — 1

22+ 2z —1
m ————m———
x—>—1x2+2$—2

xr +sinx

arctgx

lim ——;
z—too 2% 41"

3z —2
lim ———;
z—+oo\/pr2 — 4 9
) i r+1
e) lim ——;
z——14/04+2—1
h) lim ( m2—|—2+x);

Tr——00

b)

2
b) lim %;
z—+n/2 1 —sinx

e) lim (Inz+cosx);
T—+00

h) lim e*cosz;
T—+00

i
b) Timy /2

z—1\ z—1

e) :li_r)r71r1n2(1 +cosx);

h) lim arcsin ;
1+

T——+400 x

)

f)

c) 1

f

)
)
i)

c)

f)
i)

c)
f)
i)

6. Spoctéte limity funkce v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru:

cos T
2z — 1’

a)

1
b) arctg 1 R ;

c)

4o — 20+ 1

im —
z—+400 222 +3x — 1
20° + 2?2 +1

lim ;

z——oco 241+ 3

o2 —r—2
im-—=——:
=212 —3x+2’

) i 2 1
im|——— — .
s—I\22 -1 -1

I 2x +1

im —

r——00/4x2 — 2 4+ 1
. vr—1+vx+1
im ;

Tr——+00 X

lim ( m2—|—2—x).

Tr——00

1
lim
rl—%\/l—zy

. 22+ xsinx
lim ———;
T——00 z+1

2

lim e **cos(3z +1).
T—-+00

o1
lim sin — ;
z—0 T

lim xze
Tr——+00

lim *%/x.

r—2

1/x .
?

(tghz)Y/ @1



Vysledky
1.a)0; b)0; «¢)2; d)3; e) +oo; f)—o0; g) 4o0; h)+oo.
2.a) 2; b)0; ¢)3; d) neexistuje, Foo v 3+; e) 4oo; f) —

3.a) +oo; b)3; ¢ —1; d) i; e)2; f)0; g 1; h)0; i) +oo;

4. a) 1; b) —oc; c) nelze pocitat, +oo v 1—; d) 0; e) +oo; f) —o0;
g) neex1stUJe h) neexistuje; i) 0.

5. a) +00;  b) nelze pocitat, +00 v 1+;  c) neexistuje; d) 1; e) +oo; ) 4o00;
g) 3; h) —im; i) neexistuje, 0 v 2—, 400 v 2+.

6. a) neexistuje v.—oo, £oo v 0+, 0 v +o0;

b) =7 v £oo, Fim v 1
c) +oo v 0+ avi—, 0v 1+, 1v +oo.
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Derivace funkce

1. Spoctéte derivaci funkce:

a) 32% — 5x + 1; b)2f—é;
) 5y ) (2% + 1)*;
2. Spoctéte derivaci funkce:
a) vVrcosz; b) e“sinz;
d) x-sinx - arctgx; e) sie:x ;
3. Spoctéte derivaci funkce
a) sin(2z +5); b) e 3%t
d) In’z; e) Intgz;
g) \/m; h) Incoshz;
4. Spoctéte derivaci funkce:
a) 2% ; b) e

e) ((132+ 1)cos7rx.

9 (:cily;

5. Spoctéte derivaci druhého radu:
a) ze®”; b) (22 + 1) arctgz;

6. Vyjadrete derivaci fadu n;

a) e™; b) ze”;

1
C) 5;1;3—’_;’
f)vad+1

c) 22 e®cosx;

f) cotgz.

c) 10%;
2r—1
\/g )

i) Inlnsinzx .

f) arccos

¢) In(x +va2+1).

c)zlnzx.



Vysledky

c) —%x‘8/5—6x_4, z#0; d) %? e) 8x(a?+1)%;

1. a) 62—5; b)z~ 24272
2
) 2\;’%’ v# -1
2eTsinx;

c) 2ze”cosr+x? e’ cosr—x

b) e*sinx+e” cos x;
1

2. a) %x_?’/‘lcosx— YVrsinz;
d) sinzarctgz + x coswarctgz + L e) W; f) — 5o
3. a) 2cos\§gx+5); b) —3e3z+L; ¢) 10*1n10; d) ZInuz; e) =L —;
—/2 . Inx . . . ’ 3 v oz 3
f) Nirorsorl g) py el h) tghx; i) funkce neni definovana pro zadné z.

a) 2°(Inz+1); b) 25"%(cosz-Inz+522); ¢) 2@ (2Inz+1); d) (I‘Tﬁ)x(%ﬂﬂn x‘rﬁ),
e) (2% + 1) (—sinmz - 7 In(22 + 1) + cos mx - '~ - 27).

241

—X

a) 2e”°(20% +3x);  b) -3 +2arctgz;  c) Wy

c) (=) (n—2)!zt .

6. a) a”e; b)) e®(x+n);
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Aplikace derivaci

1. Spoctéte

2

. . e -z 1
a) lim S?n3a:; b) lim smﬂ'm‘; c) lim i; d) lim — ;
z—0 sin 4x z—1 lnx z—0 sinx =1z —1
1 inh 2 1 2z
e) lim &; f) lim S 27 ; g) lim ﬂ; h) lim © ;
a—1 (x —1)2 z—0 3T z—+oo T + 2 z—+o0 b + 3
. z . .. arcsinzx . x —arctgx . Inz
) tm mo Dim— s B ey ) lim o
2. Spoctéte:
1-— 3 _2g2 hz —
a) lim cos ; b) lim x x ; ¢) Tim coshx — cosx ;
z—0 2 x—~400 et z—0 x2
In(x? — 8) In(z? — 8) Insin 2x
d) lim ——; 1 —_—; f) lim ———.
) 208 22 _ 37 °) a—too 2 —3x ) 220 In sin 3z
3. Spoctéte:
a) limz%e™"; b) lim x cotg z ; c) lim z(m —2arctgz);
z—0 z—0 T——+00
d) lim(l—a:)tgﬁ; e) lim z°lnz (a>0); f) lim z"e™* (neN).
z—1 2 rz—0+ T——00
4. Spoctéte:
a) lim z%; b) lim gTE ; c) lim (sinz)"";
a—0+ z—1 z—m/2
1\* .
. x . . - X . sinz
d) zgrilooaz ; e) xkrfoo <COS x) ; f) I£%1+(Cotg x)3me,
5. Urcete rovnice teCny a normdaly grafu funkce f v bodé A:
a) f(z) =Inz, A=I17]; b) f(z) =227 -1, A=[37],
6. Urcete Taylorav polynom fadu n funkce f v bodé a:
1
a)f(x)zl , a=0,n=3; b) f(z) = arctgz, a=0, n=3;
—x
c) f(x)=In(1+2z), a=0, n=4; d) fx)=V1+z (k€eN),a=0,n=1;

e) f(x) =sinz, a=7, n=23; f) f(z) =2%e”, a=-1,n=3.



Vysledky

1. a) %; b) —m; ¢)2; d)0; e)neexistuje, £oo v 1+; f) %; g) 0; h) +oo;
I RTRE R TR

2. a) %7 b)0; «¢)1; d)2; e)0; f)nelze pocitat, 1 v 0+.

3.a)0; b)1l; ¢)2; d) %, e) 0; f) oo pro n sudé, —oo pro n liché.

4.a)1; b)ly ¢)1; d) +oo; e e M2 f) 1.

5. a) tefna: y = x— 1, norméla: y = —x+1; b) tetna: y:2m—%,norméla: y=-1z—1.

6. a)1+x—|—x + z3; b) z — §a3; ) v — 2%+ a3 — Tt d) 1+ 1
)RR Fa- B @D D I-@r) -1+ 1P
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Prubéh funkce

1. Urcete maximalni intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce:

) J@) = 25 b) flz) =+ ) fla) =
Q) f(z) = a?e” &) () =Inz+ ) f() = olna;
8) fr) =" h) f(x) = — sina; i) f(z) =7

i) fl@)=ade I, k) f(z) = V1 —a?; ) f(z)=(z—1)|z+3|.
2. Urdete maximum a minimum funkce:

a) f) =2 — 120 +4, z¢€(-3,3); b) f(z) =223 + 32 +1, x€(-2,1);

¢) flx) =2t =822 +3, ze€(-1,3); d) fz) =2 322 4+2, ze€(-2,3);
e) f(z) =arccos 2, € (1,+00); f) f(z) =xIn*z, z€(0,1);

@) fr)=a+e ™, z€(-oo+00);  h) fe)=ze, € (0,+00);

) J(0)= 5. @ (-L1); ) f@)= 57 =€ (o0, +00).

3. a) Uréete rozméry obdélniku s nejvétsim obsahem vepsaného do ptlkruhu o poloméru r.

b) Urcete rozméry kvadru se ¢tvercovou podstavou, ktery ma pfi objemu V nejmensi
povrch.

c) Urcete rozméry vélce s nejvétsim objemem vepsaného do koule o poloméru r.

d) Urcete rozméry véalce s nejvétsim obsahem plasté vepsaného do koule o poloméru 7.

4. Urcete intervaly konvexity a konkavity a body inflexe funkce:
a) 2zt — 32?2 4+ 22 + 2; b) 2% — 1022 + z + 3; c) x* + 2% +e”;

d) ze”; e) (22 +1)e”; f) v+ sinz;

g) 5 h) ‘x_l‘; i) Vr+3.

x2—|—1; 2

5. Urcete asymptoty grafu funkce:

22+ 1 z+1 r? — 2z 23 +1

. b . . d .
a)3510—1’ )m2+3x+2’ ¢) r+1 "’ )x—l’
e)x+e f) rlnx; g) arctgx+1' h) lnl_x'
) ) 33‘—].’ 1+.1"

i) e"cosx; j) In(3e* —1).



Vysledky

1. a) na (—o0,—5) a (—5,+00) rostouci, lokalni extrémy nem4; b) na (—oo,—1)
a (1,+400) rostouci, na (—1,0) a (0,1) klesajici, f(—1) = —2 ostré lokdlni maximum,
f(1) = 2 ostré lokdlni minimum,; c) na (—oo,—1) a (1,+00) klesajici, na (—1,1)
rostouci, f(—1) = —% ostré lokaln{ minimum, f(1) =1 ostré lokalni maximum;  d) na
(=00, —2) a (0, +00) rostouci, na (—2,0) klesajici, f(—2) = 4e~2 ostré lokalni maximum,
f(0) = 0 ostré lokdlni minimum;  e) na (0,1) klesajici, na (1,+o00) rostouci, f(1) =1
ostré lokalni minimum;  f) na (0,e~!) klesajici, na (e™!, 4+00) rostouci, f(e™!) = —e~!
ostré lokalni minimum; g) na (—1,1) rostouci, lokalni extrémy nema; h) na
R rostouci, lokdlni extrémy nemaé; i) na (—o00,0) rostouci, na (0,+o00) klesajici,
f(0) = 1 ostré lokdlni maximum; j) na (—o0,—3) a (3,+00) klesajici, na (—3,3)
rostouci, f(—3) = —27e~3 ostré lokalni minimum, f(3) = 27e 2 ostré lokdlni maximum;
k) na (—o0,0) rostouci, na (0,+o00) klesajici, f(0) = 1 ostré lokalni maximum; 1) na

—00, —3) a (—1,+00) rostouci, na (—3,—1) klesajici, f(—3) = 0 ostré lokalni maximum,

f(—=1) = —4 ostré lokalni minimum.

2. a) max f = f(—2) =20, min f = f(2) = —12; b) maxf = f(1) =6, minf = f(-2) =
= —3; c) max f = f(3) =12, min f = f(2) = —13; d) max f = f(0) = f(3) =2,
min f = f(—2) = —18; e) max f neexistuje, min f = f(1) = 0; f) max f =
= f(e7?) = 4e72, minf = f(1) = 0; g) max f neexistuje, min f = f(0) = 1;

h) max f = f(1) = e!, min f neexistuje; i) max f neexistuje, min f neexistuje;

j) max f = f(1) = 3, min f = f(-1) = —3.

3. a) strany V27 a r obsah 72 b) krychle s hranami YV, obsah povrchu 6V?2 ;

c¢) polomér podstavy \V2/3r, vyska fr objem ;f—”[ r3; d) polomér podstavy @ r,

viska v/2 7, obsah plasté 2mr2;

—~

4. a) na (—o00,—3) a (1,400) konvexni, na (—1,1) konkavni, inflexe v —3 a 3; b) na
(=00, 1) konkavni, na (1,400) konvexni, inflexe v 1; c) na R konvexni, body inflexe
nema, d) na (—oo,—2) konkéavni, na <—2,+oo) konvexni, inflexe v —2; e) na
(—o00,—3) a (1,+00) konvexni, na (—3,1) konkédvni, inflexe v —3 a —1; f) na
(0 + 2km,m + 2km) (k € Z) konkédvni, na (7 + 2km,2m + 2km) (k € Z) konvexni, inflexe
vkr (k€Z); g)na(—oco,—/3) a (0,//3) konkévni, na (—/3,0) a /3, +0oc) konvexni,
inflexe v +/3 a 0; h) na (—o0,0), (0,1) a (3,+00) konvexni, na (1,3) konkévni,
inflexe v 3; i) na (—oo, —3) konvexni, na (—3,4o00) konkavni, inflexe v —3.

,yz%v:l:oo; b) x = -2, y=0 v $oo; c)x=-1,y=x—3 v +oo;

;e y=xv+oo; f)nemd; g)y=7voo; h)x==£1; i)y=0
j) xz—%lnB, y=2rx+1In3 v +oo.

5. a) x
d) z

vV —00;

I
P—‘OJM—‘
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Neurcity integral
1. Spoctéte (vyuzijte linearitu a tabulkové integrély):
a) /(z3—2x2—3)dx; b)/de;
d)/%dx; e)/Wd:z;
g) /(3ez+4sinx) dz; h) /QCosx dz;
2. Spoctéte (vyuzijte linedrni substituce):
a) /(3:U —4)% dz;
) / V2 =z dz;

g) /(5e2z+3e_m dz;

3:L‘—1

D [a
/2 cos 3z dx;
v [

(3% 4+3-272%) dz.

20 — 5

c) / 5 da;
dx

f .

) %’

22
1)/ $+5dx.

2 +1

f) /(3sin“§ —cos ¥) dx;

3. Spocététe (vyuzijte vyjadfeni pomoci dvojnasobného argumentu):

a) /sin2w dz; /cos x dx.

4. Spoctéte (vyuZijte metodu per partes):
a) /(x—2)sin2:1:dx; )/$+1)cos3d:c
d) /(x—i-\/f)lnxdx; /lnxdx
g) /(a:z—i-x—l—l)exda:; h) /anmdx;

5. Spoc¢téte (vyuzijte metodu per partes a feste rovnici):

a) /e%cos’?f dz;

6. Spoctéte pomoci vhodné substituce:

z+1 212
a) /m2—|—2x+4dw’ b) /x?’—ldx’
d) /23:(562—1)4 dz; e) /erQJrl dz;
2
x
6x2\/1 + 23 du; /dac
) Va3 + 8

j) /sin7ac‘cosm dz;

b) /e_x sin 2z dx;

k) /sina: -cost z duz;

c) /(33:— 1)e3 dx;
f) /(x2—x)sin§ dz;

i) /xlngafda;.
c) /lnxd:c.
x

c) /cotg2x dzx;
f) /x\/l—a:Zd:c;

4dr + 4
\/:E2+2:U+

1
/de



Vysledky

l.a) 22— 223 —30+¢, 2 €R; b) 122 —Injz| — 2 +¢, 2 € (—00,0), z € (0,400);
) —3Z+21+c, ¢ € (—00,0), z € (0,400); d) 3 Vab+c, x € (0,+00); e) 2 Vad+c,
x € R; f) %\/3 224+c¢, x € (—00,0), x € (0,400); g) 3e” —4cosx + ¢, x € R;
h) —2sinz +c¢, x € R; i) 2x 4+ 3arctgx + ¢, = € R.

2.a) 5 (Bz—4)"+¢, v € R; b) lnf3z — 1|+ ¢, z € (—00,3), z € (3,400);
c) M—l—c, T € (—oo,—%)7 T € (%,—i—oo); d) —% V(2 —1x)+c, ze(—00,2);
e) %sin3x+c,xER; f) —9cos§ —2sin§ +c, v € R; g)%e%—?)e_x—kc,xER;

1 3 o—
h) 3 3% — 513 2 22 e,z eR.

3. a)%(x—%sin%)—l—c,a:eR; b)%(:ﬁ+%sin2x)+c,meR.

4. a) —%(z —2)cos2z + isin2z + ¢, x € R; b) 3(z + 1)sin§ +9cos§ + ¢, v € R;
c) $(Bz—2)e’ + ¢, z €R; d) (%x2+§\/a§)lnx—ix2—%\/x>3+c,J:E(O,—i-oo);
e) —2(lnz+1)+c, z € (0,400); f) —2(z* — 2 — 8)cos L + 4(2z — 1)sin § + c,
reR; g) —(2®+3x+4)e+c,2€R;  h)z(nPz—2Inz+2)+e, z € (0,4+00);
i) 22(3In*z — 3?2+ 3z — 2) +¢, 2 € (0, +00).

5. a) = (sinZ 4 6cosk)e? +¢, x € R; b) —1 (sin2z + 2cos2z)e ™" + ¢, z € R;
¢) 3ln*z+c¢, z € (0,+00).

6. a) 3In(z? + 22 +4) +¢, v € R; b) 2In|z3 — 1| + ¢, z € (—00,1), x € (1,+00);
¢) sln[sin2z|+c, 2 € (0+k3,%2 +kE), k € Z; d) :(z*—1)° +¢, v € R;
e) et xeR; f) =3/ (1 —22)3 +¢, z € (-1,1); g) 3/ (@3 + 1)+,
T €

(=1,400);  h) 2Va3+8+c, z € (-2,400); i) 33/(22+22+2)2+¢, z € R;
s

infr4c, recR; k) —%cos%c—i—c,xeR; 1)%1114:1:—1-0,3:6(0,4-00).

—
ool
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Integrace racionalnich funkci a dalsich typu funkci

1. Spoctéte:

3 —2r+5 2z +1
——— dx; b dz;
a)/$2—w—2 “ )/(az—l)(x2+3x+2) “
2?2+ Tz +1 dx
dz; d ;
c) /(x—l)(x2+x—2) v )/(x+2)(m2+4x—|—4)’
3z —2 o+ 23 + 1122 — 7o
—— dz; f dx;
¢) /x4—:c3 x, )/(a:+1)3(x2—4x+4) s

—

-5 3
g) mdf; h) /de

2. Spoctéte:

x+3 5 — 2 3z +4
——— dx; b dz;
2) /x2—|—2:c—|—10 v >/x2—2x+5 v °) /a:2+4a:—|—13
x dx dx
d —— dx; f
)/x2—6x—|—13 v e) /4x2—12az—|—137 )/a:(xz—l—l)
3. Spoctéte:
3e?” 2 e?r
———— dz; b
a) /e4x+e2x_2 o )/e3m_|_2 o C) /e4x_262z+2
1
d) /dx ; e)/ 2na: dz; f)/ dz
et fe—T z(In?z — 4) rzlnzx
4. Spoctéte:
a) /sinﬁx-cosgm dz; b) /sin z-cos®x dz;
c)/ cos:'z: dz d)/ l—cosx. v
cos?z —sinz + 1 (14 cosz)sinx
1_ s
e) /tg4xd:c; f) /de;
1+ cosx
dx
tg®z du; h
g)/cogﬂf T; )/1_C08x
5. Spoctéte:
a) /x\B/a:—ld:L" b) v-1 dz; c) /dx
’ V2r+1 2+vVz+1’
dx x—4 dx
4 [ —=£ . de; [ =S
)/:c\/x—i-l e)/ x v )/\/E—i—%

6. Spoctéte:

a) /\/—a:2+693—8dx;

b) / dx ) o) / dx
Va2 + 4z’ Va2 =2z + 10

T



Vysledky

1. a) %x2+x+ln(|m+1‘)2 +ec, x€(—00,—1), x € (-1,2), z € (2,400);

b) £1n 2% 1 +c,x€(—00,-2), z€(-2,-1), v € (-1,1), z € (1,400);

(z+2)?
—1)2
c) —%+ln (ﬁc+2)| +ec, x€(—00,-2), x €(-2,1), z € (1,400);
d) 2(z+2)2+c x € (—00,-2), x € (—2,400);
€ _P+§+ln|m7_l|+ca S (—O0,0), S (Ovl)a LS (1’+OO);

)
f) —(H%)g—i- (xil) — 2 +hnjz—2[+c, z € (—00,-1), z € (—1,2), z € (2, +00);

) 3(xi4)3 +c¢, x € (—00,—4), x € (—4,+0);
h) m +c,z€ (—oo,%), T € (%,—i—oo).
2. a) tIn(2?+22+10)+2 arctg ztlic, z €R; b) 3In(2®—22+5)+ 3 arctg 27t +¢, 2 € R;
c) 5 3 In(z? + 4z + 13) — £ arctg z+2 +c,z€R;  d) Lln(z? — 6z +13) =3 4 ¢,
xGR, e) 4arctg2w23+c,x€R, f) ;lnﬁL%—c,xe(—oo,O),xE(O,—i—oo).

le2*—1]
e2r42

z—3In(e* +2)+c, z€R;
Tarctg(e®® — 1)+ ¢, z € R;

3.a) iln
)
c)

+e¢, x € (—00,0), x € (0,+00);

=3

Q.

In|ln®z — 4|+ ¢, z € (0,e72), x € (e 2,e?), x € (e?,+0);

)
e)
f) In|lnz| +¢, z € (0,1), € (1,400).

4. a) sin7ar—%sin9m+c, z €R,;

b)
)

C

cossx—%cosﬁm+c, r € R;

QI ool =
—

2sine 4 g e (—%774—2/%,%4-2/6%), k€ Z;

n l—sinx

+c,x€(0+km,m+kn), ke€Z

o,

)1+c0sm
) %tg r—tgrt+awtc, ve(—5+kn,§+kn), kel

f) tgZ —In(1+tg? %) + ¢, v € (—7 + 2km,m + 2k7), k € Z;
g) —cotgx —xz+c, € (0+km,m+kn), k€,

h) —cotg 5 +c¢, x € (0 + 2km, 27 4 2k7), k € Z.

@

5.a) 2/(2—1)+323/(a—1)1+c, z € R b) ¢v/(2x+1)3 = 3/2z+1) +c,
z€(—3,400); ¢ 2Vz+1-4lm(2+Va+1)+c, 1‘6( 1, +00); )ln%m+c
z € (—-1,0), z € (0,400); e) 2vx — v +c, v € (4,+00)
f) 2z -3z +6Yz—6In(Yz+1)+c, z€(0,+0).

6. a) yarcsin(z —3)+ 5 (x—3)vV—22+ 61 —8+c, x € (2,4); b) ImVa?+4z+z+2|+c,
z € (—00,—4), € (0,+00); ¢) In(Va?2 —22+10+z—1)+¢, z € R.



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Urdity integral

1. Spoctéte:

2 2 dz ¢ dz
a 322 — 22) dx; b / - c / —
) [ (3a® 20 ) [ S ) [
6 dz 4 ° 2
d — dz; f dx;
) 2 T °) 1 Ve ds ) /7 Ve -1 )
™ w/2 1
g) / sin 6z dx; h) / cos 5 dx; i) / 3% dx.
0 —7/2 0

2. Spoctéte:

2 3 4
a) / |z — 1| dz; b) / |z% — 1| dx; c) / el22=6l gz .
0 —2 2

3. Spoctéte:

us s 0
a) / (22 +1)sin 5 dx; b) / (4r — 1) cos2x dx;  c¢) / (3z +2) e du;
0 0

-1

iy 0 1
d) / z?cosz du; e) / 3e™ da; f) / xarctgz dz.
0 0

4. Spoctéte:

-1 1 2
z+1 / e+ 3z
a —— dx; b dz;
[, 765 " Jo GrDE D
3 9.3 2 4 2
2x° — —20x — 14 —2r —4
c)/ a: :2333 0z dz; d) / TR dz;
P 2 — 1z —12 3 ad —4x? +4x
5 1
_9 d
A T 0 [l
3 22 —6x+13 o 4x?2+4x+5
5. Spoctéte:
3 2 2 T
x x T
a —— dz; b / dz; c /t — dzx.
)/1 Ya? -1 N ) ) tes
6. Spoctéte:
In2 |z _ w/2
1
a)/ © dz; b)/ sin?z - cosz dx;
o e"+1 0
2w : 1
c)/ : sin de d)/ vV dr:
x/2 COS?T —2co8w + 2 o 1+vx

e) /4 dz
0 1+2x+1"°



Vysledky

La4; byl ol; dm3; e i £ -9 ¢ 0; h) 22 i) .
2.a)1; b) %, c¢)e?-1.
3.a)10; b)0; ¢ (1+27%)/3; d) —2m; e 2e—6; f)F-—1
4. a)21n§ % b) I; ¢ 7ln6; d)In3-1; e) %an—i—%; f)%arctg%—%arctg%.
5.a)3; b)3; ¢ 3n2.

)

6. a %; c) —%77; d) 2In2 —1; e) 2—1In2.



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Nevlastni integral

1. Spoctéte:

a) /+oo dﬁ .
2 z3’
T dg
d) / 473§
0 T

)/+oo r+1
g
oo T2 —4dx+5

2. Spoctéte:

+00
a) / re ¥ dx;

1/2
+00 11,2

d) / In“z da:
1

2

3. Spoctéte:

a) /+oo dz ‘
oo T2 =21+ 3

)/—2 dx
c )
oo X2 =22 —3

4. Spoctéte:

oo dx
a)/o e y 4er 4+ 3’

€ dz
C) ) ;
0 z(In*x+2Inx + 5)

+oo dz
o CEnN

sinx dz;

o [
o]

+o0
e) / e % cos3x dx;
0

b) /1+oo

22422 +5

Odm‘

c) _8375,

0
f) / e’ du;

+00
c) / zte™ dx;
0

+oo
f) / e *sin3x du.
0

2 5
T dz;

+o0 x4 4
d) /0 (x+1)(22+ 3z +2) dz

—+o00
/0 e$+e_~"? ’

/+OO
1

(In? :B+3ln:n—|—2)

+oo
/6 a:—l a:+3



Vysledky

l.a) 3; b) 3; ¢ —6; d) +oo; e) neexistuje;
2.a) &; b)l; o2 425 e & f)
3.a) 271  b) +oo; c¢) sIn5;  d) 3—2mn2.

4.a) ¢In2; b) im ¢ 2w  d) In2;

e) 37;

f) 1;

f) 31n5.

g) neexistuje.



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Aplikace urcitého integralu

1.

10.
11.

Spoctéte stfedni hodnotu funkce f na daném intervalu:

a) f(z) =3z, x € (—1,1);

b) f(z) =a?, = €(0,1);
c) f(x)=e", 2 €(0,2);
d) f(z) =sinz, x € (0, 7).

. Spoctéte obsahy nasledujicich mnozin:

a) {[z,y]: x € (0,7), 0 <y <sinz} (plocha pod obloukem sinusoidy);
b) {[z,y]: z € (L,e), 0 <y <1/x};

&) {[z.]: w € (a,), 0< y < 27};

oyl zeR, 0<y<el®l};

d) {]
e) {[z,y]: z€R, 0<y<1/(2®2+1)}.

Spoctéte obsah omezené plochy ohranicené grafy funkci f, g:
a) f(z) =0, g(z) = 2* — 2;

b) f(z) ==z, g(z) = x%;

c) f(z) =2?, g(z) = Va.

Spoctéte obsah elipsy s poloosami a,b. (Napovéda: rovnice elipsy je (z/a)? + (y/b)? = 1.)

. Spoctéte délku grafu funkce f na daném intervalu:

a) f(z) =acosh? (a>0), z€(0,b) (b>0);
b) f(z) =1In(x? — 1), z € (2,5);
¢) f(z) =Insinz, z € (3, 2n);

f

d) f(z) =arcsinz +v1—22, z € (—1,1).

Spoctéte objem rotacniho elipsoidu, vzniklého rotaci elipsy s poloosami a, b kolem jeji osy
délky 2a. (Napovéda: pouzijte rovnici elipsy (z/a)? + (y/b)? = 1.)

Spoctéte objem rotac¢niho paraboloidu, ktery ma vysku v a polomér podstavy r.
Spoctéte povrch plasté kulového pasu s vyskou v v kouli o poloméru r.

Spoctéte povrch anuloidu, ktery vznikne rotaci kruznice o poloméru r se stiedem [0, R]
(R > r) kolem osy x.

Vv e

v e



Vysledky

[N
54
s

[\
o
=
=
o
~
—~
S
w
|
Q
w
~
~
w
Q.
~—
[\
@
~
N

3. a) 3 (interval (0,2)); b) = (interval (0,1)); c¢) 3 (interval (0,1)).

4. mab (Ctyfikrat obsah pod grafem funkce by/1 — (z/a)?, pouzije se napiiklad substituce

x = asint).
5. a)asinh?; b)3+In2; ¢)In3; d) 4.
6. %71’(1()2.
7. 2mr?v (funkee f(z) =7+/2/v na intervalu (0,v)).
8. 2mrv (nezavisi na jeho poloze v kouli).

9. 472Rr (seftenim integraléi funkci R +v/r2 — 22 na (—r,r) dostaneme
drr [T 1?2 — 2% do = 4mrR[arcsin £]" ).

10. [0, % r] pro vr? — 22 na intervalu (—r,r).

11. [% ﬂ,%ﬂ’] pro sinz na intervalu (0, 7).



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Separovatelné diferencialni rovnice

1. Reste diferencialni rovnici s poc¢atec¢ni podminkou

a) (1) =1; b) z(—2) =1;
3. Reste diferencidlni rovnici 2/ = —t/x s poc¢ateéni podminkou:
a) z(1) =1; b) z(4) = -3
4. Reste diferencialni rovnici 2’ = —x? s poc¢ateéni podminkou:
a) z(—1)=0; b) z(1) = 3;

2

5. Reste diferencidlni rovnici 2’ = (2 — )/t s poc¢ateéni podminkou:

a) z(0) =1; b) z(0) =0.

c) x(—2) = -2

c) z(—2)=-1

e) z(1) = -1

—2; e) z(—3)



Vysledky

1. z(t)

(oo

=In(1 +Int), t € (%, +oo); obecné feSeni je x(t) = Inlnct pro ¢ # 0 na intervalu

,%) pro ¢ < 0, (%,—Foo) pro ¢ > 0.

2. Obecné feseni x(t) = {/3(t — ¢) na intervalech (—oo,¢) a (¢,+00); a) z(t) = V3t — 2,
te(3,400); b)a(t)=3¥3+T7,te (-1, 400); ) a(t)=33t—-2,t€ (—0,3).

3. Obecné feseni z(t) = V2 — 2, z(t) = —vVc2 —t2, t € (—¢,¢) pro ¢ > 0; a) z(t) =
=V2—12,te (—v2,v2); b)a(t)=—V25—12, t € (-5,5).

4. Stacionarni feSeni z(¢) = 0 na intervalu R, nestacionarni feSeni xz(t) = i na intervalech
(—00,¢) a (e, +00); a) a(t) =0, t €R;  b) a(t) = 525, t € (5, +00); ©) x(t) = 7,
t € (—o0,—1).

5. Stacionarni feseni x(f) = 0, x(f) = 1 na intervalech (—o00,0), (0,+00); nestacionarni

1
1—ct

= %_t,tG(OJ); b) z(t) =1, t € (—00,0); c) x(t):%ﬁ,te(o,—i—oo);
d) z(t) =0, t € (0,+00); e) 2(t) =5, t € (3,+).

pro ¢ # 0 na maximalnich intervalech neobsahujicich 0,%; a) z(t) =

feseni z(t) = v

6. Stacionarni feseni x(t) = 1, x(t) = —1 na intervalech (—o0,0), (0,+00); nestaciondrni
FeSeni z(t) = y/1—c¢/t a z(t) = —\/1 — ¢/t na maximélnich intervalech disjunktnich
s intervalem obsahujicim 0, ¢; a) z(t) = /1-3/(4t), t € (3,+00); b) z(t) =1,
te (00,00 o) alt) = VIT O/ t€ (0,4+00);  d) a(t) = —/TT 97E, t € (0, +00);
e) z(t) =—/1+5/(3t), t € (—o0,—3).
7. Stacionarni feseni z(¢) = 0 na intervalu R, nestacionarni feseni x(t) = (¢ — ¢)? na inter-
valech (c¢,400), daji se prodlouZit staciondrnim Fesenim na R;
0, te(— 7_1 ’
gay=10 LT
(t+1)%, te(—1,+00);
0, te (—oo,c),
b)z(t)=0, teR, mnebo z(t)= , (=00 (o> )
(t—c)*, tec,+0),



Matematika 1, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 20. 9. 2009)

Linearni diferencialni rovnice 1. radu

1. Reste diferencialni rovnici s poc¢atec¢ni podminkou:

2t 2
a)x’:%, z(3) =4; b)g;’::CjL , x(2) =
t 1 t
2x+ 4 T
= 1) =3; d)a/ = ———
g =2 a3, Ja =T a)
e)gj,:—:ifl;t—i_g7 ;p(]_):O’ f)ﬂj‘,:(ﬂj‘—].)COSt,
g)a' = =2(x+1), z(0)=2; h) 2’ = (z — 1) cotg t,
’ tx . / tx
= — :2' = :1
0o =0 a0) =2 Dal =2 a0

j— —_— /—
a)x—tx—i-tg, z(l) =1; b) 2’ = PR (1)
2
c)x':¥x+t2sint, z(r) =0; d) 2’ =—-=z+4t, z(2)
3 3 2
e)@«/:;x_t?’et, x(1) =0; f)x’:—szrt—z, z(1)
g)x’zgt;p_et2, 2(0) = 2; h) 2’ = —ztgt + cost,
1 —2t 1
i) 2/ = 1 0) =—1; j) ' =
I)LU t+1x+’ I‘() ) J)I‘ t2+1x+t2+17



Vysledky

1. Jedna se o linearni diferencialni rovnice, vSechny lze Tesit separaci.
a) z(t) = 3 (1> — 1), t € (1, +00) (obecné Feseni z(t) = c(t? — 1));
b) z(t) =3t —2, t € (0,400) (obecné Feseni z(t) = ct — 2);

c) z(t) =5t2 — 2, t € (0,4+00) (obecné feseni z(t) = ct? — 2);
d) z(t) = t%, t € (—1,+00) (obecné feseni x(t) = 317);
x(t)=t"3—1,t € (0,+00) (obecné feseni x(t) = ct=3 —1);

f 1 —esint ¢t € R (obecné feseni z(t) = ceSnt + 1);
g) z(t) =3e " — 1, t € R (obecné feseni z(t) = ce ¥ —1);
h) z(t) =2sint + 1, t € (0,7) (obecné feseni z(t) = csint + 1);

z(t)=2(t+1)e ?, t € R (obecné feseni z(t) = c(t +1)e™t);
t

7, t € (—1,400) (obecné feseni x(t) = %)

(

b) z(t) = (Int+2)t~1, t € (0,+00) (obecné Feseni z(t) = ¢ + L1n|t|);
c¢) z(t) = —(1 +cost)t?, t € (0,+00) (obecné feseni x(t) = ct? — t? cost);
d) z(t) = 472 + 1%, t € (0,+00) (obecné feseni x(t) = ct=2 + t2);

) =t3(e—et), t € (0,4+00) (obecné feseni z(t) = ct3 — t3el);
z(t) =2t73+t"1 t € (0,+00) (obecné feseni x(t) = ct=3 +¢71);
)= (2—t)e?”, t € R (obecné feseni z(t) = cet’ — tel’);
)= (t+1)cost, t € (—5,%) (obecné feseni x(t) = ccost + tcost);
i) z(t) = (t+1)(In(t+1)—1), t € (—1,+00) (obecné Feseni z(t) = c(t+1)+(t+1) In[t+1]);
)

w(t) = &=, t € R (obecné fefeni (1) = 2% + zhy).




