Realna éisla

N ... pfirozend ¢isla: {1,2,3,...}

Z ... celd &sla: {0, 41, £2,£3,...}

Q ... raciondlni ¢isla: {% ta€Z, be N}

R ... redind cisla

C ... komplexni ¢isla: {x + jy: =,y € R}, j2=-1
R\ Q ... draciondini ¢isla (V/2, 7, e, ...)

Tvrzeni. Mezi kaZdymi dvéma realnymi ¢isly je nekonecné
mnoho cisel raciondlnich i iraciondlnich.

Definice. Realné ¢islo x se nazyva:
kladné, pokud x > 0;

zdporné, pokud x < 0;

nezdporné, pokud x > 0;

nekladné, pokud z < 0.

¢iselnd osa

Definice. Pro kazdé a,b € R, a < b, rozeznavame tyto
typy intervalu s krajnimi body a, b:

(a,b) ={z € R: a < z < b} (otevieny);

(a,b) ={x € R: a <z < b} pro a,b € R (uzavieny);

(a,b) ={zr € R: a <z <b} pro b € R (polouzavieny);
(a,b) ={z € R: a <z < b} pro a € R (polouzavieny).
Body intervalu, které nejsou krajni, nazyvame vnitrni body.

Definice. Rozsivend mnoZina redlngch cisel je R = RU
U {—00, 400}, kde —00 a +00 se nazyvaji nevlastni ¢isla.
Pro kazdé x € R pokladdame:

1) —co <z < 400

2) |=oo| = [+o00| = +o0

3

xr + 00 = 00,

Tr—00=—00, —00 — 00 = —00,
400, x>0,
- 00 = 00 - 00 = 00,
—o0, <0,
T __
==0.
Nedefinujeme: oo — oo, 0 - 00, 2.

Poznamka. Nevlastni ¢isla vyuzivime pfi popisu inter-
valtl, napiiklad:

(—00,0)={z€eR: —co<x<0}={zreR: z <0},
(—00,4+00) =R.

Definice. Necht M C R. Cislo k € R se nazyva:

horni mez mnoziny M, pokud z < k pro kazdé x € M;
dolni mez mnoziny M, pokud x > k pro kazdé x € M.
Mnozina M se nazyva:

shora omezend, pokud ma horni mez;

zdola omezend, pokud ma dolni mez;

omezend, pokud ma horni i dolni mez.

Priklady.

1) N je zdola omezend, neni shora omezené.
2) Z neni omezené ani zdola, ani shora.

3) (0,1) je omezend mnozina.

Definice. Nechf M C R je neprazdna. Supremum mno-
Ziny M (sup M) je nejmensi horni mez mnoziny M (400
pro shora neomezenou), infimum mnoZiny M (inf M) je nej-
vétsi dolni mez mnoziny M (—oo pro zdola neomezenou).

Piiklady. Pro intervaly (0,1), (0,1) dostédvame:
sup(0, 1) = min(1, +o00) = 1, inf(0, 1) = max(—o0,0) = 0,
sup(0,1) = min(1, +00) = 1, inf(0, 1) = max(—o0,0) = 0.

Poznamka. Jestlize existuje maximum (minimum) mno-
Ziny, pak je zérovei supremem (infimem) této mnoziny.

Véta. KazZdd neprdazdnd mnoZina redlnych cisel md supre-
mum 1 infimum.

Véta (princip vnofenych intervald). Jestlize pro uza-
viené intervaly I, (n €N) plati I D Iy D I3 D -+, pak
Mhen In # (). Jestlize navic délky intervald I, klesaji k nule,
pak je tento prunik jednobodovy.

Dutkaz: Oznac¢me I,, = {(an,by,) pro kazdé n € N. Z pied-
pokladu vyplyva, ze a1 < ag < az < --- < by < by < by.
Mnozina {a,, : n € N} je neprazdnd, shora omezend kazdym
¢islem b, ma tedy v R supremum, ozna¢me ho a. Protoze
a < b, pro kazdé n € N, ma mnozina {b,,: n € N} v R infi-
mum, ozna¢me ho b. Protoze a < b, je (), oy In = {z € R:
a < x < b} # . Jestlize délky intervalii I,, klesaji k nule,
pak a = b.

Poznamka. Podminka uzavienosti intervali ve vyse uve-
dené vété je podstatnd: je-li I,, = (0, %) pro kazdé n € N,
pak 1 DI D I3 D a(,enln = 0.

Definice. (Redlnad) funkce (redlné proménné) je zobrazeni
A — R, kde A C R je neprazdna.

Mnozina A je definicni obor funkce f (D(f)), mnoZina
f(A) ={f(x): = € A} je obor hodnot funkce f (R(f)).
Graf funkce f je mnozina {[z, f(z)]: x € D(f)}.

Poznamka. Pokud neni zadan defini¢ni obor, bereme ma-
ximalni mozny.

Definice. Funkce f: A — B se nazyva

prostd, pokud riznym vzortim odpovidaji réizné obrazy;
na B, pokud jeji obor hodnot je B (f: A =% B);
vzdjemné jednoznacnd, pokud je prostd na B.

Priklady.
1) 22 neni prosta (f(1) = f(—1)), je na (0, +00).
2) 2® je prosta na R.

Poznamka. Neostré usporadéni f < g a operace s¢itani,
od¢itani, nasobeni a déleni funkci definujeme , bodové“.

Definice. SlozZeni funkci f: A — Bag: B — C je funkce
go f: A— C definovana piedpisem (g o f)(z) = g(f(z)).

(gof)(x)=yg
(fog)z)=f

Definice. Funkce g: R(f) — A je inverzni k funkci f:
A — B, pokud (g o f)(z) = x pro kazdé x € A. Znac¢ime
g9=r-1



Véta. Funkce f md inverzni funkci prave tehdy, kdyz je
prostd. Pak R(f_1) = D(f) a f je inverzni funkce k f_1.

Poznamka. Graf f_; je symetricky s grafem f podle osy
prvniho a tfetiho kvadrantu (pfimky o rovnici y = ).

Priklady. 1) 2 je prosta na (0, 00), ma inverzni \/z.
2) f(z) =e*: R 2% (0, +00) je prostd, ma inverzni g(z) =
=Inz: (0,400) 25 R; gof# fog.

Definice. Funkce f je (zdola, shora) omezend na A C
C D(f), pokud je (zdola, shora) omezend mnozina f(A).

Poznamka. Pokud neurcujeme A, myslime D(f).

Piiklady.

1) 22 je zdola omezené (x? > 0), neni shora omezena.
2) arctgx je omezena.

3) 23 neni omezena zdola ani shora.

Definice. Funkce f je rostouci (resp. klesajici, neklesajici,
nerostouct) na mnoziné A C D(f), pokud f(z) < f(y)
(resp. f(z) > f(y), f(z) < f(y), f(x) = f(y)) pro vSechna
xz,y € A takova, ze x < y.

Vsechny takové funkce se nazyvaji monotonni, rostouci a
klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonnd.

Priklady.
1) 22 je klesajici na (—oo, 0), rostouci na (0, +00).
2) sign z je neklesajici.

Véta. Rostouci (klesajici) funkce je prostd a md inverzni
funkci, kterd je rovnéz rostouct (klesajict).

Definice. Funkce f je
1) sudd, pokud f(—x) = f(z) pro kazdé x € D(f);
2) lichd, pokud f(—z) = —f(x) pro kazdé x € D(f).

Priiklady.
1) 22 je suda.
2) 22 je lich4.

Poznamka. Graf sudé funkce je osové symetricky podle
osy vy, graf liché funkce je stfedové symetricky podle po-
catku.

Definice. Funkce f se nazyva periodicka s periodou p > 0,
pokud f(z + p) = f(z — p) = f(z) pro kazdé = € D(f).

Priklad. Funkce sinz je periodicka s periodou 27.

Poznamka. Ma4-li funkce periodu p, mé i periody np
(n € N). Nejmensi perioda (pokud existuje) se nazyva zd-
kladns.

Elementarni funkce

mocniny ¢
defini¢ni obor pro racionalni a = %, p € Z,q €N, pq
nesoudélné:

’ H q liché \ q sudé ‘
p=>0 R (0, 400)
p<0 | R\{0} | (0,+00)

pro a € R\ Q pokladame 2% = e*'* tedy D(f) = (0, +00)

exponencidlni funkce o zdkladu a > 0: a®
logaritmus o zdkladu a > 0: log, =

(log z pro zédklad 10, Inz pro zaklad e)
Pro kazdé z,y € R a kazdé a > 0 plati

a*tV =a% - a¥, (a®)¥ =a"™.

Pro kazdé a € (0,1) U (1, +00) plati

log, (zy) =log, x + log, v, z,y >0,
log, z¥ = ylog, =, x>0.
goniometrické funkce: sinx, cosx, tgx = Z;‘;‘fb, tgr = 7

inverzni funkce: arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x

sinz +cos’z =1
sin(z + y) = sinx cosy + cosx siny

cos(z +y) = cosz cosy — sinx siny

. 9 1 —cos2zx
sin“gx = ——
2
9 14 cos2x
cos“r = ———
2
hyperbolické funkce:
e’ —e " sinh x
sinhy = —— tghz =
e 2 ’ BT = osha
e’ +e™ " cosh
coshx:+77 cotghz = — T
2 sinh x

inverzni funkce argsinh x, argcosh z, argtgh =, argcotgh x

cosh? z —sinh®z = 1
sinh(z 4+ y) = sinha coshy + cosh x sinhy
cosh(x + y) = coshz coshy + sinh x sinhy

’ Limity a spojitost funkci‘

Definice. Okoli bodu a € R o poloméru r > 0 je
U(a,r)={z €R: |z —a|<r}=(a—r,a+r).
Prstencové okoli bodu a € R o poloméru r > 0 je
P(a,r) =U(a,r)\ {a} = (a—7r,a)U(a,a+ 7).
Okoli bodii £00 jsou (r je redlné ¢islo):
U(—o0,7) = P(—o0,7) ={z € R: z <71} = (—00,T),
U(+oo,r) = P(+o0,7) = {z € R: z >r} = (r,+00).

Definice. Funkce f definovana v prstencovém okoli bodu
a € R ma v bodé a limitu b € R (lim,_, f(x) = b,
f(z) Z=% b), jestlize plati: Ke kazdému okoli U bodu b
existuje prstencové okoli P bodu a tak, ze f(P) C U.

Poznamka. Obecnéji se definuje limita v hromadném bodé
defini¢niho oboru.

Tvrzeni. Pro kazdé a € R plati:
1) lim, ., ¢ = ¢ pro kaZdé c € R.
2) lim, ., x = a.

Dtikaz: 1) f~}(U) = R pro kazdé U, napi. P = P(a,1).
2) f~Y(U) =U pro kazdé U, napi. P =U \ {a}.

Priklad. lim, .. sinz neexistuje: pro b € R existuje
U, 2 (—1,1), f~1(U,) neobsahuje prstencové okoli +oo.



Poznamka. Jednostranné limity pro leva/pravd prsten-
cové okoli a (body prstencového okoli nalevo/napravo od a).

Priklad. lim, .o_signz = —1, lim, oy signx = +1.

Véta. Limita v bodé a € R existuje pravée tehdy, kdyz

ezistuji obé jednostranné limity a rovnaji se.

Poznamka. Naésledujici véty lze formulovat i pro jedno-
stranné limity.

Véta (o jednoznacnosti). KaZdd funkce md v kaZdém bodé

nejvyse jednu limitu.
Diikaz: Pokud méa v a limitu b, tak jiné ¢islo ¢ € R neni

limitou: ex1stu31 disjunktni okoli Uy, U, bodti b, ¢, f~1(U..) je
disjunktni s f~1(U,) a neobsahuje tedy prstencové okoli a.

Véta (o monotonii). Je-lilim,_,, f(x) =b, lim,_, g(x) =
=c a f < g na prstencovém okoli bodu a, pak b < c.

Dtikaz (sporem): Pro b > ¢ existuji disjunktni okoli Uy, U,
bodi b, ¢ a prstencové okoli Py, P. bodu A tak, ze f(P) C
C U, f(Py) C U, pro xz € PrN Py je f(z) > g(x) — spor.

Priklad. Ne pro <: 0 < % na (0, +00), v +00 stejna limita.

Véta. Funkce s vlastni limitou v a je omezend na prsten-
covém okoli a.

Véta. Funkce s kladnou (zdpornou) limitou v a je na prs-
tencovém okoli a kladnd (zdpornd).

Véta. lim,_,, = 0 prdvé tehdy, kdyz lim,_, |f(z)| = 0.
Dukaz: f(z) € U(0,¢) pravé tehdy, kdyz |f(z)| € U(0,¢).

Véta. Monotonni funkce na intervalu md v jeho krajnich
bodech prislusné jednostranné limity (supremum a infimum
funkénich hodnot).

Dtikaz (pro f neklesajici na I = (a,b)): ¢ = sup f(I), okoli
U bodu ¢ mé levy krajni bod d, existuje e € (d,c) N f(I),
f71U) D (f-1(e),b) — levé prstencové okoli b.

Piiklad. ¢ : R 2% (0, +00) je rostouci, tedy
lim,_,_ e* = inf(0, +o0) = 0,
lim, 4 o0 € = sup(0, +00) = +o0.

Priklad.

+o00, a>0, 0, a>0,
lim z=<1, a=0, lim 2*=<1, a=0,
z—-+00 z—0+

0, a<0, 400, a<0.

Véta (limita souétu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkci). Li-
mita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) funkci je soucet (roz-
dil, soucin, podil) limit, pokud je definovdn (véetné operact
s nevlastnimi ¢&isly).

Dtikaz (pro soudet vlastnich limit): Pro U(b+c, ) uvazujme

f(Pr) CU(®b, 3) a f(Py) CU(c,5), pak (f +9)(PrNFy) C
CcU(b+ce).

Piiklady.

1) lim (22 =3z +1) = |oo — 00+ 1| nedefinovéno

T—+00
= lim 2*(2—327'+27?%) = (+00) -2 = 400,
r—+00
20 -1 —
2) lim 9267 = |=>°| nedefinovano
r——oo < 41 400
2071 —272  0-0
= 1. = = 0
im0 14a2 140
-1 0
3) lim * = |=| nedefinovano
e—11z2—1 0
. z—1 . 1 1
= lim = lim =-.
e—1 (z—1)(z+1) +>1z+1 2

Tvrzeni. Je-li lim,_, f(z) >0, lim, .,g9(z) =0ag >0
na prstencovém okoli bodu a, paklim,_,, f(z)/g(x) = +oo.

Poznamka. )
-

Priklady.

D) w%l:l: r—1 ‘

2) ilinl (x —1)2 ‘

Tvrzeni. Je-li lim, ., f(z) = b € {£oo} a g je omezend
na prstencovém okoli a, pak limmﬁa(f(x) + g(x)) =b.

Poznamka.
| + 00 4+ omez.| = 00
Piiklad. lim, o (z 4 cosx) = |[+00 + omez.| = +o0.

Véta (o sevieni). Je-li lim,_,, f(z) = lim;_,9(x) =b a
f < h < g na prstencovém okoli a, pak lim,_,, h(z) = b.

Véta. Je-li lim,_,, f(z) = 0, g je omezend na prstencovém
okoli a, pak lim,_., f(x)g(x) = 0.

Poznamka.
omez.
|0 - omez.| = =l =
+oo
Priklad. lim, oz sin 2 = |0 - omez.| = 0.

Tvrzeni. Jestlize lim, ., f(x) neexistuje, pak plati:

1) Je-li lim,_.q g(z) vlastni, pak lim, ., (f(z) £ g(z)) nee-
zistuje.

2) Je-li lim,_,, g(z) vlastni a nenulovd, pak neexistuji

lim, o (f(2) - 9(2)) alimy—q(f(2)/g(z)).

Priklad. lim,_, 4

sinx __ ’neex

o7 = | neexistuje.

Poznamka.

m
z—0 X z—0 x



Véta (limita slozené funkce). Necht pro a € R plati:
(1) lim, o f(z) =bER,

(2) limy ., g(y) =c€R.

(3) g(b) = ¢ nebo f(x) # b na prstencovém okoli a.
Pak lim, (g o f)(z) =c.

Duikaz: U,

(2): existuje Py: P, EN

(1): existuje P,: P, ER P, uU{b}

(3): pro g(b) = c je P, U {b} L U, P, ELR Ue,

jinak existuje P!: P! L5 p,, P 225, 1,

Piiklad. lim, ., e'/* = lim, ge¥ = 1.

Priklad. f(z)=zsin<, lim,_q f(z) =0
g(y) =0 proy # 0, g(0 ) =1; limy, 0 g(y) =0
(go f)(x)=1prox € {X: k € Z}, jinak 0
lim,,o(g o f)(x) neexistuje.

Poznamka. Podminka g(b) = ¢ ve vété o limité slozené
funkce znamené spojitost funkce g v bodé b.

’ Spojitost funkci ‘

Definice. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f), pokud ke
kazdému okoli U bodu f(a) existuje okoli V' bodu a tak,
ze f(V N D(f)) C U. Funkce je spojitd, pokud je spojita
v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Véta. Funkce f definovand v okoli bodu a je v bodé a
spojitd pravé tehdy, kdyz lim, ., f(z) = f(a).

Poznamka. Podobné spojitosti zleva/zprava.

Priklady. 1) z je spojitéa.
2) sign x je spojitd v bodech R\ {0}, neni spojitd v bodé 0.
3) Dirichletova funkce

1
R DS

neni spojita v zadném bodé.

Véta. Jsou-li funkce f,g spojité v bodé a, pak plati:

1) Funkce f +g, f-g, |f| jsou spojité v a; je-li g(a) # 0,

pak i funkce f/g je spojitd v bodé a.

2) Emistuje okoli bodu a, na kterém je funkce f omezend.
3) Je-li f(a) >0, pak f > 0 na nékterém okoli bodu a.
4) Je-li funkce f spojitd v bodé a a funkce g spojitd v bodé
f(a), pak funkce go f je spojitd v bodé a.

Véta. Polynomy a raciondlni funkce jsou spojité funkce.

Véta. Mocniny, exponencidlni, goniometrické a hyperbo-
lické funkce a funkce k nim inverzni jsou spojité.

Véta. Spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyvd nej-
vét$i a nejmensi hodnoty.

Véta (o mezihodnoté). Je-li funkce f spojitd na intervalu
I a nabyvd-li v ném hodnot m a M, m < M, pak v tomto
intervalu nabyvd vsech hodnot z intervalu (m, M).

Dusledky.

1) Pro spojitou nekonstantni funkci je obrazem intervalu
interval (uzavieného uzavieny).

2) Spojitd funkce na intervalu je prostd (md inverzni
funkei) prdve tehdy, kdyZ je ryze monotonni. Inverzni
funkce pak je spojitd.

Posloupnosti

Definice. (Nekoneénd) posloupnost (redlnych éisel) je zob-
razeni N — R.

(an)S2q, an = f(n) je n-ty clen
nekonec¢nérozmérny aritmeticky vektor

Priklady.

1) (2"l =(2,4,8,...) = (2-2"71)p2,

an = a1q" "' ... geometrickd s kvocientem q.
2) (1, 37 57 77 . ) = (1 + 2(’”‘ - 1))7(;0:1

anp =a1+ (n—1)d ... aritmetickd s diferenci d.
3) ap = az = 17 Ap4+2 = Qn + Ap+1- (17 17 2a 3, 5787 117 .. )
(Fibonacciho)

Definice. Vybrand posloupnost (podposloupnost) z po-
sloupnosti (a,)%2 ; je posloupnost (ag, )22, kde (k,)32, je
rostouci posloupnost prirozenych ¢isel.

Poznamka. Limita posloupnosti je limita funkce v hro-
madném bodé +oo definiéniho oboru (lze také uvaZzovat
f(z) =an, prox € (n,n+1).)

Poznamka. a, = f(n), k, = g(n): ar, = (f o g)(n).

Definice. Posloupnost (a,);%; ma limitu a € R (znacime
lim, oo Gn = @, Qp ——s a), pokud pro kazdé okoli U
bodu a existuje ny € N tak, Zze pro vSechna n > ng je
a, € U.

Definice. Cislo a € R je hromadnd hodnota posloupnosti,
pokud v kazdém okoli a lezi nekone¢né mnoho jejich ¢lent.

Piiklad. Posloupnost ((—1)")°

,—; ma hromadné hodnoty
+1.

Tvrzeni. Limita posloupnosti je hromadnou hodnotou po-
sloupnosti. Hromadnd hodnota posloupnosti je limitou neé-
které vybrané posloupnosti.

Véta. Kazdd posloupnost md v R alesport jednu hromadnou
hodnotu (omezend posloupnost vlastni).

Tvrzeni. Supremum a infimum mnoziny hromadngch hod-
not posloupnosti jsou hromadné hodnoty této posloupnosti,
znacime je limsup,, . a, (limes superior) @ liminf,, . ay
(limes inferior).

Véta. Pro posloupnost je ekvivalentni:

1) Md limitu.

2) Md jedinou hromadnou hodnotu.

3) Limes inferior a limes superior posloupnosti jsou stejné.
4) Kazdd vybrand posloupnost md stejnou limitu.



Véta. lim, ., f(z) = b prdvé tehdy, kdyz lim, ., f(a,) =
= b pro kaZdou posloupnost (a,)>2, éisel z D(f) \ {a} s
lim,, oo ay, = a.

Priklad. lim,_, - sin z neexistuje:
lim,, .o sin7n = 0, lim,, .., ™ = 400,
lim,, o0 sin( g + 27n) = 1, lim,, oo (5 + 270) = +o00.

’ Derivace funkce ‘

,Okamzita* zména funkce jako limita primérnych zmén.

Definice. Derivace funkce f v bodé a je

9 () = Pl = 1 LOEW =@

dx h—0 h

Poznamky.
1)
f/(a) — ilg}l f(l‘; : g(a) )

2) Derivace funkce v bodé miize byt vlastni nebo nevlastni.
3) Podobné jednostranné derivace.

Piiklad. Pro funkci f(z) = ¥z je

Vh—0 _ 1 ‘1

f/(0) = lim

h—0 h o 2 ot

‘ = +4o00.
Definice. Funkce f méa derivaci na intervalu I, pokud méa
derivaci v kazdém vnitinim bodé I a pfislusné jednostranné
v pripadnych krajnich bodech I. Derivace je opét funkce,
znacime ji f’.

Tvrzeni.

1) () =0 x € R (c € R je konstanta).

2) (%) = az®? x € R (pro a € N),
x # 0 (pro a € Z),
x>0 (pro a € R).

3) (™) =e” z € R.

4) (sinz) =cosz zeR.

5) (cosz) = —sinz zeR.

Dikaz:

1) (¢) = limp—o < = limp—o § = lim,—o0 =0.
2) proa € N:

(@) = limy_o L [(z + B)" — 2"] =

=limy o 7 (" +na" h4---+h" —2") =

= limy_o(na" "t + - + A" 1) = pgn!

3) (e%) =limpg + (e"T" —e®) =

= lim;_,ge” ehTfl —e%.] =¥

4) (sinz) = limy,_o 7Sin(z+2)_smz =

— limy,_o 2cos(z+h/2)sinh/2 _

n
= limp ¢ cos(z + h/2) 5"}172/2 =cosx-1=cosx.

. z+h)— E
(COS .’13)/ = limy, o cos(z+h)—cosz _

—2sin(z+h/2)sinh/2 __
W =

= hthO
= — limy, o sin(x + h/2) 72

= —sinz-1=—sinz.

Piiklady.
1) (z3) = 32371 =32%, z € R.
2) (V) = (a1/3) = 321/3-1 =1/(3Va?), z #0.

Véta. Funkce je spojitd v kazdém bodée, ve kterém md
vlastni derivaci.

Dikaz: f(z) = f(a) + f@)=fa) (r —a) =%

r—a

fla) + f'(a) -0 = f(a).

Priklady.

1) signx je nespojitd v 0,
sign’(0) = limy, ¢ w = limy, g ITllI = ‘i = +o0.
2) f(z) = |x| je spojitd v 0, f/(0) neexistuje: f,(0) =
= limy o4 P10 = limy,_oq +1 = +1.

3) f(x) = ¥z je spojitd v 0, f'(0) = +o0.

Véta (o derivaci sou¢tu, rozdilu, soucinu a podilu). Jsou-li
f, g funkce, které maji vliastni derivace v bod€ a, pak:

1) (7 £ 9)(a) = f'(a) ' (a);

2) (F-9)(a) = £'(a) gla) + f(a) g'(a);

3) je-li g(a) # 0, pak

(i)'(a) _ [(a)g(a) — fla)g'(a)

g 9(a)?
Dukaz:
(f£9)(@) — (f£9)(a) _ f(x) — f(a) _g(z) —g(a)
=% f'(a) £ ¢'(a);
(f-9) =)= (f-9)(a) _

zg(a)lg(x) f(xiif(a) 9(a) = /( >'g(32:i(a)
sze, 1 ! — fla)g'(a
T S [f'(a) g(a) = f(a) g'(a)]

Poznamky.

1) Podobné pro derivaci (funkei).

2) ProceRje (cf) = (¢) f+cf = cf (,derivace ndsobku
je nasobek derivace®).

3) Zobrazeni ': f — [’ je line4rni.

4 (it fotFf) =fitfat -+ o

(fifor o) =fifa ot Aifs o fot o+ fifa [

Priklady.

1) (322 + 2x)" = 62 + 2.

2) (z?e®sinz) = 2ze%sinz + 22 e®sinx + 2% e” cos z.
) (rgay — (dae)’ — sl omzins s _

_ cos?z+sin®x 1
cos? x cos?x "

Véta (o derivaci slozené funkce). Mad-li f vlastni derivaci
v a, g vlastni derivaci v f(a) = b, pak go f md v a derivaci

(go f)(a)=d'(b)- f'(a).



Dtikaz: Ozna¢me f(z) = y. Funkce
Hy) = q(y;_q(b) . y#b,
g/(b) ) y=>,

je spojitd v b, v okoli b je g(y) — g(b) = t(y) (y — b), plati

(gof)(z)—(gof)la) _9(f@) —9(f(a) _
_9(y) —g(d) _ty)(y=b) _
) LT 2, ) ()
Poznamky.

1) Schematicky pro f(z) =y, g(y) = 2 2 = & - du,

2) (fno--ofaofi) =fr - fafi.

Priklady.
1) (sin2?)’ = cosz? - 2x.
2) (coshz) = (5 (e” + e_”))l =1 (e” —e ") =sinha.

3) (ecowz)’ = gcosa’ (—sina?) - 2.

Poznamka.

(eax)/ =qge®® (sinaaj)/ =acosaxr,

(cosaz) = —asinax.

Derivaci (f_1 0 f)(z) = x dostaneme f,(f(z)) - f'(z) = 1.

Véta (o derivaci inverzni funkce). Je-li funkce f spojitd
a ryze monotonni na otevreném intervalu I a existuje-li
nenulovd derivace funkce f va € I, pak

1
/
" a
f l(f( )) f’(a)
Dutkaz: Oznaéme y = f(z), b = f(a). f(I) je otevieny in-
terval, existuje spojitd f_1 na f( ).
) —fal) 1y 1
y—b @@ @)

Poznamka. Obvykle vychazime z funkce, jejiz derivaci
chceme spocitat, takze podminky monotonie a nenulovosti
derivace ovéfujeme pro inverzni funkci.

Piiklad. Inzx je inverzni k e¥, kterd je spojitd, rostouci a
mé nenulovou derivaci. Pro z > 0 (z € D(In)) je

1 1 1
(nz)’ = (ev) T ey ez -
Tvrzeni.
(arctgx) = $21 T (arccotgz) = ﬁ, reR
(arcsinx)’ = ﬁ, (arccosz) = \/%, re(-1,1)
Priklady. 1) ( “1‘”) =etne.a _ gpo-l

a
xT
e*lne Iy g =2%Ina.

2) (‘ra)/ — (emlna)

Definice. Derivaci fddu n (n-tou derivaci) funkce f zna-

&ime f() nebo a definujeme rekurentné

fO =5 ™ =(f0D) proneN.

Priklad. Pro f(z) = 1/z = 27! dostavame

n N
V" o

F () =

Poznamky.
1) Derivace fadu n je linedrni zobrazeni, takze

(it fot ot fi)® = f + (5 o £

2) Derivace souc¢inu dvou funkci se pocitaji nasledovné:
(f9) =f'g+fg',

(fg)//:(f/g"!_fg/)/:fllg+2f/g/+g”;
(fg)l// :fll/g+3f”g,+3f/g//+g”/

zn: <Z> k) (8

k=0

(fg)t™

’ Aplikace derivaci

Geometrické aplikace

f@)=f(a)

f/(;a smérnice teény v [a, f(a)]

.. smérnice seCny body [a, f(a)], [z, f(z)]

tecna:

y— fla) = f'(a) (x —a)
= f(a) + f'(a) (z — a) = Th(2)

smérovy vektor tecny (kolmy k normale): (1, f'(a))
normala:
z+ f(a)y=a+ f'(a) f(a)
r=a, pro f'(a) =0,

y=f(a) - pro f'(a) # 0

1
Py
Piiklad. Urcete teénu a normalu grafu funkce f(z) = e®
v bodé [1,7].

fr)=e

f) =e, f'(x) =e”
tecna: y = f(1) + ()( 1)=e+4e(z—1)=ex
Izt (et+e™)

norméla: y =e+e(x — 1) =



Véty o stfedni hodnoté

Véta (Rolleova). Necht pro funkci f plati

(1) f je spojitd na intervalu {(a,b),

(2) f md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b),

(3) fa) = f(b).

Pak f'(c) = 0 pro néktery bod c € (a,b).

Duikaz: pro konstantni je f' = 0 na (a, b);

nekonstantni nabyvd minima nebo maxima uvnitf {a, b);
napiiklad pro maximum v bodé ¢ € (a,b):

7€) = JL(e) = limpo HEHE 2 0,

f’(c):f_/i_( )—hmh O+M<O

Priklady.

1) Funkce f(z) =« na (0,1), f(1) = 0 nespliiuje (1).
2) Funkee f(z) = |z| na (—1,1) nespliiuje (2).

3) Funkce f(z) = z na (0,1) nespliiuje (3).

Véta (Lagrangeova, o piirtstku funkce). Necht f je spojitd
a {a,b) a md deriaci v kazdém bodé (a,b). Pak existuje
€ (a,b) tak, ze

f) = fla) = f'(c)- (b—a).

Dukaz: funkce g(z) = f(z)— f(a)— W (z —a) spliuje
podminky Rolleovy véty, existuje ¢ € (a,b):

_ — f(0)—f(a)
0=g'(c) = f'(c) = ==~

Tvrzeni. Je-li funkce f spojitd v bodé a zprava a existugje-li
f'(a+), pak

fila) = f'(a+).
Dtkaz: podle Lagrangeovy véty pro x > a takova, Ze
(a,z) C D(f), existuje ¢, € (a,x); pro x — a+ je cg — a+;
f«lk (a) = limg qq f(agi:i(a) = limg a4 f/(ca:) = f/(a+)

Poznamka. Podobné pro derivaci zleva, oboustrannou.

Véta (Cauchyova). Necht funkce f,g jsou spojité na in-
tervalu {(a,b), maji vlastni derivaci na (a,b) a g # 0 na
(a,b). Pak existuje c € (a,b) tak, Ze

f®) = fla) _ f'(e)
g(b) —g(a)  g'(c)’

Dikaz: funkce h(z) = (f(b)— f(a)) g(z)— (g(b)—
spliiuje podminky Rolleovy véty, existuje ¢ € (a,b):

0="1(c) = (f(b) — f(a)) g'(c) — (9(b) — 9(a) f'(c ),

protoze ¢’ # 0 na intervalu (a,b), je ¢’(c) # 0 a také

g(b) # g(a)

9(a)) f(x)

\a

I’Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo). Necht pro funkce f,g plati:
(1) limg oy f(2) = limz—q4 g(x) = 0 nebo

limy a4 [g(2)] = +o0,

(2) existuje limy o1 flgg eR.

Pak

Dikaz: pro lim, .4 f(2) = lim, .4 g(z) = 0:

uvazujme x > a takové, aby f’ ¢’ existovaly na (a,x) a
g # 0, polozme f(a) =
pro interval {(a,x) existuji ¢, € (a,z), tj. pro z — a+ je

g(a) = 0; podle Cauchyovy véty

Cy — a+:

f(z) _ f(@)=f(a) _ f'(ca) =0t
g(z) g(z)—g(a) g'(ca)

limz o+ ; g’ Ezg

Poznamky.
1) Podobné pro limitu zleva ¢i oboustrannou.
2) L’Hospitalovo pravidlo lze pouzit opakované.

Priklady.

1) lim, o 1“(1;7”) = |%| I lim,_.o % =1

2) limg— 4 oo % = ‘%‘ o lim, oo % = 400
!

3) lim,— 4 oo ?TZ — ‘% 'H lim, 100 2;

doo| VH . o
= |T2| = limg 40 5 = +00.

+o0o
4) lim, oy zlnz = |0+ (—o0)| = limz 04 11“72 =
oo | VH . T .
= | 72| = im0+ #/362 = lim, o4+ (—2) =0.
5) limg 400 (1 + 1/2)* = exp[limy 400 z1n(1 4+ 1/2)] =
— expllin, oo 2031/2)]
I'H . x)-(— 2
= exp [hmx—>+oc —1/(1“_/1}3:(2 L/ ]
= exp[limz 4 oo ﬁ] =expl =ce.

Poznamka. Pokud limita podilu derivaci neexistuje, nelze
I’'Hospitalovo pravidlo pouzit, ale neznamena to, ze limita

t 1 3 sae 13 sinx __ |omez.| __
podilu funkei neexistuje: lim, . o, 2 = W‘ =0, ale
limita podilu derivaci lim, . o, “4* neexistuje.

Poznamka. I’Hospitalovo pravidlo lze pouzit i pro vy-
pocet limit posloupnosti, pokud najdeme vhodnou funkci.
Napftiklad lim,, . e™/n = lim, 1 e%/z = 0.

Taylortv polynom

Véta (Taylorova). Necht funkce f md spojité derivace aZ
do fddun > 0 v (a,z), f"V) ezistuje v (a,z). Pak existuje
c € (a,x) tak, Ze

f@) = 5@+ L0 @ -0+ LD o oy
(n) (n+1)
+ f n'(a) ((E _a)n + W(x_a)n+l'
Tayloriv polynom funkce f v bodé a ¥adu n ... Ty(z),

zbytek v Lagrangeové tvaru.

Poznamky.
1) Podobné pro (x,a).
2) n=0: f(z) = f(a) + f'(c) (z — a) (Lagrange).

Yx=a+h: fla+h) :f(a)+%h+--~
4) f+1) spojita, = blizko a ... c blizko a ...
blizko f("*1(a) ... T, presn&jsi

£ ()



Duikaz:
Tn(a) = f(a)

T = f@
@ = 1O

f(z) =Ty(z) + M(z — a)"!
g(t) = f(t) = To(t) = M(t—a)™™,  te€ (a,x)

Rolle (n + 1)-krat:

g)=0  g(a)=0

dey € (a,2): g (c1)=0 g (a)=0

Jeg € (a,0q): g’ (c2) =0 "(a)=0

depn € (a,cn-1): g™ (c,) = g™ (a) =0
Jee (a,cn): g tI(c) =

e —0-M-(n+1)!=0

F ()
 (n+1)!
Piiklad.
1 x? n zt 2® n
cos T ST
3 25 2T
s1nz~z—§+§—?+~-'

Poznamka. Taylortv polynom sudé (liché) funkce v bodé 0
je funkce suda (lichd).

Piiklad. Spoctéte &islo e s piesnosti 1073, vite-li, Ze e < 3.
flx)=e"a=0,z=1

f®(x) =e”, fB(0) =1

T():1+f,+””2+ +2—T

chyba (n+1), 1t < CESy +1), <103 pron > 6 B
e=f1)=Ts(1)=1+L+ %+ +&=271805

chyba 0,000 226. . ., odhad chyby 0,000 595 . ..

Prubéh funkce

Monotonie a extrémy

Véta (o monotonii). Je-li funkce f spojita v intervalu I a
md-li v kaZdém vnittnim bodé I derivaci, pak:

1) Je-li f' > 0 woniti I, pak f je rostouci v I.

2) Je-li f' < 0 wvnit I, pak f je klesajici v I.

3) Je-li f' > 0 wvniti I, pak f je neklesagici v I.

4) Je-li f' <0 wvnitv I, pak f je nerostouci v I.

Dikaz: z,y e I,z <y

Lagrange: [(z) — [(y) = F/(c) (z — y), c € (2,1)
1) f(x) — f(y) <0... f(x) < f(y) ... rostouci
2)—4) podobné

Poznamky.
1) Je-li f' =0 na intervalu, pak f je konstantni.
2) Je-li f/ = ¢’ na intervalu, pak f, g se lis{ o konstantu.

Priklad. f(z) = 2% — 3z +1
fl(z) =322 -3=3(x—1)(z+1)
f'>0mna (—oco,—1)U(1,400) ...
(1,+00)
f/<0mna(-1,1)...

f rostouci na (—oo, —1),
f klesajici na (—1,1)

Piiklad. f(z) = o

F'(x) = 322

"> 0na (—o0,0), (0, +00)

.. [ rostouci na (—o0,0), (0, +00) ... rostouci na R
Tvrzeni. Je-li f'(a) > 0, pak existuje okoli U bodu a tak,

Zeprox,y €U, x < a <y, je f(x) < fla) < f(y) (f je
rostouci v bod€ a).

Dtikaz:
, lim,_, M, f(x) > f(a) vpravo
0< fi(a) =1 . F(@)—F(a)
hmz_)a EE—22 . f(x) < f(a) vievo
Poznamky.
1) f'(a) <0 ... f je klesajici v bodé a.

2) Pro f’(a) = 0 se nic netvrdi.

Definice. Funkce f mé v bodé a ostré lokdlni minimum
(ostré lokdalni mazimum), jestlize pro nékteré prstencové
okoli P bodu a plati f(z) > f(a) (f(z) < f(a)) pro kazdé
z e P.

Poznamky.

1) Ostry lokdlni extrém: ostré lok. minimum nebo ostré lok.
maximum.

2) (Neostré) lokalni extrémy: neostré nerovnosti.

Véta. Md-li funkce f v bodé a lokdlni extrém, pak bud
f'(a) neexistuje nebo f'(a) = 0.

Diukaz: f'(a) > 0 ... rostouci v a ... neni lokalni extrém
f'(a) <0 ... klesajici v a ... neni lokdln{ extrém

Priklad. f(ac) = 2% — 3z + 1 (viz difve)

f(z) = 3m — 3, existuje v8ude, nulova v +1
f(=1) =3 ... ostré loklni maximum

f) = —1 . ostré lokalni minimum

Piiklad. f(z) = |z|
f/(x) = signz pro x # 0, f'(0) neexistuje
f(0) = 0 ostré lokdlni minimum

Priklad. f(z) = 2°
f'(z) = 322 existuje véude, nulova v 0
£(0) = 0 neni lokalni extrém

Véta. Necht f'(a) =0
1) Je-li f"(a) >0, pak f md v a ostré lokdind minimum.
2) Je-li f"(a) <0, pak f md v a ostré lokdlni mazimum.

Dikaz: 1) f’(a) >0 ... f' rostouci va ... f'(z) < f'(a) =
=0 < f'(y) pro z < a < y v nékterém okoli ... f klesajici
vlevo, rostouci vpravo ... v a ostré lok. minimum

2) podobné nebo pfechodem k — f

Piiklad. f(z) = 2% — 3z + 1 (viz dfive)
f(z) =322 =3, 210 = %1, f'(x) = 6z
f"(=1) = -6 < 0 ... ostré lokdlni maximum
f"(1)=6 >0 ... ostré lokdlni minimum



Piiklad. f(z) = o
f(z) =322 212 =0, f'(x) = 6z
7"”(0) =0 ... kritérium nerozhodne, 1. e. neni

Priklad. f(z) = x4
f’( )*41 T1,2,3 =
f"(x) = 1222, f"(0)
FO(x) = 24z, f®(0
F9(2) = 24, F9(0)

0, f (0) = 0 ostré lok. minimum
=0 ... kritérium nerozhodne
) pr—

Poznamka. Pro f/(a) =---
1) f@(a)>0...
2) f®(a) <0 ...

= f(anl)(a) =0:
ostré lokalni minimum,
ostré lokalni maximum.

Véta. Spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyvd ma-
zima (minima) bud v bodé, ve kterém md lokdind mazimum
(minimum,), nebo v nékterém krajnim bodé intervalu.

Diikaz: extrém ve vnitfnim bodé je lokalni.

Disledek. Funkce na uzavieném omezeném intervalu na-
byvd extrému bud v nékterém krajnim bodé nebo v bodé, kde
md nulovou derivaci, nebo v bodé, ve kterém nemd derivaci.

Priklad. f(z) = 2% + 2x na (—2,1).
f'(z) = 2z + 2, staciondrni bod: x; = —1
hodnoty: f(-1) = -1, f(—-2) =0, f(1) =
min f = f(-1) = -1, max f = f(1) =3

Konvexita, konkavita, inflexni body

Konvexita: 1) spojnice grafu nad grafem, 2) graf nad tec-
nou, 3) smérnice seen roste:

Definice. Funkce f je konverni na intervalu I, jestlize pro
kazdé x,y,z € I, x <y < z, plati

fy) = f@) _ () = fW)
y—x  — z—y

(konkduni pro >, ryze konv. pro <, ryze konk. pro >).

Véta. Je-li f spojitd na intervalu I a md-li vlastni druhou
derivaci vsude uvnitt I, pak:

1) Je-li f" > 0 wvnitr I, pak f je konveznd.

2) Je-li f"" <0 uvnitr I, pak f je konkduni.

Dukaz: 1) 2 < y < z: f’ je neklesajici, Lagrange ...

€ (z,y), d € (y,2):

f(y)_f(x)_ /C / _f(z)_f(y>
Yy S fOsf@="—"—"

existuji

Poznamka. Podobné pro ostré nerovnosti s ,ryze®.

Poznamka. Je-li f’ rostouci (klesajici, nerostouci, nekle-
sajici), pak f je ryze konvexni (ryze konkdvni, konkdvni,
konvexni).

Definice. Bod [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f
(funkce f mé v bodé a inflexi), pokud je funkce f spojitd v
bodé a, existuje f’(a) a funkce f je na nékterém jednostran-
ném okoli a ryze konvexni a na nékterém jednostranném
okoli a ryze konkévni.

Véta.
1) Md-li f v a inflexi, pak ' (a) neexistuje nebo f"(a) = 0.
2) Je-li f"(a) =0, f"(a) #0, pak f md v a inflexi.

Poznamka. f"(a) =---
inflexe v a.

= (@) = 0, FE D (@) £0 ...

Piiklad. f(z)=2° — 3z + 1
f(z) =32% -3, f"(x) =6z, 21 =0

" (x) =6, f7(0) #0 ... 0 je inflexni bod
nebo: f” < 0prox <0, f/>0proxz >0

Asymptoty

f(x) ~pr+q

Definice. Asymptota grafu funkce f v bodé a € {£o0} je
primka o rovnici y = px + ¢ takova, ze:
lim(f(x)—pa:—q) =0.
Tr—a
Ma-li funkce f v bodé a € R alespon jednu jednostran-
nou limitu nevlastni, nazyvame pfimku o rovnici z = a
asymptotou grafu funkce f v bodé€ a.

Piiklad. f(z) = 25 + 3=

D(f) =R\ {1}
lim, 14 f(z) = £oo ... =1 je asymptota v 1
lim, 400 (f(x) — %x) =0...y= %x je asymptota v Fo0

Tvrzeni. Funkce f md v a € {00} asymptotu o rovnici
y = px + q prave tehdy, kdyz

lim @ =p, lim(f(a:) —px) =q.
Priklad. f(z) = zsinz

lim, o0 f(2)/2x = lim,_,o Sin 2 neex. ... as. v 400 neex.

Piiklad. f(z) = 22

lim, o0 f(2) /2 = limy 0o € = 400 ... as. v +00 neex.

Piiklad. f(z) =Inz
lim, oo(Inz)/z = lim,; % =0 ('H)
lim, ,oo(Inz — 0z) = 400 ... as. v +00 neex.

Priklad. f(z) =2 + |z| + 1+ L5
lim, .04 = 400 ... asymptota x =1

lim o £ = 2
lim, oo (f(2z) —22) =1 ... asymptota y = 2z + 1 v +00
lim, o 12 =0

x

lim, .o f(z) =1 ... asymptota y = +1 v —o0

Poznamka. p = lim, .1 f'(z) ('Hospital), pokud ex.

*Slﬂl‘

Piiklad. f(z) =
=0. asymptota y= 0v +oo

lim, o f(2) \
lim, o f'(z) = hmggéOO Mw = lim,_, o 2 cos z2
.. neex.



Shrnuti vysetfovani prubéhu funkce

1) f: defini¢ni obor, spojitost, limity v krajnich bodech
D(f), v bodech nespojitosti, asymptoty, sudost, lichost, pe-
rioda

2) f’: monotonie, (lokdlni) extrémy, obor hodnot, teény
grafu v krajnich bodech D(f), D(f’), v bodech nespoji-
tosti.

3) f": konvexita/konkavita, inflexni body (véetné tecen).
4) Graf.

Priklad. f(z) = 2 — 322 + 3|

2

’ Neurdity integral ‘

Definice. Funkce F se nazyva primitivni funkce k funkci
f na otevieném intervalu I, jestlize F/ = f na I.

Poznamky.

1) V krajnich bodech lze jednostranné derivace.

2) Lze zobecnit: na sjednoceni intervalt; F’ = f aZ na ko-
neénou (¢ jinou) mnoZinu.

3) Ne vSechny funkce maji primitivni.

Véta (vlastnost mezihodnoty pro derivaci). Necht f je
derivaci F' na intervalu I, a,b € I, f(a) < d < f(b). Pak
existuje ¢ mezi (a,b) tak, Ze f(c) = d.

Dikaz: G(x) = F'(z) — dx ma vlastni derivaci ... je spojita
... nabyva minima v ¢ ... G'(a) < 0 < G'(b), tj. ¢ mezi
(a,b) ...G'(c)=0... f(c)=4d

Priiklad. signx neni derivaci zadné funkce.

Véta. Spojitd funkce na intervalu md primitivni funkci.

Poznamka. Primitivni funkce k e existuje, ale nelze ji
vyjadiit pomoci elementarnich funkci.

Véta.

1) Je-li F primitivnd funkce k f na I, c € R, pak F + ¢ je
primitivni funkce k f na I.

2) Jsou-li Fy, Fy primitivnt funkce k f na I, pak Fy — F» je
konstantni na I.

Dukaz:

H(F+c¢))=F+0=F=f

2) (FlfFQ)/ = F{*FQI = f*f =0... Fl*FQ je konstantni
na [

Poznamka. Na disjunktnich intervalech mohou byt kon-
stanty rdzné.

Piiklad. f(z) =signz, 2 #0

Fla) —z+c, <0
T) =
T+ ca, x>0

Definice. Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f
na I (pokud alespoii jedna existuje) nazyvame neurcitym
integrdalem f.

/f:/f(z)dx:{FJrc:cGR}:FJrc

z € R pro a € NU {0}

x>0 (x<0),aeZ\{-1}
x>0proacR\{-1}

d
/—len\xH—c, x>0, <0

x
/emdx:ex+c, reR
/sinxdx:fcosx+c, reR
/cosx dz =sinz + ¢, reR

d

/?_T_l:arctg:c—kc, zeR

Véta (linearita).  Jsou-li Fy,..., F, primitivni funkce k
fiyeosfamal, c,...,cp € R, pak c1F1 + -+ + cp, Fy, je
primitivni funkce k ci1f1 4+ -+ cnfn na 1.

Dtikaz:

(ctFit-tenFy) =aFi+-+eF =cifit+ - +eafn

Véta (integrace per partes). Necht na intervalu I existuji
u', v, [vv. Pak (na I)

/uv’:uv—/u’v.

Dtkaz: (uv — [u'v) =u'v 4+ uv’ —u'v =uv'.

u=x+1 v =sinzx
u' =1 v=—cosz
=—(z+1)cosz— [ —cosz dv = —(z+ 1) cosz +sinz +c,
zeR

Priklad. [(z+1)sinz dz =

Poznamka. Podobné P(z) e®*, P(x)sinax, P(z)cosax
(P polynom, a # 0).

e? ¢ =sinx _

Piiklad. [ = [e®sinz dz = u=
u

=e¥ wv=—cosz
A
u=e% v =cosz
=—e%cosz+ [e“cosxdr=| , . =
u =e v =sinx

= —e®cosz+e“sinx — I
I=1e%(sinz —cosz)+c,z€R

Poznamka. Podobné e®* sin bx, e** cos bx.

u=Ilnz v =1
W =1 v=2x
xT

=zlnz— [1dz=z(lnz—1)+c¢, z € (0,00)

Priklad. [Inz dz = [Inz-1dx =

Poznamka. Podobné z¢Inz (a # —1).



Véta (substituce). Necht («,3) 2 (a,b) ER R, ¢ existuje
na (o, B), f md primitivn{ funkci F' na (a,b).

1)
[ fle@®) @' (t) dt = F(p(t)) +c.

2) Je-li ¢: (o, 8) 2% (a,b) ryze monotonni a existuje-li
primitivnd funkce G k f(¢(t)) ¢'(t) na (o, 3), pak

[ f(z) dz = G(p-1(2)) +c.

Ditkaz: 1) S (p(t) = F/(¢(1)) - ¢'(8) = (1)) - £'(1).
2) F(¢(t)) je primitivni k f((t))-¢' (), existuje ¢ € R tak,
ze G(t) +c = F(p(t)). Existuje p_1(z), G(p-1(z)) +c =
= (Foy)(p-1(x)) = F(z) je primitivni k f.

Pouzivdme (v obou smérech) zapis:

frerse=|aiZ Zou|= [ 100 f0

Priklady.

B . sint =x - 3 _ 1.4 o
1) [sin®t-cost dt = costdt — da =[ade=fat+c=
:lsin4t+c reR
T =sint

fm dur Costdt‘:fdt:t+c:arcsinx+c,

€ (~1,1), te (-%,%)

Poznamky.

1) [ flaz+b) da = = F(az+b)+c (a #0).

adx = dt
2) [ L8 a4y ‘ f(z) =

ar+b=t ‘_1

e | =i e

’ Integrace racionalnich funkci ‘

Rozklad racionalni funkce

Definice. Raciondlni (lomend) funkce je podil dvou poly-
nomil. Parcidlni (Gasteéné) zlomky jsou funkce ve tvaru

A Axr+ B
(x—a)"’ (22 +pz+qn’

AanavpquRv TLGN,

kde (22 + pr + q) nemé realny koten, tj. p? — 4q < 0.
Poznamka. V C jen prvni typ.

Véta. Kazdy nenulovy polynom lze napsat ve tvaru

k:l.

alx—ay)™ - (xfar)kr (:L‘2 +p1:17+q1)ll . (1‘2 +psx+qs)ls,

kde r,s e NU{0}, k1,.... k011, ... 15 €N,
A, A1y AryP1y- -y Pss 41y -5 4s ER}
2% 4 pox + q5 nemagi rediné koreny.

Véta. Kazdd raciondlni funkce se dd (jednoznacné) rozlo-
Zit ma soucet polynomu a parcidlnich zlomki. Jmenovatelé
téchto zlomku déli jmenovatel dané raciondlni funkce.

Postup:

1) Céste¢né déleni (polynom + ryze lomena funkce).

2) Rozklad jmenovatele na sou¢in kofenovych ¢initeld a ire-
ducibilnich kvadratickych polynomii.

3) Rozepsani na parcidlni zlomky s ,neurcitymi koefici-
enty“.

4) Urceni koeficienttt (metoda neuréitych koeficientt, za-
kryvaci pravidlo).

Integrace parcialnich zlomkua

1) kofenovy ¢initel ve jmenovateli:

/ dr |z —a=t _/ﬁ
(x—a,)”_ de =dt| tn

2) ireducibilni polynom ve jmenovateli:

Az + B 4
/ x + dx:/ 2
(z% +px +q)"

2.a) v Citateli derivace ireducibilniho polynomu:

/ 2z +p dx_:ﬁ+px+q=t _/dt
(22 + px +q)"

(2z +p)dz =dt tn
2.b) v ¢itateli konstanta:

2z +p) + (B - 42)

dx
(z2 +pr +q)"

dz
+ (¢ —p?/4)"

/ <x2+2§+q>n :/ (@ + p/2)2

B 1 / dx
~ (a—p?/A)" (2 )2 +1]"
. Va—p?/4

_ \/qu"‘/4 -
Va—p*/4 -

1 dt
" (g p2/a)nie / (t2+1)"

pro n > 1 upravime

@t [ o [eim e

posledni integral upravime per partes

— I =2t

|u= t v = )"

- /I _ _ 1
w =1 v= sz

_ t dt
T2 -n)@+ 1)t / 2(n—1)(¢2 + 1)1

. postupné snizujme mocninu.

Poznamka. Dostaneme rekurentni vzorec

t 4 2n — 3
2(n =12+ 1)1 2n—2
I, = arctgt+c.

I, =

In—la Tl>1,



cx+d

1) fR(eaT) dz (a #0): /R(x7 ) ax—|—b> o n/Z;cjr-Z -t

cr+d = Ry(t) -
dr = Rj(t)dt

= /R(R1 (t),t) Ry(t) dt

’Integrace dalsich typu funkci‘ 3) [R (:c, n aat+b) dz, ad — be # 0:

axr

e =
/R(e‘”) dz = l /R —dt
d

reR, te (0,+oo)
4) [ R(z,Vaz? + bz +¢), a # 0: vytknutim a, doplnénim

) [ R(sinz,cos z) dz: y L o ] . )
na Ctverec a linedrni substituci upravime na integral ve

2sin £ cos £ 2tg 2 tvaru [ R(z,v+x? £ a?), a > 0. Lze pouzit goniometrické,
sinz = 2sin ¥ cos £ = = Eul bo h bolické substit
3 COS 5 3 3 ulerovy nebo hyperbolické substituce.
sin £ +cos? 3 tg 3 +1
2z 2z 2z
cosz = cos’ £ —sin® £ = sk I S ;tg 2 4a) [ R(z,Va® - 2?) dz, x € (—a,a):
sin® S4cos?2f  tgtF+1
e x = asint, dv = acostdt, va? —x%2 = acost, t €
) € (_gvg);
tgs =t
/R(sinx,cosx) dz = T = 2arctgt = e v = acost, dr = —asintdt, Va2 — 2?2 = asint, t €
do = 2 dt € (0,m);
:/R 2t 12 2 da e upravime va? — 22 = (a + x)+/(a — z)/a + x a pouZi-
241712 41) 2 +1 jeme substituci pro typ 3) (Eulerova substituce).
z€(—m,m), teR
4b) [ R(z,V2? — a?) dz, x € (—o0, —a), x € (a, +00):
’ . «. -2 2 .
?Z)(ngde m_ocmny) _fé%((sm x,cos)):c,smsccos z) dzx o 2 = a/(sint), de = (—acost)/(sint)dt, VaZ — a® =
sinz, —cosz) = R(sinz, cosx = (acost)/|sint, t € (~,0), t € (0, T);
. 2 sin” tg? x o (: q/(t():js‘t), tcllxtz ((asn;t)/é(x() ))dt V2 —a? =
sin® z = = = (asint)/|cos ],
sin®z +cos?z  tg?r+1
cos? 2 — cos® x _ 1 o Va2 —a2+1x =t, = Ry(t), dv = R)(t)dt (Eulerova
sinz +cos?2z  tgiz+1 substituce).
i t
sinxcosx = 's;na:cosa; = 2ga: e © = acosht, dv = asinhtdt, Va2 + a? = alsinht|,
sin“z +cos®x g7z +1 t € (—00,0), t € (0,+00).
tox =y 4c) [ R(z,V2? + a?) dz, x € R:
. 2 2 .
= — arctgt
/R(sm ¥, 008"z, 5in.x cos 7) dz diiarlc gdt e v = atgt, dv = a/cos’tdt, Va2 +a? = a/cost, t €
~ o €.y
re(-5,5),teR
e © =atgt, dv = —a/sin®tdt, Va2 + a2 = a/sint, t €
Llichd® v sin nebo v cos: € (0,m);
cosz — 1 o ViZ+aZ+x =t x= Ry(t), dr = R5(t) dt (Eulerova
2b) /R(sin2 x,cosx)sinz do = | —sinzdx = dt substituce).
.2 _ 2
sin“x =1-1 e z = agsinht, dz = acoshtdt, Va2 + a2 = acosht, t €
sinz =1 eR.
/R(sin x,co8’ x) cosz dr = | cosz dr = dt
cos?x =1 —t?

’ Urcity integral ‘

2d) [sin" 2 - cos™ z da: pro liché m ¢ n viz 2b), 2¢);

pro suda m, n prechod k dvojnasobnému argumentu Definice. Déleni intervalu {a,b) je koneénd mnoZina D C

sin?z = (1 — cos 2z) , cos? z = 1(1 + cos 2z) C (a,b) obsahujici a, b.

Znacime D = {zg,...,xn}, a =z < 21 < -+ < Tp, = b.



Definice. Pro omezenou funkci f na (a,b) a déleni D
intervalu (a, b) zavadime dolni a horni integrdlni soucet:

= Zinff(xi,hxi) (g —xi-1)
Zsupf Ti—1, %) - (25 — @i—1)

Definice. D’ je zjemnéni D, jestlize D' D D.

S(f,D) < S(f,D') < S(f,D') < S(f,D)

Tvrzeni. Jsou-li D1, Dy délent intervalu {(a,b), f omezend
funkce na {a,b), pak
(b—a)inf f < S(f,D1) <

Dtikaz: Dy = {a,b}
(b —a)inf f = S(f, Do) <

< S(f,D1UDs) < S5(f, Ds

S(f,D2) < (b—a)supf.

IN 1Ty

(f:D1) < S(f,D1U D,) <
S(vaO) < (b—a)sup f

~

Definice. Je-li supremum dolnich souc¢tt rovno infimu hor-
nich sou¢ti pro funkei f na (a,b), nazyvame tuto hodnotu
urcitym (Riemannovgm) integrdlem funkce f na (a,b).

Oznadeni: f: fs f: f(z) d, (R)fff f(x) dz

a ... dolni mez, b ... horni mez, f ... integrand

Poznamka. D* = DU {c1,ca,...,cn}, ¢ €
S(f.D*) =320 flei) - (i — wi-1)

O'(D*) = max{xi —xi1t=1,... ,n}

J2 £(@) dw = limg(p+) o S(f, D)

(%-1,%‘)

Véta. Pro omezenou funkci f na {a,b) existuje f: f(z) dz
prdvé tehdy, kdyZ existuje posloupnost (D,,)22; délend in-
tervalu (a,b) takova, Ze

lim S(f,D,) = lim S(f, D,).

n—oo

V takovém pTipadé je integrdl roven témto limitdm.
Dutkaz: =:

existuje (D})y: S(f, D) =% [7 f(z) do

existuje (DI)22,: S(f, DY) 2222 [P f(x) da

S(f,Dy) < S(f, D, uDy) <S(f,D;,UDy) < S(f,Dy),
(D), U DINoe; je hledand posloupnost déleni;

<=

Supp o (f7 ) > hmn—>oo (f7 )

_hmn—>00 (fv )ZlnfDS(faD)— DS(f7D)7
vSude rovnosti

Piiklad. [’ ¢ dz = c(b—a)

S(e,Dy) =8(c, Dy) =cY i (i —xi—1) = c(b—a)

%2 1 1.
Piiklad. ifo 21‘ dr = 35:
:{0,5,;,...,1}
- 2 .
(f’ D”) = Z?:1 % ’ % :2n2n2n > %
n ; n—oo
(van):Zizlﬁ'%: n2:2n —>%

Pf'iklad fol signz dz = 1:
{01 )
,(fa n):nnl ml, S(f7Dn):1

Piiklad. fo ) dz neex. (d(x) =1 pro x € Q, jinak 0):
> (f7 ) - 0 S(f7 ) =
Poznamka. Hodnota Riemannova integralu nezalezi

na hodnotéch funkce v koneéné mnoha bodech. Hodnota
obecnéjstho Lebesgueova integralu (déleni v oboru hod-
not) nezalezi na hodnotach ve spocetné mnoha bodech:

fo dx—fOde—O

Véta. f; [ existuje, pokud plati nékterd z podminek:
1) f je spojitd funkce na (a,b).
2) f je monotonni funkce na {(a,b).

Dikaz: 2)

S(f; Dn) =

S(f, Dn) =
S(f, Dy) —

Dn:{a,a—l—b*Ta,...,b}
Y fl@i- 1)

Zz 1f(951) n

S(f,D )ZTa'|f(b)—f(a)

| n—oo O

Véta. Necht f; 7, ffg ezistuji, ¢ € R. Pak:

D[4 = [+ s

2) [ ef=cl)f,

8) je-li f < g na (a,b), pak [, f < [} g,

9) |[; < 7111

Dutkaz: 1) inf{f(z) + g(z): x € I} > inf f(I) + inf g(I),
S(f+g,D) > S(f,D)b+§(g;)D),

supp S(f+9,D)> [ f+ [, 9

podobné infp S(f + g, D <fff+ffg

protoze supp S(f + g, ) < infp S(f + g, D), dostaneme
rovnosti;

2) ¢>0: S(cf,D)=cS(f,D),
sup S(—f, D) = sup —S(f, D) =

S(cf, )—cg(f, D),
—infS(f,d) = ff fi

inf S(—f, D) = inf —S(f, D) = —sup S(f,d) = — [ f;
3) S(f,D) < 8(g, D) ... sup{S(f, D)} < sup{S(g, D)};
) —|fI<FSU e =[S L)< SN (bez ex)

Poznamka. Urcity integrél je linedrni zobrazeni na mno-
ziné integrovatelnych funkci, f; : R(a,b) — R.

Véta. Necht a < b < c. Pak fac f existuje pravé tehdy, kdyz
existuji f; fa [, f. V takovém pripadé plati

Lit=Ir+0r
Dtikaz: Dy déleni (a,b), Dy déleni (b, c),
D = D; U D, je déleni {a, c) obsahujici b,
S(f, D1) + 5(f, D2) = 5(f, D),
S(f,D1) + S(f, D2) = S(f, D),
suprema a infima dostaneme jako vhodné limity:
supp, S(f, D1) + supp, S(f, D2) = supp S(f, D),
lnfDl (fa Dl) + lnsz (f, D2) = infp (f? )

Poznamka. ['f =0, [['f = ff; f, vySe uvedena véta
pro vSechna a, b, c.

Poznamka. Lze integrovat i funkce ,po ¢astech spojité“,
tj. které maji jen konecné mnoho bodt nespojitosti a v
nich koneéné jednostranné limity. (Podobné pro ,,po ¢astech
monotonni“ funkce.)



Véta. Necht fab f(t) dt ezistuje. Pak funkce

x)z/wf(t)dt, x € {(a,b)

md ndsledujici vlastnosti:

1) je spojitd.

2) F'(z) = f(x) pro kaZdy bod spojitosti funkce f.

Dukaz: F je definovéna (aditivita na definiénim oboru)

F(z+h)—F(z) = [ pt) dt— [ £(¢) dt = [*T" f(2) a,
)|f|<Mna<a b)

\F(z+h)—F(x)| = | [T £(¢) at| <signh [Z"|f(1)] dt <
<$@hf”whh M|mﬁiﬁim
limy, q() (ﬂf+h)= F(z)
2) [ (F (x+h (2) ~ flo)] =
=3 %f " fla) di| =
ZI%J%% (2)) dt] < & [T 1F(8) = Fla)] dt <
(f spoj. v z: pr05>03e|f() f(z)| < € na okoli x)
S%fﬂ_h ~he=¢

F(z) = hmh—>0i)h(F(9U+h) F(z)) = f(z)

Dusledek. Funkce spojita na intervalu md na tomto in-
tervalu primitiond funkci.

Dikaz: a € I, F(z) = [ f(t)

F(z) = F(a) + [, f(t) dt, 3 [, f(t) dt = f(=).

Poznamka. Pro funkce po ¢astech spojité jsou (v bodech
nespojitosti) jednostranné derivace F' rovny pfislusnym jed-
nostrannym limitam f.

Piiklad. f(z) =signz

z T1dt = >0
- [rma={RIE T e
0 fo—ldt:—x, <0

F/(0) = —1 = lim, _o_ f(x) = £(0-)
FL(0) = 1= lim, oy f(x) = £(0+)

Véta (Newtonova—Leibnizova formule). Jestlize fab f exis-
tuje a F je primitivni funkce k f na (a,b), pak

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a).

Dutkaz: D = {zg,Z1,...,Zn}
F(b) = F(a) = F(xn) — F(z0) = 32, (F(2:) = F(wi-1)) =
(F spoj., vlastni der., Lagrange ... ex. ¢; € (x;-1,2;))

=i Flei) (i —wima) = 200 fle) (@i — xi)

S(f.D >_ F(b) - ()S (L)
Piseme fab f(z) do = [F(x)].
Piiklad. folx dz = [ 332]1 =1-0=1.

Piiklad (per partes, pribézné dosazovani).
u=x v =sinx

foﬂmsinx dz = o
=1 wv=—cosz

= |—xcosx + Tsinzdr = 7 —0 = [sinz], =
0 0
= (070)

Priklady (substituce, pfepocet mezi — nékdy stejné).

2
1 5 |zt 1=t 2 B
1) [zva?+1de = vde = Ldt = [ Vtdt=
sinx =1

™ .
2) [, sinzcosz do = cos 2 dr — dt

0
’:%t&:&
Poznamka. Newtoniv integral:

b
N)- / f@) dz = F(b—) — F(a+).
Existuje-li Riemanntiv i Newtontv integral, jsou stejné.

Priklady.
1) f(xz) =signz

R)ffil f(z) dz =0, (N)ffjl f(z) dz neex.
2) f(l“) =e ",
fo ) dz ex., fo ) dz ex.,
F nelze ,,dobre vyJadrlt
3>ﬂm zt?
fo ) dx neex., fo ) dz = [2[]
4) f(x) 33 -
R)-[," f(z) dz neex., (N)- [ f(z) do = [-27!]] = 1.

’ Nevlastni integral ‘

Definice. Necht pro f: (a,b) — R, a,b € RU {£o0}, je
f:’f € R pro kazdy interval (c,d) C (a,b). Pak poklddame

/abf(x) dr = CE{{;[ fx) dx+dlir£_/edf(x) dz

pokud je vyraz vpravo definovan pro nékteré e € (a, b).

Poznamka. Vybér e neni podstatny, pro €’ je:
hmc—>a+ fce .f = hmc—>a+ f: f + f: fa

. d . d ’

limgp— [ f =limgp [0 f— [ f.

Priklady.
f_oo Tz = larctgz]>, = § — (—3) = 7, konverguyje.
2) 100 % = [Inz]|° = co — 0 = oo, existuje.

3) ffooo 1z+d;2 = 1[In(1+ x2)}iooc = 00 — 00, neexistuje.

Priklad (per partes).
_ u=z VvV =e"
foooxe Tdx = Wl be—o

et

x

Piiklad (substituce).

o0 — —
Ji x2%e 1/”3dx=‘
—1

—1/z =t
7 2dx =dt
=1-e



Véta. 1) Jestlize |f| < g na (a,b), f je po édstech spojitd
b . T

a [, g konverguje, pak konverguje i [ f.

2) Jestlize f < g na (a,b) ff +o00, pakf g = +o0.

Priklady.

0 |am 0=z, a>-1

- nz]$® =00—-0= 00, a=—1

/ % dx = [aﬂro oo—a%rl:oo7 a>—1
1 a+1 _ -1

1 0—?—ﬁ, CL<—1

Tvrzeni. Necht P,Q jsou polynomy, Q nemd v {a,~+00)
koreny. Pak

Q@)

konverguje prave tehdy, kdyZ st Q > st P + 2.
Dukaz: n =st P —stQ

limy oo s = A € R\ {0}, BUNO 4 >0

OER

existuje b > a, 0 tak, ze Q(x()';n € (%A, §A) proxz >b
1 P(x) 3
I §Az” konv. pro n < —1, [, 142" = oo pron > —1

fb Q(m a [ gg) konv. pravé pro n < —1, tj. n < —2

e 2
Priklad. [;° %ﬁ*f’ dz konv., [ % dz = +o0.

Piiklad (Laplaceova transformace).  Necht funkce f:
(0,400) — R je po Castech spojitd a méa omezeny ex-
ponencialni rust, tj. existuji konstanty K,a € R tak, ze
|f(t)] < K e®. Laplaceovym obrazem funkce f je funkce F

dané pfedpisem
:/ f(t)e Pt dt.
0

Definovana pro p > a (Rep > a):

|f(t)e P! < KelaP)t
fOOOKe(“*P)t dt = [% e(a*p)t]go —0- K — K

Piiklad (funkce gama).

F(x):/ t* et dt.
0

1) Integral konverguje pro z > 0: [t~ Le | < ¢*~!
fol t*~1 dt konverguje pro z — 1 > —1, tj. & > 0

zvolme n >z — 1, [t*7te | <tre~t

[Stme™! dt = (per partes) = [P, (t) e 7']3° =
=0-—PFP,(1)e~ konverguje
=[P et dt= [ep =0 (-1)=1
. u=1t" vV=e""t
3)F(m—|—1 :fo tret dt = W =attl p=—e"t|
= [-t* e*t]go + [y wt" e dt = 2 T'(z)

HT(n)=(n- )0 —-2) == (n— D) = (n — 1)!

Aplikace urcitého integrélu‘

Definice. Stredni hodnota funkce f na intervalu (a,b) je

b
bia/ f(z) da

pokud integral konverguje.

Priklad. Stiidavé napéti u(t) = Uy sin 2% mé na odporu R

okamzity vykon p(t) = £ u?(t) = U—é’ sin 22, Jeho stiedni
2

hodnota (naptiklad na intervalu (0,7)) je ZUTO% coZ pro stej-

nosmeérny proud odpovida napéti U, = g Uy (efektivni na-

péti stiidavého proudu).

Véta (o stiedni hodnoté). Spojitd spojitd funkce na uza-
vreném intervalu nabyvd své stredni hodnoty.
Diukaz:

(b — a) min f(a,

min f{a

>§ fbf(x)dx < (b — a) max f(a,b)
) dz < max f(a,b)

f nabyva vSech hodnot mezi min f{a, b) a max f(a,b)

Véta. Necht f < g jsou po cédstech spojité funkce defino-
vané na {(a,b). Obsah plochy {[x,y]: a < x < b, f(x) <
<y<g(x)} je

b
/(m@—f@»dw

Dtikaz (pro uzavieny interval, pak limity) Existuji
k—oo

(Dya)iy: S Dyi), S(f, Dpr) === [ 1,

(Dch)zO:l:S(gng,k)aS(gaDg,k fa g,

pro déleni Dy, = Dy, U Dy

S(gka) -

Ptiklad. Obsah plochy omezené elipsou (z/a)?+(y/b)? =

jed [ b\/1— (z/a)? dz = mab.

Véta. Necht f md po édstech spojitou derivaci na (a,b).
Délka grafu funkce f je

/‘¢Lufumdw

Diikaz (pro uzavieny interval, pak limity):
supremum (limita) linedrnich lomenych aproximaci

WD) =30V (wi —xi1)? + [f (i) — flzia)]? =
=Y V(@ — i)+ [ () (2 — 2i1)]? =
= V1 [ (@) (= ¢ € (Tim1,24)

S(v/1+(f)* D)
ST ()

i = Ti-1),
(D)
up /(D)

<
<

Priklad.

4 V1+

Délka astroidy (z/r)%/% +
[(r2/3 = 2273)372)]2 dz = 6r.

(y/r)*? =1 je




Vé&ta. Necht [ je po cdstech spojitd funkce na (a,b). Objem
telesa {[x,y,z]: a <b<a, y*>+ 2% < f2(x)} je

7r/ab f2(z) da

Dtikaz (pro uzavieny interval, pak limity):

S(nf?, D)<V < S(rnf? D)
NS
Priklad. Objem kuzele (f(r) = Tz na (0,v)) je
T [y 2 /v? do = fwri.

Piiklad. Objem koule (f(xz) = vr2 — 22 na (—r,r)) je
2 fJ(TQ —2?) do = %777’3.

Véta. Necht f md po édstech spojitou derivaci na (a,b).
Obsah plochy vzniklé rotaci grafu f kolem osy x je

b
zﬁ/ F@) VIEP@P de.

Dtikaz (ndznak pro uzavieny interval):
supremum aproximaci komolymi kuzeli

2mr /s
2, gr/g:wrs: 2
s sin &«

2 2\ ritre
r{—ry) =21 32 s

plast kuzele: 7s
komoly kuzel:
S(D) =
=iy 2m fe) V/(wi — @i1)? + [f (@) — flaim1)]? =
=i 2m fei) 1+ [/ ()] (@i — 2i-1) —

— 27Tf;f\/1 + (f")?

Piiklad. Obsah sféry (f(z) = 72 —22 na (—r,r)) je

27rf VrZ—z2.,/1 (_79”)2 dz = 4mr2.

[r2 — g2

sma(

Fyzikalni aplikace

v

Véta. Momenty linedrnich utvari:
b
My = [ o IF @R e,
ab
M, = )\/ @) VIT @ de.
Véta. Momenty plosnych dtvard (f > 0):

b
Myza/ z f(z) dz

:;/abe(x) dz

’ Numericka integrace

I:/abf(x)dx

Pouzijeme vhodny odhad stfedni hodnoty (vadZeny prtmér
funkénich hodnot) wq f(x1) + - - - + wi f(zx), kde z; € (a,b)
jsou uzly a w; jsou vdhy (wy + -+ + wy, = 1). Dostaneme

, a,beR.

I~ (b—a)(wif(z1)+ - +wpf(zk)) -

Uzly a vahy volime tak, aby byl co nejvétsi rad metody,
budou se pak integrovat presné vsechny polynomy mensiho
stupné. Vahy jsou urceny tim, Ze se vlastné presné integruje
polynomialni interpolace v danych uzlech.

Gaussova metoda

Optimalni volba uzlt. Rad metody je dvojnasobek poétu
uzld. Uzly jsou rozmistény symetricky podle stfedu inter-
valu (a,b), vdhy v symetrickych uzlech jsou stejné. Kon-
krétni hodnoty se pocitaji komplikované, lze je najit v li-
teratufe (obvykle pro interval (—1,1), na ktery se interval
(a,b) d4 prevést linedrni substituci). Piiklady:
Dk=1a=3(a+b), w =1

2) k=2na (—1,1): 212 = 0,577 350, w1 2 = 3.

Newtonova—Cotesova metoda

Uzly jsou pro jednoduchost vybrdny ekvidistantné, bud
véetné krajnich bodl a, b (uzaviend metoda) nebo bez nich
(oteviend metoda). Rad metody je nejmensi sudé &islo,
které je vétsi nebo rovno poc¢tu uzlid. Vahy jsou ,p€kna“
racionélni ¢isla, v uzlech symetrickych podle stfedu stejné.

Poznamka. Newtonova—Cotesova metoda pro jeden uzel
(tedy oteviend) je Gaussova metoda pro jeden uzel.

SloZené metody

Pii zvétSovani poctu uzli nemusi aproximace spoctené
Newtonovou-Cotesovou metodou konvergovat k hodnoté
integralu. Chyba zavisi na hodnotach derivace p¥islusného
fadu integrované funkce a ta se muze zvétSovat. Kon-
vergenci zajisti sloZené metody: interval (a,b) rozdélime
na n podintervalt délek (b — a)/n = h s krajnimi body
a=1x9 <z < <z, =>0anakazdém z nich pouzijeme
zvolenou metodu. Vypocty zlepsujeme zvétsovanim n.

Obdélnikova metoda pouZivd uzavienou Newtonovu—

Cotesovu metodu pro jeden uzel (vdha je 1). Souctem pres
vSechny podintervaly dostaneme

R(h):h|:f<$0—g$1>_’_..._|_f<x”12—"_‘r"):|

Véta. Necht f md na (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

M — 1
<% 2= max |f" ()]



Dtikaz: Uvazujme interval (xg,z1), 2] = (o +21)/2. Podle

véty o Taylorové polynomu je

ﬂ@=f@9+f%%ﬂx—ﬁy+ﬁg”(x—ﬁf

pro néktery bod ¢, € (xg,z1). Chyba integrace je

) do — h f(z))|= (f(:v)—(x'l)) dz

xh) do+= / f(cz) (x —2})? do

1 [ My [™
<5 [ enlta-sy a2 [ e do
To 2 To

-2
o M. h/2 3 h/2
_ T — t :72/ t2 dt = M,
dr =dt 2 —h/2 3 0
_M B3
12

Stejny odhad je na ostatnich podintervalech, je tedy

hPn = My (b—a)h?.

My
I— < ==
| R(n)| < 24 24

LichobézZnikova metoda pouzivé uzavienou Newtonovu—
Cotesovu metodu pro 2 uzly (vahy jsou 1/2). Souétem pres
vsechny podintervaly dostaneme

T(h) = h 5 f(a) + f(z1) + fz2) + -+ flwn-1) + 5 F(D)]

Tvrzeni. Necht P je linedrni interpolace funkce [ se spoji-

tou druhou derivaci na intervalu (xo,x1) (tj. P je linedrni
funkce, P(xo) = f(xo), P(x1) = f(z1)). Pak pro kaZdé

x € (xg,21) je

M.

#@) = P@)] < 52 Iz — z0)(@ — 1)

Dutkaz: Pro x € {xg,z1} dokazovana nerovnost plati. Pro
x & {xo, 1} uvazujme funkci

(t — IEo)(t — 1‘1)
(x —zo)(x — 1)

F(t) = f(t) - P(t) - (f(z) — P(z))

Funkce F' ma tti nulové body zg, 1, x. Podle Rolleovy véty
mé F’ dva nulové body v (x¢,z1) a opét podle Rolleovy
véty ma F" nulovy bod ¢, € (zg,z1). Je tedy

0= F"(c;) = "(es) ~ 0~ (f(x) ~ P(x))

@) = Pla) = T8 (@ o) - ).
@) - P@)] < 22 (0~ ag) (o = ).

2

Poznamka. Necht f mé spojitou derivaci fddu n + 1 na
intervalu (a,b), P je jeji polynomidlni interpolace v bodech
2o, .-, Zn € {a,b) (P mé stupeni nejvyse n). Pak pro kazdé

x € {(a,b) je

Véta. Necht f md na (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

[ =T(h)| My = max |f"(z)|.

z€(a,b)

= (xo+x1)/2. Podle

M.
< 2 (bia)hza
12

Diikaz: Uvazujme interval (xg, z1), ©
predchézejiciho tvrzeni je

/Il (f(z) - P()) do

0
M, [ r—x)=t

<22 _ _ _ 1

< /a:o [(x — zo)(z — x1)| dx dx:dt’

M h/2 h2 h2 1 h/2

—2/ (—t)dt M2{t—t3}

2 Jonp\ 4 43,
B3 B3 My 4

—M48‘M)—uh

Stejny odhad je na ostatnich podintervalech, je tedy

s/ﬁﬂm—Punm

4]

M,

1T < 22 0 = 2

2
15 (b—a)h=.
Poznamka. Odhad chyby obdélnikové metody je dvakrat
mensi nez u lichobéznikové metody, prestoze se pouzivaji
horsi polynomy. Vyuziva se totiz stfed intervalu, coz odpo-
vid4 aproximaci te¢nou. P¥i pouziti (tfeba levého) krajniho
bodu intervalu bychom dostali horsi metodu fadu 1.

Simpsonova metoda pouzivd uzavienou Newtonovu-—
Cotesovu metodu pro 3 uzly, rozdéluje tedy kazdy podin-
terval na dva. Pro lepsi srovnani ozna¢me n (sudy) podet
v8ech takto vznikljch podintervalt délek (b — a)/n = h
s krajnimi body a = 9 < z1,--- < z, = b. Hodnoty vah
dostaneme integraci kvadratické interpolace.

Interpolacni polynom uzly xg,...zp se da vyjadrit jako
kombinace Lagrangeovych polynomt (pravé v jednom uzlu
hodnota 1, v ostatnich 0):

P(t) = f(xo) (1: : 23 Eiojl;)k)
(t —o)(t —@2) -~ (t — x) ..
+ f(21) (1 — o) (21 — 22) - (1 — 2p) !
(t_xo)...(t—xk_l)
+ f(zk) (x5 — 20) - (T — Th1) |

Pro kvadratickou interpolaci na (xg,x2) dostaneme

/mzp(x) qo — | (@ — @) =Nt 'h/l P(t) dt

dz = hdt o

[ t_l dt
/ t+1 t—l) dt
o 52

h[5 f(xo) + 5 f(21) + 5 f(x2)].

Sectenim pres dvojice podintervali dostaneme

S(h) = § [f(zo)+4 f(21)+2 f(z2)+ 44 fzn_1)+ f(an)]



Véta. Necht f md na {a,b) spojitou étvrtou derivaci. Pak

M.
150 G- onts Ma= max /().
z€(a,b)

[I=S(h)| <

Poznamka. Simpsonova metoda je fadu 4 a je tedy pfesna
i pro polynomy stupné 3.

Richardsonova extrapolace

Pro metodu F fadu k konvergujici k F(0) je

F(h) = F(0) + ah? + O(hY),

kde a € R, g € N, ¢ > p. (Symbol O(h?) oznacuje funkci,
ktera se v okoli 0 chova nejhtfe jako nasobek h?, tady za-
hrnuje chyby fadu vétsiho nez p.) Uvazujme h > 0, k > 1
a prolozme body [h?, F(h)] a [(kh)?, F(kh)] pfimku:

B F(kh) — F(h) »
P(z) = F(h) m(xfh ).
Richardsonova extrapolace je
F(0) ~ P(0) = F(h) + F(h;pf_Fl(kh) = Fy(h).

Piiklady. Pro k = 2 dostavame

Ry(h) = R(h) + 5 (R(h) — R(2h)) fadu 4,

Ti(h) =T(h) 4+ % (T'(h) — T(2h)) = S(h) fadu 4,

Si(h) = S(h) + & (S(h) — S(2h)) fadu 6.

Protoze potfebujeme hodnotu metody v 2h, potfebujeme
pro obdélnikovou a lichobéznikovou metodu suda n, pro
Simpsonovu metodu n délitelna 4.

Poznamky.

1) Odstranime chybu nejnizsiho fadu.

2) Pfic¢itand hodnota dobfe odhaduje chybu, coZz muzeme
pouzit v itera¢nim postupu: spo¢teme pron = 1 (pro Simp-
sonovu metodu pro n = 2); opakované zdvojnasobujeme po-
¢et podintervalt n (pro obdélnikovou a Simpsonovu metodu
staél poéitat hodnoty jen v novych bodech) a odhadujeme
chybu, dokud nedosdhneme zadané presnosti.

Rombergova metoda

Zacindme s lichobéznikovou metodou, pfi zdvojnasobovani
poctu podintervald dopocitame vsechny dostupné Richard-
sonovy extrapolace v trojuhelnikovém schematu

T(h)

T(%) Ti(%)

T(h) T Ty

T(%) Ty %) T %) TS(%)

.~

a sledujeme vysledky na diagonale. V k-tém sloupci je me-
toda fadu 2k.

Priklad. Spoctéte fol e_$2/2/\/ 27 da s pfesnosti ¢ = 1076,

Pro obdélnikovou, lichobéznikovou a Simpsonovu metodu
mizeme vyuzit odhady chyb, ve kterych pfrepiseme h =

=(b—a)/n.

2/2($2 ) 1
My = max = ,
2 z€(0,1) V2 V2T
.£2/2<x4 + 3 3
M, = = )
4 xrgl%)i \ 2 ’ 2T
Mg(b — CL)3
€ \/ —1289 ng > 129
24”%%
My(b—a)3
e > Mol za) Y U T
12n%,
M4(b—a)5 4 M4(b—a)5 .
—_— = 72 > 8
°7 Tisont 180z o e =

Chyby pro spoc¢tena a nutné déleni jsou uvedeny v tabulce:

metoda R T S
n 129 183 8

10% | =606 602 —660

n 101 143 8

10% | —988 986 —660

Odhady chyb pomoci Richardsonovy extrapolace jsou lepsi
(musime pouzit suda n):

metoda ‘ R T S

n 102 144 8

10% | =969 972

10° - odhad chyby | —969 972

—660
—672

Kdybychom postupovali itera¢né, skoncili bychom pro ob-
délnikovou i lichobéznikovou metodu s n = 128, pro Simp-

sonovu metodu s n = 8.

Pro Rombergovu metodu dostavame chyby priblizné

T T T,
n=1]0,021
n=210,005 —0,000184
n=410,001 —0,000011 0,000000 829

Podil chyb v po sobé jdoucich fadcich je v kazdém sloupci
zhruba 27, kde p je f4d metody: v prvnim sloupci 22 =
ve druhém 2% = 16.

Pro Gaussovu metodu dostavame chyby pfiblizné

n | 1 2 3 4
chyba [ —11-10% 124-10°° —799-1077 3-10°

Porovnani jednotlivych metod podle po¢tu nutnych hodnot
funkce:

metoda ‘ R T S Rombergova Gaussova
déleni | 101 143 8 4 1
hodnot | 101 144 9 5 3



’Diferenciélni rovnice 1. f'édu‘

(Obyéejnd) diferencidlni rovnice vddu 1: F(t,z,z") = 0.
Resitelnd pro derivaci: v’ = f(t, ).

Resent na intervalu I: funkce x: I — R takovi, Ze pro
kazdé t € I je o' (t) = f(t, z(t)).

Mazximdlni Teseni: neexistuje feseni na vétSim intervalu.
Cauchyova tloha: navic pocdteéni podminka x(ty) = xo.

’x’ = f(t,z), x(to) :xo‘

Véta. Je-li f spojitd funkce na I x J (I,J oteviené in-
tervaly), to € I, xg € J, pak o' = f(t,z), x(to) = xo, md
reseni na intervalu I' C I obsahujicim to. Je-li navic g—f
lokdlné omezend na I x J, pak je toto Teseni jednoznacne.

Poznamka. Postacuji podminky pro vybrané ptipady:

flt,x) ‘ f spojité ‘ % ‘ % lok. om.
G @) | 9, spofité

SO | 97 pojitd
a(t)x + b(t) | a,b spojité a spojita
Poznamka. I’ je maximalni takovy, ze graf feSeni se ,za-

stavi“ o hranici I x J nebo o svislou asymptotu.

Separovatelné diferencialni rovnice 1. fadu

Vé&ta. Necht g je spojitd funkce na intervalu I > to, h
je spojitd funkce na intervalu J > xg. Pak z' = g(t) h(z),
x(to) = o, md Teseni na intervalu I' C I obsahujicim tg.
Je-li navic b/ spojitd na J, pak je toto TeSeni jednoznacné.

Predpoklady: ¢ spojitd na intervalu I, h spojita na inter-
valu J.

1) h(z1) =0 ... x(t) = x1, t € I je staciondrni feSeni
2) h(z) #0
@'(t) = g(t) h(x(t))
/ hg(cz((?)) dt = / g(t) dt
iy = o
Hi(x)=G()+c¢
x(t) =

3) poc¢ateéni podminka: dopoéitat ¢ nebo
a:(t) d t
5.
—— = [ g(u) du
»/:;0 h(y) to
Obecny postup:

1) Maximalni intervaly spojitosti g (I).

2) Stacionarni feSeni x(t) = x1, t € I pro h(x1) = 0.
3) Maximalni intervaly spojitosti a nenulovosti i (J).
4) Pro (to, o) € I x J, existuje FeSeni uvniti I x J.

Priklad. 2’ = 322/3

g(t) = 1, h(z) = 32%/3 spojité na R ... feSeni existuje pro
kazdou pocatecni podminku

h'(x) = 22x~1/3 spojitd na R\ {0} ... jednoznaénost pro
z#0

staciondrni feSeni: z(t) =0, t € R
feseni pro x # 0:

d—x = 32%/3

dt
1 o /
- dr = dt
/5
P =t—c
z(t) = (t—c)®, te(—o0,c), te (¢ +o0)
Reseni se v bodech nejednoznac¢nosti daji spojovat, obecné
feSeni je
(t - C)3 , t<c,
Te,d = 0,
u<_dﬁv t:>d7

Piiklad. 2/ = L - &
nTr €
separace:

dx 1 T

dt  Inz e
xr
1
/ < dr = / — dt
x Int
integraly nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci

v 2
Piiklad. o/ = 3t .zl
1-t r—
separace:

Ju

dz 32 zx+1
dt  1-8 z-1

rz—1 3t2
/x+1 dx_/il—t?’ de¢

z—2nlz+1]=—In|l — 3| +¢

x(t) nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci (je déna
implicitné)

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

@' =a(t)z +b(t) |

Véta. Nechtf a,b jsou spojité funkce na intervalu I > ty,
x9 € R. Pak o’ = a(t) x + b(t), z(to) = zo, md prdvé jedno
resent na intervalu I.

Predpoklady: a,b spojité na intervalu I.
(Pfidruzend) homogenni rovnice: ' = a(t) x.

Véta. 1) Jsou-li x1,xo TeSeni LDR, pak x1 — xo je Tesend
pridruZené homogenni rovnice.

2) Je-li & feseni LDR a & TeSent piidruZené homogenni rov-
nice, pak T + I je 1eseni dané LDR.

3) Jsou-li x1,xo TeSeni pro funkce by,bs, pak x1 + x2 je
fesend pro funkci by + by (princip superpozice).



(21(8) = w2(1))" = 2 (1) — wh(t)
= a(t)z1(t) + b(t) — (a(t) z2(t) + b(t))
=a(t) (z1(t) — 22(t))
2)
(2(t) + 2(t))" = 2/ (t) + 7 (t)
= a(t) &(t) + b(t) + a(t) £(t)
= a(t) (&(t) + ©(t)) + b(t)
3)
(21(t) + 22(t)) = @ (t) + 25(1)
= a(t) z1(t) + b1(t) + (alt) z2(t) + ba(t))
= a(t) (z1(t) + 22()) + (b ( )+b2( )

Obecné feseni: z(t) = Z(t) + &(t), kde & je obecné FeSeni
pridruzené homogenni rovnice a & je jedno (partikuldrni)
feSeni pivodni rovnice.

Poznamka. Predchéazejici véta je dusledkem linearity zob-
razeni

D: z(t) — 2'(t) —a(t) z(t) .

LDR lze pak pfepsat do tvaru D(x) = b.
Specialné mnozina Feseni homogenni rovnice je jadro tohoto
zobrazeni, takze tvori linearni prostor.

Véta. MnoZina teseni homogenni linedrni diferencidlni

rovnice Tadu 1 tvori linedrni prostor dimenze 1.

Homogenni rovnice je separovatelna. Stacionarni feSeni je
x(t) = 0, t € I. Nestacionarni feSeni najdeme separaci:

2/ (t) = a(t) z(t)
Y0
/x(t) dtf/ (t) dt

Ozna¢me A primitivni funkci k a, integra¢ni konstantu vy-
jadfime ve tvaru In|c| pro ¢ # 0:

In|z(t)] = A(t) + In ||
()] = || e

2(t) neméni znaménko (jednoznaénost stacionarniho fe-
Seni), znaménko muze byt zahrnuto v konstanté c:

z(t) = ceA

Stacionarni feSeni dostaneme, pokud pfipustime ¢ = 0.
Obecné feseni je
r(t)=ce®, tel,  (ceR).

Mnozina feSeni tedy tvoii linearni prostor dimenze 1.

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou
variace konstanty: obecné feSeni pridruzené homogenni rov-
nice ma tvar Z(t) = ce*®, partikuldrni feseni hledame ve
tvaru #(t) = c(t)e*®). Dosadime do rovnice a spoéitame

e(t):
A® 1 p(t)

Obecny postup:

1) Obecné feSeni prfidruzené homogenni rovnice separaci
proménnych: Z(t) = cxq(t).

2) Partikularni feSeni metodou variace konstanty: &(t) =
= ¢(t) z1(t), obecné Feseni je pak x(t) = &(t) + Z(t).

3) Uréeni konstanty dosazenim (pfipadné) pocateéni pod-
minky.



