Realna Cisla
Poznamka: [] odpovida ()
e rozsifena mnozina realnych Cisel je R= R U {~=, +=}, kde —= a +« se nazyvaji nevlastni Gisla
o nedefinujeme: w—, 0-0, w/w 1%, 0° «° 0/0

e intervaly:

o Prokazdé a,b € R, a <b, rozeznavame tyto typy intervall s krajnimi body a, b:

m  (a,b) ={x € R:a<x<b} (otevieny)
m (a,b) ={x €R:asx<b}proa, b € R (uzavieny)
m (a,b) ={x € R:a<xsb}prob € R (zleva otevieny, zprava uzavieny)
m (a,b) ={x € R:asx<Db}proa € R (zleva uzavieny, zprava otevieny)
m body intervalu, které nejsou krajni, nazyvame vnitini
e okoli bodu:
o okoli bodu a € R o poloméru r>0 je U(a, r) = {x € R |x-a|<r} = (a-r, a+r).
o prstencové okoli bodu a € [ o poloméru r>0 je P(a, r) = U(a, r) \ {a} = (a-r, a) U (a, a+r).
o okoli bodd £ jsou
m U=, r)=P(-=,n={x €Rx<r}=(-x=,r)
m U(+o, r)=P(+o, 1) ={x € R:x>r} = (r, +«)
e omezenost:
o Necht M C R. Cislo k € R se nazyva:

m  horni mez mnoziny M, pokud x < k pro kazdé x € M
m dolni mez mnoziny M, pokud x = k pro kazdé x € M
o Mnozina M se nazyva:
m shora omezena, pokud ma horni mez
m zdola omezena, pokud ma dolni mez
m omezena, pokud ma horni i dolni mez.
e maximum, minimum, supremum, infimum, jejich existence:
o Véta: Kazda mnozina realnych Cisel ma supremum i infimum.
o Necht M C R je neprazdna:

m  supremum mnoziny M (sup M) je nejmensi horni mez mnoziny M (+« pro shora neomezenou mnozinu)

m infimum mnoziny M (inf M) je nejvétSi dolni mez mnoziny M (-« pro zdola neomezenou mnozinu M)
O SUPp Y =-—wo, info =+

o max M (min M) existuje pravé tehdy, kdyz sup M € M (inf M € M)



m jestlize existuje maximum (minimum) mnoZiny, pak je zaroven supremem (infimem) této mnoziny
princip vnofenych interval(:

o Jsou-lil, (n € I) uzavienéintervalyal, D1, D ---, pakN
jednobodovy.

o Dukaz: Oznaéme |, =[a,, b,] pro kazdé n € ll. Z pfedpokladi vyplyva, ze a,<a,<a,<---<b,<b,<b,. MnozZina {a: n € I} je neprazdna,
shora omezena kazdym &islem b,, ma tedy v [R supremum, oznaéme ho a. ProtoZze a < b, pro kazdé n € [, ma mnozina {b,: n € [} v R
infimum, oznaéme ho b. Protoze a<b, je N ={x € R:a<x<b}#2. Jestlize délky intervalt | klesaji k nule, pak a = b.

posloupnost:
o zobrazeni N -> [, oznac¢ime-li a, jako obraz n (n-ty ¢len), pak posloupnost (a,, a,, ...) = (a,),,
o Pozn. fada je soucet ¢lenu posloupnosti a1+a2+...+an
vybrana posloupnost:
o vybrana posloupnost z posloupnosti (a,),_, je posloupnost (g, )., , kde (k,),_, je rostouci posloupnost pfirozenych Cisel

|.#72. Jestlize navic délky intervalu | klesaji k nule, pak je tento prunik

neN 'n

neN In

hromadna hodnota a jeji existence:
o Definice: Bod a se nazyva hromadna hodnota mnoziny A, pokud v kazdém okoli bodu a existuje nekoneé¢né mnoho prvk{ mnoziny A
o Véta: kazda posloupnost ma v R alespon jednu hromadnou hodnotu, napf. +« pro neomezenou shora
o bod a€R je hromadna hodnota posloupnosti, pokud v kazdém okoli bodu a lezi nekone¢né mnoho jejich ¢lent

Funkce

funkce, defini¢ni obor, obor hodnot:
o (redlnd) funkce (realné proménné) f je zobrazeni A — R, kde A C R je neprazdna mnozina
m Pro kazdé x€A (vzor) existuje pravé jedno y € B (obraz x) takové, ze (x, y) € f (znaCime y=f(x)).
o mnozina A je defini¢ni obor funkce f (zna¢ime D(f))
m pokud neni zadan defini€ni obor, bereme maximalni mozny
o mnozina f(A) = {f(x): x € A} je obor hodnot funkce f (znac¢ime R(f))
o obraz mnoziny M C A pfi zobrazeni f je mnozina f(M) = {f(x): x€ M}
o vzor mnoziny M C B pfi zobrazeni f je mnozina f ,(M) = {x€A: f(x) €M}
graf funkce f: A — R je mnozina {[x, f(x)]: x € A}
operace s funkcemi
o scitani, od¢itani, nasobeni a déleni fci definujeme “bodové”
o slozeni funkci f: A— B a g: B— C je funkce gef : A — C definovana predpisem (gof)(x) = g(f(x))
m f nazyvame vnitfni zobrazeni, g vnéjSi zobrazeni
m  kdyZz R(f) © D(g), tak je defini¢ni obor sloZené funkce {x€A: f(x) EB}
prosta, na, bijektivni funkce:



o funkcef:A—Bje
m prosta, pokud riznym vzorim odpovidaji rizné obrazy
e X,y €A, x#y — f(x) #(y)
m na B, pokud jeji obor hodnot je B (f: A =+ B)
m vzajemné jednoznacna (bijekce), pokud je prosta a na B
inverzni funkce:
o Funkce g: R(f) — A je inverzni k funkci f: A — B, pokud (g-f)(x) = x pro kazdé x € A. ZnaCime g =f_,
o Funkce f ma inverzni funkci pravé tehdy, kdyz je prosta. Pak D(f_,) = R(f), R(f_,) = D(f), f je inverzni funkce k f_, a graf f_, je symetricky s grafem
f podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu (pfimky o rovnici y = x)
omezenost:
o Funkce f je (zdola, shora) omezena na A C D(f), pokud je (zdola, shora) omezena mnozina f(A)
sudost, lichost:
o funkce fje:
m  suda, pokud f(-x) = f(x) pro kazdé x € D(f)
m licha, pokud f(-x) = —f(x) pro kazdé x € D(f).
monotonie:
o funkce f je rostouci (neklesajici) na mnoziné A C D(f), pokud f(x) < f(y) () pro vSechna x, y € A takova, Ze x <y
o funkce f je klesajici (nerostouci) na mnoziné A C D(f), pokud f(x) > f(y) (=) pro vSechna x, y € A takova, Zze x <y
o takové funkce se nazyvaji monotonni, rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze monotonni
o pozn.: ryze monotonni funkce je prosta a ma inverzni funkci, ktera ma stejnou monotonii
periodicita:
o Funkce f je periodicka s periodou p > 0, pokud f(x+p) = f(x—p) = f(x) pro kazdé x € D(f)
o pozn.: Pro periodu p, jsou i np (n € [l) periody. Nejmensi perioda (pokud existuje) se nazyva zakladni.
elementarni funkce: x® (a € N, Z, Q, R), €*, sinx, cosx, tgx, cotgx, sinhx, coshx, tanhx, cothx (a ke vSem inverzni)
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cos’x + sin®x = cosh®x - sinh?x = 1
lokalni extrémy: hodnota f(a) je:

o (ostry) lokalni extrém funkce je (ostré) lokalni maximum nebo minimum

o ostré lokalni maximum fce f, pokud f<f(a) na nékterém prstencovém okoli bodu a (analogicky minimum)

o lokalni maximum fce f, pokud f<=f(a) na nékterém prstencovém okoli bodu a (analogicky minimum)
extrémy:

o globalni maximum je nejvétsi lokalni maximum (uvazujeme i limity funkce v krajnich bodech, které do intervalu nepatfi)
stacionarni bod:

o bod a se nazyva stacionarni bod funkce f, pokud f(a)=0
konvexita, konkavita:

o fekneme, ze funkce f je konvexni na intervalu I, pokud pro kazdou trojici isel x, y, z, kde x<y<z plati:

%:’;(x) < ’%ﬁy) (pokud je znaménko nerovnosti opacné, nazyvame funkci konkavni)

o alternativné: pokud usecka spojujici body grafu lezi nad grafem funkce nebo na ném, je funkce konvexni

inflexni body:

o bod [a, f(a)] je inflexnim bodem funkce f, pokud je f spojita v bodé a, existuje f'(a) a pokud funkce f je na nékterém jednostranném okoli bodu a

ryze konvexni a na nékterém jednostranném okoli bodu a ryze konkavni

Limity a spojitost

limita
o Funkce f definovana v prstencovém okoli bodu a € R ma v bodé a limitu b, b € R, (lim,_,
m Ke kazdému okoli U bodu b existuje prstencové okoli P bodu a tak, ze f(P) C U.
spojitost funkce

f(x) = b), jestlize plati:




o Definice: Funkce f je spojitda v bodé a € D(f), pokud ke kazdému okoli U bodu f(a) existuje okoli V bodu a tak, Ze f(V N D(f)) C U. Funkce je
spojita, pokud je spojita v kazdém bodé svého definiéniho oboru
o Véta: Funkce f definovana v okoli bodu a je v bodé a spojita pravé tehdy, kdyz lim,_, f(x) = f(a).
jednoznacnost limity
o Kazda funkce ma v kazdém bodé nejvyse jednu limitu.
m Dikaz:
e Chci: Pokud ma v a limitu b, tak jiné €islo ¢ € R neni limitou
o Existuji disjunktni okoli U, ,U_ bodu b,c, f* (U,) je disjunktni s f' (U,) a neobsahuje tedy prstencové okoli a.
Véta (o monotonie limity):
o Je-lif < g na prstencovém okolia € R, lim_,
Limita monotonni funkce
o Monotonni funkce na intervalu ma v jeho krajnich bodech pfislusné jednostranné limity (supremum a infimum funk&nich hodnot).
o Necht f neklesajici (neroustouci) funkce na intervalu 1=(a, b). Pak plati:
m  lim_ f(x) =inf(f(l)), lim,_  f(x) = sup(f(l)) (nerostouci naopak)
vztah k omezenosti:
o ma-li funkce f v bodé a vlastni limitu, pak je omezena na nékterém prstencovém okoli bodu a
Véta (limita souctu, rozdilu, souc€inu a podilu funkci)
o Limita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) funkci je soucet (rozdil, soucin, podil) limit, pokud je definovan (véetné operaci s nevlastnimi Cisly)
o Dukaz limity souctu:
m Uvazujme: b =lim__ f(x); c = lim,__ g(x)
m  Pro okoli U(b+c,e) uvazujme f(P) < U(b,e/2) a g(P,) C U(c,e/2), pak (f+g)(P;N P,) € U(b + c,g).
Véta (limita slozené funkce). Necht pro a,b,c € R plati:
(1) lim,_, f(x) = b,
(2) lim, _, g(y) = c,
(3) g(b) = ¢ nebo f(x) # b na prstencovém okoli a.
Pak lim,__ (g ° f)(x) = c.
asymptoty:
o asymptota v nevlastnim bodé a € R je pfimka o rovnici y = px + q, pro kterou plati lim,_ (f(x) - (px + q)) =0
o ma-li funkce v bodé a € R alespori jednu jednostrannou limitu nevlastni, nazyvame pfimku x = a asymptotou
o pozn.: vypocet asymptot
m 1) asymptota se smérnici:
e p=Ilim__f(x)/x
e qg=Ilim__f(x)-px
m 2) asymptota bez smérnice:

f(x) =b, lim,__,g(x) =c, pakb<c.

a

x—b

o

o

O

O



e najdeme bod a, kde fce neni definovana
e pokud je lim __f(x) nevlastni alespori z jedné strany, pak je x = a asymptota
e jednostranné limity:
o Fce f, ktera definovana na levém prstencovém okoli bodu a € R, ma v bodé a jednostrannou limitu zleva rovhu b € R, pokud ke kazdému
okoli U bodu b existuje levé prstencové okoli P bodu a, tak, ze f(P) C U.
e obor hodnot spojité funkce na intervalu:
o Véta (o mezihodnoté): Je-li funkce f spojita na intervalu | a nabyva-li v ném hodnot m a M, m < M, tak na tomto intervalu nabyva vSech hodnot
{m, M)
o Spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva nejvétsi a nejmensi hodnoty
e Asymptotické chovani funkci (O(g), ©(9)):
o Definice: Necht funkce g je definovana na prstencovém okoli a € R.
m  Funkce fje tfidy O(g) (f € O(g), f = O(g)) pro x — a, pokud existuje Cislo M a prstencové okoli P bodu a tak, ze |f(x)| < M |g(x)| pro
kazdé x € P.
m  Funkce f je tfidy O(g) (f € ©(g), f = ©(g)) pro x — a, pokud existuji kladna Cisla m, M a prstencové okoli P bodu a tak, Zze m*|g(x)| < |f(x)|
< M*|g(x)| pro kazdé x € P.
o Véta: Nechta € R
m Je-lilim__ f(x)/g(x) € R, pak f € O(g) pro x — a.

X—a

m Je-lilim__ f(x)/g(x) € k\{0}, pak f € ©(g) pro x — a.

X—a

X—a

Derivace

e Derivace

o Necht f je funkce definovana na okoli bodu a. Derivace v bodé a je:
df(a) = fa) = 11m Lath @ _ .o f(a+h2—.f(a)

“ath-a )
o vyS§Sich radu
m definujeme rekurentné: f=f, f"=(f""y'
o derivace funkce na intervalu
m  Necht funkce f ma v kazdém bodé otevieného int | vlastni derivaci. Derivace funkce f na int | je funkce f: x » f(x) pro x € |
m Pokud je | otevieny, uvazujeme v pfislusnych krajnich bodech pfislusné jednostranné derivace
e vlastnosti:
o linearita derivace - respektuje soucet, skalarni nasobek a nulu
o maji-li funkce f, g vlastni derivace v bodé a, pak:
m derivace soucinu: (fg)’ =fg + fg’



m derivace podilu: (f/g) = (f'g - fg')/(g*) (pokud g(a)!=0)
m derivace slozené fce: f(g(x)) = f(g(x)) * g’(x)
m derivace inverzni funkce:
e je-li funkce f spojitd a ryze monotonni na intervalu | a existuje-li nenulova derivace funkce fv a € |, pak ex. derivace inverzni
funkce f, v bodé b = f(a) a plati:
o [4(f@)=75=f(b)
m pf (Inx) = 1/(e') = 1/(e) = 1/(e"*) = 1/x

funkce s vlastni derivaci je spojita:

@)

@)

Véta: Funkce je spojita v kazdém bodg&, ve kterém ma vlastni derivaci.
Dukaz: Necht funkce f ma v bodé a vlastni derivaci. Pak je definovana v okoli bodu a a stac¢i ukazat, ze lim
pouzitim vét o limité souctu a soucinu:

m f(x) =f(a) + f(x) - f(a) = f(a) + (f(x)-f(a))/(x-a) * (x —a) —,

f(x) = f(a), coz dostaneme

X->a

f(a) + f(a) * 0 = f(a).

a

Rolleova véta:

@)

Necht pro funkci f plati:

m je spojita na intervalu (a, b)

m ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a, b)

m kdyz f(a) = f(b), pak f(c) = 0 pro néktery bod ¢ € (a, b)
m Dukaz:

e pro konstantni je f =0 na (a, b)
e nekonstantni nabyva minima nebo maxima uvniti {a, b)
e napfiklad pro maximum v bodé c € (a, b):

o f(c)="F_(c)=Ilim__ (f(x)-f(c))/(x—c)

0,
o f(c)=f.(c) = lim,_, (f(x)=f(c))/(x-c) <0

=
<

Lagrangeova véta

o

Necht funkce f je spojitd na {a, b) a ma derivaci v kazdém bodé (a, b). Pak existuje ¢ € (a, b) tak, Ze:

b _fla) _
=i O

I'Hospitalovo pravidlo

o

necht pro fce f, g ve tvaru f/g plati:
m  budlim_, g(x) =lim,_ f(x) =0 nebo lim,_ g(x) = +-=
m  existuje lim,_ (f(x)/g’'(x))
m pak:
o lim,  (f(x)/g(x)) = lim,_ (F(x)/g’(x))

TaylorGv polynom, Taylorova véta



o Taylortv polynom Ffadu n funkce f v bodé a je pravé ten (jediny) polynom stupné nejvyse n, ktery ma v bodé a stejné derivace az do fadu n
(v€etné nulté, tj. funkéni hodnoty), jako ma funkce f.
o Taylorova véta: Necht funkce f ma spojité derivace do fadun=0na <{a, x) , f™" existuje v kazdém bodé (a, x). Pak existuje ¢ € (a, x) tak,
ze:
(r+1)
- f(x) _ f(a) A C)) f(a) (x a) +f(a) (X a) + o+ :1(!“) (x_ a)n + f(n+i()‘!)(x_ a)il+l

m T(x)je ta Cast beze zbytku

(nt1)
m kde ’(nﬂ()‘,)(x a)”+1 je zbytek v Lagrangeové tvaru

te€na a normala grafu funkce:
o spocitame y z rovnice y - y, = f(x,)(x-X,), kde bod [x,, y,] je bod dotyku
o smérnice tecny: f(x)
o smérnice normaly: -1/f(x)
pouziti derivace pfi vySetfovani pribéhu funkce:
o monotonie: Je-li funkce f spojita na intervalu | a ma-li v kazdém vnitfnim bodé | derivaci, pak:
1) Je-li £(x) > 0 uvnitf |, pak f je rostouci v I.
2) Je-li f'(x) < 0 uvnitf I, pak f je klesajici v .
3) Je-li f(x) = 0 uvnitf |, pak f je neklesajici v I.
4) Je-li f(x) < 0 uvnitf |, pak f je nerostouci v I.
Duikaz:
e abela<b
e pro f(x) > 0: Z Lagrangeovy véty vime, Ze existuje c takové, Ze plati (f(b) - f(a))/(b - a) = f'(c)
o vime, ze f(c)>0, b-aje >0, takze f(b) - f(a) musi byt > 0 — fce je rostouci
e ostatni se dokazuji podobné
o lokalnich extrému
m Funkce f ma v bodé a lokalni minimum ( ), jestlize f(x) = f(a) ( ) na nékterém prstencovém okoli bodu a.
o konvexity
m fce je konvexni na |, kdyz pro vSechny a, b, c € |, a <b < c plati:
£ (b) Lele o L) (°) f @) (pokud je znaménko nerovnosti opacné, nazyvame funkci konkavni)

—a

m 7>0- konvexnl
m f’ <0 -konkavni
o inflexnich bodu
m Bod [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f (funkce f ma v bodé a inflexi), pokud je funkce f spojita v bodé a, existuje f(a) a funkce f
je na nékterém jednostranném okoli a ryze konvexni a na nékterém jednostranném okoli a ryze konkavni.
m f’ =0 anajedné strané ma f’ opacné znaméko nez na druhé



e derivace elementarnich funkci

Integraly

primitivni funkce: Funkce F se nazyva primitivni funkce k funkci f na intervalu |, jestlize F’ = f na intervalu I.
neurcity integral: Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f na intervalu | nazyvame neurcitym integralem f na | (pokud je neprazdna).
per partes:
o Necht na intervalu | existuji u’, v, Ju'v. Pak Ju'v=uv-juv’
e véta o substituci:
o Necht |, J jsou oteviené intervaly, funkce ¢@: | — J ma derivaci ¢’ na intervalu |, funkce f: J — R ma primitivni funkci F na intervalu J. Pak plati:
n 1) [f(et))e'(B)dt=F(e(t))+C, t € |
o Jestlize je ¢ ryze monotonni, @(1)=J a existuje primitivni funkce G(t) k funkci f(¢(t))@’(t) na intervalu I, pak
m [f(x)dx=G(¢_(x))+C, x € J
e urcity integral:
o Riemanndv:
m déleniintervalu a, b) je kone¢na mnozina D C (a, b) obsahujici a a b, necht’' D ={x,, ..., X.}
dolni integralni soucet: S(f, D) = ¥"_,inf(f( {x_,, x> )) - (X, = X_,)
horni integralini soudet: S(f, D) = ¥"_,sup(f( X, X )) - (X, = X_,)
Je-li pro omezenou funkci f na (a, b) supremum dolnich integralnich souc¢td rovno infimu hornich integralnich souétli, nazyvame tuto
hodnotu urgity (Riemanndv) integral funkce fna (a, b) . Cisla a, b se nazyvaji dolni a horni mez integralu.
o Newtonuv:

n ff(x)dx = F(b-)-F(a+).
o Newtonova - Leibnizova formule:

m Necht funkce f je omezena a spojita na [a, b], f f existuje a F je primitivni funkce k f na (a, b). Pak:

a

. ff(x) dx = [FW)],= F(b-)—F(a+)

e Dukaz:
o viz skripta - 142
o pokud existuji oba, maji stejnou hodnotu
o Riemann(v je definovan i pro nékteré nespoijité funkce, Newtonlv zase i pro neomezené funkce a na neomezeném intervalu
e nevlastni integral:



o Definice: Necht funkce f je definovana na intervalu (a, b), - <= a < b <= +=, a necht pro kazdy interval [c, d] C (a, b) je f omezena na [c, d] a

existuje rf(x) dx. Jestlize funkce f neni omezena nebo interval (a, b) neni omezeny, pak definujeme nevlastni integral:

[ ff(x)dx =lim__, a+ff(x)dx +limg b_J‘,f(x)dx

e pokud je vyraz vpravo definovan pro nékteré e € (a, b)
Je-li vlastni, fekneme, Ze integral konverguje.
dalSi kritéria konvergence:

m pokud “vét§i” funkce konverguje, tak konverguje (a naopak)

e Jestlize |ff =g na(a, b), fg konverguje a f je po Castech spojita, pak ff konverguje.

e Jestlizef<gna(a,b), ff =+« g g je po Castech spojita, pak fg = oo,

m Jestlize P, Q jsou nenulové polynomy, a, b € R, pak f%dx konverguje praveé tehdy, kdyz:

e 1) Polynom Q nema v intervalu (a, b) ani ve vlastnich krajnich bodech tohoto intervalu kofen vétSi nasobnosti nez polynom P
o 2) Jestlize je alespori jedna z mezi integralu nevlastni, pak stupen polynomu Q je alespori o 2 vétsi, nez stuperi polynomu P
m daldi tvrzeni:

e Integral f x* dx konverguije, pravé kdyz a < —1.
1

e |Integral J]x“ dx konverguje, pravé kdyz a > -1
0

linearita, aditivita na definiénim oboru, integrace per partes, substituce;
aditivita na definiénim oboru:

o Necht f je omezena funkce na intervalu [a,b], a<c<b. Pak ff(x)dx =ff(x)dx+ f f(x)dx (leva strana existuje iff existuje prava strana)

integrace x*a (a € R), e”x, sinx, cosx, racionalnich funkci, funkci typu R(e”ax ), R(Inx)/x, R(sinx,cosx) (jen substituce za sinx a cosx), kde R je
racionalni funkce;
primitivni funkce jako integral s proménnou mezi:

o Necht a, x € | a existuje NewtonUv integral. Potom primitivni funkci F k funkci f ur€éenou vztahem

o F() - F(a) = |f)dr


http://math.feld.cvut.cz/mt/txtd/3/txc3da3b.htm

o nazyvame integral s proménnou mezi
e integrovatelnost monotonni funkce:
o Monoténni funkce na uzavieném intervalu ma urcity integral.
o Dukaz:
m D={aa+ =4, .. b}
m S(f,D,)-S(f,D,)= Y (f(x) - f(x.4)) * (X, - X,) = l%’ Zl(f(xi) - f(x4)) = b_;a [fb) = fl@)|-"""0

—_

e integrovatelnost spoijité:
o Spojita funkce na intervalu ma primitivni funkci.
e aplikace urcitého integralu:
o stfedni hodnota
m Def: Necht a,b € R a necht ff(x) dx konverguje. Stfedni hodnota funkce f na intervalu <a,b> je b—laff(x) dx .

a

m Véta (o stredni hodnoté): Je-li funkce f spojita na intervalu <a,b >, pak existuje Cislo ¢ € (a, b) takove, ze f(c) je stfedni hodnota
funkce f naintervalu <a,b>.
o délka kfivky

m Véta: Necht funkce f'ma po Castech spojitou derivaci na intervalu (a,b), a,b € R . Délka grafu funkce fje f\/l + [f'(x)]zdx.

o obsah plochy
m Véta: Necht funkce £, g jsou po &astech spojité na intervalu (a,b), a,b € R, f < g . Obsah plochy

(1591 € B ix € @by S0 <y =e®} fe [ s dx.

o objem rota¢niho télesa
m Véta: Necht funkce f je po Castech spojita na intervalu (a,b), a,b € R. Objem (rotagniho) télesa

{[x,y,z] eER:xe (a, b), yz-i—z2 §f2(x)} je n*ffz(x) dx .

o obsah plasté rotacniho télesa
m Véta: Necht funkce f je po ¢astech spojita na intervalu (a, ), a,b € R. Osah mnoziny {[x,y,z] ER :x € (ab),y’+z? =f2(x)}

(plasté rotaéniho télesa) je 2 * ff(x) 1+ )] dx.



Posloupnosti a fady

e posloupnost:
o Definice: (Nekonecna) posloupnost realnych Cisel je zobrazeni N — R. Oznacime-li a, obraz Cisla n (n-ty ¢len posloupnosti), pak posloupnost
zapisujeme jako (a,, a,, ...) = (@)
e limita posloupnosti:
o Definice: Posloupnost (a,),_, ma limitu a € R, pokud pro kazdé okoli U bodu a existuje n, € N tak, ze pro vSechna pfirozena n > n, je
a, € U.ZnaCime lima, =a, a,—""%a, a, — a pron — o . Posloupnost s vlastni limitou se nazyva konvergentni, s nevlastni limitou

n—o0

divergentni.
e vybrana posloupnost
o Definice: Vybrana posloupnost (podposloupnost) z posloupnosti (a,)., je posloupnost (ar,)

o0
n=1"

kde (k,),-, je rostouci posloupnost
pfirozenych Cisel.
e hromadna hodnota a jeji existence
o Definice: Cislo a € R je hromadna hodnota posloupnosti, pokud v kazdém okoli a leZi nekone&n& mnoho jejich &lent.
m Kazda posloupnost ma alespori jednu hromadnou hodnotu (u omezené posloupnosti hromadnou hodnotu vlastni).
o Véta: Supremum a infimum mnoziny hromadnych hodnot posloupnosti jsou hromadné hodnoty této posloupnosti.
m limes inferior (Iim inf__, a,) - nejmensi hromadna hodnota posloupnosti
m limes superior (lim sup, | .a,) - nejvétsi hromadna hodnota posloupnosti
e fady:
o soucet fady:
m aritmeticka je +- «
m geometricka fada a jeji soucet (dikaz):
e Yaqg= “qu pro |g| <1, pro kdyz |g|>1a a #0 Ffada nekonverguje.
k=1

e Dukaz:

o

S,=a,(1+q+...+q")
qS,=a,(q+---+q" +q")
(1-a)S, =a,(1-q")// vzniklo odectenim prvnich dvou rovnic

a,(1-¢9")
Sy =1

o Definice: fada konverguje, ma-li konecny soucet; diverguje, ma-li nekonecny soucet; osciluje, nema-li soucet.
o Véta: Je-li fada absolutné konvergentni, Ize ji (beze zmény souctu) pferovnat a rozdélit;
o nutna podminka konvergence:

o O O



m jestlize ) a, konverguje, pak lim,__ a, =0
k=1

m Dukaz:
e lim__a, =Ilim__(s, Sy =Ilim__s -lm__s, _,=s-s=0.
o kritéria konvergence:
m srovnavaci:
e NechtO=< ak < b, pro kazdé k € N.

e 1) Jestlize Z b, konverguje, pak i Z a, konverguje.
k_

o 2) Jestlize Z a, diverguje, pak i Z b, diverguje.
k=1 k=1

m podilové
e Necht a, # 0 pro kazdé k € N.
o 1)Je-li % sqg<1prokazdé k € N, pak } a, konverguje (absolutne).
k=1
o 2)Jeli |=t| =1prokazdék € N, pak Y. a, nekonverguje.
k=1
e Dukaz:

o0
o MNlalslalgs---=< |a1|qk_1, 1;1 |a1|qk_1 konv.

o 2)lalzlalz--2]a a0
m odmocninoveé

o 1) Jei «k”ak‘ <q<1prokazdé k € N, pak Y a, konverguje (absolutné)
=1

o 2)Jei '\k”ak‘ > 1 pro kazdé k € N, pak Y a, nekonverguje
Pt
e Dikaz:
o 1)]aJ<dg“, ¥ g*konverguje
P

o 2)lajz1,a!—0
m integralni

0 +90
e Necht f je nezaporna nerostouci funkce na (1, +«). Pak Y f(k) konverguje pravé tehdy, kdyZ konverguje f f(x) dx
k=1 1

e Dukaz:



ktl
o fik)2 ,rf(x)dxzf(k+ 1)
k

o YKz T f(x) dx 2 S (k) - (1)
k=1 1 k=1

m Leibnizovo - fada musi alternovat

e Je-li (a);., nerostouci posloupnost (|a,| >= |a,,,|) s nulovou limitou (lim,., |a,| = 0), pak ¥ (-1)<"a,konverguje
k=1

Numericka integrace

e nejlepsi asi precist si to u Habaly...
https://math.feld.cvut.cz/habala/teaching/den/denin02.pdf

n

Poznamka: Vsimnéte si, ze vSechny probrané metody maji odhad integralu ve tvaru h ) w; f(x;).
i={

Podle toho, jak chytie vahy w; vybereme, dostavame vice & méné kvalitni odhad integralu. Je zajimavé
i

(a da se dokazat), ze rozumné volby vah vzdy splimji 3  w; = n. To je ddno tim, Ze pfi integrovini
i=({}

konstantni funkce f(z) =1 na intervalu {0, 1} chceme dostat 1.

e obdélnikova metoda (fadu 2)
o pouziva otevienou Newton-Cotesovu metodu pro 1 uzel
o Rozdélim interval <a,b> na n podinterval( délek (b-a)/n = h (krok) s krajnimi body x, =a + ih, i € {0, 1, ..., n}. Dostaneme:

[ f@ar =n-f52), i € (1,2, . n)
Xi-1

o a souctem prFes v&. podintervaly pak:
J o) d = ROy = B[22 1.+ g

o chyba < %(b —a)h” , kde M, = max, e, p- |f"(x)|
e lichobéznikova metoda (fadu 2)

flz;) — f{xi—l}{
h &

. -T-i—lj-

f{\ﬂ"} = f{l-':'—l} +


https://math.feld.cvut.cz/habala/teaching/den/denln02.pdf

I~ Zh(f(zo) + f(z1)) + Sh(f(z1) + flx2)) + - - + Fh(f(zn-1) + f(zn))
1 n-—1 n 1 n—1

” Eh[z FE)+ Y f(z-.,-}] = 3k [f{.rujl + 3" 2f () + fza)| = T(w).

- =0} i=1 i=1

o pouziva uzavienou Newtonovu-Cotesovu metodu pro 2 uzly
o Rozdélime interval <a,b> na n podintervall délek (b-a)/n = h s krajnimi body x, =a + ih, i € {0, 1, ..., n}. Dostaneme:
[ foyay =n- LR v e 12 ny

o a souctem pFes v&. podintervaly pak:
ff(x) dx = T(h) = h[3f(a) + /() +[06;) + oo+ f0x,) + 3/(0)]

o chyba < %(b —a)h” , kde M, = max, e, p- |f"(0)] M
Simpsonova metoda (fadu 4)
o animace: http://mathfaculty.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Quadrature/Simpson41/Simpsonaa.html
o pouziva uzavienou Newtonovu-Cotesovu metodu pro 3 uzly
o Rozdélime interval <a,b> ekvidistantné na podintervaly a kazdy z nich na dva stejné dlouhé podintervaly. Pro lepS$i srovnani s ostatnimi
metodami je zvykem oznacovat pismenem n sudy pocet vSech takto vzniklych podintervalll délky (b-a)/n = h s krajnimi body x, = a + ih, i € {0,
1, ..., n}. Dostaneme:

Xoi
sz(x) dx zzh.f(xzi—z) +4f(éXz,-4)+f(xz,-)’ i€ (1,2, .., é,}
X2i=2

o a souctem pfes v8echny podintervaly pak:
f SG) dx = S(h) = 4 [f(a) + 4(x)) + 2/(xy) + 4f(03) + .. + 20, 5) + 4 (x5,) +£(B)]

o chyba < %(b - ar)h4 , kde M, =max, c, ;- ‘/(4)()6)‘
odhad chyby metodou polovi¢niho kroku
o chyba = 2—5: [F(h)— F(2h)], kde Ffad je fad pouzité metody, F je typ metody, h krok
Richardsonova extrapolace - tady jsou prosté néjaky sracky...
o x(h) + chyba (metoda polovi¢niho kroku)
o Fy(h)=F(h)*+(F(h)-F(kh))/(k*-1)
m specialni pfipad k=2: metoda polovi¢niho kroku


http://mathfaculty.fullerton.edu/mathews/a2001/Animations/Quadrature/Simpson41/Simpsonaa.html







