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1. kapitola
Ako zachytif pohyb

Matematika sa zacala rozvijat s prichodom velkych civilizcii. Ked v jednom meste byva
niekolko tisic T'udi, situdcia si vyZaduje ovela vicSie a podrobnejSie planovanie, neZ ked’ byvaju tri
rodiny pokope niekde na samote. Ak sa totiZz veci nenapldnuji dostatocne starostlivo, Iudia si
prejedia zasoby, zacnu si skdkat po hlavéach, nebudd maf o pif a utopia sa v splaS8koch. A sticasfou
takéhoto pldanovania pre velké pocty Tudi sa nutne stalo pocitanie. Pocitali sa zdsoby, stavebny
materidl, pocet muzov schopnych slizif v armade ¢i peniaze.

Matematika bola uchovavana ako vzicne poznanie a odovzddvand z generécie na genericiu.
Peknym svedectvom o tom je Rhindov papyrus, ktory bol napisany v Egypte priblizne v roku 1650
pred Kristom a zhfiia dobové matematické poznatky. A ked autor opisuje Citatefovi, ¢o v zvitku
nijde, tak ako nadpis zvitku pouZije nasledujicu vetu: ,Presné vypoCty na preSetrenie vect,
poznanie vSetkych veci, zdhad a vSetkych tajomstiev.*

Velky zlom v histérii matematiky nastal v obdobi antického Grécka. Grékom totiZ prestalo
stacif, Ze niektoré zdkonitosti v matematike odpozorovali a iné sa dozvedeli od predkov. Chceli
vedief, preCo matematika funguje. A tak vymysleli dokazy a dokazovanie. Umenie dokazu doviedli
do dokonalosti a celu geometriu dokézali odvodif z niekolkych zdkladnych principov a piatich
axiom.

Geometria je krdsna a Gréci ju robili brilantne. Problém je ale v tom, Ze geometria sama
o sebe posobi statickym dojmom. Je o vzfahoch medzi hotovymi objektami. Pohyb Gréci s jej
pomocou nezachytili. To sa podarilo az Casti matematiky, ktord je dnes zndma ako matematickd
analyza a o ktorej bude rozpravaft cely tento kurz.

To, Ze sa grécki matematici do rieSenia tloh o pohybe prili§ nepustali, ma niekolko pricin.
Jednou z nich st paradoxy, ktoré vymyslel filozof Zenon z Eley. Zenon sa k veci postavil ako chlap
a drsne vyhlasil, Ze Ziadny pohyb neexistuje a Ze to, co vidime okolo seba je iba Salba zmyslov.
A uvédzal pre to padne dovody. Napriklad takyto: ,,Zd4 sa ti, Ze $ip preleti drahu od luku do terca?
Zdaf sa ti to mozZe, ale v skuto€nosti je to nemozné. PretoZe ak ma Sip preletief do terc¢a, musi najprv
preletief do polovice drahy. A ak m4 preletief do tej polovice, musi najprv preletiet do polovice z tej
polovice (teda do Stvrtiny). Ale ak sa mé dostat do Stvrtiny, musi najprv preletiet do polovice z tej
Stvrtiny. A takto sa d4 uvazovaf do nekonecna a preto $ip nikdy luk nemdze opustit.*

Uloha 1: Je Zenonova tvaha spravna? Ak je, ¢im to je, Ze naSe zdanie tak velmi odporuje realite?
Ak nie je, kde je v nej chyba? (Nejde o to daf naucent odpoved — ide o to naozaj néjst co
najlepsi dovod.))

Prva odpoved:'

Druha odpoved’:

Na odpoved na Zenonovu otdzku, ktord by bola dostato¢ne uspokojivd, si muselo T'udstvo
par tisic rokov pockat. Aj my odloZime uplne presnd odpoved na neskor. Podme sa teraz zaoberat
pohybom spdsobom, akym ndm to umoziuje sucasna technika, konkrétne kino.

1 Ako prvi odpoved zaznacte to, Co vymyslite. Ako druhd to, ¢o sa vdm zdalo najlepsie spomedzi vSetkych odpovedi.
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Na predoslych dvoch strandch vidite zdznam, na ktorom Anda pred matfyzom hadze
tenisovi lopti¢ku popri oranzovom pdse s mierkou (mierka je v metroch).? Frekvencia zdznamu je
25 snimkov za sekundu. Z tohto zdznamu sa da vypozorovaf mnoho veci. Nasleduje niekolko
otdzok, na ktoré sa pokiste dat o najpresnejSie odpovede. Upozoriiujeme ale, Ze odpovede nemusia
byt jednozna¢né. Pouzitie meradiel, kalkulaciek, tabulkového kalkuldtora ¢i inych pomodcok je
chvélyhodné a odporucané.

Lahké otazky

Uloha 2: Na kolkom snimku opustila tenisova lopticka Andinu ruku?
Prva odpoved’: Druha odpoved':
Uloha 3: Na kolkom snimku bola lopticka najvyssie?

Prva odpoved’: Druha odpoved':
Uloha 4: Na kolkom snimku Anda lopticku znovu chytila?

Prva odpoved’: Druha odpoved':
Uloha 5: Ako dlho lopticka letela?

Prva odpoved’: Druha odpoved’:

Trochu fazsie otazky

Uloha 6: Akii rychlost mala lopticka na snimku &. 25?

Prva odpoved’: Druha odpoved':
Uloha 7: Ak rychlost mala lopticka na snimku ¢. 10?

Prva odpoved’: Druha odpoved’:
Uloha 8: O kolko sa zmenila rychlost medzi snimkami ¢. 37 a ¢. 38?
Prva odpoved’: Druha odpoved':

Ako ste zisfovali svoje prvé odpovede?

2 Tymto dakujem Andi, Mafovi, Johy a Miske za pomoc pri tvorbe tohto zaznamu.
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Este fazSie otazky

Uloha 9: Ak najvacsiu rychlost lopticka dosiahla?

Prva odpoved’: Druha odpoved:
Uloha 10: Akd priemernu rychlost lopticka dosiahla?

Prva odpoved’: Druha odpoved':
Uloha 11: Na ktorom snimku dosiahla lopti¢ka rychlost 1 m/s ?
Prva odpoved: Druha odpoved’:

Uloha 12: Ked si budeme viimaf iba tie snimky, kde lopticka letela, medzi ktorymi dvomi nastala
najvicsia zmena rychlosti?

Prva odpoved’: Druha odpoved’:

Uloha 13: O kolko sa zmenila rychlost medzi snimkami €. 43 a ¢. 44? O kol'ko sa zmenila rychlost
medzi snimkami €. 44 a ¢. 457

Prva odpoved’: Druha odpoved’:

Uloha 14 (nepovinna pre machrov fyzikov): Ked Anda chytila lopti¢ku, akou silou na fu
posobila? (Lopticka vazi 56,7 g.)

Prva odpoved’: Druha odpoved':

Ako ste zistovali svoje prvé odpovede?

Uloha na premyslenie do d’alSej lekcie: Ako rychlo sa meni funkcia y=-—4,8 x*+9,8x—1 ak je
x=0,4 7 Ako by sa vdbec dalo nieco také zistit? Co to md spolo¢né s ulohou 7? Co mad td
funkcia spolo¢né s hadzanim lopticky?



Sem napi§ akékolvek d'aliie postrehy. Co ta zmiatlo? Co sa ti zdalo zaujimavé? Co z veci,
¢o sa t1 pacili, bolo povedané na hodine a v texte nie je? Co treba na texte zmenit?



1. kapitola — spravy

Po kazdej kapitole (alebo aspoil po tych, po ktorych sa to ukaze byf uZitocné) bude
zverejneny zdznam, aby sa nezabudlo na otvorené otdzky alebo zaujimavé postupy, ktoré sa pocas
rieSenia objavili. Zaznam k prvej kapitole dostavate prave teraz.

1. aloha

D4vid priSiel s ivahou, Ze ten Sip sa bude hybat. Odovodiioval to takto:
Ked mame sucet nekonecne vela Cisel, vysledok nemusi byf nekone¢no. Napriklad ked
potrebujeme scitat

— 1.1
S=—t+—+—+—+...=—+= +o. =+
2 4 8 16 2 2 2 2
(Polovicu na zaciatku radu sme opisali a zo zvySku sme vynali polovicu pred zatvorku. V zatvorke

nam prekvapivo zase zostal povodny rad.) Zistili sme teda, Ze

1 1.1 1 _11(111
+=+—+—+ S

Ja som vyjadril dve ndmietky. Prv4 bola voci tomu, Ze rieSi ini Zenonovu aporiu, nez je ta,
ktora bola uvedend v texte. V tej inej Zenon hovori, Ze Sip nemoZe doletief do terca, lebo najprv
musi preletief polovicu drdhy, potom polovicu zo zvySku, potom polovicu zo zvysku atd. a tym
padom do ter¢a nikdy nedoleti, lebo tych kuskov, ktoré musia prejst je nekonecne vela. V takom
pripade je sprdvnym argumentom, Ze aj ked je tych Casti nekonecne vela, tak stucet je konecny
a tym padom je vzdialenost prekonatel'nd. Problém je ale v tom, Ze podla toho paradoxu, ktory je
v prvej kapitole, sa $ip z luku ani nepohne.

Druh4 nédmietka bola proti postupu s¢itania. Ukédzal som, Ze ak by sme rovnako chceli séitaf
1+2+4+8+16+... tak to mOZem urobif, lenZe mi vyjde evidentny nezmysel:

S=142+4+8+16+...=1+2(1+2+4+8+...)=1+2s
s=1+2s [-2s
—s=1
s=—1

Na prvui ndmietku zaznelo z triedy, Ze ak by sme v zadanej apdrii nepocitali drdhu Sipu, ale
cas, za ktory doleti $ip do ciela, tak tam dostaneme sucet rovnakého radu, akurat bude ten rad
otoCeny nie smerom k terCu, ale smerom k luku. A ak by ten Cas vySiel kone¢ny, tak Sip z luku
vyletiet moZe. (Zial nepamitam sa, kto s tymto skvelym napadom prisiel. Prosim, ozvite sami, ak si
pamiitéte.)

Na druhd ndmietku David vravel, Ze finta funguje len vtedy, ak je koeficient patri¢nej
geometrickej postupnosti mensi ako 1, ale k tomu, preco je to tak a ¢i je to naozaj tak, sme sa zatial
nedostali.

Ulohy 6 az 8

Co sa tloh o rychlosti tyka, vyskytli sa tri postupy, ktorymi sa rychlost na danom snimku
urcovala. Prvy postup bol, Ze sa pozrieme, kolko lopticka presla po najblizsi snimok a tito drahu
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vynasobime dvadsiatimi piatimi (pripadne vydelime jednou dvadsafpitinou, lebo v=s/t, ale to je
to isté), pretoZe rozdiel medzi dvoma snimkami je 1/25 s. Ak si ozna¢ime polohu na k -tom snimku
S, , tak rychlost na k -tom snimku by bola
Skr1 ™ Sk _ 25
1
25
Proti tomuto typu pocitania sa ozvala jedna drobnd ndmietka, Ze tak dostaneme rychlost
niekde medzi tymi dvomi susednymi snimkami. A Ze ak chceme rychlost v jednom konkrétnom
snimku, treba zobraf tie snimky okolo. Rozdiel drdh v tomto pripade treba ale delif 2/25, lebo mame
dvakrat vacsi Cas. Druhy spésob pocitania rychlosti bol teda

Sk+1_sk—1_25( B
5 ) Ske1—Sk-1)
25

Treti sposob pocitania rychlosti bol cez fyziku cez energie. V 25. snimku bola kineticka
energia 0 J (lebo rychlost bola nula) a potencidlna m.g.3,97 J. Na 10. snimku bola kineticka
energia mvy?/2 apotencidlna m.g.2,15 J. Zo zékona zachovania energie dostaneme, Ze
3,97g=v’/2+2,15g a teda v*/2=17,85, v°=35,70 a v=598. Proti tomuto spdsobu
principidlne ndmietky nezazneli, len som pripomenul, Ze fyzici ob&as pouZivaju finty, ktoré sa eSte
len chystame objavit.

Pri tejto prileZitosti si dovolim pridaf eSte Stvrty sposob: Z toho, Ze lopticka ma nulovi
rychlost priblizne na dvadsiatom piatom snimku a z toho, Ze v=a.t , vieme spocitat, Ze na k -tom
snimku bude mat lopti¢ka rychlost

Sk+1_sk)

k=25
25
(ked lopticka bude padat, rychlost bude zapornd). Tento spdsob ale vychddza z Cisto fyzikdlnych
vedomosti a Ziadny film k nemu nepotrebujeme. Uvddzam ho len na porovnanie s ostatnymi.
Ked teda chceme napr. pocitaf rychlosf na desiatom snimku (dloha ¢&. 7), podla prvého
postupu to vyjde 5 m/s, podla druhého 6,25 m/s a podla tretiecho 5,98 m/s. Poc¢itanim cez zrychlenie
dostaneme 5,89 m/s. Na zdklade tychto skusenosti sme odhadli, Ze ten druhy spdsob dal v tomto

konkrétnom pripade lepsi vysledok, ako prvy.

Uloha 12

Aby sa dalo zmysluplne zisfovat, kde bola zmena rychlosti najvicsia, Kubo, DuSan a Mato
vlozili dita z filmu do tabulkového kalkuldtora. V tomto texte budem pouZzivat Matove data.
(Modzete si ich stiahnuf na stranke.) Data v grafe vyzeraju takto:

4,5

4 pEEEEEEg
35 gun "Eng,

3 un" s

(] ]

25 [ | [ |

2 [ ]
1,5 ... I.

1 u L
0,5

0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Snimok

Poloha [m]
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Ked z tychto dét (druhou z uvedenych metdd) vypocitame rychlosti, dostaneme takyto graf:

[y
o

0 5 10 15 20 25.."!... 3 40 45 50
H B

CH

Rychlost [m/s]
0o ~ADNODNDMO ®
| |

Snimok

A ked z tychto rychlosti vypocitame zrychlenia (rovnakou symetrickou metédou — vezmeme
rychlosti na dvoch okolitych snimkoch a vydelime dvoma dvadsatpétinami — podla vzfahu a=v/t)
dostaneme takyto graf:

50
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u [
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0 E Em EE ..Is. I

) [ [

-30

Zrychlenie [m/s”2]

Snimok

Ludia fyzikédlne vzdelani hned na zaciatku tvrdili, Ze zrychlenie by malo zakazdym vyjst
rovnaké. Ale evidentne nevyslo. Hodnoty zrychlenia pocas letu lopticky skacu od -23,4 m/s* po
0 m/s*. (T4 vysoka hodnota na konci je uz z asu, ked Anda lopti¢ku chytila.) Niektori vypocty
v tomto momente vzdali.

DalSia analyza ukdzala, Ze chyba je v chybe. Lopti¢ka je na fotografidch rozmazand, meter
ma stupnicu 10 cm a ak chceme urcif polohu lopticky, tak najlepSia presnost, s ktorou polohu
lopticky vieme odhadnit, je =2 cm. Ked mdme dva udaje o polohe, kazdy s presnosfou *A
a spravime ich rozdiel, tak vysledok bude maf chybu +2A , pretoZze sme sa pri kazdom merani
mohli pomylif na ind stranu. Aby sme vypocitali rychlost, ndsobili sme rozdiel 25/2. Pri tej
prileZitosti nasa chyba nardstla na =25 A . Takze ak bola chyba v merani polohy +2 cm, tak chyba
v rychlosti bude +0,5 m/s (V tomto momente zac¢ina byt vidno d’al§iu vyhodu pocitania rychlosti
druhou metddou oproti prvej. V prvom pripade sme rozdiel hodn6t ndsobili 25, takZe tam bola
chyba az *50 A, ¢ize az 1 m/s). Ked teraz pocitame zrychlenie, opéf spravime rozdiel dvoch
rychlosti (chyba nardstla na +50A ) a vyndsobime 25/2, dostaneme chybu *=625A. Ak je teda
chyba 2 c¢m, tak zrychlenie mdZeme dostaf aZ s chybou +1250 cm/s® teda +12,5 m/s”. Ked sa
pozriete na graf, tak tie vysledky sa skuto¢ne zhruba o tolko niekedy liSia od ,,oficidlneho*
gravitatného zrychlenia -9,81 m/s*. (Zrychlenie je zdporné, lebo je smerom dole.)
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Z. predoslého odseku vidno, Ze pocitat gravitacné zrychlenie ¢i usudzovaf na jeho
konStantnost z dvoch po sebe iducich snimkov je nezmysel. To vicSinu lIudi viedlo k tomu, Ze
poslednd udlohu o tom, akou silou Anda na lopti¢ku poOsobila ani nerieSili s tym, Ze zrychlenie
nevieme urcif dostato¢ne presne. MézZeme sa ale pokusif asponl o odhad:

Hodnota zrychlenia na 44. snimku (td posledna vysoka hodnota) vysla +37,5 m/s*. Kedze
sme chybu odhadli na +12,5 m/s? skuto¢né zrychlenie bude niekde medzi 25 m/s* a 50 m/s*. To
pri hmotnosti lopti¢ky 0,0567 kg da silu od 1,4 N do 2,8 N. Tato sila sa sklad4 z gravitacnej sily,
ktord pdsobi na lopticku (0,56 N) a sily, ktorou posobi v protismere Anda. TakZe Andina sila,
ktorou posobila na lopticku, bude niekde od 2,0 N do 3,4 N.

Keby sme ale z ndSho pokusu zistif gravitatné zrychlenie (za predpokladu, Ze je stile
rovnaké), tak spravime rozdiel rychlosti na konci a na zaciatku (43. a 7. snimok), ¢o je —7,125 m/s —
7,5 m/s. KedZe obe rychlosti pozndme s presnosfou =+0,5m/s, rozdiel bude —14,625+1 m/s.
Ked’7e medzi snimakmi uplynie 1,44 sekundy, gravitatné zrychlenie vyslo 10,15+0,69 m/s’. Nase
meranie je teda v dost dobrom stilade s tym, ¢o namerali inf pani fyzici.
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2. kapitola
AKko zistit, koFko sa toho nazbieralo

V predoslej kapitole sme sa zaoberali letiacou loptickou. Vedeli sme, kde sa v danom Case
nachddza a zisfovali sme, ako rychlo sa meni jej poloha (teda aku ma rychlosf) a ako rychlo sa meni
jej rychlost (teda aké ma zrychlenie). V tejto kapitole sa budeme zaoberaf problémom opacnym.
Z udajov o tom, ako rychlo sa nieco deje, sa budeme pokusat urcit, kol'ko sa toho udialo.

375 KiB/s
300 KiB/s

225 KiB/s
150 KiB/s
75 KiB/s
0 KiB/s

Uloha 1: Na obrazku vidite zdznam siefovej prevadzky pocas stahovania jedného siiboru. Udaj,
ktory z grafu nie je vidno a ktory som zistil stopkami, bol, Ze celé stahovanie trvalo
724 sekind.’ Okrem toho jedného stiboru som na danom pocitaci ni¢ iné nesfahoval, ale
ako sa dd l'ahko z grafu uhddnut, zvySok rodiny internet pouZival. Zistite ¢o najpresnejsie,
aky velky bol subor, ktory bol stahovany. PouZitie meracich néstrojov, ¢i uz ru¢nych,
alebo elektronickych, je odporticané.

Prva odpoved’ aj s postupom:

Druha odpoved aj s postupom (dolezitejsi je ten postup):

Pre kontrolu mézem spomentt, Zze som sfahoval fotoképiu Ptolemaiovho spisu Almagest
z webu Viedenskej univerzity. On je tam k dispozicii v Styroch roéznych rozliSeniach, takZze som
tymto vysledok uplne neprezradil, ale chod’te sa tam pozriet aZ potom, ked budete mat premyslenu
a spisanu aspon prvi odpoved.

3 Ako som neskor zistil, z pdvodného obrazka, v ktorom sa graf posuiva rychlosfou 1 pixel za sekundu, sa tidaj zistit
dal. Obavam sa ale, Ze aj v tlacenej verzii aj v .pdf verzii dokumentu sa tento udaj stratil, pretoZe obriazok bol
roztiahnuty na Sirku strany. Origindlny obrazok bude k dispozicii na internete.
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Podobne, ako sme pri lopticke chceli vedief, ako sa meni rychlost v priebehu celého letu, aj
v pripade stahovania by bolo zaujimavé vediet, ako sa meni velkost stahovaného suboru v case.
Skuste preto zistif odpovede na nasledujuce ulohy (je mozné, Ze niektoré z nich ste uz vyrieSili
pocas rieSenia prvej tlohy):

Uloha 2: V akom &ase som poprosil rodinu, aby vypli YouTube, lebo potrebujem stbor rychlo
dostahovat, aby sa mi voSiel graf do zdznamu?

Prva odpoved”: Druha odpoved':

Uloha 3: Kolko dit bolo stiahnutych po prvej minute?

Prva odpoved’: Druha odpoved':

Uloha 4: Kolko dat sa stiahlo od 280 do 430 sekundy sfahovania?

Prva odpoved: Druha odpoved’:

Uloha 5: Kolko dit sa stiahlo od 430 do 500 sekundy sfahovania?

Prva odpoved’: Druha odpoved’:

Uloha 6: Skuste nakreslit graf zavislosti mnoZstva stiahnutych dat od Casu.

Prva odpoved’: Druha odpoved':

Uloha 7: Akd bola priemerna rychlost stahovania?
Prva odpoved’: Druha odpoved’:

Co mi prislo zaujimavé, tazké, necCakané alebo Co treba zmenif:
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2. kapitola — spravy

Jednotky

Neistotu vzbudila otdzka, v akych jednotkdch su vlastne dostupné tdaje — ¢i ide o kilobity
alebo kilobajty alebo eSte nieco iné. Pre veci neznalych — v pocitaoch sa zvykne vSetko prekddovat
na nuly a jednotky. Jeden bit (znacka je [b]) je prave jedna nula alebo jednotka. Ked sa da takychto
nudl alebo jednotiek vedla seba osem, je to jeden bajt (po anglicky byte, znacka [B]). Do 6smich
bitov — teda do jedného bajtu — viete zakddovat ¢islo od 0 do 255 a do toho sa dd uz celkom dobre
schovaf abeceda. Ked vam hovoria, aky velky disk vam idd predat, idaj je vacsinou v gigabajtoch
alebo terabajtoch, lebo bajt je najmenSia jednotka, ktord sa dd na disk zapisaf. Ked vam
poskytovatel pripojenia hovori, Ze aku rychlost pripojenia vam ide daf, ddaje védcSinou udava
v kilobitoch pripadne megabitoch za sekundu, pretoze to Cislo je osemkrat vicSie, ako ten isty udaj
v kilobajtoch ¢i megabajtoch za sekundu, vyzera to lepSie a lepSie sa to preddva. Preto si nejaki
Tudia najprv mysleli, Ze ked sa bavime o prenosovej rychlosti, tidaj je v kilobitoch za sekundu
a chceeli to prepocitavaf na bajty. Nie je to ale tak, program, ktory som pouZil, pracuje s bajtami.

Druhy problém je, Ze ani kilobajty za sekundu [kB/s] nie su presne t4 jednotka, ktoru graf
pouziva. Namiesto toho pouZiva kibibajty za sekundu [KiB/s]. Kilobajt je tisic bajtov tak, ako sme
navyknuti z metrickej sustavy. Ked'Ze informatici pracujd s nulami a jednotkami, tisic pre nich ale
casto nie je ten optimdlny ndsobok, s ktorym by chceli pracovaf. Nedaleko ¢isla 1000 sa vSak
nachédza &islo 1024, ¢o je 2'° (v sistave nil a jednotiek — teda v dvojkovej sdstave — sa zapisuje
ako 10 000 000 000, ¢o je krasne okruhle ¢islo), ktoré informatikom vyhovuje niekedy viac.
Kibibajt je teda 1024 bajtov. Informatikom sa to hodi a ak to ndhodou niekto pochopi ako kilobajt,
az tak vel'mi sa nepomyli. Ale je dobré maf na pamiti, Ze nas vysledok bude v kibibajtoch, lebo
udaje o velkosti tych siborov na webe viedenskej univerzity si v kilobajtoch a ak si chce ¢lovek
porovnat svoj vysledok so skuto¢nou velkosfou, treba si to prepocitat.

Niekto sa ma pytal, ¢i oznacenie jednotky naozaj ma byt KiB a nie kiB. Tvrdil som, Ze
mozno to druhé, ale Ze ako program napisal, tak som urobil snimku obrazovky. Overoval som to ale
na wikipedii a zistil som, Ze to majui dobre a kibibajt ma naozaj znacku KiB. Podobne mebibajt, ¢o
je 1024% teda 1 048 576 teda 100 000 000 000 000 000 000, bajtov* ma znaCku MiB. Nepliesf si
s MB, ¢o je 10° B ani s muzmi v ¢iernom.’

Uloha 1

Pri tejto ulohe bolo treba graf meraf, aby sa dalo zistif, v akych ¢asoch dochadzalo v siefove;j
prevddzke k zdsadnym zmendm. Vzhl'adom na katastrofdlny nedostatok pravitok v triede sa siahalo
po réznych improvizovanych ndstrojoch, zvI4st populdrna sa ukdzala byt jednotka jeden Kelbel,
pouzivand Davidom a Matom. (ISlo o vzdialenost dvoch nemeckych slovicok na pracovnom liste,
jednotka bola nazvand na pocest profesorky nemciny.) Na kazdom useku sa odhadla priemerna
rychlost sfahovania, vyndsobila sa trvanim useku a ziskané udaje sa scitali. Aj napriek
improvizovanym prostriedkom boli dosiahnuté relativne dobré vysledky. Bolo prekvapivé, Ze
Cely stbor ma 157 MB a dohady boli vi&sinou asi o 10 MB vii¢Sie. Uplne najbliZSie z tejto skupiny
sa dostal RiSo, ktorému vyslo 158,6 MB.

4 Zapis 1010, znamena, Ze &islo je zapisané v dvojkovej sdstave. Teda Ze je tam 1 osmicka (2%), O Stvoriek (27), 1
dvojka (2") a 0 jednotiek (2°). Teda po nasom 8+2 ¢ize 10.
5 Men in Black je klasicka sci-fi akénd komédia. http://meninblack.wikia.com/wiki/Men_in_Black_Series

16


http://meninblack.wikia.com/wiki/Men_in_Black_Series

St Tudia (Konkrétne jednak Kubo, jednak Mato s Bashou, ktord bola na navsteve. Pefo tiez
sluboval, ale zatial ni¢ nedodal.), ktorym sa takéto odhadovanie zdalo malo presné, stiahli si
povodny obrizok s grafom a povedali si, Ze sa do grafu pustia stipec po stipci, pixel po pixeli.
KedZe ddaje na grafe pribudajid rychlosfou 1 pixel za sekundu, staci spocitat vysky jednotlivych
stipcov prepoéitané na kibibajty a mdme presné tidaje, kolko sme stiahli.

Kubo pouzil Photoshop, graf orezal vpravo, vlavo aj zhora (zhora to orezal na rychlosti
450 KiB/s), zlikvidoval vodorovné Ciary na pozadi a prehnal to farebnym filtrom tak, aby bolo
pozadie Cierne a cely zvySok obrazka — Cize graf — biely. Potom si nechal spocitaf, kolko ma
obrazok bielych pixelov a kolko vSetkych a v rovnakom pomere rozdelil tidaj 450 KiB/s . 724 s —
tolko by sa stiahlo, keby bol obrdzok disto biely. Vysledna velkost siboru mu vysla 154 MB, ¢o je
asi 0 3 MB menej, nezZ skutocnost.

Obrédzok 1: Detail grafu

Mafo s Bashou sa do toho pustili programdtorsky. NevSimli si, Ze majui k dispozicii
origindlny screenshot, spravili si screenshot z pdf-ka, ¢im prisli o informdciu, Ze 1 pixel na Sirku je
jedna sekunda, ale to nevadilo. TieZ najprv v GIMPe® upravili obrazok na dvojfarebny (Cierne
pozadie vs. zvySok), vyexportovali vo formdte .ppm vhodnom na spracovanie a v programe, ktory
si napisali, spocitali pixely a dostali horny odhad. Potom pre kazdy stipec pridali do &iernej oblasti
jeden pixel a dostali dolny odhad.” Vyslo im to nejak rozumne, zabudli Zial zaznamenat, kolko. Tak
som Mafa poprosil, aby to doma zrital eSte raz a poslal mi vysledok. Mafo sa do toho pustil
a odpisal, Ze to nevyslo tak pekne, ako na hodine. Ze to vychadza divne, dolny odhad Ze je 160 000
KiB a horny 173 000 KiB. (163,8 MB a 177,1 MB). Neskor vysledky trochu upravil. Ja som sa
pustil do roboty tieZ, orezal som v GIMPe graf a vymazal som z neho nepodstatné detaily, aby
ostalo iba vnutro, vonkajSok a hranica. (Ak chcete robif experimenty, upraveny obrdzok visi na
stranke.) Dolny odhad uréeny modrou oblastou, ktord je zarucene celd vo vnuitri grafu mi vysSiel
161 638 KiB, horny — teda vSetko mimo cCiernej oblasti — vySiel 173 067 KiB (165,5 MB
a 177,2 MB). Oba naSe vysledky mali dve spolo¢né crty — boli relativne blizko udajov, ktoré
namerali ostatni udia priamo z papiera a spravna hodnota 157 MB bola o dosf menSia, neZ naSe
dolné odhady. Chvilu sme s Mafom Spekulovali, ¢im by to mohlo byf, ale potom sme to nechali tak.

A potom som na radu mdjho syna Tomiho nainstaloval Whireshark®. To je program, ktory
vie zobrazif, ¢o sa deje pri siefovej komunikécii do uplnych detailov. Dal som znovu sfahovat
Almagest a pozrel som sa, ako vyzeraju jednotlivé pakety, ktoré mi do pocitaca chodia. A dozvedel
som sa toto:

KaZzdy paket, ktory dorazil z Viedenskej univerzity s kiiskom Almagestu do mdjho pocitaca,
mal 1514 bajtov. Obsahoval jednak hlavic¢ky, v ktorych boli ddaje o tom, odkial a kam ide, kedy bol
poslany, aky je dlhy atd. Okrem hlaviciek obsahoval samotné dita. Tych bolo v kazdom pakete
1448 bajtov. Ak teda chcem stiahnuf sibor, ktory ma 157 MB, redlne musim kvoli tym hlavickam
stiahnuf toho viac. Konkrétne 157 / 1448 . 1514 = 164,2 MB. Okrem toho dorazia niektoré pakety

6 Volne pristupny softvér na pracu s obrdzkami http://www.gimp.org
7 Ked sa pozriete na obrazok, pridaf jeden pixel nemusi stacit, pretoZe t4 hranica je niekedy vyssia.
8 Volne pristupny na https://www.wireshark.org
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duplicitne, pretoze potvrdenka od klienta nepriSla véas a niektoré dorazia poskodené, takze si ich
klient vyZiada znovu, ¢o eSte zvySi mnoZstvo prenesenych déit. V kazdom pripade l'udia, ktorym to
vyslo viac, nez ocakavanych 157 MB, mali naprostu pravdu.

Uloha 6

Pdvab tejto dlohy je v tom, Ze jej rieSenie v sebe skryva rieSenie vSetkych ostatnych tloh
z tejto kapitoly. Pri konStrukcii grafu treba najprv zistif, v akom ¢ase doSlo k zmendm v rychlosti
siefovej prevadzky, potom si v tychto bodoch vypocitat, kolko sa toho stiahlo, naniesf na graf
a pospdjat. V dalSom budu pouzité Dusanove data:

Trhvanie  |Rychlost |Koniec  |StBhnuté |St ahnuté spolu

0 0

30 360 30 10800 10800

18 80 48 1440 12240

72 360 120 25920 38160

174 80 294 13920 52080

154 175 448 26950 79030

32 360 480 11520 90550

45 140 525 6300 96850

199 360 724 71640 168490

V prvych dvoch stipcoch md Dusan tddaje, ktoré nameral — kolko trvaji jednotlivé dseky
a ako rychlo sa stbor sfahuje. V trefom stipci si vypo¢ital, v akom ¢ase jednotlivé dseky kondia,
v §tvrtom kolko dét pocas jednotlivych tsekov stiahol a v poslednom stipci s&ital &isla zo $tvrtého,
aby zistil, kolko toho bolo stiahnutého na konci jednotlivych dsekov. Z treticho a piateho stipca
nakoniec urobil graf:
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120000
100000
80000
60000
40000
20000
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0 100 200 300 400 500 600 700 800
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Graf stile stdpa (pretoZe zo siboru neubtda a sief nepadla, takZe vzdy nie¢o pribudalo). Cim
sa stahovalo rychlejSie, tym je graf strmejSi. TieZ si mozete v§Simnuf, Ze sklon grafu na kazdom
useku, kde iSla sief naplno, je rovnaky.

Ak by sme pomocou tohto grafu chceli rieSif napriklad dlohu 5, teda kolko dat sa stiahlo
medzi 430. a 500. sekundou, pozrieme sa, aké hodnoty ma graf v ¢ase 430 a v Case 500 a spravime
rozdiel.

Vedeli by ste v tomto grafe ndjst rieSenie ulohy 77

Na hodine sme rieSili otdzku, ako by graf vyzeral, keby sa pripocitavali prirastky po
sekunde. Ked som pocital td velkosf, tak som si napisal program v jazyku Python a pri tej
prileZitosti som si nechal spoéitaf pixely v jednotlivych stipcoch a taky graf urobil.” Celkom sa na
ten DuSanov podoba:

180000
160000
140000
120000
100000
80000
60000
40000

20000

O A Q & O A% Q H»
LTS LP PP

9 Pouzil som dolné odhady — bral som teda iba tie pixely, ktoré sa zarucene nachadzali vo vnutri grafu.
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3. kapitola
Termostat a grafy

Ako uZ ndzov napovedd, tito kapitola bude o termostate.'’ Existuje viacero druhov
termostatov. Jednoduché termostaty, aky mate napriklad v tribe na pecenie funguju tak, Ze nechaju
tribu zohrievat, ako to len ide a ked zistia, Ze teplota prekrocila stanoveni medzu, tak vyhrievanie
vypnu a ¢akajd, kym triba vychladne sama. ZloZitejSie chemické pristroje sa dajui nastavif tak, aby
latku ohrievali pomaly. A domové termostaty maji pod kontrolou nie len kirenie, ale aj
klimatizdciu, pretoZe keby pri Styridsatfstupfiovych palavach iba vypli kdrenie, teplota by na dvadsat
stupniov neklesla.

Termostat, o ktorom bude rec v tejto kapitole, je Univerzdlny Genidlny Termostat (UGT)
a zvlada vSetky tieto ¢innosti a eSte mnohé iné. Sta¢i mu len nastavit, ako m4 teplotu menif a on sa
postard. Ked' napriklad chcete, aby najblizsie tri hodiny zvySoval teplotu rychlostou dva stupne za
hodinu a potom tu teplotu uZ nemenil, podstrcite mu takyto graf:

T[°C/h] A

Obrazok 2: Prvé nastavenie termostatu

T4 bodka nad T je spdsob, akym fyzici znadia, Ze nehovoria priamo o teplote, ale o tom,
ako rychlo sa téd teplota meni v ¢ase. Keby sme chceli vediet, ako sa bude spravaf priamo teplota,
tak mame bohaté skisenosti z predoslej kapitoly a patri¢ny graf si nakreslit vieme. Mo6Zete sa nim
pokochat na obrazku 3.

Uloha 1: Naozaj dobre si obzrite prvé nastavenie termostatu aj graf teploty pri tomto prvom
nastaveni, aby ste si boli isti v tom, €o tieto grafy hovoria. Ak si isti nie ste, pokonverzujte
o tom s niekym zo svojho okolia.

Uloha 1 je skutoéne doleZiti. V tejto kapitole totiZz nepdjde o ni¢ iné, neZ o to, naudit sa
ovladat UGT, zistif, ¢o spravia s teplotou grafy, ktoré mu podstrcite ¢i naopak, podstréit mu taky
graf, aby teplota robila to, ¢o chcete.

10 Tito kapitola je velmi silno inpirovana prednakou Jana Zabku, ktord som mal ti Gest zhliadnuf na ucitefske;
konferencii Pytagoras v lete 2014. On sice vtedy vykladal o kohitikoch a o vani, pointa v§ak zostane zachovand, aj
ked budeme hovorit o termostate. Jano vravel, Ze pdvodnd idea pochddza od Tomasa Hechta a Ze sa chystd tému
spracovaf po svojom (ked’ tak ucini, odporicam sa po tej jeho knizke pozrief).
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T[C]

t[h]

Obrazok 3: Teplota pri prvom nastaveni termostatu

Z priestorovych dovodov v tejto kapitole nie sd grafy na prvd a druht odpoved. Odliste ich
nejako farebne a obe si nakreslite do toho istého grafu. TakZze m6Zeme zacaf:

Uloha 2: Ako sa bude spravaf teplota pri tomto nastaveni termostatu?

T[C]
. A
T[C/h
[em
> ()
’ o
t[h]
Uloha 3: A pri tomto?
T[C]
. A
T[C/h
[em
>t[h]
’ o
t[h]
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Uloha 4: A pri tomto nastaveni UGT? M4 t4 iiloha vobec riefenie, ktoré sa vim vojde do grafu?
T[C]
A

T[°C/h] A

> ([h]

Uloha 5: M tiloha 4 eite iné rieSenie, ktoré sa vojde do grafu? A eSte iné?

Uloha 6: N3jdite €o najviac rieSeni, ktoré vyhovuju takémuto nastaveniu termostatu:
T[C]
A

T[°C/h] A

>

Uloha 7: Co bude robit teplota pri tomto nastaveni Univerzdlneho Genidlneho Termostatu? Viete
pritom, Ze teplota zacinala na nule.

T[C]
T[°C/h] A A

>

t[h]

Tato dloha je zvlast zdkernd. Ale spomerite si na predoSld kapitolu. Tam ten graf vyzeral ovela
horsie a poradili ste si.
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Uloha 8: Na nasledujicom grafe sme nastavili polkruZnicu. Vedeli by ste ¢o najpresnejSie zistif,
o kolko stupne teplota po troch hodinach? O kolko stipne po Siestich hodinach?

T[°C/h] A

J/V .

> (h]

Uloha 9: Skisme to teraz naopak. Ako treba nastavif termostat, aby teplota mala nasledujici
priebeh?

T[C]
T[°C/h] A A

> ([h]

»
t[h]
Uloha 10: A ako ho nastavit, aby sa teplota sprdvala takto:
T[C]
. A
T[C/h
[C/h] A
> h -
— >
t[h]
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Uloha 11: Ako nastavif termostat, aby sa teplota spravala takto?

T[C]
T[°C/h] A A

> ([h]

Uloha 12: Ako nastavif termostat, aby sa teplota spravala takto? (Cast grafu md tvar paraboly a je to
kvadraticka funkcia.)

T[C]
T[°C/h] A A

> (h]

Ak vdm této dloha nie¢im pripomina prvu kapitolu, tieZ to nie je tak uplne ndhoda. Pokuste sa ju
vyrieSif Co najpresnejsie.

Uloha 13: Pri rieSeni tloh v tejto kapitole ste ziskali niekolko zaujimavych skisenosti. Vrifte sa
teraz na chvilu k predoslym dvom kapitolam a pozrite sa na hlavnui tému jednej aj druhej z nich vo
svetle tychto novych skisenosti. Ak vdm nieco zaujimavé napadlo, tak to sem zapiSte. ZapiSte sem
aj nejaké dalSie komentdre, pripomienky alebo prekvapenia, s ktorymi ste sa stretli poCas tejto
kapitoly.
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3. kapitola — spravy

Na zaciatok dolezitd pozndmka — vSetky tie re¢i o Univerzdlnom Genidlnom Termostate su
len zésterka pre ovela univerzdlnejSi koncept. PoCas celej kapitoly je vzdy vlavo graf toho, ako
rychlo sa nejaka veli¢ina meni a vpravo graf toho, aké hodnoty nadobuda. A je vicSinou jedno, ¢i je
vlavo rychlost a vpravo poloha telesa, vlavo rychlost sfahovania a vpravo mnozstvo uz stiahnutych
dat, vlavo udaj, ako vel'mi je otvoreny kohutik (pripadne odtok) a vpravo mnoZstvo vody vo vani
alebo vlavo vykon termostatu a vpravo aktudlna teplota.

Uloha 7

Ulohy 1 az 6 vii&§inou nerobili problémy. Ked bolo na termostate nastavené, ze najblizsie tri
hodiny ma teplota rast rychlosfou 2 °C/h, tak l'udia Standardne vyznacili teplotu na zaciatku, o tri
hodiny zakreslili do grafu teplotu o Sest stupfiov vicSiu a dané dva body spojili tiseckou. (Pri ulohe
4 si uvedomili, Ze teplota na dplnom zaliatku nie je zadand a kedZe nidSmu univerzdlnemu
genidlnemu termostatu nastavujeme iba ako sa teplota ment, tak si zac¢iatok mézu zvolit, aky chcu.
Tento drobny detail sa Casom ukaze byf velmi dolezity.)

Tento pristup spdjania bodov useckami sa vSak pri ulohe 7 ukdzal byf nepouzitelny. A to
z nasledujiceho dévodu: Ked vieme, Ze pociatocna teplota bola T, a potom sa menila stidlou
rychlostou 2 °C/h, tak vieme povedat, Ze v ¢ase t bude teplota T=T +2t . Tento vzfah funguje nie
iba pre celé hodiny, ale aj pre iné ¢asové tseky.'" A ked’Ze funkcia T=kt+q je linedrna'* a linedrne
funkcie maja ako grafy priamky, tak pouZitie dseciek je dplne na mieste.

Problém s udlohou 7 ale je, Ze sa teplota stidlou rychlostou nemeni. Nebude teda stacif
vypocitaf teplotu na zaciatku a na konci, ale bude si treba poradif nejako inak. A Tudia si inak
poradili.

David priSiel s fyzikdlnym pristupom. Spomenul si, Ze situdcia v dlohe 7 je uplne rovnaka,
ako ked sa pocita vo fyzike rovnomerne zrychleny pohyb. Vtedy sa tiez rychlost meni linedrne. A je
celkom jedno, ¢i ide o rychlost zmeny drahy alebo rychlost zmeny teploty. No a drdha vtedy vysla
ako kvadratickd funkcia Casu. A tak tvrdil, Ze aj teplota sa bude menif kvadraticky. Okrem toho
tvrdil, Ze ak bude na termostate kvadratickd funkcia, teplota sa bude menit kubicky, ak bude na

T[°C/h] A

W\
W,

t[h]

Obrazok 4: Pefov postup

11 Urcite by vdm nerobilo problémy vypocitat, o kolko teplota narastie za 3,14 hodiny.

12 Ako linedrnu mate pravdepodobne vzitd funkciu y=kx+q . My mame teraz namiesto y teplotu ( T ) a namiesto
x mame Cas ( t ). Okrem toho je kvocient q pociato¢na teplota ( Ty ) a smernica k hovori, ako rychlo funkcia
rastie (v naSom pripade ma k konkrétnu hodnotu 2 [°C/h]).
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termostate kubickd funkcia, teplota bude polyném Stvrtého stupiia atd. Nepovedal vsak, preco by
takato fascinujica vec mala platit, vravel iba, Ze fyzici to tak pocitaju.

Peto pouzil pristup z predchadzajiucej kapitoly. Pocas kazdej hodiny odhadol priemernu
rychlost zmeny teploty a takto vypocital, o kolko teplota v jednotlivych hodindch naréstla.

Pefovu dvahu modZete vidief na obrazku 4. Za prvi hodinu teda teplota stipla o 1/4 stupnia,
za druht stipla o 3/4 stupria, za tretiu o 5/4 stupria, za Stvrtd o 7/4 stupnia, za piatu o 9/4
stupfia a za Siestu o 11/4 stupnia. Ak by bola pociato¢na teplota nula (to nemusi byf, to sme si
zvolili), tak by sa teplota vyvijala takto:

Po 1. hodine: % °C

Po 2. hodine: %+% = % °C

Po 3. hodine: %+%+% = % °C

Po 4. hodine: %+%+%+% = % °C

Po 5. hodine: %+%+%+%+% = 24—5 °C

Po 6. hodine: l+§+é+z+g+£ =38 C

N
N
N
N
N
N

4

Ked sme si v§imli Citatele tych zlomkov, ktoré vysli, tak Davidova tedria, Ze vysledok bude
nejaka kvadratickd funkcia — konkrétne funkcia T=¢*/4 (plus pripadne nejakd pociatocnd teplota
T, ) ziskala isti vaznost. Teplota po Siestich hodinach teda bude o 36/4 =9 °C vicsia.

Dusan to robil podobne ako Pefo, ale s tym rozdielom, Ze pocas jednotlivych hodin nepocital
s priemernou zmenou teploty, ale s maximélnou — teda ratal, Ze pocas prvej hodiny sa bude teplota
menif rychlosfou 0,5 °C/h, pocas druhej hodiny rychlosfou 1 “C/h atd’. A vedel, Ze tak nedostane
presny vysledok, ale horny odhad. Jeho postup vidno na nasledujicom obrazku:

T[°C/h] A

N
W\

Obrazok 5: DuSanov postup
Ak by sa zacinalo na nule, tak podla jeho spdsobu pocitania by boli medzivysledky po
jednotlivych hodindch

Po 1. hodine: —; °C
) 1 2 3.
. —+Z ==
Po 2. hodine: >t > C
) 1 2 3 6 .
. —+Z+ == °C
Po 3. hodine: S5t >
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) 1 2 3 4 .
. 4+ D = 2
Po 4. hodine: AR, > C
) 1 2 3 45 15 .,
. Sy s = 2
Po 5. hodine: Sttt 5 15 > C
Po 6. hodine: —1+—2+—3+—4+—5+—6 = 21 °C

Znalci si v8imli, Ze Citatele tych zlomkov tvoria aritmetickd postupnost a Ze takd postupnost
vedia scitaf a vyprodukovali vSeobecni formulku pre stav podla DuSanovho pocitania po n-tej
hodine. Vyslo im

(n+1).n
2 :n2+n
2 4

To je zase kvadraticka funkcia (d’alsi argument v prospech Davida). VySlo to o n/4 viac,
ako Pefovi. To je ale v poriadku, ritalo sa s tym, Ze to bude horny odhad skutocného vysledku.
Dusanovi vysla teplota po Siestich hodindch o (36+6)/4=10,5 °C vicsia.

Pytal som sa, aké vysledky by sme dostali, keby sa robili horné odhady nie kazdd hodinu ale
kazdd polhodinu a Arthur priSiel s elegantnym rieSenim. V prvom rade vyhlésil, Ze keby sme
pocitali podla Pefovho sposobu, tak zmena teploty (ktora je rovnaka ako obsah tych schodikov na
obrazku 4) je rovnakd, ako plocha toho trojuholnika pod cervenym grafom, pretoZze z kazdého
schodu tréf rovnaky kus mimo velkého trojuholnika, ako v trojuholniku chyba. Ked sme pocitali
podla Dusanovho sposobu, dostali sme o n/4 viac, takze plocha tych precnievajicich schodikov je
n/4."

T[°C/h] A

> (h]

Obrazok 6: Arthurov postup

Ked teraz nebudeme robif vypocty po hodine, ale po polhodine, tak zmena teploty za prvu
polhodinu ndm vyjde 0,5 h . 0,25 °C/h (to je obsah toho prvého schodika), zmena teploty za druhd
polhodinu bude 0,5 h . 0,5 °C/h (to je obsah toho druhého schodika) atd. Celkova zmena teploty
bude teda rovnaka, ako je obsah toho vySrafovaného schodista.

Pri tomto pristupe ndm oproti Pefovej verzii stdle nejaké schody precnievaji. Ked sa ale
pozriete na obrdzok 6, uvidite, Ze velkost precnievajicej plochy sa o polovicu zmenSila. Kazdému
vySrafovanému precnievajicemu trojuholnicku zodpoveda jeden biely, ktory patril do vypoctov,
ked’ sme ich robili kazdi hodinu. (Dobre sa na obrazok pozrite a pohladajte, ktory trojuholnicek to
je.) Plocha novych schodov bude teda n?/4 (obsah trojuholnika pod grafom) plus n/8 (polovica
obsahu precnievajicich schodikov z minula). (Toto v pripade Siestich hodin da zmenu 9,75 °C.)
Rovnako je vidiet, Ze keby sme robili odhady kazdu $tvrthodinu, celkova zmena bude n®/4+n/16 .
A keby sme takto pokracovali d’alej, rozdiel oproti Pefovmu rieSeniu by sa stdle zmenSoval.

13 Na to sa dalo prist aj tak, Ze plocha jedného prec¢nievajiceho schodiku je 1/4 aschodikovje n .

27



V tejto faze debaty som pripomenul, ako sa ratalo v predoslej kapitole mnoZzstvo stiahnutych
dat po jednotlivych pixeloch a rozmyslali sme, ¢i by sa nieCo podobné nedalo pouzif aj tu. Keby
sme pouzili Pefovu metédu, tak sa ni¢ podstatné nezmeni. Podla Arthurovej uvahy
o prec¢nievajicich a chybajicich trojuholnickoch dostaneme stile obsah trojuholnika pod grafom.

Keby sme to robili DuSanovou metédou, dostaneme stidle o nieCo viac, ako obsah
trojuholnika (pozrite obrdzok 7), ale ¢im menSie pixely zvolime, tym menej sa to bude liSif. (To
vyplyva z Arthurovej tivahy o tom, Ze ked zmenSime Sirku schodu na polovicu, zmensi sa aj rozdiel
o polovicu a okrem toho to je aj vidno. Ako sa ale ukdze v budicnosti, slovicko ,,vidno* je v istom
zmysle oSemetné a treba s nim narabaf opatrne.)

T[°C/h] A

> (h]

Obrazok 7: Zmena teploty metddou ,,pixel po pixeli
V kazdom pripade, veci vyzeraju tak, Ze zmena teploty v danom case je rovnakd ako obsah
utvaru pod grafom. TakZe ak chcem zistif, o kolko mi teplota narastie v Case ¢, staci vypocitat
obsah patri¢ného trojuholnika (pozrite obrazok 8)

T[°C/h] A

t/2

7
Wi

> ()

Obrazok 8: Zmena teploty v Case t

t.(¢e/2) ¢ t°

Obsah' je =7 Teplota v Case t bude teda T:Z+ T, . Déavid mal teda pravdu, Ze

pojde o kvadraticki funkciu. A Pefo mal dobrd intuiciu, ked volil priemerné hodnoty."

Ulohy 9 a 10 tieZ nerobili vaZnejiie problémy. Teplota sa tam menila na jednotlivych
intervaloch stdle rovnako. Stacilo sa pozrief, o kolko sa zmeni za hodinu a podla toho nastavif
termostat. V tejto suvislosti je patricné pripomentf, Ze ked' sa nejaka veli¢ina meni stile rovnako,

14 Tento vysledok uZ sme dostali predtym z Pefovho sposobu pocitania a Arthurovej tvahy. Tam sme ho ale mali len
pre celé hodiny, pripadne pre nejaké jenmejSie delenia. Teraz sme ho drzo zovSeobecnili pre fubovolny cas.
15 Po tejto rozprave som si dovolil do kapitoly pridat novu dlohu. Je to dloha €. 8 v elektronickej podobe. Pozrite si ju.
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teda ked je jej grafom priamka, tak sa jednd o linedrnu funkciu. Taka funkcia ma zapis y=kx+q
(za predpokladu, Ze x je vstupnd premennd a y vysledok). A to ,,0 kolko sa zmeni hodnota
funkcie, ked’ sa x zmeni o 1* mi hovori prave konStanta k , ktord sa nazyva smernica. (Po anglicky
sa tomuto Cislu hovori slope — sklon. Tento ndzov eSte lepSie vystihuje, ¢o to Cislo vlastne
znamend.) V udlohe 10 mohlo niektorych Tudi miast, Ze to, ako rychlo teplota rastla ¢i klesala
nemuselo vzdy byt celé ¢islo. Ale aj necelé Cisla su Cisla.

Uloha 11

Ako velmi zaujimava sa ukdzala byf dloha ¢islo 11. Teplotny graf sa tam menil skokovo.
Prva reakcia vicSiny pritomnych bola, Ze sa to neda, ale zdovodnif to nebolo celkom jednoduché.
Dusan priSiel so zaujimavym ndpadom, Ze termostat by sa nastavil takto:

T[°C/h] A

> ([h]

Obrédzok 9: DuSanovo rieSenie

KedZe teplota sa vicSinu €asu nemendi, tak hodnota termostatu musi byt skoro v§ade na nule.
Ked ale potrebujeme dosiahnuf, aby sa v Stvrtej hodine okamzite ochladilo o dva stupne, tak sa
vritime v ¢ase o dve hodiny dozadu a za¢neme chladif rychlosfou jeden stupeni za hodinu. Rovnaky
trik spravime aj v siedmej hodine.

Tento pristup ale vyZaduje jednak cestovanie v Case, jednak asponi dva paralelné vesmiry,
kedZe napr. pocas tretej a Stvrtej hodiny mé termostat sic¢asne udrzovat teplotu stdle rovnaku aj
chladif o jeden stupeni za hodinu a to v jednom vesmire naraz dost dobre nejde. Okrem toho by sme
museli vedief medzi tymito vesmirmi podla potreby prepinaf. Usudili sme, Ze to su prili§ silné
podmienky dokonca aj pre Univerzalny Genidlny Termostat a Ze to teda asi nebude dobré riesenie.

V tomto momente sme si tieZ v§imli, Ze problém s paralelnymi vesmirmi sa ndm vyskytol uz
v zadani dlohy (a aj v mnohych dalSich dlohédch tejto kapitoly). Ak sa lepSie pozriete na graf
zadania, vidite, Ze sa od vas napriklad chce, aby po Styroch hodinich bola teplota naraz 3 °C aj
5 °C, ¢o sa celkom dobre ned4. Zatial sme to ale nepokladali za nejaky vazny problém.

Zaujimavy dovod, preco tloha 11 nebude maf rieSenie, predniesol Ddvid. Tiez zacal s tym,
Ze termostat musi byt skoro vSade nastaveny tak, aby teplotu nemenil. Vynimku tvoria iba dva body
— Cas 4 hodiny a ¢as 7 hodin. Ako ma byf nastaveny termostat v tychto casoch?

Hodnota urcite musi byt zdpornd, ked'ze teplota ndm klesne. David tvrdil, Ze t4 hodnota musi
byt —o . Na otdzku, Ze prec€o, vravel, Ze ind byt nemdZe a po chvili dohadovania sme prisli na to,
Ze keby bola nejaka ind, napriklad —1000 “C/h, tak by to zlyhalo na tom, Ze uZ miliéntinu hodiny
po Stvrtej potrebujeme, aby bola teplota 3 °C a nie 5 °C. To ale znamen4, Ze ta rychlost chladnutia
musi byf vacsia ako —2 °C/miliéntina hodiny, ¢o je —2000000 °C/h, takZe tych —1000 °C/h je
malo. A uplne rovnakou fintou ukaZeme, Ze mdlo je hocico iné, nez —oo °C/h, staci zobraf
dostatocne kratky cas po Stvrtej, aby to bolo vidno.
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Problém ale je, Ze ani keby sme vedeli nastavif nas termostat na —o© °C/h, tak to nerie$i nas
problém, pretoZe rovnako by nam to vyslo, keby sme chceli okamzZite zniZif teplotu nie iba o 2 °C
ale aj o 5 alebo 80 °C. Tak by sa ndm mohlo staf, Ze pri tomto nastaveni by Univerzdlny Genidlny
Termostat teplotu stiahol na absolitnu nulu a nemohli by sme protestovaf, Ze spravil nieco
nesprdvne (okrem toho, Ze porusil treti termodynamicky zdkon). A kedZe ani kone¢né ani
nekonecné hodnoty nefunguju, tak dloha nema rieSenie.

Viaceri I'udia sa v tomto momente ozvali, Ze také funkcie, ktoré sa menia skokovo, su nejaké
divné. Zaujimavé bolo, preco tito otdzka priSla na pretras azZ teraz. TotiZ v zadani vSetkych tloh od
prvej az po siedmu také funkcie boli a vtedy si nikto ni¢ nevSimol. To viedlo k debate o tom, ¢i sa
rychlost moZe skokovo menif. Nakoniec sme usudili, Ze zédleZzi od toho, rychlost coho meriame. Ked
napriklad meriame rychlost stahovania stiboru, tak sta¢i vytiahnut siefovy kabel z pocitaca a dita sa
prestant sfahovaf okamzite a rychlost klesne na nulu hned. Ked meriame rychlost pohybu telesa,
tak keby sa td rychlost zmenila skokovo, tak by sme tym Davidovym sposobom vedeli ukdzat, ze
zrychlenie musi byt nekonecné. A kedZe podla Newtonovho zdkona je zrychlenie priamo tmerné
sile, ktord ho spdsobuje, tak aj td by musela byt nekonecnd a to sa nebude daf. (Tento argument
priSiel myslim od Mafa.)

Uloha 12

Uloha 12 sa ukdzala byt tieZ zaujimava. Teplota sa totiZz menila nie po lomenej &iare, ale po
parabole. RieSenie, s ktorym priSiel Tomdas, vyzeralo priblizne takto: Ked sa pozriem na graf,
vidim, Ze teplota mi za prvd hodinu stipla o 3 °C, za druhi o 2 °C, za tretiu o 1 °C, za Stvrtd o
0°C, za piatu o —1 °C atd. Tak skusim, ¢o spravi nasledujice nastavenie termostatu, v ktorom
za¢nem na vykone 3 ‘C/h a potom budem o stupen za hodinu klesat:

T[°C/h] A

> ()

Obréazok 10: Tomas — 1. pokus

Ked sa ale pozriem na plochu pod grafom za prvd hodinu, vidim, Ze je to iba dva a pol
Stvorceka, takze za prvu hodinu by mi teplota stipla iba o 2,5 °C a nie o 3 °C. Musim teda cely
graf posunuf vyssie. Posuniem ho cely vyssie o pol stupfia a potom uz to bude fungovat.

Ked sa pozrieme na obrazok 11, tak je vidno, Ze pre celé hodiny to naozaj funguje. Za prva
hodinu teplota vzrastie o 3 °C, za druhi o 2 °C atd. Otazka bola, ¢i to funguje aj pre tie Casy
medzitym. Aby sme to zistili, potrebovali sme spravif dve veci: jednak sme potrebovali zistif, aky
obsah bude pod grafom tej TomaSovej priamky, dvak sme potrebovali ndjst rovnicu tej paraboly zo
zadania.

Obsah pod grafom sme ratali takto: TomédSova priamka ma smernicu —1 a kvocient 3,5
(v tom &isle pretina os y ), takZe rovnicu bude maf y=—x+3,5 (teda presnejSie T=—t+3,5).
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Oblast pod grafom medzi ¢asmi 0 a t je lichobeznik. Ten mé vysku t, jednu zdkladiiu dizky 3.5 a
druhd —t+3,5. Jeho strednd priecka je priemer zdkladni, teda (—t+7)/2 a obsah je vyska krat
strednd priecka, teda t(—t+7)/2=(—t*+7t)/2=—0,5t+3,5¢ .

namiesto pocitania obsahu lichobeZnika treba od jedného obsahu trojuholnika (nad nulou) od¢itat
obsah menSieho trojuholnika (pod nulou). Ked sa na to ale pozriete lepSie, tak ten rozdiel aj tak
bude lichobeznik.

T[°C/h] A

N t[h]

N
N

Obrazok 11: Tomds — 2. pokus
Podme sa teraz pozrief na tu parabolu zo zadania. Vieme, Ze kvadratickd funkcia ma
vSeobecnd rovnicu y=ax’+bx+c - Dalej vieme, 7e t4 naSa kvadratickd funkcia prechadza cez body
[0,0], [1,3] a [2,5]. To znamen4, Ze ak do tej kvadratickej funkcie, dosadime 0, ma ndm vyjst 0, ak
dosadime 1, m4 nam vyjst 3 a ak dosadime 2, m4 nam vyjst 5. To znamen4, Ze
0=a.0’+b.0+c
3=a.1’+b.1+c
5=a.2’+b.2+c

0=c
3=a+b+c
5=4a+2b+c
To je ale sustava rovnic, ktord vieme vyrieSif. Ked sme ju vyrieSili, dostali sme, Ze a=-0,5,
b=3,5 a ¢=0. NaSa parabola ma teda rovnicu y=-0,5 x2+3,5 x ateda je to pre kazdé ¢ presne
t4 plocha, ktord ostdva pod tym TomédSovym grafom.
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4. kapitola
dx, dy a iné d (napriklad dé-rivacie)

Na zaver prvej kapitoly ste dostali dlohu na premyslenie. Ta uloha znela takto: Ako rychlo
sa meni funkcia y=-—48 x2+9,8 x—1 akje x=0,4 ? Ako by sa vobec dalo nieco také zistit? Co to
md spolo¢né s tilohou 7? Co m4 t4 funkcia spolo¢né s hddzanim lopticky?

Jedna z moznych reakcii na ulohu je nasledujuca: ,,Ak je x=0,4, tak t4 funkcia ma hodnotu
2,152 a ta hodnota sa jednoducho nemeni.*“'® T4to reakcia je v istom zmysle dplne presna. Na druhi
stranu pripomina d’alSiu zo Zenonovych ap6rii. Zenon bol ten grécky filozof, ktorého sme spominali
v prvej kapitole a ktory tvrdil, Ze pohyb neexistuje. A dalsi z jeho argumentov, preco pohyb
neexistuje, bol nasledujtci: ,,Ak sa letiaci $ip nachddza v kazdom okamihu na svojom mieste, tak je
v kazdom jednotlivom okamihu nehybny. Ak by sa totiZ v nejakom okamihu pohyboval, nebol by
na svojom mieste.“'” Oba tieto pohlady hovoria o tom istom. Ich podobnost zvlast vynikne, ked
porovnime graf funkcie y=—4,8x>+9,8x—1 a zdznam polohy tenisovej lopticky z prvej kapitoly.
Na obrazku 12 mozete vidief, ako presne zmienend funkcia zodpovedda pohybu lopticky. Graf
funkcie je ZIty, vyska lopticky v danom Case je vyznadend ¢iernymi tvoréekmi. Cierne $tvordeky
zacinaju piatym snimkom (¢as 0,2 s ), pretoZe priblizne vtedy opustila lopticka Andinu ruku.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2
Obrazok 12: Funkcia vs. lopticka

Desiaty snimok (teda Siesty Stvorcek) zodpoveda presne ¢asu 0,4 s od zaciatku hodu. No a
tvrdif, Ze funkcia sa v tom bode nemeni, je to isté, ako tvrdif, Ze sa v tom okamihu nemeni poloha
lopticky. Ak ale spolu so Zenonom nerezignujeme na snahu ten pohyb nejako zmysluplne popisat,
tak by sme to mali nejako vymyslief aj s tou funkciou.

16 Autorom tejto reakcie je MiSo Pélenik.
17 Citované z knihy Martina MojZiSa Tri hlavy draka (veda z Casopisu .tyZder), W PRESS, Bratislava (2014). Celd
knizku vrelo odporticam.
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PopiSeme fintu, ktorou takéto ulohy riesil Pierre de Fermat a popiSeme ju jazykom, ktory
zaviedol Gottfried Wilhelm Leibniz. Budeme sa pri tom odvoldavat na skusenosti, ktoré ste
nadobudli v predoslych kapitolach:

Uz vieme, Ze hodnota funkcie y=-4,8x’+9,8x—1 Vv bode x=04 je

—4,8 . 0,42 +98.0,4 — 1 Cize 2,152 . Akd bude hodnota tejto funkcie ,,0 jedno filmové policko
neskor“? Samozrejme zalezi od toho, ako rychlo bezi kamera a kolko ¢asu jeden snimok zaberie.
Nech je dalSie policko nasnimané neskdr o miniatirny okamih, ktory si ozna¢ime dx teda na
mieste  0,4+dx."® Ak4 bude hodnota funkcie v tomto bode? No predsa

—48.(0,4+dx) +9,8.(0,4+dx)—1.

Ak teda chceme zistif rychlost, akou sa funkcia meni, staci pozriet, o kol’ko sa ndm zmenilo
y a vydelif to ,Casom medzi polickami®, teda tym dx. Ak si funkciu zapiSeme tradi¢nym
sposobom y=f(x) , hodnota o ktord sa zmenilo y je f(0,4+dx)—f(0,4) teda

—48.(0,4+dx) +9,8.(0,4+dx)—1—(—-48.04+98.04—1) =

= —4,8.(0,16+0,8dx+dx’) + 3,92+9,8dx — 1 + 4,8.0,16 —3,92 + 1 =

= —0,768 — 3,84dx — 4,8dx* +3,92 + 9,8dx — 1 +0,768 — 3,92 + 1 =
= 5,96dx—4,8dx’

a ked' tito hodnotu vydelime dx , dostaneme 5,96 —4,8dx ."” Tento vysledok evidentne stéle zavisi
od toho, aké velké dx si na zaliatku zvolime. Cim bude maf nasa kamera rychlejSie snimkovanie,
teda ¢im krat$i bude dsek dx, tym lepsi vysledok dostaneme. S istou ddvkou drzosti teda dx
v tomto momente zanedbame uplne a rychlost, akou funkcia rastie bude teda 5,96.

Uloha 1: Poriadne si pozrite predoSly vypocet, aby ste si boli isti, Co sa v nom vlastne udialo.
Uloha 2: Porovnajte tento vysledok s vysledkom tlohy 7 z prvej kapitoly. O kolko sa li§i?
Odpoved:

Uloha 3: Vypocitajte rovnakym spésobom, ako rychlo rastie funkcia y=—48 x2+9,8 x—1 Vv bode
x=1,5. Co sa modzete dozvedief z toho, aké znamienko bude mat vysledok?

18 Pozor! To dx je jeden symbol. Neznamend to ,,dé krat iks“. Pre zaciato¢nikov tdto symbolika pdsobi trosku
maétidco, ale casom si zvyknete.
19 Pripometime, Ze po¢as tpravy sme umoctiovali na druhd dvojélen (0,4 +dx)2:0,42+2 . 0,4 .dx+dx’
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Uloh podobnych dlohe 3 sa d4 samozrejme vymysliet velké mnoZstvo (pre kazdd hodnotu
x jedna). Ked by clovek ale mal hladaf rychlost pre pitnaste x , zacne premyslat, ¢i by sa nedali
nejakym sposobom vypocitat vSetky naraz. Ide to a vypocty budi dokonca prehladnejSie, nez ked
ste pocitali dlohu 3. Postup bude uplne rovnaky. Najprv vypocitame hodnotu dy , ktord nam povie,
o kolko sa zmeni y medzi dvoma polickami, ktoré si v Casoch x a x+dx. Teda
dy=f(x+dx)—f(x) . A ked budeme chcief vediet, ako rychlo funkcia v bode x rastie, vypo&itame
dyldx .
Pod'me teda pocitat dy :
dy = —4,8 . (x+dx)’ +9,8. (x+dx)—1 — (—4,8x*+9,8x — 1) =
= —48 . (X+2xdx+dx’) +9,8 . (x+dx)— 1+ 4,8x*—9,8x+ 1 =
= —4,8x"—9,6xdx — 4,8dx* +9,8x +9,8dx — 1+ 4,8x" — 98x+ 1 =
= (—9,6 x+9,8)dx—4,8dx’
dy/dx bude teda —9,6x+9,8—4,8dx .V tejto faze opif zoberieme dx najmenSie mozné, Cize ho
Sfastne zanedbame a dostaneme, Ze nasa povodnd funkcia v bode x rastie rychlostou —9,6 x+9,8 .
Tato nova funkcia dy/dx , ktora hovori, ako rychlo pdvodna funkcia rastie, sa nazyva derivdcia
povodnej funkcie.

Uloha 4: Zase si to poriadne precitajte a pochopte.

Uloha 5: Dosadte do derivécie, ktord sme prave vypocitali, za x hodnoty 0,4 a 1,5.

Uloha 6: Vedeli by ste z derivécie zistit, pre aké x povodnd funkcia nadobudla najvéacsiu hodnotu?

Uloha 7: Vypoditajte s pomocou derivédcie znovu tlohu 11 z prvej kapitoly. Porovnajte novy
vysledok s vysledkom, ktory vam vysiel vtedy.

Uloha 8: V prvej kapitole sme rychlost vedeli vypocitat viacerymi sposobmi. Jeden z nich bol, ze
ked sme pocitali rychlost v nejakom snimku, zobrali sme rozdiel poloh lopticky
v okolitych snimkoch a vydelili trvanim dvoch snimkov. Ak by sme chceli urcovat
rychlost rastu funkcie rovnako, treba zistif, Gomu sa rovna (f (x+dx)—f(x—dx))/2dx .
Skuste najst derivaciu nasej funkcie tymto sposobom.
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Funkcia, s ktorou sme pracovali doteraz, je predsa len trochu komplikovand — vyrobili sme
ju tak, aby o najlepSie zodpovedala letu lopticky. Podme sa pozrief, ako vyzeraju derivicie
jednoduchsich funkcii:

Uloha 9: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y= x>

Uloha 10: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y=3x

Uloha 11: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y=5

Uloha 12: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y= x’+3x+5 . Kde bude mat pévodna
funkcia najmenSiu hodnotu? Kolko to bude? Ako suvisi vysledok tejto ulohy s vysledkom
predoslych troch?
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Uloha 13: V dlohe 12 z kapitoly 3 bola na grafe vpravo zakreslena Cast funkcie y:—%x2+%x .
N4jdite jej derivaciu a nakreslite graf tej derivacie. Porovnajte s vysledkom, ktory vysiel

vtedy.

Uloha 14: Aky by bol zépis funkcie, ktord je derivdciou funkcie, ktord je zadand v tlohe 10
z kapitoly 3 vpravo?

Uloha 15: Akd bude derivacia funkcie y=x>?
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Uloha 16: Vedeli by ste vymyslief funkciu, ktord bude maf deriviciu y=3x ?

Uloha 17: A este dve dalie?

Uloha 18: Vedeli by ste vymyslief funkciu, ktord bude maf deriviciu y=x*+3x+1?
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4. kapitola — spravy

Na udvod asi najdolezZitejSia poznamka, ktord sa vSak odohrala neverejne, cez prestivku po
hodine. David pozeral na tie veci, ktoré sa v Stvrtej kapitole pocitali a vyhlasil: ,,Ale, Anino, to je
nejaky podvod.“* Napriek tomu, Ze sa v tychto spravach nedozviete Ziadne d’alSie detaily, dovolim
si eSte raz zdoraznif, Ze sa jednd o pravdepodobne najdolezitejSiu pozndmku k celej kapitole.

Samotné pocitanie uloh vicSinou vaZzne problémy nerobilo. Ludia sa mylili hlavne
v znamienkach a ked sa tieto chyby odstranili, k vysledku sa dopracovali. Problémy nerobila ani
myslienka vypocitaf deriviaciu pre vSeobecné x a potom uZz iba do vzniknutej funkcie
dy/dx=—9,6 x+9,8 dosadzovaf za x jednotlivé hodnoty, ked sme chceli vedief, ako rychlo
funkcia y=-4,8 x2+9,8x—1 rastie.

Z toho, Ze vysledok ulohy 3 je zdporny, je zrejmé, Ze funkcia v tom bode (a aj lopticka
v tom case) klesa. Toto pozorovanie mohlo posluzif ako navod k tlohe 6. V nej sa malo zistit, pre
aké x nadobudne funkcia najvy$Siu hodnotu. Ak ma funkcia dosiahnuf maximum, musi sa
v danom bode zmenif z rasticej na klesajicu. Teda jej derivicia —9,6 x+9,8 sa musi zmenif zo
zapornej na kladnd. A to sa udeje presne tam, kde bude rovna nule. Plati teda —9,6 x+9,8=0, CizZe
9,6x=9,8 ¢ize x~1,02.

Uloha 8

Osma tiloha bola zaujimavd jednak sama o sebe, jednak vd'aka rozprave, ktord sa po nej
vyvinula. Predved'me najprv jej rieSenie (pozor na znamienka!):

f(x+dx)—f(x—dx)  —4,8(x+dx)’+9,8(x+dx)—1 — (—4,8(x—dx)*+9,8(x —dx)—1)
2dx B 2dx
_ —48(x*+2xdx+dx’)+9,8(x+dx)—1 +4,8(x*—2xdx+dx’)—9,8(x—dx)+1
B 2dx
_ —4,8x°—9,6 xdx—4,8dx*+9,8 x+9,8dx—1+4,8x°—9,6 xdx+4,8dx’ —9,8 x—9,8dx+1 _
B 2xdx B
_ —192xdx+19,6dx _ 2dx(—9,6x+9,8)
B 2dx B 2dx

=—-9,6x+9,8

V predoslom vypocte je jedno znamienko zle (naStastie nie vo vysledku). Najdite ho. Ja som
vam hovoril, Ze pozor na znamienka. ..

Dostali sme rovnaky vysledok, ako v tlohe 4. Ked sme sa rozprévali, ktory sposob vypoctu
sa komu viac pozddva, boli udia, ktorym sa viac pacil ten prvy z tlohy 4, pretoZe sa im zdal
elegantnejsi a nebolo treba po&itat hodnotu funkcie v (x—dx) , a boli Tudia, ktorym sa viac pacil
tento, pretoze uz v prvej kapitole daval lepSie vysledky (spomefime rozpravanie o chybach
v komentédroch) a za povSimnutie stoji, Ze aj teraz ndim na konci neostalo Ziadne dx , ktoré by sme
museli zanedb4vat.

K zaujimavym vysledkom viedla aj otdzka, Ze ¢i existuje funkcia, pri ktorej obe tie metody
davaju rozne vysledky. Po chvilke zamyslenia niekto (myslim, Ze David) vyhlasil, Ze by sa tak
stalo, keby t4 funkcia mala Spic. A po dalSej chvili si niekto d’alsi (Déavid alebo MiSo) spomenul, Ze
funkciu so $picom poznidme. Konkrétne y=|x| , teda absolitna hodnota z x, ktorej graf mozete
vidief na obrdzku 13. Bod, v ktorom m4 funkcia $pic je [0,0], takZe tam sa budeme pokusat pocitat
derivéciu. Ak pocitame prvym spdsobom, tak dostaneme (|0+dx|—|0|)/dx ¢o je |dx|/dx &oje 1.

20 Doslovne ,,To je nejaky cheat*.
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(V tejto suvislosti som si dovolil spomentf aj moZnost, Ze zvolime zdporné dx a vtedy by to
vySlo —1.) Keby sme rychlost rastu pocitali druhym  spdosobom, dostaneme
(|0+dx|—|0—dx|)/(2dx) co je (|dx|—|dx|)/(2dx) ¢oje 0.

Z toho vyvstala otdzka, ako rychlo vlastne td absoldtna hodnota v nule rastie. K Ziadnej
uspokojivej odpovedi na tito otdzku sme ale neprisli.

Ay
y = x|

\

Obrazok 13: Absoldtna hodnota

Ulohy 9 a 15

V tychto dlohdch sa zisfovala derivécia funkcii y=x> a y=x>. Vypocet mohol prebehnif
nasledovne:

d(Xz) — (x+dx)2—x2 X #2xdx+dX’—x° _ 2 xdx+dx®

= 2x+dx = 2x

dx dx dx dx

d(x’) _ (x+dx)'—x’ _ x*+3x%dx+3xdx’+dx’—x* _ 3x°dx+3xdx’+dx’ _

dx dx dx dx
= 3x*+3xdx+dx’ = 3x°

Ked sme sa o tychto vysledkoch rozpravali, priSiel David s tym, Ze vie, ako sa to sprdva vo
vSeobecnosti. Ze plati

d(x") .

2 3
d(x):lzl,xo d(x):z_xl d(x):S,x2 a teda ze bude platit =n.x

dx dx dx dx

Tak sme si povedali, Ze to x" skusime zderivovaf, nech sme si isti. Ked sme ale zacali
pocitat ((x+dx)"—x")/dx a padla zmienka o binomickej vete, ozvali sa nejaki Tudia, Ze nielen Ze
netusia, €o to je binomicka veta, ale nikdy nevideli kombina¢né ¢isla a o kombinatorike poculi len
zbezne, takZe bolo treba spravif rychlokurz kombinatoriky.

Rychlokurz kombinatoriky

Kombinatorika je ¢ast matematiky, ktord sa zaobera tym, kol'kymi moZnosfami sa d4 nieco
urobif. Zacali sme ulohou hodnou prvej triedy na zakladnej Skole: Anicka mé dve suknicky a tri
blizky. Kolkymi sposobmi sa mdze obliect do Skoly? RieSenie mdzete vidief na obrazku 14.
Deticky si vSetky moznosti nakreslia, vy ste uz velki a sta¢i vam vynasobif 2.3 = 6.

Trochu fazsi priklad zaloZeny na tej istej finte (aj ked ju bude treba pouZif viackrét) je tento:
Jeden bit je jednotka informécie, ktord mdZe nadobudnif hodnotu 0 alebo 1. Jeden bajt je jednotka
informdcie pozostavajica z dsmich bitov. Kol'ko réznych bajtov existuje?
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Obrazok 14: Blizky a sukni¢ky

Keby sme mali iba dva bity, dloha by bola rovnakd, ako predosla — pre prvy bit dve
moznosti, pre druhy bit dve moZnosti. Pre dva bity 2.2=4 moZnosti. (Konkrétne 00, 01, 10 a 11.)
Predstavme si teraz, Ze by boli bity tri. Pre prvé dva mdme dokopy Styri mozZnosti, pre posledny dve
moZnosti, dokopy ich bude osem. (PredoSlé Styri s pridanou nulou a predoslé Styri s pridanou
jednotkou.) Keby sme mali Styri bity moZnosti by bolo 8.2. A tak dalej. Ked mdme teda bitov 8,
moznosti bude 2.2.2.2.2.2.2.2 = 256. Pocitacovo zdatni jedinci vedeli, Ze do jedného bajtu vieme
zakddovaft ¢isla od 0 do 255, teda 256 rd6znych hodndt aj bez predoSlého pocitania.

V dalSej dlohe sme spominali festival Vrbovské vetry, ktory vo Vrbovom organizuji péni
bratia Jobusovci a ktorého sucasfou byva sufaz v strelbe z poplaSnej piStole. A kedZe terC ostava
pravidelne pocas stfaze neposSkvrneny akymkolvek zdsahom, tak vifaza vyZzrebuji. My sme vtedy
prave boli v triede trindsti (mnoho ludi chybalo) a rieSili sme otdzku, ako mdézu dopadnuf prvé tri
miesta, ak by sa Zrebovalo spomedzi nés.

Uloha je podobna na predosld, len s jednym drobnym rozdielom. Na najvy$§om stupni
vitazov moze byt ktokol'vek — mdme teda 13 moznosti. Na druhom mieste uz ale nemdze byt ten,
kto bol prvy, takze je len 12 moznosti. Podobne na trefom mieste moze byt len niekto zo zvySnych
jedenastich, lebo dvoch Tudi sme si uZ minuli. VSetkych moZnosti bude teda 13.12.11=1716.

KebyZe vyberdme spomedzi 50 ucastnikov a chceme vyZrebovat prvych 10 miest, mali by
sme 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41 moznosti. To je ale otrava zapisovaf, preto sa pouziva kratsi
Zapis

50!

40!
pricom to 50! sa ¢ita ,,pétdesiat faktoridl* a znamena to ,,vyndsobime vSetky prirodzené Cisla od 1
do 50%. Ten zépis funguje kvoli tomu, Ze

!
507 _ 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41.40.39....3.2.1 _ 50.49 48 47 46 45.44 43.42 A1
40! 40.39.....3.2.1

teda Ze po vykrateni toho zlomku tam zostane presne to, Co potrebujeme.

Keby sme mali n Tudf a Zrebovali by sme prvych k miest, moZnosti by bolo n!/(n—k)! .
Toto ¢islo vedia pocitaf aj kalkulacky, hl'adajte tlacidlo s napisom nPr (pocita sa to 13 nPr 3), vie to
pocitat aj tabulkovy kalkulator (funkcia =PERMUT(13;3) ).

Dalsia tloha sa opif bude podobat na predosld. Cheeli sme vedief, kolkymi spdsobmi sa
daju z nés trindstich vybraf nejaki traja l'udia, pricom chceme iba vybraf trojicu a na nejakom poradi
nam nezaleZzi.
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Vyuzijeme vysledok predoslej tlohy. Vyberieme nejaku trojicu (napr. MiSo, Nicole, Johy)
a zistime, kolkokrit sa v predosSlej ulohe tdto trojica vyskytla na stupni vifazov. To zistime
jednoducho. Bud' si spoéitame vSetky moZnosti rucne, alebo pouZijeme fintu z predoslej tlohy — na
prvom mieste mohol byt hocikto z nich troch, na druhom mieste niekto zo zvyS$nych dvoch a na
trefom ten zvySny, moZnosti je teda 3.2.1 Cize 6. Fajn. TakZe tato konkrétna trojica bola vo
vysledku predoslej ulohy zapocitand Sestkrit. Ked sa ale troSku zamyslime, zistime, Ze nielen tdto
konkrétna, ale l'ubovolna trojica bola zapocitana Sestkrat. Ked' teda chceme zistif, kol'ko tych trojic
je, sta¢i vysledok predoslej tlohy vydelit Siestimi a dostaneme 1716/6=286 .

Keby sme z pifdesiatich Iudi vyberali desatice, postupovali by sme rovnako. Najprv by sme
obsadili fiktivny desat€lenny stupeil vitazov (to modZeme spravif 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41
spOsobmi) a potom by sme zistili, kolkokrat sa ndm kaZzdd konkrétna desatica na stupni vitazov
vyskytuje (10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 krat). VSetkych desatic teda bude

50.49 .48.47.46.45.44.43.42.41 _ 50!
109.8.7.6.54.3.2.1 40!.10!

Na tom zlomku vpravo bol 50!/40! ten poc¢et moznosti na stupni vifazov a tych 10! ¢o pribudlo
v menovateli je to, kolkokrét sa na stupni vifazov objavi jedna desatica.

Keby sme z n Tudi vyberali k , tak mozZnosti bude #{,k, . Toto ¢islo tieZ vedia pocitat
kalkulacky — tlac¢idlo ma ndpis nCr (pocita sa to 13 nCr 3), poznaji to tabulkové kalkulédtory
(funkcia =COMBIN(13;3) ) a dokonca mé vlastny ndzov ,kombinacné cislo® a vlastni

. P v 1 Moz .2 . 4 s . A . AN
matematickd znacku (33) . Cita sa to ,,trindst nad tromi*“ a hovori to, kol’kymi sp6sobmi moZeme

z trindstich Tudi (psov, predmetov, prvkov) vybraf troch.
Aby tento vzorec fungoval Uplne dobre, potrebujeme eSte doladif jeden Specidlny pripad.
Konkrétne otdzku, kolkymi spdsobmi moZeme z troch I'udi vybraf troch? Samozrejme, Ze jednym —

L. ‘o \ ) . ! 3! . y
musime ich zobraf vSetkych. Podla vzorca je moznosti m=ﬁ a aby nam to vyslo 1, tak

musime zaviest hodnotu 0! rovnu 1.

Posledny priklad tohto kombinatorického rychlokurzu sa bude tykat posli¢ka, ktory pracuje
na istej poSte v New Yorku. Na obrizku sa poSta nachddza v bode P. Poslickovi tam rdno odovzdaju
batoh s poStou pre banku, ktord je v bode B, ten si obuje kolieskové korcule a fi¢i do banky. Ide tam
samozrejme najkratSou cestou — ide teda Styrikrat Sikmo vpravo a trikrdt Sikmo vlavo (myslené
znasho pohladu, nie z pohladu poslicka). Takych najkratSich ciest je samozrejme viacero
a poslicek, aby sa nenudil, chce isf zakazdym inak. A otdzka je, kolko dni mu toto predsavzatie
vydrZzi, teda kolko najkratSich ciest vedie z bodu P do bodu B.

P

U
{“Dﬁ@fut%
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Obrazok 15: Mapa New Yorku
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Tuto dlohu vyrieSime dvomi spdsobmi a z toho, Ze vysledok bude v oboch spdsoboch ten
isty, sa dozvieme zaujimavu vec.

Prvé rieSenie je takéto: Pozrieme sa najprv na krizovatky, ktoré sa nachddzaji hned vedla
posty vzdialené jednu stranu bloku. Na kazdd z nich sa vieme dostaf iba jednym spdsobom —
pdjdeme rovno na fiu. To bolo jednoduché. Podme sa teraz pozrief na krizovatky vzdialené dve
strany bloku. Dve z nich su také, Ze sa do nich vieme dostaf iba sprava alebo zlava, takze stéle je

s
|“[”§1’§%%
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Obrazok 16: Krizovatky vzdlalene Jednu a dve strany bloku od

posty
iba jeden spdsob, ako sa do nich najkratSou cestou dostaf. No na krizovatku, ktor4 je juzne od poSty
(nazvime ju ,,juznd krizovatka®) sa ale vieme dostaf aj sprava aj zlava, takZe moZnosti su az dve.
Rovnako budeme postupovat d’alej. Krizovatky vzdialené tri strany bloku od poSty su Styri — opét
dve také, do ktorych sa da ist iba rovno (a teda jedinym spdsobom) a dve také, do ktorych sme sa
vedeli dostat z krajnej alebo z juZnej krizovatky. Mdme teda tri moZnosti ako sa sem dostat — dvomi
spdsobmi cez juznu krizovatku a jednym cez krajnd.

Rovnakym spdsobom vieme dopocitat, kolkymi spdsobmi sa vieme dostaf aj na dalSie
krizovatky. V kaZzdej krizovatke zistime, z ktorych kriZovatiek sa do nej vieme dostaf a pocet
moznosti v tych krizovatkdch s¢itame, Budeme pokracovat tak, ako mdzete vidief na obrazku 17.
A dozvieme sa, Ze poslickovi jeho predsavzatie vydrzi 35 dni.

P
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Obrazok 17: Pocet mozZnosti pre jednotlivé krizovatky
Cisla, ktoré vidite na obrazku 17 sa zvyknud nazyvaf aj Pascalov trojuholnik (aj ked ho par
storo¢f pred nim vymysleli Cifiania®'). A druhé rieSenie poslickovej dlohy ndam odhali prave to, ako

Pascalov trojuholnik stvisi s kombina¢nymi ¢islami.

V druhom rieSeni si poslicek zacne vSetky mozné cesty zapisovat. Aby sa mu na planiku

nepomotali vSetky Ciary, bude jeden zédpis vyzeraf napriklad takto: NENNK KN Tento zapis mu
hovori, Ze najprv ma st pravou cestou, potom Favou, potom dvakrit pravou, potom dvakrat lavou

A
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21 Konkrétne v 11. storo¢i Jia Xian.
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a potom pravou. Aby sa posli¢ek dostal najkratSou cestou do banky, musi zdpis splitiaf dve
podmienky: musi v iom byt presne sedem Sipok a presne Styri z nich musia byt vpravo. (Z toho uz
bude automaticky plynuf, Ze zvyS$né tri budud vlavo.) No a otdzka je, kolko takychto zdpisov
existuje.

Vdaka ulohe o vyberani troch Iudi z trindstich ndm nebude robif problémy zistitf, kolkymi

A : AN . : : . 7 v . AN [P
sposobmi mdZeme vybraf tri miesta zo siedmich. Je to ( 4) . A skutoCne si mozZete overit, Ze to

vyjde 35.

Ked sa pozriete lepSie na jednotlivé krizovatky, zistite, Ze cely Pascalov trojuholnik sa
z kombinaénych ¢isel skladd. Napriklad ¢isla v riadku 1 3 3 1 hovoria postupne toto: ,,Do tejto
krizovatky musis ist na tri kroky a vpravo pdjdes nulakrat. Patricnych zdpisov cesty bude existovat

N s

(3) , teda len jeden.* ,,Do tejto kriZovatky musis isf na tri kroky a vpravo podjdes jedenkrat. Zapisov
cesty teda bude existovat (f) teda 3.“ Z rovnakych dévodov je dalSia trojka (;) a posledna

jednotka (g) . Keby sme teda chceli zistif, koTko je (g) , pozrieme sa do piateho riadku Pascalovho
trojuholnika (tojeten 1 5 10 10 5 1) na tretie Cislo, pricom pocitame od nuly. Tretie ¢islo je ta
prava desiatka, takze (g): 10 .

Na zéaver tohto rychlokurzu jedna vystraha — tu prezentované vzorce a finty nie sd
pouZitelné na Tubovolnd kombinatoricki dlohu. Uloh aj fint je ovela viacej a ak ¢lovek md zistit,
koTkymi spdsobmi sa nie¢o d4 spravif, musi si v prvom rade zachovat zdravy rozum, v druhom rade
zistif, ako veci funguju (napriklad tak, Ze sa aspon pokusi vypisaf si vSetky moZnosti) a az ked
pridete na princip, moZete dlohu zredukovaf na niektord z tych, ¢o uz poznate. Ak si to chcete
vyskusat, zistite, kolkymi spdsobmi moZete v stanku, v ktorom maju Styri druhy pohl'adnic kupif tri
pohladnice.

Binomicka veta

Konec¢ne sa dostdvame k tomu, na ¢o sme cely ten kombinatoricky tuvod potrebovali —
k binomickej vete. Binomick4 veta hovori, ako rychlo a bezbolestne umocnit (a+b) na n -td. Ked
si napiSete uz znidme vzorceky

(a+b)’=a’+2ab+b’
(a+b)=a’+3a’b+3 ab’+b’
mozete si v§Simnuf nejaké zaujimavé detaily.

Prvy je ten, Ze ked sa pozriete na jednotlivé Cleny tych vyrazov vpravo, tak su tam a -Cka aj
b -¢ka v nejakych mocninéch, ktoré ddvaji dokopy to, na ¢o sme umociiovali lavi stranu. To je
celkom pochopitelné. Ked pocitame (a+b)’, tak musime rozndsobit (a+b)(a+b)(a+b), priom
z kazdej zatvorky musime zobraf bud a -Cko alebo b -cko. To znamend, Ze vZdy ndsobime tri
pismenk4, takZe exponenty budi davat dokopy 3.

Druhy je ten, Ze ked rozndsobujete (a+b)(a+b)(a+b),tak q° ziskate iba raz (zoberiete a
z kazdej zédtvorky), ale ¢°b ziskate aZ trikrdt (zoberiete a z prvej a druhej zdtvorky a b z tretej,
zoberiete a z prvej a tretej zdtvorky a b z druhej, zoberiete a z druhej a tretej zdtvorky a b
Z prvej).

A treti zaujimavy detail je ten, Ze ked’ sa pozriete na tie Cisla, ktoré hovoria, kolkokrat
jednotlivé &leny vezmeme, v pripade (a+b)* dostaneme 1 2 1 a v pripade (a+b) dostaneme
133 1. Také cisla sme videli celkom neddvno — konkrétne je to druhy a treti riadok Pascalovho
trojuholnika na obrazku 17.

A binomickd veta hovori, Ze to bude fungovaf aj dalej, teda Ze keby sme napriklad
potrebovali rozndsobif (a+b)’, dostali by sme ¢’+5a*b+10a’b’+10a’b*+5ab*+b’ . Sta¢i napisat
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spravne Cleny a pred kazdy napisaf patricné Cislo z Pascalovho trojuholnika. Oproti ru¢nému
rozndsobovaniu je to rychle a efektivne.

Preco to funguje? PretoZe ak by sme roznasobovali (a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b) a chceli
by sme vediet, kolkokrit sa bude vo vysledku vyskytoval g?p*, tak vieme, Ze z dvoch zdtvoriek
musime vybraf a -¢ko (a z ostatnych b -¢ko). No a kolkymi spdsobmi m6Zeme z piatich zatvoriek
vybraf tie dve, z ktorych zoberieme a -¢ko? Predsa (3) spOsobmi. A uz je jasné, kde sa ndm tam ten

Pascalov trojuholnik nabral a preco je pri ¢°b’® koeficient 10.
Binomicka veta pre vSeobecné n bude teda vyzeraf takto:

n
n—2

n
n—1

(a+w":(g a" b+ o+ " d?h b

n,(n
Cl+(1

a"71b+(g)a"72b2+(g

ab”71+(”

n

Tie kombinacné cisla st opisané z n -t€ho riadku Pascalovho trojuholnika. Zapis je to majestatny
ale uzito¢ny a bude sa ndm eSte hodit.

Derivacia x"
Kone¢ne mame vsSetko potrebné, aby sme mohli tdspeSne zderivovat x". So znalosfou
binomickej vety sa to ludom vicSinou podarilo. Pocitajme:
(x+dx)"—X" (g)x”+ ’;)x”_ldx+(’; x”_zdx2+...+(nf1)xdx”_1+(g
dx B dx
g) bude vzdy 1 (z n Tudi nikoho nevyberieme iba jednym spdosobom)

dx"—x"

Teraz si treba uvedomif, Ze

a (T) bude vZdy n (jedného moZeme vybraf n spdsobmi). TakZe pokracujme v dpravéch:

-1 -2 2 -1
X"+nx"" dx+{)]x" " dx +...+nfl)xdx" +["|dx"— x"
dx
n—1 n\.n—2 2 n n—1,[n n
nx dx+(2)x dx+...+(n_1)xdx +(n)dx
dx

1

= nx"" +(g x"ide+...+(nf1)xdx"72+ Z)dx”*1

A v tomto momente tradi¢ne vyhldsime dx za dostato¢ne malické na to, aby bolo nula a to, o ndm
zostane, bude nx"~'. Derivacia x" je teda pre fTubovolné n skutocne nx"'.Dévid mal pravdu.

Ulohy 9, 10, 11 a 12

V tlohéch 9, 10 a 11 bolo treba zistif derivicie funkcii y=x*, y=3x a y=5. To bolo
celkom jednoduché a nikomu to vdZne problémy nerobilo:

d(xz) (x+dx)2—x2 _ X +2 xdx+dx’— x* _ 2 x dx+dx’

e e ™ I =2x+dx=2x
d(BX)_3(X+dx)—3X_3x+3dx—3x_3dx_3
dx dx B dx Codx
d(5)_5-5_,
dx  dx

Prva z uloh sme mohli riesif aj prdve dokdzanym vzfahom, posledna tloha hovori, Ze ked ma
funkcia stdle hodnotu 5, tak nerastie ani neklesa. V dlohe 12 bolo treba vypocitat deriviciu funkcie
y=x"+3x+5, ktord je si¢tom predoslych troch funkcii. T4 derivicia vy§la y=2x+3 a viacerf
Tudia zaregistrovali, Ze je to sucet vysledkov predoSlych troch uloh. Preco to tak muselo vyjst, je
zrejmé z nasledujuceho vypoctu:
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d(x*+3x+5) (x+dx]+3(x+dx)+5—(x’+3x+5)

dx dx
_ (x+dx )’ —x*+3(x+dx)—3x+5-5 _ (x+dx)2—x2+ 3(x+dx)—3x N 5-5
B dx B dx dx dx

Teraz uz je vidno, Ze vysledok naozaj musi byt sucet derivicii predoSlych troch funkcii. (Ked
nevidite, Ze preCo, pozrite sa na ich vypocty, na predoslej strane.)

To, Ze tato vec funguje pre kazdé dve funkcie, ukdZeme formalne takto: Nech funkcia h
vznikne ako stcet funkcii f a g, tedanech h(x)=f(x)+g(x).Potom

d(h(x)) _h(x+dx)—h(x) _f(x+dx)+g(x+dx)=(f(x)+g(x)) _

dx dx dx
_flxrdx)—flx)eglx+rdx)=glx) _flx+dx)=f(x) , g(x+dx)=g(x)_d(f(x)), d(glx))
dx dx dx dx dx

Ked mame teda derivovaft sicet funkcii, mozeme zderivovaft kazdui zvlast a scitat.

Uloha 13

Této uloha bola zaujimavd najmé z toho dovodu, Ze v predoslej kapitole ndm dala celkom
zabraf — bolo treba najprv zistit, ako funkcia y=—%x2+%x rastie resp. klesd, potom sme zistili, Ze

odhadnuté funkcia nerobi to, o presne chceme a Ze ju musime posunif a potom sme o vysledku
ukazovali, Ze naozaj robi to, ¢o ma. (Detaily su v spravach z 3. kapitoly.) Spdsobom uvedenym
v tejto kapitole sa dalo relativne rychlo zistif, Ze derivdcia funkcie je y=-—x+3,5, Co je presne
vysledok, ku ktorému sme dospeli aj minule.

Uloha 14

Napriek tomu, Ze vic¢Sina Tudi nemala s touto ulohou vaznejSie problémy, vyskytli sa tu dva
zaujimavé momenty. Prvy bol, ako zapisaf funkciu, ktord ma od 0 do 4 hodnotu 1,5, od 4 do
5 hodnotu —4,0d 5 do 8 hodnotu 1/3 aod 8 dalej hodnotu 0. Uspesny pokus zapisaf takiito
funkciu spravili iba Dusan a Kubo, ktori sa nechali inSpirovat programovacimi jazykmi a pouZzili
»if*. Matematici pouZivaju nasledujici zapis:

1,5 xe€(0;4)

_|—4 x€(4;5)
f(x)= 1/3 x€(5;8)
0 x€(8,oo)

Dalsi problém bol, aki hodnotu m4 maf tito funkcia v bodoch 4, 5 a 8. Predosly zdpis
hodnotu v tychto bodoch neurcuje, lebo vsetky uvedené intervaly su otvorené a teda hrani¢né body
do nich nepatria. Zistili sme, Ze problém v tychto bodoch je rovnaky ako ked sme mali ndjst
derivédciu funkcie y=|x| v bode 0 — dostdvame ini derivdciu, ked volime kladné dx a ked volime
zaporné dx (a eSte ind hodnotu by sme dostali, keby sme chceli funkciu derivovat symetricky, ale
to sme neskusali) pretoze povodna funkcia ma v tychto bodoch zub. Predbezne sme sa dohodli, Ze
rychlost rastu funkcie v takychto bodoch pocitaf nevieme.

Navrh: Skiste zistif, kolko vyjde derivécia zadanej funkcie v bode 4, ak ju budeme pocitat
symetricky — teda sposobom (f (x+dx)—f(x—dx))/2dx .
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Ulohy 16,17 a 18

Funkciu, ktord by mala derivaciu 2x sme uZ nasli. Je to x?. Po kratkom experimentovani
Tudia priSli na to, Ze ked chcu, aby bola derivicia 3 x, musia zobraf jeden a pol krét viac a Ze teda
bude fungovaf 1,5x*. Toto viedlo k rozprave, & vo vSeobecnosti funguje pravidlo, Ze ked ma
funkcia nejakud derivéciu, tak ¢ -ndsobok tej funkcie (kde c je nejaké konkrétne ¢islo) bude mat
c -krat vicsiu derivaciu. Nakoniec sa ndm podarilo ukézaf, Ze 4no, podobnym sposobom, ako ked
sme ukazovali, Ze derivdcia suctu dvoch funkcii je sictom ich derivacii: Nech je funkcia g
¢ -ndsobkom funkcie f ,teda g(x)=c.f(x).Potom

dlg(x)) _glx+dx)=g(x) _c.flxrdx)=c.f(x)_ flx+ax)=f(x)__ dlf(x)

dx dx dx dx dx

Toto pravidlo spolu s dal§imi dvoma spominanymi v tychto komentdroch ndm ddva dzasnd
moc — vieme jednoducho a bez rozpisovania zderivovaf hocijaky polyném. Napriklad derivécia
funkcie y=3x’+2x’+x’+1 bude 3. 5x*+2.3x’+2x+0 CiZe 15x"+6x°+2x . To bolo rychle.

V tlohe 17 bolo treba néjst d’alSie dve funkcie, ktoré maja deriviciu 3 x . Po skidsenostiach
z predoslych kapitol opéf nerobila véinejSie problémy — evidentne funguji funkcie 1,5x°+4,
1,5 x2—42 a vobec 1,5 x> +c kde ¢ je Tubovolna konStanta. Na otdzku, ¢i existuju aj nejaké iné
funkcie, ktorych derivicia je 3x sme ale nevymysleli zmysluplni odpoved — za néjdenie take]
funkcie alebo poskytnutie dobrého ddvodu, Ze Ziadna ind neexistuje, vyhlasujem prémiu 13
pomocnych bodov.
N4jst funkciu, ktorej derivdcia je y= x’+3x+1 bolo s tym, ¢o uz vieme, jednoduché. Funkcie,
ktoré maju derivdcie 3x a 1 sme uZ nasli. Dalej sme v tlohe 15 zistili, Ze deriviciou x* je 3x*,
takZze deriviaciou x°/3 bude x. Hladand funkcia moZe byt teda y=x’/3+1,5x’+x . Ak by ste
chceli ind funkciu, moZete k tomu pripocitat Tubovolnd konStantu.
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5. kapitola
Trocha geometrie

V predoslych kapitolach sme sa zaoberali roznym funkciami a dovod, prec¢o sme tak robili,
bol vicSinou fyzikalny. Potrebovali sme zistif, ako rychlo sa nieCo meni, alebo naopak — potrebovali
sme zistif kolko toho je, ak sme vedeli, ako rychlo sa to meni. V tejto kapitole bude menej fyziky
a viac geometrie (aj ked’ vicsSinou analytickej). A napodiv vysledky, ktoré dostaneme, budid vel'mi
podobné tym, z predoslej kapitoly.

Prvd vec, ktord sa budeme pokuSaf pocas tejto kapitoly zistif je, ako vypocitat rovnicu
doty¢nice ku grafu nejakej funkcie. DotyCnica je priamka, ktord ma v danom bode rovnaky smer,
ako dand funkcia. Pripomeiime, Ze rovnica priamky* je y=kx+q , kde k a q sd konkrétne ¢isla.
Cislo g zvané tiez kvocient hovori, kde dand priamka pretne os y . (Na osi y je totiz x=0 a ked
tito hodnotu dosadime do funkcie, dostaneme y=q .) Cislo k sa nazyva smernica a hovori ndm,
aky md priamka sklon.” Hovori ndm to viacerymi spdsobmi. Jednak smernica uréuje, o kolko sa
zmeni hodnota linedrnej funkcie, ked x zvdc¢Sime o 1 (pretoze hodnota y v bode x+1 je
k(x+1)+q=kx+q+k ). Jednak je smernica to isté ako tan(c), kde @ je uhol medzi osou x a
grafom priamky. (Skuste sa zamyslief, preco musi byt to ¢islo pri oboch definiciach rovnaké. )

Ako tréningovu funkciu si zoberieme stard zndmu funkciu y=x* a pokisime sa vypocitaf
doty¢nicu ku grafu tejto funkcie v bode [0,5;0,25] (prvi sidradnicu sme si zvolili, druhd sme
vypocitali). Najprv sa pokudsime zistif smernicu doty¢nice v tomto bode. To bude naroc¢nejsia Cast,
kvocient sa uz potom dopocita l'ahko.

yA
y=x
(0,5 + dx)
dy
0,5° ——
dx
05 05 +dx X

Obrézok 18: Sec¢nica
Zatneme pomaly. Povieme si, Ze pre zaciatok nemusime pocitat rovnicu dotyCnice. Bude
stacif aj seCnica, staci, ked sa bude na dotyCnicu aspon troSku podobaf. Jeden bod, cez ktory
priamka povedie, bude ten, ktory bol zadany. Aby sa nasa priamka podobala na graf funkcie ¢o
najlepsie, zoberieme druhy bod tak, aby lezal tiez na grafe funkcie y=x*, ale nebol od prvého
prili§ vzdialeny. Jeho x -ova sdradnica sa bude liSif o dx , bude teda 0,5+dx .

Uloha 1: Vypocitajte (a upravte) velkost dy .

22 Zapis si mozno pamitaite pod ndzvom ,linedrna funkcia®. Pripominame, Ze su niektoré neprijemné priamky, ktoré sa
tymto spdsobom zapisat nedajd. Viete, ktoré si to?
23 Po anglicky sa smernica nazyva ,,slope* — teda ,,sklon®.
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Vypocditaf smernicu tejto ,,skoro doty¢nice* bude teraz jednoduché. Bude to dy/dx , pretoze
to je tangens uhla, ktory zviera secnica s rovnobezkou s osou X (pozrite sa na obrazok 47, ze
preco). NavySe je to presne rovnaké dy/dx , aké sme pocitali v predoslej kapitole. Ak ste sa pri
pocitani dlohy &. 1 nepomylili, mali by ste dostaf vysledok

dx+dx*
dx

=1+dx

Co sa bude so se¢nicami diaf, ked budeme hodnotu dx zmenSovaf, mdZete vidief na obrazku 19.
Cim mensie dx zvolime, tym sa bude priamka viac podobaf na hradand doty&nicu. Preto
pozbierame gurdZ a poloZzime dx rovno rovné 0. Vyjde ndm, Ze smernica dotyCnice ku grafu
funkcie y=x* v bode [0,5;0,2%}] bude 1.

A

\

0,5 X
Obrazok 19: Lepsie se¢nice
Hodnotu kvocientu teraz uz dopocitame jednoducho. Kedze k=1, vieme, Ze hladana
doty¢nica bude maf rovnicu y=1.x+q . Dalej vieme, 7e bod x=0,5 a y=0,25 na tej priamke
zaruCene lezi. Musi teda platit 0,25=1.0,5+q . Z tejto rovnice vypocitame q=-—0,25. Hladand
doty¢nica bude maf teda rovnicu y=x—0,25.
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Uloha 2: Vypoitajte doty¢nicu ku grafu funkcie y=x> v bode [1,1].

Uloha 3: N4jdite smernicu doty¢nice ku grafu funkcie y=x> v Tubovolnom bode x . (Teraz nie je
potrebné pocitaf celd rovnicu doty¢nice. Smernica staci.) Ked budete hotovi, porovnajte
vas postup s vasSim rieSenim dlohy 9 z predosle;j kapitoly.

Uloha 4: Ked uz pozndte rieSenie dlohy 3, vypocitajte rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y=x’
vbode [2,4].
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Vypotitat dy pre funkciu y=x*, teda zistif, o kolko sa zvicsi funkcia y=x*, ak x

.....

vvvvvvvvvv

sme chceli vedief, ako rychlo rastie $tvorec so stranou x , dostali by sme dy/dx=2x+dx o je 2x

dx V722222272774

N

=
LLIHLIMIMHIIHIHHHITHIHn

X dx
Obrazok 20: Stvorec

.....

zistif iba kreslenim. Potom vypocitajte, ako rychlo rastie kocka v zévislosti od dizky
hrany x . Vysledok porovnajte s vysledkom dlohy 15 z predoslej kapitoly.

..........

o dx ? Vypocitajte, ako rychlo rastie obsah rovnostranného trojuholnika s hranou x .
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5. kapitola — spravy

Uloha 3

Hlavnym ddévodom, kvoli ktorému bola tito kapitola spisand, bola Mafova otdzka pri rieSeni
tretej dlohy: ,,A naco sme to mali pocitat, ked je to presne to isté.”“ (Bolo myslené ,,presne to isté,
ako uloha 9 zo Stvrtej kapitoly*.) Odpoved je: preto, aby ste videli, Ze je to presne to isté. Teda Ze
to, ,,ako rychlo funkcia v danom bode rastie®, je presne to isté, ako ,,smernica doty¢nice ku grafu
funkcie v danom bode*. To nie je tplne samozrejmy fakt a je dobré o iom vediet.

Uloha 4

Vicsinou Tudia tito dlohu riesili pomocou starého dobrého dx , aj ked vedeli, Ze smernica
dotyCnice a derivdcia je to isté a na konci sprav k predoslej lekcii sme zverejnili fintu, s pomocou
ktorej sa derivacie daju pocitat rychlo. Rychle rieSenie tejto ilohy mohlo vyzeraf takto:

Hladdme doty&nicu ku grafu funkcie y=x> v bode [2,4]. T4 bude maf rovnicu y=kx+q,
priCom k je hodnota derivacie v bode x=2 . Derivacia funkcie x* je funkcia 2x, td ma v bode
x=2 hodnotu 4, takZe k=4 . Rovnica doty¢nice teda bude y=4x+q . Vieme, Ze tato dotyCnica
prechadza cez bod [2,4]. Ten musi rovnici vyhovovat a teda musi platit 4=4.2+q. Z toho
dostaneme, 7¢ q=—4. Rovnica doty¢nice ku grafu funkcie y=x> v bode [2,4] je teda
y=4x—4.

Uloha 5

Ak hranu kocky zviac¢Sime o dx, situdcia bude vyzeraf podobne ako na obrdzku. Pribudnd
ndm 3 platne s objemom x*dx (kto mdte farbu, tak tie Cervené) a nejaké Cierne zvysky. Tie zvySky
budd maf objem bud’ x.dx*> alebo dx*, ¢o znamend, Ze aj ked sa vydelia dx , tak im eSte nejaké
dx v objeme zostane, takZe budi zanedbané. Derivacia bude teda 3 x*.

Obrazok 21: Kocka zviac¢Send o dx

YV,

Tato uloha viedla k tivaham, Co sa stane, ked zvd¢$ime hranu Stvorrozmernej kocky o dx .
Ja som samozrejme tvrdil, Ze to je jasné, Ze rovnako, ako trojrozmernd kocka ma Sest
dvojrozmernych stien a na troch z nich pribudli platky hribky dx , takze derivdcia bola 3 x°, tak
Stvorrozmernd kocka ma osem trojrozmernych stien, na Styroch z nich pribudnd platky hribky dx
a tak derivdacia bude 4x*, presne ako sa dd ocakdvaf, ked derivujeme funkciu x*. Pri tej
prileZitosti sme si kreslili Stvorrozmernd kocku, pokusali sa tam tie trojrozmerné steny uvidief a
Kubo s DuSanom nasli nejaké psychodelické animdcie rotujucich Stvorrozmernych kociek na
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internete. Na obrdzku 22 si moZete pozrief Stvorrozmernd kocku a s trochou trpezlivosti tam
vSetkych osem trojrozmernych kociek pohladat.

Obrézok 22: Stvorrozmerna kocka. Zdroj:
https://fieldlinesdotorg.files.wordpress.com/20
11/09/two-cube-tesseract.png

Uloha 6

Prvy problém bol spomentf si, ako sa vlastne pocita obsah rovnostranného trojuholnika. To
uspesSne vybojovali Kubo s DuSanom (ktorym patri hlavna zdsluha za vyrieSenie tejto ulohy), ked' si
Ve e x’sin60°
;o teda /5
Pripomerime, Ze sa to da pocitaf aj cez Pytagorovu vetu a dostaneme rovnaky, len trochu inak

spomenuli, 7e ak je strana x, tak vySka bude x.sin60° a obsah bude

x*V3
-

Aby sme zistili rychlost rastu, potrebujeme zistif obsah vySrdfovaného lichobeznika na
obrazku &. 23. Ten sa skladd z velkého obdiZnika, ktory md jednu stranu x a druhii dx.sin60°
Cize obsah x.sin60°.dx advoch malych trojuholni¢kov, ktoré ked' sa zlepia dohromady, budi
dx*sin 60°

52 /
dx viom eSte nejaké dx zostane, takZe bude zanedbany. Derivicia bude teda obsah obdlZnika

vydeleny dx , ¢ize x.sin60°

zapisany vysledok

tvorif rovnostranny trojuholnik so stranou dx , ktory bude mat obsah a teda aj po vydeleni

4

Y
Obrazok 23: Prirastok k trojuholniku

Ked sme to spocitali pripomenul som, Ze vysledok sme mohli dostat jednoduchym zderivovanim
2xsin60°
2

treba derivovaf aj ten sinus. Ja som sa odvolal na pravidlo z komentéarov k Stvrtej lekcii, Ze derivacia

24 ° o v P v . . .
vzorca pre obsah % . Dostali by sme ¢ize x.sin60 . MiSo sa pytal, ¢i nejako nie je

: je celkom solidna

. L . v 1. « v sin 60
c.f(x) je c-krét derivdcia f(x) pre kaZzdi konStantu ¢ a na to, Ze —,

konstanta (konkrétne asi 0,443). Keby sme mali derivovaf funkciu x.sin(x), situdcia by bola
samozrejme Uplne ind a bolo by to treba vymyslief inak.
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6. kapitola
Plocha pod krivkou

V tdvode tohto kurzu sme sa zamySlali nad tym, ako zistif, ako rychlo nejakd veli¢ina
v danom okamihu rastie. V Stvrtej kapitole sme ukdzali metodu, ako sa takdto vec da pocitaf
(dokonca na konci komentdrov ku 4. kapitole sme nasli fintu, ako sa d4 pocitaf extrémne rychlo)
a v piatej kapitole sme zistili, Ze rychlosf rastu a smernica doty¢nice ku grafu je to isté, konkrétne
hodnota dy/dx . Tato hodnota sa nazyva derivacia.

V tejto kapitole sa budeme venovat druhej velkej téme z ndsho doterajSieho rozpravania,
ktora je v istom zmysle opakom predoslej ulohy, teda otdzke, Ze ked vieme, ako rychlo sa nieco
deje, ako zistif, kolko sa toho udialo. Po skusenostiach z druhej a tretej kapitoly vieme, Ze odpoved
bude suvisief s plochou, ktord sa nachddza pod grafom funkcie rychlosti. A o tom, ako tito plochu
efektivne zistovat, bude tato kapitola.

Obsah plochy pod krivkou — the hard way

Budeme pracovaf s cvi¢nou funkciou y=x a budeme sa pokusaf zistif, akd velkd je plocha
pod jej grafom na intervale (0; 1), teda aky je obsah tej vySrafovanej Casti na obrazku 24.

y=x’

0 1 X
Obrazok 24: Plocha pod grafom

Predtym, neZ sa nam to podari, ale potrebujeme zistif nejaké predbezné informacie. Najprv

pripomenieme zndmy vzfah pre stcet aritmetickej postupnosti 1+2+3+...+(n—1)+ nzw . Na
to, aby sme vedeli vypocitaf Ziadany obsah, ale budeme potrebovaf sicet inej postupnosti,
konkrétne 1°+2°+3°+...+(n—1)’+n’. V tomto pripade sa nejednd o aritmetickd ani o geometrickd
postupnost (pre¢o?) a zndme finty nezaberd. Preto sa budeme musief pozrief po nieCcom novom.

Nasledujuce tri dlohy by mali viest k odhaleniu spravneho vztahu.
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Uloha 1: Vypocitajte hodnoty nasledujiicich zlomkov:

12

1

1°+2°
1+2

1°+2°+3°
1+2+3

1P+2°+3°+4%
1+2+3+4

1P 42°+3°+4°+5°
1+2+3+4+5

1°+2°43°+4°+45°+6° _
142+3+445+6

Uloha 2: Uhadnite, ako bude vyzeraf vysledok pre vSeobecné n a s pouZzitim vzfahu pre suicet
aritmetickej postupnosti z toho odvodte vzfah pre 1°+2°+3%*+...+(n—1)+n’.

Uloha 3: Ku ndjdenému vzfahu sme prisli pomocou tzv. inZinierskej indukcie** — teda Ze sme sa
pozreli, ako to funguje pre nejaké malé Cisla a potom sme dufali, Ze to d’alej bude
fungovaf rovnako. Skuste ukdzaf, Ze ndjdeny vzfah bude naozaj fungovat pre kazdé

prirodzené ¢islo n .

24 Nézov ,inzinierska indukcia® pochddza z vtipu, ktory je sicasfou matematického folkléru, v ktorom sa rdozne
profesie pokusaju ukazat, Ze vSetky neparne Cisla vécsie ako jedna st prvocisla:
InZinier: ,,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, d’alej budu.*
Fyzik: ,,3 je prvodislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, 9 je chyba v merani, 11 je prvocislo, ...
Filozof: ,,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, 9 je prvocislo, 11 je prvocislo, ...
Informatik chvilu programuje, potom to spusti a program zacne vypisovat: ,,1 je prvocislo, 1 je prvocislo, 1 je
prvocislo, ... «
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Vyzbrojeni spradvnym vzfahom moZeme zacaf pocitaf. Skisime najprv odhad pomocou
schodovej metddy. Rozdelime si interval od O do 1 na desaf rovnakych Casti a na kazdom tseku
prekryjeme oblast najmensim obdiZnikom, ktory ju zakryje.

Ay

1 23 4 5 6 7 8 910 x
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Obrazok 25: Odhad plochy pomocou obdiZnikov
Uloha 4: Vypocitajte sucet obsahov tych sivych obdlZnikov.

Uloha 5: A teraz to skiiste vSeobecne. Cely interval si rozdel'te na n Casti, kazd4 bude mat Sirku % .

Napiste si sicet obsahov jednotlivych obdiznikov vedra seba, vyjmite pred zdtvorku o sa
da a pouzite vzfah, ktory ste objavili v ulohe 2.
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Ak ste predoslud dlohu doviedli do vitazného konca, malo by vam vyjst, Ze obsah schodov,
n(n+1)(2n+1)
3n’

3 2
2n°+3n°+n

s V tomto momente si

ktoré funkciu pokryvaju, je alebo v rozndsobenom tvare

povieme — Co takto zobraf nejaké naozaj velké n . Napriklad az také velké, Ze %de. V tom

1

pripade by platilo n=—-, takZe obsah pod krivkou by bol

i L+1 £+1 i+i+i
dx \ dx dx . , dx?’ dx2 dx
3 alebo po roznasobeni 1
3|— 3—;
dx dx’

Uloha 6: Tie vyrazy v predoSlom odseku su zle. NaStastie ste si v ulohe 5 odvodili spravny vzorec.
Opravte to a upravte ten vyraz tak, aby ste sa zbavili zlomkov a dostali polyném
s premennou dx . Potom dx zanedbajte. Kol'ko vdm vysSiel obsah plochy pod krivkou?

Uloha 7: Rovnakym spdsobom zistite, akd bude plocha ttvaru pod krivkou y=x> na intervale
(1;2).

Ked si zvolime nejaké konkrétne x, tak mali¢ky obdiZnik pri tomto x bude mat dlhsiu
stranu x® a krat§iu stranu dx . Stcet vietkych takychto obdiZnikov od 0 do 1 (a teda obsah plochy

pod krivkou y=x*) budeme zapisovat f; x*dx a &taf ,,uréity integral od 0 do 1 z funkcie y=x’

“ Znak pre integral vznikol z pismena s (ako suma), ktoré sa v §vabachu zapisuje f.
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Obsah plochy pod krivkou — the easy way

Ked sme riesili tlohu 18 zo Stvrtej kapitoly, ako mezdikrok sme potrebovali ndjst funkciu,
ktorej derivdciou je y=x. A aj sme ju nali — dokonca sme ich nasli vela. Jedna z nich je

X3

napriklad funkcia y=7 . Funkcia y=x* hovori, ako rychlo funkcia y:’g rastie. Ak teda chceme

zistif, o kolko funkcia y:%3 podrastla od x=0 do x=1, musime zistif obsah plochy pod
funkciou y=x? naintervale (0;1).

=1 vieme samozrejme zistif

>

Lenze! O kolko ndm funkcia y:’g podrastla od x=0 do

wlo

aj ovela jednoduchsie. Dosadime do nej 0 a 1 a zistime rozdiel. %— =% . TakZe obsah plochy pod

funkciou y=x* naintervale (0;1) bude %.Hotovo.

Uloha 8: Vypogitajte pomocou tejto finty obsah plochy pod funkciou y=x> na intervale (1;2).

Uloha 9: Zoberte namiesto y:%3 nejakd ind funkciu, ktorej derivicia je y=x”, napriklad funkciu

y:§+2. Vypocitajte s jej pomocou obsah plochy pod funkciou y=x* na intervale
(0;1) a (1;2) . Vyslo to inak?

Uloha 10: Vieme, 7e ked hladdme funkcie, ktorych deriviciou bude y=x*, tak funguji vsetky
funkcie v tvare y:§+c , kde c je nejaka konStanta. Skuste na zdklade predoslej dlohy
zddvodnif, Ze iné funkcie, ktorych derivdciou by bolo y=x* existovaf nebudu.

Funkcia, ktord ma ako derivaciu zadani funkciu sa nazyva neurcity integral funkcie alebo
primitivna funkcia k zadanej funkcii. Teda neuréity integrél z funkcie x* je kazda z funkcif %3+c
Zapisuje sa to f ' dx:%3+c . No a trik, pomocou ktorého sme pocitali obsah pod krivkou druhym
spdsobom sa formalne zapisuje nasledovne: ak F (X):f f(x)dx (teda ,ak F(x) je takd funkcia,

ktorej zderivovanim dostaneme f(x) ) tak fl;f (x)dx=F(b)—F(a) (teda ,tak plochu pod

funkciou f(x) zistime tak, Ze vypocitame, o kolko funkcia F(x) na danom intervale podrastla‘).
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Predchddzajuce pravidlo sa nazyva Newton-Leibnitzova veta, aj ked jej dokaz ako prvy
publikoval James Gregory a vSeobecnejSiu podobu poznal uz Newtonov ucitel Isaac Barrow.
Hovori sa jej aj ,,fundamentdlna veta matematickej analyzy*.

Predvedme eSte iny pohlad na vec. Predchddzajice pravidlo v podstate hovori toto: Ak
méme funkciu f a vyrobime si funkciu S(x), ktord ndm prezradi obsah plochy pod funkciou f
na intervale (a,x), pricom a sme si pevne zvolili a x sa meni, tak funkcia S(x) je zarucene
jednou z primitivnych funkecii k funkcii f .

Toto sa ale d4 uvidief z geometrickej podstaty veci. Akd bude derivicia funkcie S ? Plati, Ze
dS=S(x+dx)-S(x) Ked sa pozriete na obrazok 26, vidite, ¢ dS je tamten vybodkovany ttvar,
ktory si pre naozaj malé dx mozeme nahradif obdiZznikom. (Ak si spominate, v druhej kapitole to aj
obdiZnik o 3irke jeden pixel naozaj bol.) Sirka toho obdiZnika je dx , jeho vyska je f (x) . Plati
teda, e dS=f(x)dx ateda dS/dx=f(x) . Derivécia funkcie S je f(x) a S tym pddom musi byt
jedna z primitivnych funkcii k f .

Ay

[® o]

a X x+dx

\

Obrazok 26: Derivécia obsahu pod funkciou

Uloha 11: Poriadne si premyslite a pochopte, ¢o bolo povedané v predoslych dvoch odsekoch. Ako
sa zmeni funkcia S, ked hodnotu a zvolime inak?

Uloha 12: Kde pretina funkcia y=x"—5x+4 0s x? Akd je velkosf plochy ohraniCenej touto
funkciou a osou x ? Aké ma byt znamienko vysledku?
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6. kapitola — spravy

Uloha1a2
RieSenie tdlohy 1 je jednoduché:
2
1_:1
1
1’+2° _5
1+2 3
1’+2°+3°_14_7
1+2+3 6 3

1*+2°+3°+4> _ 30 _

1+2+3+4 10_3

1*+2°+3°+4°+5° _55_11
1+2+3+4+5 15 3

1*+2°+3°+4°+5°+6° _91 _13
1+2+3+4+5+6 21 3

Ludia si pomerne rychlo vS§imli, Ze kazdy d’alsi vysledok je o % vicsi, nez predosly. (Je to

dobre vidno, ak si namiesto vysledku 1 napiSete % a namiesto vysledku 3 date % .) Odtial sa dalo
celkom jednoducho uhddnut, ako bude vztah vyzeraf pre vSeobecné n :

1°+2°+3%+..+n°_2n+1
1+2+43+..4n 3

o g . . 2 . . -
MiSo priSiel s alternativnym vyrazom 1+n.3 a chvilu sme sa museli dohadovat, kym sme uvideli,
7e to nie je spravne.” Zo spravnej podoby sme potom dostali, Ze

2n+1 (14243+ +n):2n+1 (n+1).n:(2n+1)(n+1)n:2n3+3n2+n

3 2 6 6

1242%4 3%+, +n’=

Uloha 3

Téato uloha vyvolala v pritomnej zostave Studentstva zmétok. DuSan v tabulkovom
kalkulatore overil, Ze vztah naozaj funguje pre vSetky ¢isla do 13 500. Kubo ho chcel predbehnit
atak si napisal program v Pythone. KedZe vSak overoval ten zlomkovy vzfah, tak mu to pre
n=300081 vyhlasilo, Ze uz sa to nerovnd, lebo v jednom pripade to vyslo 200054,333333333 34
a v druhom pripade 200054,3333333333 . Usudil, Ze problém nebude v tom, Ze by sa to naozaj
nerovnalo, ale v tom, Ze Python nieco zle zaokrihlil.*®

25 Nefunguje to napr. hned pre n=1.

, PP L " , 2422432 2 2n+1
26 Ked som sa pozrel na ten Kubov kdd, tak som zistil, Ze tam m4 chybu a Ze neporovndva LA243+. 40 , ale
14243+...+n 3
2n°+3n° n(n+1 2n+1 “ . . .. 2n+1)(n+1)n n(n+1 ,
W: ( 5 ) 3~ - Vzhladom na to, Ze ten prvy vyraz je to isté ako %% , tak sa rovnost tych

dvoch vyrazov da ukazaf obyc¢ajnou upravou, takze chyba je skutocne iba zaokrihlovacia.
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Tento pristup ma dve zdsadné slabiny. Prva je td, ze také testovanie moZze trpief podobnou
chybou, ako ten Kubov program. (Aj ked’ informatici maju svoje metddy, ako dokédzat formalnu
spravnost algoritmu.) Druh4 je ale podstatnejSia. Aj napriek tomu, Ze som si spravil program, ktory
nerobil rovnaki chybu, ako ten Kubov a overil som, Ze ten vzfah plati do 1800000000 (a potom
som program zastavil, lebo to bezalo uz velmi dlho), stile nemam istotu, Ze sa to niekde dalej
nepokazi. Som skratka len ,lep$i inZinier* a ak by som na zdklade toho programu tvrdil, Ze to uz
dalej platif bude, mohol by som sa dopustif rovnakého omylu, ako ten inZinier z toho vtipu, ktory
tvrdil, Ze ked st 3, 5 a 7 prvodisla, tak budu prvocisla aj vietky d’alSie nepérne ¢isla.

Nasledujuci priklad dobre ilustruje, o ¢o ide: Chceme ukdzaf, Ze neexistuju prirodzené Cisla
x a y, pre ktoré by platilo x’—61 y*=1. Mohli by sme si napisaf program, ktory by vyskusal
vSetky dvojice prirodzenych &isel takych, ze x aj y st menSie alebo rovné 1000000 . Takych
dvojic je milién krit milidn, teda bilién a program by to na beZnom pocitai preveroval relativne
dlho. A keby Sfastne dobehol, ukdzalo by sa, Ze Ziadna z uvedenych dvojic nefunguje.

Problém je, Ze keby sme na tomto zdklade usudili, Ze t4 rovnica teda rieSenie maf nebude,
tak by sme sa zifalo pomylili. Ona totiz rieSenie md, dokonca ich je nekoneCne vela. Ibaze
najmensie x aj y, ktoré ju spifiaji, si vyrazne vicsie neZ milién. RieSenie naiel v roku 1150
(teda bez pocitaca) indicky matematik Bhaskara II. (Vyzva: Skuste to s pocitacom.)

Na otdzku, ¢i teda existuje nejaky lepSi spdsob, ako si overif, Ze ten vzfah, ktory sme
vymysleli, skutocne bude fungovat pre kazdé Cislo, som odpoved nedostal.

A tak som pripomenul fintu zvand matematickd indukcia. VSak ked uz sme spominali td
inZinierku, fyzikalnu, filozoficku a programatorsku, tak sa aj matematicku patrilo spomenut. Ako to
funguje, som ilustroval na politicky nekorektnom zadani®’ a pre potreby tohto textu uvediem iny
variant dlohy:

Matematicka indukcia

Stard kronika hovori, Ze v dalekom Tibete bol klastor, v ktorom zili ml¢iaci mnisi, ktorym
sa pomocou meditdcie podarilo dosiahnuf, Ze sa neodrazali v zrkadle ani nikde inde. Stretdvali sa
len raz denne pri obede, ktory tiez zjedli mlc¢ky. Do klaStora priSiel na vizitdciu ldma a mnichom
oznamil, Ze niektori z nich trpia chorobou, ktord moze byt potencidlne nebezpecna. Choroba sa
v prvom $tadiu prejavuje tak, Ze sa tomu, kto ju md, urobi na Cele Cerveny flak. Ldma prikdzal, aby
sa chori mnisi pobrali do hor a tam zotrvali tri mesiace v karanténe a Ze tak musia urobif hned’, ako
pridu na to, Ze su chori. Potom ldma odiSiel a viac informécii nezanechal.

Mnisi sa nemohli pozrief do zrkadla ani na vodnu hladinu, lebo sa neodrdzali. Nemohli ani
spolu komunikovat, videli iba Celd ostatnych mnichov pri obede. V kronike sa ale zachoval udaj, Ze
mnich Tenzin, ktory sa neskdér sdm stal ldmom, opustil klaStor po 6smom obede od ldmovho
ozndmenia.

Korko bolo v klastore chorych mnichov?*®

Ako by sa vyvinula situdcia, keby bol v kl4Store jeden chory mnich? Doty¢ny pocul od
lamu, Ze niektori z mnichov su chori. A ked priSiel na obed, uvidel, Ze nikto nem4 na Cele Cerveny
fTak. Z toho mu muselo byt jasné, Ze jediny, kto mdze byt chory, je on. OdiSiel by teda hned po
prvom obede.

Co by sa dialo, keby boli v kl4store dvaja chori mnisi? Kazdy z nich by po lamovom
ozndmeni priSiel na obed a uvidel by jedného mnicha s flakom na cele. Obaja by si povedali: ,,Je to
v poriadku, chory je ten druhy.” PriSiel by ale druhy obed a kazdy z tych dvoch mnichov by videl,

27 V ktorom starosta na trindsty deil zavrazdil svoju nevernd manZelku.
28 Este k tej politickej korektnosti: V povodnej verzii tejto podoby zadania pachali chorf mnisi ritudlnu samovrazdu.

60



Ze ten druhy neodisiel, ako by mu to prikazovala tvaha z predoslého odstavca, keby bol jediny.
Tym paddom ustdia: ,,Ten druhy jediny byf nem6Ze a nikto iny okrem mma uZ chory nie je. TakZe
musim byf chory aj ja.“ Obaja mnisi teda odidu po druhom obede.

Predosla dvaha sa da zovSeobecnif do takejto podoby: Ak je pravda, Ze n chorych mnichov
opusti klaStor po n -tom obede, tak potom bude platit, Ze n+1 chorych mnichov opusti klaStor po
n+1 -vom obede. Skutoc¢ne, ak je chorych mnichov n+1, kazdy z nich vidi n chorych mnichov
a o¢akdva, Ze po n -tom obede odidu. A ak pridu aj na n+1 -vy obed, domysli si, Ze okrem nich
musi byt chory eSte niekto dal$i a Ze on je jediny, kto prichddza do dvahy. Tdto dvahu urobi
vSetkych n+1 mnichov a tak sa po n+1 -vom obede zdvihni a odidu.

Zhriime teda, ¢o vieme:

1. Ak je chory jeden mnich, tak odide po prvom obede.
2. Ak n chorych mnichov odchddza po n -tom obede, tak n+1 chorych mnichov odchadza
po n+1 -vom obede.

Prvy bod ndm zarucuje, Ze jeden chory mnich odchddza po prvom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudit, Ze ak su chori dvaja, odidu po druhom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudif, Ze ak st chori traja, odidu po trefom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudif, Ze ak su chori Styria, odidu po Stvrtom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudit, Ze ak su chori piati, odidu po piatom obede. A tak dalej.

Skratka uvedené dva body stacia na to, aby bolo vidno, Ze pre kazdé n plati, Ze ak je
chorych n mnichov, tak odidu po n -tom obede. Keby sme to mali ukdzat napriklad pre n=1000,
tak zacneme robif uvahu z predoSlého odseku a ¢asom sa k tej tisicke dohrabeme.

Cely princip dokazu indukciou funguje podobne, ako stavba drdhy z dominovych kociek.
Ten druhy bod hovori nieco v zmysle ,,ak padne n -td dominova kocka, tak padne aj n+1 -va*“.
A ten prvy bod hovori ,,zhodili sme prvi dominovi kocku®. Vysledok je, Ze padnu vSetky.
Pokochat sa moZete napriklad na tejto linke: https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ

Ostava uz iba dodat, Ze kedZe Tenzin odiSiel po 6smom obede, v klaStore bolo osem
chorych mnichov a Ze vSetci odisli po 6smom obede.

No dobre. Ale ako ndm toto pomdZe, ak chceme ukdazat, Ze naozaj pre kazdé n plati
3 2
1242244 +ni= 2n +2n +n
Skusime to uplne rovnako. VyskuSame, Ci to funguje pre n=1 a potom sa pokusime ukdazaf, Ze ak
to ndhodou pre nejaké n funguje, tak to potom bude zarucene fungovat aj pre n+1 .
Overif prvu Cast (teda prvy bod indukcie) je jednoduchSie. Pozrieme sa, Ze ¢i plati
2= 2:1743.17+1
6
a zistime, Ze &no, plati. Druhy bod bude komplikovanejs$i. Musime ukdzat, Ze ak pre nejaké n bude
platit
3 2
1242243+ +n’= 2n +2n +n

tak potom bude platif aj

Pe 2(n+1)+3(n+1)*+(n+1)

P+2°+ 3%+, +n’+(n+1 5

.....

teda
3 2
1°+2°+3%+. . +n’+(n+ 1)2:W+(n+ 1)
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https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ

3 2
2n"+3n"+n

c +(n+1)? je pre kazdé n to isté, ako

Keby sa ndm podarilo ukazaf, Ze
2(n+1)°+3(n+1V+(n+1)

, tak sme vyhrali. To ale zvlddneme obycajnou upravou vyrazov. Prvy vyraz

6
upravime takto:
2n3+3n2+n+(n+1)2_ 2n°+3n°+n+6(n+1)° _2n’+3n’+n+6(n*+2n+1) 2n’+9n’+13n+6
6 B 6 B 6 B 6

Druhy upravime takto:
2(n+1P+3(n+1)+(n+1) _2(n’+3n*+3n+1)+3(n°+2n+1)+(n+1) _2n’+9n*+13n+6

6 - 6 6
Skutoc¢ne su oba vyrazy rovnaké.

. « « c s . ¥ 2n*+3n*+n .
Znovu si teda zhriime, ¢o sme zistili. Vieme Ze ak vzorec 12+22+32+...+n2:f funguje

pre nejaké Cislo, tak funguje aj pre Cislo o jedna vécSie a vieme, Ze funguje pre n=1. Z toho
vidime, Ze musi fungovaf aj pre n=2. Z toho vidime, Ze musi fungovat aj pre n=3. Z toho
vidime, Ze musi fungovat aj pre n=4 . Z toho vidime, Ze musi fungovat aj pre n=5. A tak dale;.
A kedZe sa tymto sposobom vieme dopracovaf ku kazdému prirodzenému cislu, musi vzorec
fungovat pre vSetky prirodzené &isla.

Uloha4,52a6
Ulohu 4 Tudia zvladli celkom dobre — jediny detail, ktory robil problémy bol, Ze ked sa

1%) ale zékladna iba 10 . Nejaki Tudia tam silou-

po&ita obsah druhého obdiznika, tak vyska je ( I

2

mocou pchali 7 a ked rovnaki chybu spravili aj pri dalSich obdiZnikoch, vysiel im cely sudet

.....

Ked si interval (0;1) rozdelime na n casti a budeme pocitat obsah schodita v tomto

pripade, tak prvy schodik bude mat zakladiu % a vysSku (%) , druhy bude maf zakladiu % a vysSku

(%) , treti bude mat zdkladiiu La vysSku (E) atd’. az posledny bude mat zdkladiiu La vySku (E) .
n n n n
Obsah celého schodisfa teda bude
112121
— S S
n‘n®> nn®> nn nn n
V tomto momente sa poteSime, Ze aky pekny vzorec sme si pred chvilou vymysleli a ako sa ndm
teraz zide a zisfujeme, Ze obsah schodista bude
1 2n’+3n°+n_2n’+3n’+n
3 6 - 3
n 6n

Niekomu sa mo6Ze viac pacit, ked je v Citateli zlomku sucin, teda

2 2
3—2+...+l. n—:i3(12+22+32+...+n2)

(2n+1)(n+1)n
6n’

Ze by sa dalo jedno n vykratif. V skriptdch si uvedené oba tvary ale s nesprdvnym menovatelom.

Hradanie chyby bolo stéastou tdlohy 6. Uloha 6 tieZ vicsinou problémy nerobila, len si bolo treba

uZ len z toho dévodu,

spomentt, ako presne sa deli zZlomkom é a Ze je to to isté, ako ndsobenie dx> .V kazdom pripade
ste sa dopracovali k skvelému, nidrocnému a prekvapivému vysledku, Ze plocha pod funkciou
y=x" naintervale (0;1) je % . (Prekvapivy je preto, lebo ked sa doteraz pocitali nejaké obsahy

krivych utvarov, napriklad kruhu, tak sa tam stidle motalo 7 a vysledky vychadzali iraciondlne.
Tamten vysledok je prekvapivo pekny.)

Niektori Tudia sa divili, Ze pre¢o to vySlo viac, ked sme ten interval (0;1) mali rozdeleny
na desaf asti. (Uloha 4 vysla 0,385.) D6vod je ten, Ze vtedy toho spod funkcie viac tréalo.
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Uloha 7

Této dloha slizZi na to, aby ste si overili, ¢i ste predoSlému dobre rozumeli a ¢i to viete
zopakovaf v trochu inej situdcii. Najjednoduchsie je pocitaf obsah pod funkciou y=x* na intervale

(0;2) a od vysledku odg¢itat % (Co je obsah pod tou istou funkciou na intervale (0;1)). Cely

interval (0;2) si rozdelime na 2n usekov (aby mal opif kazdy Sirku %). Stucet jednotlivych
schodov potom bude
1

2 2_1

— 3
n

1 1

== += = == —

n\n/ ni\n/ ni\n n
(Dobre sa na ten vyraz pozrite, aby ste videli, Ze preco je to tak.) Ked dosadime 2n do nisho
skvelého vzorca pre sicet druhych mocnin, dostaneme, Ze hl'adand plocha bude

2(2n)*+3(2n)*+(2n) _16n’+12n*+2n _8n’+6n+1

1 2 3 2n

(1°+2°+3%+...+(2n))

1
+...+—.
n

6n° 6n’ 3n’
AKk si teraz zvolime také velké n, Ze %de , teda dflxz n, tak dostaneme, Ze obsah schodisfa bude
8| L 6| |+1 dv|-S+ 41
dx dx dx* dX | 84+6dx+dx’
3 Lz 3 3
dx

Ked teraz poSleme dx do nuly, zistime, Ze obsah pod y=x’ na intervale (0;2) je g. Ked

od¢itame % , dostaneme, Ze obsah pod y=x* naintervale (1;2) je % )

Uloha 10
Uloha bola vyrie$end dvomi rdznymi spdsobmi. Prvy bol tento: Mdme funkciu y=x
3
a funkciu y:"? o ktorej vieme, Ze je neurCitym integrdlom k funkcii y=x* a teda ak chceme

vypocitat, aky je obsah pod grafom funkcie y=x’ na intervale (a;b), tak to bude %—% . Co by

sa dialo, keby existovala zdkernd funkcia g, ktord by mala tieZ za deriviciu funkciu y=x’
3
X

a pritom by sa neliSila vSade od funkcie y=% o konStantu? Znamenalo by to, Ze existuji dve
3 3
miesta a, b, pre ktoré plati, Ze g(a)=%5+c, a g(b):%+c2 , pri¢om tie &isla ¢, a ¢, st rozne.

KedZe je ale zdkernd funkcia g integrdlom k funkcii y=x’, tak ju tieZ méZeme vyuZif na vypocet

obsahu plochy pod funkciou na intervale (a;b). A vyjde ndm b3+cz—(‘;+cl) ¢o je to isté, ako
%—%+(c2—c1). To je ale problém, pretoZe C,—C, nie je nula. A obsah plochy pod krivkou
5 3 3

y=x" na intervale (a;b) tym piadom nemdZe byf naraz %—% (¢o sme vypocitali pomocou

funkcie y:%s) aj %3—%3+<C2—C1) (¢o sme vypocitali pomocou zdkernej funkcie g ), lebo tie dve
¢isla su rOzne. Tym padom Ziadna taka zdkernd funkcia g nemdze existovat.

Druhé rieSenie vymyslel MiSo: Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré maji obidve
derivciu x*. Spravme si novd funkciu f (x)—g(x) . Jej derivcia bude x*—x* &iZe 0. A kedZe je
derivécia nula, funkcia nikde nerastie ani neklesa a teda to musi byt konStanta.

Oba tieto argumenty si pouZitelné aj pre iné funkcie, nez je y=x”. Teda napriklad aj
vSetky primitivne funkcie k funkcii y=3 x sa mo6Zzu liSif len o konStantu. Tym paddom sme uzavreli
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otdzku, ktord ostala otvorena v suvislosti s ilohou 17 zo Stvrtej lekcie, za ktord sme vypisali prémiu
v komentéroch.

Uloha 11

Najprv si zvolime dve &isla a a b . Predstavte si, Ze zo zadanej funkcie f(x) vyrobite dve
funkcie: Funkciu S,(x), ktord vdm pre zadané x prezradi obsah plochy pod funkciou f na
intervale (a;x) afunkciu S,(x), ktord vam pre zadané x prezradi obsah plochy pod funkciou f
na intervale (b;x) . Co dostanete, ked pre nejaké x vypoéitate S,(x)—S,(x)?

¥

A

f(x)

X

A -
>

\

b a X

Obrazok 27: Dve funkcie popisujice obsahy
Ked sa pozriete na obrazok 27, uvidite, Ze rozdiel tych dvoch funkcii bude vZdy obsah tej
plochy pod funkciou medzi b a a bez ohladu na to, ako si x zvolite.” Znamena to, Ze rozdiel
tych dvoch funkcii bude vZdy konS$tantny. To ale nie je velké prekvapenie — pred chvilou sme
ukézali, 7e S,(x) aj S,(x) maji obe ako derivaciu f(x). O tom, Ze sa takéto funkcie musia liif o
konStantu, sme sa bavili pred chvilou. Je ale zaujimavé vidief, Ze t4 konStanta moZe mat
geometricku interpretaciu.

. YA
Uloha 12

Najprv bolo treba zistif, kde sa zadand funkcia pretne s osou x, teda
vyrieSif rovnicu x>—5x+4=0 . Kvadratické rovnice nasfastie riesif vieme,
rieSenia vyS$li 1 a 4. To znamend, Ze nds bude zaujimat interval (1;4) a

X3 X2 4
3—53+4 X X teda

< 4002
chceme vypocitat L(x —5x+4)dx . Bude to

% -5 43+ 4.4— 13 — 513 +4.1|=—4,5 Vysledok vySiel zdporny, pretoze

»
zadand funkcia m4 na intervale (1;4) len zdporné hodnoty. Komu to X
vadi, mbze zobraf ako vysledok absolitnu hodnotu toho integrdlu. Ale

pripustif, Ze obsah moZe byf niekedy zdporny, moZe tieZ niekedy
poskytnif zaujimavd informéaciu. Ak sa niekto védzne zamyslel nad  Obrizok 28: y=x*-5x+4
pozndmkou pod Ciarou k predoslej ulohe, prave zdporné obsahy su spdsob,

ako pravdivost spochybneného tvrdenia zachranif. Skuste si to premysliet.

29 Obrézky sii obas zavadzajiice. Co to spravi, ked si zvolime x medzi a a b ? Co ak si ho zvolime vFavo od b ?
Ide to nejak zachranit, aby tvrdenie stéle bolo pravdivé?
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7. kapitola
Derivujeme a integrujeme

V predoslych kapitoldch ste sa dozvedeli, ako funguju derivicie a integraly. Této kapitola
obsahuje ulohy, ktoré su vhodné jednak na to, aby ste v pocitani ziskali prax, jednak na to, aby ste
stretli d’alSie situécie, v ktorych sa derivicie a integrdly dajd vyuZif a jednak na to, aby ste vedeli, ¢o
vas moZze ¢akaf na pisomke.

Uloha 1: Pomocou dy a dx vypocitajte derivacie tychto funkcii:

Q) y=x'+1 b) y=(x+1) ©) y=(2x+1] ) y=y

Uloha 2: Bez dy , dx ainych d -¢iek vypocitajte derivécie tychto funkcii:

a) y=x"—2x"+172 b) k=2m’+5m’ ¢) y=2ate L+l

Uloha 3: N4jdite rovnicu dotycnice k danej funkcii v danom bode. (Druhid stradnicu bodu si
dopocitajte tak, aby na tom grafe lezal.)

) y=x*+16, [2,?] b) y=x'—6x+3. [3,?] 0 y=,.[27]
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Uloha 4: Tiito tilohu robte bez vypoctovej techniky: Zistite podla derivacie, kde rastie a kde klesa
funkcia y=x’—3x. V ktorych bodoch sa meni z rasticej na klesajicu? Aké hodnoty
v tychto miestach povodna funkcia nadobuda? V ktorych bodoch méd povodné funkcia
(nie jej derivacia) hodnotu 0? Na zdklade zistenych veci nakreslite ¢o najlepSie graf
zadanej funkcie.

Uloha 5: Legenda o vzniku Kartdga hovori, Ze princeznd Did6 (ktord bola na udteku pred svojim
bratom Pygmalionom, ktory jej dal zamordovaf manZela, ktory bol stcasne jej strykom
a sucasne radcom toho brata, ktory bol mimochodom panovnik, pretoze ten manZzel bol
strasne bohaty a ten brat kral chcel jeho peniaze, ale Did6 ich stihla zobraf prva... skratka
mytolégia) si od krdla Berberov larbasa vyZiadala taky kus zeme, ktory by mohla
ohranicif volskou kozou. Akurat, Ze to ohranicenie pomala Sikovne — z koZe narezala
remienky a ohradila dosf izemia, aby tam mohlo vzniknuf mesto.

Pre potreby tejto dlohy predpokladajte, Ze sa Did6 podarilo z volskej koZe narezat
800 metrov remienkov. Dalej predpokladajme, Ze si chcela ohraniif obdiznik.*® Navyse si
ohradila tizemie pri mori, takZe jednu stranu obdiZnika si nemusela ohradzovat. Ako mala
zvolif strany obdiZnika, aby bolo ohradené tizemie maximalne?

30 Ak by sme od obdiZnika upustili, d4 sa maximélna plocha este zlepsit. Aky by bol optimélny ttvar?
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Uloha 6: Vypoditajte neurcité integrély
a) f(3x5+2x3—7)dx b) f(5x4+3x2+2x)dx c) f—gtdt

Co fyzikdlne v poslednom integrali znamend to +c vo vysledku?

Uloha 7: Vypocitajte obsah plochy pod krivkou na danom intervale (teda urcité integraly):
4 2 3 3 3
a) fo(x —4 x)dx b) f_3x dx c) fo—gtdt

Aky je fyzikalny vyznam vysledku posledného integrilu?

Uloha 8: Vypocitajte obsah ttvaru ohrani¢eného parabolou y=x*—x a priamkou y=2x Je dobré
nakreslif si ¢o najlepsi obrazok.
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Uloha 9: Na obrizku 29 vidite kuzel s polomerom podstavy r a vySkou v . Cely kuZzel nakrdjame
na platky hribky dx . Kazdy platok je tenky valec s vySkou dx . Polomer podstavy valca,
ktory sa nachddza na mieste x bude sx (Preco? Skiste to zdovodnif bud cez smernicu
priamky, alebo cez podobnost trojuholnikov.) Objem valca®' teda bude = .(6x)2.dx . Co
dostanete, ked s¢itate vietky takéto valce pre x od 0 do v ? (Ano, treba vypo&itaf
integral f; . (ex)z.dx )

A

\

Obrazok 29: KuZel

31 ,,Pi krat polomer podstavy na druhu krat vyska.*
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7. kapitola — spravy
Cela tato kapitola bola mienend ako predpisomkové opakovanie. Napriek tomu sa v nej
mihli nejaké zaujimavé detaily, ktoré budi spomenuté v tychto spravach.

Uloha 1c¢
Této uloha bola zaujimava tym, Ze sme prvykrit zderivovali inu funkciu, nez polynom.
1 1
. . . 1 C . — .
Mame zderivovaf funkciu y=,, teda zistif, Comu sa rovna X*‘(jj#. Upravujme.
X
X x+dx —dx )
X(x+dx) x(x+dx) _ x(x+dx) _ 1  Ked teraz dx zanedbdme, dostaneme % Niekto
dx dx x(x+dx)

(tusim MiSo) trefne poznamenal, Ze ak si to % napiSeme ako x ', tak derivdcia z toho by mala byt

2 1

—1.x - askutocne ndm presne to vyslo. To, Ze derivacia x" je nx"  sme zatial dokazali iba pre
prirodzené n , ale tento vysledok naznacuje, Ze sa platnost tejto formule mozno bude daf rozsirif.

Uloha 2

V tejto ulohe boli zaujimavé dve veci — jednak to, Ze za tych niekolko lekcii si niektori 'udia
zvykli na to, Ze jedind pouZzitelnd premennd je x a dloha b ich dplne zmiatla — az natol’ko, Ze si vo
funkcii najprv menili pismenkd a aZ potom derivovali. Ale prdve na to, aby sa pripomenulo, Ze
povodne sme mali ako hlavnd premennu vicSinou Cas (teda t) a Ze tie pismenkd su iba panské
huncuctvo, bola tato dloha zaradena.

4 3 2
2 ., 2 » s s e . X X X . v .
Druhd zaujimavd vec bola dloha c. Deriviciou™ funkcie y=7+3+>+x+1 je totiZ funkcia

y=x’+x"+x+1, takZe povodnd funkcia mdZe sliZif ako tabulka pri integrovani funkcii x*, x?,
x al.

Uloha 3b

Této uloha bola zaujimavd najmé tym, Ze derivacia funkcie y= x’—6x+3 je y'=2x—6 a
t4 je pre x=3 rovnd nule. Ked teda budeme robif doty¢nicu v bode [3,—6], td bude maf nulovi
smernicu. KedZe navySe vieme, Ze pdvodna funkcia je kvadraticka s kladnym koeficientom pri x?,
teda parabola, ktord je zdola ohranicend, rovno vidime, Ze v tom bode x=3 nadobudne minimum.

Uvidiet to vieme ale aj bez toho, aby sme tusili, Ze grafom povodnej funkcie je parabola.
Staci si uvedomif, Ze pre x<3 je derivacia zdpornd, CiZze povodna funkcia klesd a pre x>3 je
derivécia kladna, ¢iZze pdvodna funkcia stipa. A ked funkcia po trojku klesa a od trojky stipa, musi
mat v tej trojke minimum.

Uloha 4

Techniku z predoSlej tdlohy moéZeme naplno rozvinuf v tejto. Zderivujeme funkciu
y= x>—3x a dostaneme y'=3 x’—3 . Ak chceme o povodnej funkcii zistif, kde rastie a kde kles4,
potrebujeme o derivécii zistif, kde je kladnd a kde je zdporna.

V pripade slusnych funkcii® sta¢i zistif, kde maji Sancu zmenif znamienko — teda kde sa
modzu dostaf na druhid stranu osi x. A takd Sanca sa naskytne bud’ tam, kde maji hodnotu nula
(napriklad funkcia y=x—3 meni znamienko v trojke — na intervale (—o0;3) je zdpornd a na

32 Vsimli ste si, Ze v slove ,,deriviciou® idd za sebou tri samohlasky?
33 Vsimnite si, Ze sme pre istotu nepovedali, €o to presne slusnd funkcia je.
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intervale (3;0) je kladnd) alebo tam, kde nie st definované (napriklad funkcia y:% nie je

definovan4 v nule a je na intervale (—o0;0) zdpornd a na intervale (0;o0) kladn4).

NasSa derivéacia je definovand vSade, takZe Sanca na zmenu znamienka je len tam, kde je
nulova. A nulovd je tam, kde je 3x*—3=0. Tuto rovnicu vyrieSime — dostaneme 3 x*=3 CiZe
x’=1 ¢&ize x=1 alebo x=—1. Derivicia mdZe zmenif znamienko iba v tychto miestach. Ciselna
os sa ndm tak rozpadla na tri kusy, na ktorych mé derivdcia znamienko stile rovnaké — su to
intervaly (—oo;—1), (—1;1) a (1;00). No a ak chceme zistif znamienko derivicie na tychto
intervaloch, sta¢i z kazdého intervalu vybraf jedno ndhodné ¢islo a do derivécie dosadit.

Z intervalu (—oo;—1) si vyberieme napr. —10. Dosadime do derivédcie a dostaneme
3.(—10)°—3 <&iZe 297. Z toho uZ vieme, Ze na celom intervale (—oo;—1) je derivdcia kladnd, teda
povodnd funkcia rastie. Z intervalu (—1;1) si vyberieme napr. nulu (aj preto, lebo sa Tahko
dosadzuje) a zistime, Ze derivdcia v nej je —3 . Na celom intervale teda bude derividcia zdporna
a povodna funkcia bude klesaf. A nakoniec z intervalu (1;00) si vyberieme 10, tam je t4 derivécia
zase 297, takZe na intervale (1;00) je derivdcia kladnd a pdvodnd funkcia rastie. Priebeh si
modzeme zhrnif v nasledujicej schéme:

-1 1
|

Derivacia + | —

Funkcia A \ ‘ A

Zo schémy vidime, Ze v bode x=—1 dosiahne funkcia maximum y=2 (aj ked iba lokdlne, neskor
v intervale (1;00) nadobudne aj vicSie hodnoty) a v bode x=1 dosiahne lokdlne minimum
y=—2.

Aby sme mohli nakreslif eSte lepsi graf, zistime si, kde pdvodnd funkcia pretne os x . (Tato
fdza nema ni¢ spolo¢né s derivaciami — budeme iba pocitaf rovnicu x*-~3x=0 teda x(x°—3)=0.
Sucin dvoch veci je nula vtedy, ked je nula jedna alebo druhd z nich. Takze bud plati, ze x=0,
alebo ze x*—3=0 &ize x=++/3 . Graf funkcie pretne teda os x aZz v troch miestach.

Ked vSetky tieto veci nakreslime do jedného grafu, dostaneme velmi dobry prehlad o tom,
ako sa funkcia y=x>—3x sprdva. Graf bude vyzeraf tak, ako na nasledujicom obrazku:

+

w

o

-3

Obrézok 30: Graf funkcie y= x>—3x
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Uloha 5

KoZené remienky budi ohrani¢ovat tri strany obdiznika. DiZku tych dvoch z nich, ktoré sd
rovnobeZné, si ozna¢ime x . Na tretiu stranu zostalo Didé 800—2x metrov. Rozloha mesta bude
teda x.(800—2x)=800x—2x" metrov Stvorcovych a ked Did6 chce, aby td rozloha bola o
najvacsia, musi zistif, pre aké x nadobudne tamtd funkcia najvacSiu hodnotu. To ale zisti Tahko.
Derivécia funkcie je 800—4 x a td sa meni z kladnej na zdpornu v bode x=200 . To ale znamen4,
Ze povodnd funkcia sa meni v bode x=200 =z rasticej na klesajucu, takZze v tom bode bude
najvicsia. Dve strany mesta budi teda mat 200 metrov a tretia rovnobeZnd s morom bude mat 400
metrov.

Ulohy 6¢ a 7c¢

V tlohe 6¢ bolo treba vypocitaf integral f —gtdt. Funkcia —gt, ktord integrujeme,
hovori, ako rychlo sa bude v ¢ase t pohybovaf teleso, ktoré pada v gravitatnom poli s gravitaénym
zrychlenim g a pravdepodobne ste ju stretli na fyzike. To minus znamen4, Ze teleso pada dole a Ze

2 2
vysSka sa bude zmenSovat. Integrdl z tej funkcie je %t+c (g je konStanta, integrdl z ¢ je %)

gt’

alebo inak zapisané c—=-.

Vyraz % ste uz tiez stretli na fyzike — hovori, aki drahu teleso prejde, ak sa pohybuje

s rovhomernym zrychlenim g . A ked bude teleso padat z vySky c, tak v ¢ase t bude presne vo

2
vyske c— % . Hodnota c¢ je teda vyska, z ktorej zacne teleso padat.

3
Ked v tlohe 7c ideme pocitat integral IO —gtdt, dozvieme sa, aku drdhu preleti teleso za

213
gzt} :9_2'9—0:4,59 Pri pozemskej gravitdcii teda teleso za tri
0

sekundy preleti priblizne 45 metrov. Na Mesiaci je gravitatné zrychlenie priblizne 1,6m/s* takZe
tam teleso za tri sekundy padne o 7,2 metra. Je jedno, z akej vySky teleso pada, to, aku drahu prejde,
vzdy pri danom g vyjde rovnako.

prvé tri sekundy. Vysledok bude

Uloha 8

Ked chceme zistif, aka oblast tie funkcie ohranicujd, potrebujeme najprv zistit, kde sa pretnd
ich grafy. Pretni sa tam, kde sa funk&né hodnoty rovnajud, teda x*—x=2x . Po dprave x*—3x=0
Cize x(x—3)=0, takZe rieSenia si x=0 a x=3.

Ked si grafy nacrtneme, situdcia bude vyzeraf ako na obrdzku 31.
Situdciu ndm trochu komplikuje, Ze jeden graf miestami zasahuje pod os x .
Na intervale (0;1) je parabola pod osou x, na intervale (1;3) nad osou x ;
anie je celkom zrejmé, Ci sa na kazdom z tych intervalov ma situdcia riesit
rovnako. Jedna z moZnosti by bola pocitaf to na kazdom zvI14st, ale pokisime
sa najst univerzalnejSie rieSenia.

Prvé je, Ze si obe funkcie posunieme vysSie — teda Ze namiesto funkcii
y=x"—x a y=2x budeme pracovaf s funkciami y=x*—x+1 a y=2x+1. :
Tvar oblasti sa nezmeni, oblast sa len bude nachddzat o nieco vysSie. Situdciu | .
mdZete vidief na obrazku 32.

Teraz uz nie je problém vypocitaf obsah plochy pod vrchnou funkciou
a odpocitat obsah plochy pod spodnou funkciou. Ostane ndm obsah plochy, - PP

ktord je vySrafovand iba raz, o je presne to, Co potrebujeme. :
Obrazok 31: Grafy funkcif
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Obrazok 32: Posunuté funkcie
3

3 3 3 2
Ideme teda pocitat integraly fo (2x+1)dx—f0 (XZ—X+1)dX=[X2+X]g—[%—X?+X] =
0
=(32+3)—(02+0)—((3§—%+3)—(0—0+0)):12—7,5=4,5 . Plocha hl'adanej oblasti je teda 4,5.
Druhd moznost, ako sa so situdciou vysporiadaf, je nakrdjaf vySetrovanu oblasf na pasiky
Sirky dx a tie postavif na os x (tak, ako vidno na obrdzku 33). Pésik pre hodnotu x bude mat
vySku rovnu rozdielu tych dvoch funkcii, teda 2x _(xz— x)=3 x—x> (Co je ta funkcia na obrazku

vpravo) a Sirku dx . Ak teda chceme vedief cely obsah, musime vSetky pasiky scitat, teda vypocitat

3 2 3.3
integral fo (3x—x°) dXZ[BTX—%] Z%—9 —(0—0)=4,5 . Vysledok je rovnaky, ako predtym.
0

A /mﬂﬂm\ |
% /4 \
Obrazok 33: Posunuté pasiky

Ked sa podrobnejSie pozriete na oba uvedené postupy, je z nich vidno, Ze na sprdvnom
intervale staci integrovat rozdiel tych dvoch zadanych funkcii.

Uloha 9

x Vznr—zv—sznﬁ . Ak ste sa niekedy
3 V3 3

v minulosti divili, Ze kde sa v tom vzorci pre objem kuZela nabrala ta trojka v menovateli, tak je
tam presne kvOli tomu, Ze sa integrovalo x”. Z dtplne rovnakého ddvodu sa nachddza aj
v menovateli vzorca pre objem ihlanu (napriklad Stvorbokého, ale aj Tubovolného iného). Skiste to

odvodif pre Stvorboky ihlan rovnako, ako sme to spravili pre kuzel.

Objem kuZzela bude f;n.(ex)z.dxznr—jf(: xzdxznr—z
v v
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8. kapitola
Rozhorceny biskup

Dvadsiata siedma najlepSia univerzita** na svete — University
of California, Berkeley, nesie meno po Georgovi Berkeleyovi.
Berkeley bol Ir, cestovatel, misiondr, filozof, matematik, filantrop
(zalozil nemocnicu a sirotinec) a neskdr aj anglikdnsky biskup.
Z nasho hladiska su z tychto charakteristik dolezité dve — filozof
a matematik.

Co sa tej filozofie tyka, Berkeley bol subjektivny idealista,
teda tvrdil, Ze to, o vnimame, mdze byt dost dobre nejaky Matrix
anemame to ako rozoznaf a Ze tvrdenie, Ze naSe zmysly vnimaji
nejakd skuto¢ni realitu, nemdme velmi o ¢o oprief. Z toho dovodu
bol aj pomerne skepticky voci prirodovednému vyskumu.

Na druhej strane, matematikou sa Berkeley zaoberal od
mladosti, teSila ho a rozumel jej.

Rovnako, ako dnes, sa aj vtedy navzdjom podpichovali ludia
veriaci a neveriaci, neveriaci vycitali veriacim, Ze pre svoju vieru
maju mélo dokazov a veria tomu, pre ¢o nemaju evidenciu. Velké
uspechy Newtonovskej fyziky (a derivécii, integrdlov a diferencidlnych rovnic, na ktorych bola
postavend), eSte zvidcSovala hrdost T'udi, ktori sa prirodovede venovali a pokladali ju za jediny
seriozny zdroj l'udského poznania.

Ako odpoved na takéto podpichovanie vydal v roku 1734 Berkeley svoj spis Analytik.”
V fiom sa pozastavuje nad tym, Ze napriek tomu, Ze pdni prirodovedci odmietaju priznaf
vierohodnost ¢omukol'vek nezvyklému, tak pokojne veria na nekoneéne malé veliCiny, ktoré su
mensie, ako cokol'vek myslitelné, ale pritom nie st nula.

Podrobne tam rozoberd dokaz toho, ze derivdcia x" je nx" ', ktory sme spravili
v komentéroch ku Stvrtej kapitole. Ked sme dosli k vyrazu
nx”_1+(;’ x"_zdx+...+( n xdx"_2+(”)dx”_1

n—1 n
tak sme vyhldsili, Ze tie dx st prakticky nula a ostane ndm tam iba n x"~'. Berkeley to komentuje:
Je zrejmé, Ze takyto pristup nie je ani sluSny, ani presvedCivy. Ked sa povie, Ze
prirastky zmiznu, teda Ze su ni¢, teda Ze tam Ziadne prirastky nie su, tak predoSly
predpoklad, Ze tie prirastky nieco su, alebo Ze tam vobec boli, je znieny a tym padom
st zniCené aj dosledky tohto predpokladu.*

Obrazok 34: George Berkeley (portrét
od Johna Smiberta)

Berkeley skratka hovori toto: Pdni a ddmy vyberte si — je to dx nula, alebo nie? Ak je to
nula, tak tym jednak nemoZete krétif, jednak pocitat (x+dx)" je zbytotné — vysledok je rovno x".
Ak to ale nula nie je, tak ten zvySok toho vyrazu skratka zahodif nesmieme. Mo6Zete maf jedno alebo
druhé, ale nie obe vyhody naraz.

Ak si vSimnete, Berkeley ma naprostd pravdu. Jeho ndmietka sa da pouzif, kedykol'vek sme
pocitali nejakud derivéaciu.

Berkeley v skuto¢nosti ani nebol prvy, kto podobnui ndmietku vyslovil. UZ v reakcii na
Wallisovu knihu Arithmetica infinitorum piSe v roku 1656 Thomas Hobbes:

34 Podla rankingu na http://www.topuniversities.com v r. 2015
35 http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Berkeley/Analyst/Analyst.pdf
36 Analyst, odstavec XIII
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Vasa hanebna kniha Arithmetica infinitorum; kde su vaSe nedelitelné Ciastocky dobré
iba na to, Ze maji nejakd (myslené nenulovi) hodnotu a teda su v skuto¢nosti d’alej
delitelné.

Uloha 1: Co s tym? UZ sme pomocou derivécii vypocitali niekoTko zaujimavych veci, ale td metéda
ma ideové slabiny a ndmietky spominanych panov su vdzne.”” Ako to celé zachranit?

Uloha 1 je hlavnou otdzkou tejto kapitoly. Ale spomeiime eite druhy problém, ktory je
podobny, ale suvisi viac s integrdlmi. Tam sme sa tieZ tvdrili, Ze ked nahradime nejaku oblast
schodovitou plochou a potom tie schodiky spravime dostatocne malé, tak tie oblasti budi rovnaké.
Pod'me sa ale pozrief, ked’ podobnii argumentéciu pouZijeme na dizku krivky.

Vezmime si uhlopriecku Stvorca, ktory vidite na obrazku 35. Najprv uhlopriecku nahradime
jednym velkym schodom. Ten m4 dizku 2 — dsecka z bodu [0;0] do body [0;1] m4 diZku 1 a dsecka
z bodu [0;1] do bodu [1;1] tiez. Teraz si namiesto jedného schodu zoberiem dva menSie. Ich dizka
bude dokopy opif 2. (Preco?) Potom namiesto dvoch schodov vezmem Styri (ktoré budu mat opéit
dizku 2), osem (zase dizka 2), Sestnast atd’. az bude $irka schodu dx a namiesto schodiifa budem
mat presne uhlopriecku.

YA
1

»
1 X

Obrizok 35: Schody a dizka krivky

A kedze di7ka kazdého schodiita bola 2, tak aj uhlopriecka bude mat dizku 2.
Vysiel ndm evidentny nezmysel. Z Pytagorovej vety vieme, Ze uhlopriecka toho Stvorca
bude /2 anie 2.

Uloha 2: Kde je chyba? MozZe sa podobnd chyba staf, aj ked budeme pocitat obsahy? Pre¢o?

37 Mimoriadne ocefiujem, Ze David si to v§imol uZ v 4. kapitole — pozrite tGplne prvy odstavec v komentaroch k tej
kapitole.
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8. kapitola — spravy

Uloha 1

Debata k tejto krétkej kapitole sa celkom natiahla — bavili sme sa o nej asi Styri hodiny, pri
hladani a presnom pocitani niektorych veci sme sa niekedy vydali nesprdvnym smerom, ale
nakoniec sme koncept derivacie obhdjili a zachrédnili. Aj ked sme zo zaciatku niektoré ivahy robili
vSeobecnejsie, nakoniec sme sa bavili najmi o derivécii funkcie y=x>.

Ked sme sa pokdsili vypo&itaf derivéciu funkcie y=x> a pri tom nesvindlovat, dostali sme,
Ze ta derivécia bude

(x+dx)’— X x*+3x7dx+3xdx’*+dx*—x° _ dx(3x*+3xdx+dx’)
dx - dx - dx
V pripade, Ze dx=0, je tito hodnota nedefinovand, v pripade, Ze dx#0, je tito hodnota
3x*+3 xdx+dx*. S tym by zatial sthlasil aj pan Berkeley. Teraz islo o to, ako sa tych poslednych
dvoch ¢lenov zbavif bez toho, aby sme museli tvrdif, Ze dx=0 (pretoZe vieme, Ze sa nerovna).

Ked sa na ten vyraz pozrel Pefo, vyhlasil, Ze ak by sme dx zmenSili na polovicu, tak sa
zmenSia tie posledné dva ¢leny (kaZzdy aspoii na polovicu), ale to 3 x* sa menif nebude. TakZe ked
budeme to dx stile zmenSovaf na polovicu, tak hodnota vyrazu 3 x*+3 x dx+dx’ bude stéle bliZSie
k 3 x2 .

David navrhol, aby sme sa na to 3 xdx+dx> skusili pozeraf ako na chybu a skasili zistit, ¢i
ju mdZeme Tubovolne zmensit pomocou vhodnej volby dx . Pod tym ,,Jubovolne zmensit* budeme
mysliet, Ze ked ndm niekto povie hocijaki mali¢kd hodnotu €, tak budeme vedief ndjst také dx ,
aby t4 chyba bola mensia.*®

Najprv sme sa pokusili na chybu 3xdx+dx’ pozrief ako na funkciu s premennou dx
a pevne zadanou hodnotou x a hladali sme, pre aké dx ma td funkcia najmensiu hodnotu. KedZe
td chyba je kvadratickd funkcia a o kvadratickej funkcii x’+bx+c vieme, Ze najmenSiu hodnotu

ma* pre X:%b , tak sme (po tom, ¢o sme si preloZili, Ze to dx je x ato 3x je b) dostali, Ze
najmensiu hodnotu bude mat chyba pre dX:% a hodnota chyby pre toto dx bude Jix

V tomto momente sme si uvedomili, Ze sme zanedbali jeden velmi podstatny detail. TotizZ ta
e 2 . , 7 . 7z , v . 7z e :
hodnota % je sice mala, ale je to dané tym, Ze je zdpornd. Napriklad pre x=200 vyjde hodnota

chyby pocitanej tymto spdsobom —90000. A ndm neSlo o to, aby bola td chyba ¢o najmenSia
v zmysle ,,Co najviac vlavo na ¢iselnej osi®, ale v zmysle ,,¢o najbliZSie k nule*. Nechceme mat teda
¢o najmens$iu hodnotu vyrazu 3 xdx+dx’, ale hodnotu vyrazu ‘3x dx+ dx2‘ . A z tohto hladiska je
td chyba —90000 ukrutne velkd. Keby sme derivovali funkciu y=x> v bode x=200 a zvolili by
sme uvedené dx (malo by hodnotu —300 ), tak by sme sa od ocakdvanej hodnoty derivicie
3.200° (3x° pre x=200) 1iili o0 90000 a to naozaj nie je dobry vysledok.

Potom sme si povedali, Ze vyskiSame Pefov pristup s delenim na polovicu. Zatneme
s dx=1, budeme ho postupne zmensovaf a odhadovat velkost chyby a zistime, kolkokrat ho
musime vydelif dvomi, aby bola chyba menSia ako nepriatelom predpisané € .

38 Tu by sa patrilo spomentif, Ze hodnota € by nemala byt ani 0, ani zdpornd. Budeme sa zaoberaf iba kladnymi
chybami.
39 Kto nevie, nech si spomenie (alebo opyta spoluziaka), ako fungovala finta zvana ,,doplnenie na tplny Stvorec™.
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3 xdx+dx’

3x+1
1 _3x+1
2 Y473
1 _3x+1
165 4

2" 2 2

. o N . . _1 . . ”
Z tejto tabulky vidno®, Ze ak si zvolime dx—z—,, , tak chyba, ktorej sa dopustime, bude urcite
x+1
2"
musime vyrieSif nerovnicu

mensia, nez 3X*1 Teraz ide o to zvolif vhodné n , aby to vySlo menej ako predpisané €. Na to
3x+1
2n
3x+1<e.2"

<€

3x8+1<2n

VSimnite si, Ze pri poslednom kroku bolo dodlezité, Ze to € je kladné, inak by sme museli
otocif znamienko nerovnosti. Zlogaritmovanim oboch stran nerovnice pri zdklade 2 dostaneme

logz(Bx—:1)<n

Zvolime si nejaké n , ktoré bude vicsie, nez tato hranica, napriklad n= 10g2( 3";1 )+1 . Hodnota dx
bude teda

dxzi: 1 = 1 =_¢
211 210g2(3xs+1)+1 3X8+1 2 6 x+2

Problém je, Ze ani toto dx nefunguje uplne dobre. Potrebovali sme totiZ, aby bola hodnota
|3xdx+ dx2| mensia ako € pre kazdé zadané €. Co to ale spravi, ked tam dosadime naSe fazko
vypocitané dx ? Dostaneme
| 3xe . g2
6x+2 " (6x+2)
Tento vyraz md nejaké slubné Crty, ale aj zdsadnd nevyhodu. STubné Crty spocivaju v tom, Ze pre

£ £ . . 3x v N . v ] )
rozumné x amalé € je vyraz "~ mensi ako 0,5 a cCislo ¢? vyrazne mensie ako €. Zasadnd

nevyhoda spociva v tom, Ze by chyba mala byf menSia ako € vZdy, nie len pre ,,rozumné* hodnoty.
A to skrétka nie je. Keby sme napriklad dostali zadané ¢=1000 a rétali by sme to pre x=-0,334,
tak dx bude —250000 a hodnota chyby bude 62500250500 c¢o rozhodne nie je mensie ako
1000.

Ked sme patrali, preCo to robi podobné nezmysly, zistili sme, Ze sme ocakdvali, Ze
dostaneme malé € a nerdtali sme s tym, Ze ndm mdZe byf podstréené aj vicsie. Pre velké € totiz
vychadza velké dx a to sa v druhom clene chyby eSte umocni na druht, takZe strasne porastie.
Efekt sa da eSte posilnif tym, Ze zvolime také x, pre ktoré bude menovatel v dx malicky, takze
dx porastie este aj z tohto dovodu.

Nakoniec sa ndm problém podarilo vyrieSif tak, Ze sme kazdd cast chyby oSetrili zvI4st.
V prvom rade sme potrebovali vedief jednu uZito¢nd vec o absolitnych hodnotéich, totiz, Ze plati

40 Nie len z nej. Mohli sme si rovno zvolit dx= :

o ale to by nebolo vidief, ako sme na to prisli.
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|a+b|<|a|+|b| . Tato vec sa dd 'ahko nahliadnuf — vyraz |a+b| hovori, ako daleko st od seba ¢isla
a a —b na Ciselnej osi. |a| je vzdialenost ¢isla a od nuly a |b| je vzdialenost &isla —b od nuly.
No a z ¢isla a sa po Ciselnej osi do ¢isla —b vieme dostat bud tak, Ze pdjdeme z a do nuly
aznuly do —b, alebo to vieme zvladnuf nejako kratSie (napriklad preto, Ze a a —b su na tej istej
strane ¢iselnej osi a cez nulu ist nemusime). TakZe |a+b| musi byt menSie alebo rovné |a|+|b| .
Podme sa teda venovaf naSej chybe |3xdx+dx2‘ . Z1ly zaporny hrdina ndm vygeneroval
kladné € a my sa snaZime vymyslief dx tak, aby t4 chyba bola menS$ia. Pokusime si veci zariadit

tak, aby naraz platilo [Bxdx|<5 g |dX2‘<§. Ked sa ndm to podari, tak bude platif

3 xdx+dx?<[3x dX|+‘dX2‘<§+§=S a vifazstvo je naSe.

Prva z poZadovanych nerovnosti si zabezpecime Tlahko. Nerovnost 3 x dx <§ je
ekvivalentné nerovnosti |3 x|.|dx|<%_ Ked je x=0, tak je uplne jedno, aké dx zvolime, vlavo
bude nula, takZe nerovnost platif bude. V tomto pripade teda zvolime dx=1. Ked je x#0, tak
mdzeme nerovnost vydelif Cislom |3X , ktoré je kladné, takZe nemusime otdcaf znamienko

nerovnosti a dostaneme [dX <ﬁ

Druhti z poZadovanych nerovnosti zabezpecime eSte l'ahSie. Nerovnost ‘dx2‘<% Plati prave
vtedy, ked [dX</% .

Miéme teda dve podmienky, ktoré musi dx splnif, aby bola chyba mensia ako €. Tak sa

pozrieme, ktoré z Cisel ; o a ﬁ je menSie a hocijaké dx , ktoré bude v absolitnej hodnote
mensie, ako tdto hranica a nebude to nula, bude fungovat.*

Cely problém eSte ovela jednoduchsie vyriesil Nick. Vyhlasil, Ze na to, aby sme nasli také
dx , aby platilo ‘3xdx+ dx2|<s , musime vyrieSif dve kvadratické nerovnice, 3 xdx+dx’<e
a 3xdx+dx’>—¢, pricom nezndma je dx a kvadratické nerovnice predsa rieSif vieme. Prvi

nerovnicu si  prepiSeme do tvaru dx’+3xdx—e<0. Jej rieSenim je interval
—3x—V9x’+4e  —3x+V9x*+4¢ . . . . 2 o ¥and
”2 ; 5 ) . Druhd rovnicu si prepiSeme do tvaru dx“+3xdx+e>0 a jej rieSenim
: : s —3x—V9x*—4¢ —3x+/9x—4¢ . . . .
je zjednotenie intrvalov |—oo; 5 ) 5 ;oo|. V pripade nezdporného x je

—3x+V9x’+4e

¢islo 5 kladné (pretoze € je kladné) a Cislo

—3x+\//9x2—4s . —3x+V9x’+4¢e

—3x+V9x’—4¢

5 zaporné a cisla z intervalu

su rieSeniami oboch nerovnic. Sta¢i teda zobraf ten okraj intervalu,

2 ’ 2
ktory ma meng$iu absolitnu hodnotu a ten bude sliZif ako pouZiten4 hranica pre |dx| .
2 2
V pripade, 7Ze bude x zédporné, tak plati, Ze w je zéporné a w je

—3x—V9x’+4¢ . —3x—V9x’—4¢
2 ’ 2
nerovnic a obsahuje nulu. Opif ako ohraniCenie pre |dx| stadi zobraf ten jeho okraj, ktory ma

mensiu absolitnu hodnotu.

kladné a interval

je opif taky, Ze je podmnoZinou rieSeni oboch

41 Vyskusajme, aké podmienky pre dx vyjdu, ak zaddme ten neSfastny protipriklad z predoslého pokusu, teda
£¢=1000 a x=-0,334 . B §| D) ~499,002 , \/§ ~22,36  Ked zvolime dx mensie ako obe tieto hodnoty, chyba

bude mensia ako 1000 . Napriklad ak zvolime dx=22 , chyba vyjde 461,956 . Vyskusajte si, aké ohranicenie pre
dx vam vyjde £=0,01 a x=5. (Tam by mala vyjst ako doleZitejSia td druhd podmienka.) Zvolte nejaké vhodné
dx apozrite sa, aki chybu to dx vyprodukuje.
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Uloha 2

Této tdloha na prvy pohfad zaujala viac, ako prvd. Ozyvali sa hlasy, 7e dizka krivky sa
uvedenym schodiStovym spdsobom pocitat skratka nesmie a v prospech tohto tvrdenia padli
zavazné argumenty — najzdvaznejSie bolo asi tvrdenie, Ze keby sme zobrali T'ubovolni rastiucu
funkciu, ktord mé v nule hodnotu nula a v jednotke hodnotu jedna, tak by jej diZka vysla 2, pretoZe
aj sucet vodorovnych Casti schodov, aj sucet zvislych ¢asti schodov musi byt 1.

Padli ndvrhy, ako metddu upravif, aby fungovala. Napriklad namiesto schodov nahradit
funkciu lomenou &iarou, vypoéitaf dizku jednotlivych tse¢iek pomocou Pytagorovej vety
a postupne skracovaf useky, na ktoré bol interval rozdeleny. ZavaznejSi problém sa ale skryval
v samotnom zadanf tilohy 2: Ked ddva schodova metéda zIé vysledky pre dizku, aké je zaruka, Ze
bude davat dobré vysledky pre obsah pod krivkou?

Svetlo do problematiky vnieslo slovo ,,odhad“. Ked sme sa pozreli na schodistovi metédu
a uhlopriecku §tvorca, tak z trojuholnikovej nerovnosti vieme, e vyska a diZka schodu musia byt
dohromady viac, ako je dizka patri¢ného kusu uhloprie¢ky. Teda vysledkom nasho vypoétu nebude
rovnost 2=+/2, ale nerovnost 2>2, ¢o je naprostd pravda. Podobne, ked sme pocitali plochu
tiseku pod krivkou y=x? na intervale (0;1) a td plochu sme prekryli schodmi $irky dx , tak ndm

plocha schodisfa vysla %+%dx+édx2 (tento vysledok nie je v texte ani v zdzname hodiny, ale ak

ste sa nepomylili, tak vdm vySiel, ked’ ste pocitali ulohu 6 zo Siestej kapitoly). To ale znamen4, Ze
plocha pod krivkou mé obsah mensi, neZ je hodnota uvedeného vyrazu pre hocijaké kladné dx .
Podobnou fintou, aki sme pouZzili v prvej udlohe tejto lekcie, by sme boli schopni ukdazat, Ze

vhodnou volbou dx sme schopni dostat chybu %dx +é dx® pod lubovolné dopredu dané kladné € .
(Naozaj by sme toho boli schopni? Urobte to!) To ale stdle neznamend, Ze obsah tej plochy pod

krivkou bude % . Podobne ako v pripade tej uhlopriecky, sme iba ukdzali, Ze to nemoZe byt viac ako

1 . . 1,1 1,2 . ; 4 e Xy 1 T
3 » pretoZe hodnotu vyrazu §+§dx+gdx vieme dostaf pod Tubovolné Cislo vicsie ako 7 . Stale je

tu ale t4 moZnost, Ze podobne ako pri tej dizke uhlopriecky bude ten obsah v skuto¢nosti mene;.

. / N

0 0.5 0 0.5 Y\

Obrazok 36: Dve pokryté plochy
o A . v Ay . RS | .
RozmysTali sme nad sposobom, ako ukazaf, Ze to nemoze byt ani menej, nez ta 5 a Cyril

vymyslel skvely ndpad. Graf funkcie y=x> ndm rozdeli §tvorec (0;1)x(0;1) na dve &asti,
ktorych obsahy musia dohromady dédvat 1. Keby sme o tej druhej Casti ukézali, Ze jej obsah nemdze
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obsah pod grafom y=x* nemohol byt ani mensi ako % a ni¢ iné ako byf presne % by mu
neostalo. Chvilu sme premyslali, ako si graf sprdvne otocCif a Nicole priSla na to, Ze ten nas tutvar
najlepsie popiSeme funkciou y=1—x* (Potrebovali sme parabolu otocif, preto —x> a potom
posunif o 1 vysSie — odtial je td jednotka.) VSetky spomenuté veci mdzete vidief na obrazku 36.

Potrebujeme vypocitat obsah schodi§ta pokryvajiceho druhd funkciu, pricom
predpokladdme, Ze mdme n schodov $irky dx , plati teda n.dx=1. KedZe chceme plochu pokryt
uplne a funkcia y:1—x2 na danom intervale klesda, ako vySku schodu budeme braf hodnotu
funkcie na Tavom okraji schodu. (VSimnite si na obrdzku, Ze pri funkcii y=x* sme ako vysku
schodu brali hodnotu na pravom okraji, pretoZe td funkcia rdstla.) Prvy schod mé zdkladiiu dx
avySku 1-(0.dx)’, teda obsah dx.(1—(0.dx)?). Druhy schod mé zdkladiiu dx a vysku
1—(1.dx)*, teda obsah dx.(1—(1.dx)’). Dalsi bude maf obsah dx.(1—(2.dx)’), eSte dalsi
dx.(1—(3.dx)’) atd. aZ posledny bude maf obsah dx.(1—((n—1).dx)?). (PreCo je na konci
(n—1) anie n?)

Potrebujeme teda vypocitat sucet

dx(1—(0.dx)*)+dx(1—(1.dx)*)+dx(1—(2.dx )’)+...+dx(1—((n—1).dx )*)=
=dx—0".dx’+dx—1°.dx’+dx—2°.dx’+.. . +dx—(n—1)".dx’

Spodny riadok sa skladd z dvoch typov scitancov. Jednak sa ndm tam n -krdt zopakuje dx . A ako
sme povedali na zaciatku, n.dx=1, Cize sicet tychto dx bude 1. Okrem toho tam od¢itavame veci
obsahujice dx*.Ked ich ddme dohromady, dostaneme —dx’(0°+1°+2°+...+(n—1)?). A opif ndm
pride vhod vzfah, ktory sme odvodili v Siestej kapitole, s ktorého pomocou dokdZzeme tie druhé
mocniny s¢itaf. Musime si iba daf pozor, aby sme do neho dosadili (n—1) namiesto n . Cely obsah
schodi$fa bude teda

1—-dx’(1?+2%+...+(n—1)’)=1—dx’

2(n—1)3+3(n—1)2+(n—1))

6
—1—dx® 2(n3—3n2+3n—1)+3(n2—2n+1)+(n—1) _
6
|- gy| 26’ +6n =243’ 6n+3+n—1|_
6
3 2
—1—d¥® w :1—(%n3dX3—%n2dx3+%ndx3):
:1—(1—1dx+ldx2):z+ldx_ldxz
3 2 6 3 2 6

O chybe %dx—édx2 vieme po chvili hrania sa ukdzat, Ze je pre malé dx kladnd (pretoZe funkcia

%x—%xz je kladna na intervale (0;3)) a Ze ju vieme zahnat pod Tubovolné predpisané € fintou

prezentovanou v tejto kapitole. Vdaka tomu musi byt obsah pod funkciou y=1-—x" na intervale

(0;1) mensi alebo rovny % a vitazstvo je naSe. Obsah pod funkciou y=x’ naintervale (0;1) je

« 1
skutoCne 3

Ten spodny odhad obsahu sa da spravif aj pomocou inej finty. Namiesto schodov, ktoré
budu plochu pokryvat urobime schody, ktoré budu celé pod krivkou, tak ako to moZete vidief na
obrazku 37. Ked zistime obsah takychto schodov, bude zaruc¢ene mensi, ako obsah plochy pod
krivkou.
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Obrazok 37: Schody pod krivkou

Opiif si cely interval (0;1) rozdelime na n intervalov dizky dx, tak’e n.dx=1. Obsah

prvého schodu je dx.(0dx)’ (pretoZe prvy schod md vysku 0). Obsah druhého schodu bude

dx.(1dx)*, obsah treticho dx.(2dx)’ atd. aZ obsah posledného bude dx.((n—1)dx)’. Celkovy
obsah schodisfa je teda

dx (0dx )’ +dx(1dx P +dx(2dx)’+...+dx((n—1)dx)’=
=dx}(0°+1°+2%+.. +(n—1))=
2(n—1)°+3(n—1)*+(n—1)
6

2n’=3n°+n| 1 1, 1 ,
— 6 |3 2%t

KedZe sme upravovali uplne rovnaky vyraz, ako sa vyskytoval v tej Cyrilove] metdde,
upravy sme teraz nerozpisovali a iba sme to odpisali odtial. (Presvedte sa, ¢i sme to odpisali

dobre). Chyba, ktord sme dostali tentokrat, je —%dx+%dx2. T4 bude pre malé dx vzdy zdporna

(pretoZe funkcia —%x+éx2 je na intervale (0;3) zdpornd), takZe obsah schodista bude vzdy

=dx’

=dx’

mensi, ako % . Pre kazdé €>0 ale vieme vymyslief také dx , aby t4 chyba bola menSia, nez €.
Preto obsah oblasti pod krivkou y=x” na intervale (0;1) nemoZe byt men3i ako % .

. An . o 1 s s 1 . 1
A ked’Ze nemoZe byt ani mensi, ako 3 » ani vacsi ako 3 » musi to byt 3
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9. kapitola
Limity

Pri vytvérani aparatu, s pomocou ktorého by sa dala zachrdnif idea derivécii a integralov
dx (3 x*+3 xdx+dx’)
dx
potrebovali by sme vedief, ako sa funkcia bude spravat, ked sa bude hodnota dx k nule blizit. Co
tato neurcitd formuldcia znamend, sa nam tieZ podarilo sformulovat pomerne presne v komentaroch

z predoslej kapitoly.

V tvode tejto kapitoly na chvilu tému derivécii a integralov opustime a budeme sa venovat
nejakym ndhodnym funkcidm, ale iba preto, aby sme nejaké pojmy zaviedli dostatoc¢ne presne
a nacvicili si pracu s nimi. Mnohé problémy, s ktorymi sme sa potykali v predoslej kapitole, sa tak
stand pristupnejSie a budd sa daf l'ahSie riesit.

sme zistili, Ze napriek tomu, Ze funkcie typu nie st pre dx=0 definované,

Uloha 1: Funkcia y= sz_fz_ 2 nie je pre x=2 definovand. Nakreslite jej graf na intervale (0;4).

Ked budete ten graf kreslitf, vypocitajte aj nejaké hodnoty v desatinnych ¢islach v tesnej
blizkosti tej dvojky. Co je na tom grafe zvlastne?

6

To, Ze funkcia z predoslej dlohy, nie je v dvojke definovand, sa na grafe prejavi iba tym, Ze
v tej priamke, ktord vam vySla (ak ste dobre pocitali), chyba jeden jediny bodik, konkrétne bod
[2;3] . Funkcia sice nie je v bode x=2 definovand, ale keby ndm niekto predpisal maximédlnu
povolend chybu ¢>0 apovedal: ,ndjdite také okolie bodu 2, aby sa v iom hodnota tej funkcie
liSila od 3 0 menej ako € *, vieme také okolie vZdy njst.

Ked sa veci maju takto, nemdZeme sice tvrdif, Ze hodnota tej funkcie v bode x=2 je 3
(pretoze % nie je 3), ale vravime, Ze funkcia ma v bode 2 limitu 3. Zapisuje sa to takto:

2
. X —Xx—2
lim ——==
x=2 X_2

3
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Ked sme teraz priblizne vysvetlili, o to ta limita je, podme to povedat tplne presne (aby
nepriSiel nejaky novy Berkeley a nerypal ndim do toho). PouZijeme vekmi oSlahant definiciu, pri
pohlade na ktoru sa aj chrabrym muzom a mocnym devdm zacnu triast kolend a v prvom momente
pripomina svojou tajuplnostou egyptské hieroglyfy. Ale ked niekto preSiel skusenostami, ktoré
poskytla predosla kapitola, tak pre neho tito definicia neostane tajomstvom a o jej pevnost sa bude
daf oprief. Nuz, tu je:

limf(x)=a & Ve>0 38>0 Vx&€(x,—8;x,+8),x#x,: |[f(x)—a|<e

X=X,

A teraz preklad do slovenciny: Funkcia f(x) md v bode X, limitu a prdve vtedy, ked
vieme pre kazdd dopredu predpisand povolend chybu €>0 ndjst také okolie bodu X, Ze pre
vSetky body toho okolia s vynimkou toho X, nadobtida funkcia hodnotu, ktord sa od toho a 1iSi o
menej, ako je td povolend chyba.

Pod okolim rozumieme otvoreny interval, ktory mé v strede ten bod X, a okraje vzdialené
od stredu 0. A ndjst pre kazdé zadané € to sprdvne O je Casto presne to, Co je treba urobif.
Funguje to tdplne rovnako, ako ked sme v komentdroch k minulej kapitole pre zadané € hladali to
spravne dx .

Takze definicia je dand, podme zistovat, kedy maju funkcie limity a ak ich maju, tak aké. Pri
vietkych nasledujicich tlohdch sa budeme pozeraf na tito definiciu a sledovat, & situdcia spiiia
vSetky nélezitosti, ktoré definicia pozaduje.

Uloha 2: Ak vim pri funkcii z dlohy 1 niekto zad4d €, ako treba zvolif &, aby sa funkéné hodnoty
pre vietky x zintervalu (2—§;2+98) liili od trojky o maximélne € ?

xX—x—2
x—2
x=2 mala hodnotu y=5, mala by takato funkcia v bode x=2 limitu? Ak ano, tak aka?

Uloha 3: Ak by sme vyrobili novu funkciu, ktord by pre x#2 mala hodnotu y= a pre

Uloha 4: M4 konstantnd funkcia f(x)=c limitu v kaZdom bode? Aké § treba pre zadané £>0
zvolit? Co by sa zmenilo, keby funkcia nebola v jednom bode definovana a inde by mala
hodnotu ¢ ?
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Uloha 5: M4 funkcia f (x)=x limitu v kadom bode? Akd? Aké § treba pre zadané £>0 zvolif?

Uloha 6: Existuje lim 3x+1 ? Ak 4no, aki m4 hodnotu? Aké § treba pre zadané £>0 zvolit?
x-2

Uloha 7: Funkcia sgn(x) (&ita sa ,signum x“) je definovand nasledovne:

—1 prex<0
sgn(x)={ 0 prex=0
1  prex>0
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M4 téato funkcia limitu v bode x=0,5 ? Ak dno, aké d treba pre zadané €>0 zvolit? M4
tato funkcia limitu v bode x=0 ? Ak ano, aké § treba volif?

Uloha 8: Dirichletova funkcia je definovand nasledovne:

f(x)— 1 pre xracionalne
0 prexiracionalne

Ma tito funkcia limitu v bode x=0 ? Ak dno, aké & treba pre zadané €>0 volit? Ako je
na tom v inych bodoch?

Uloha 9: Funkciu z predoslej ulohy trochu upravime:

f(x)= X prexracionalne
0 prexiracionalne

M3 téato funkcia limitu v bode x=0 ? Ak 4no, aké 0 treba pre zadané ¢>0 volif? Ako je
na tom v inych bodoch?

84



Aby sme si trochu ulahcili pocitanie limit, ukdzeme, Ze funguji nejaké vSeobecné finty,
ktoré budeme moct pouzivat. Namaha vynaloZend pri dokazovani tych fint sa zdroci, lebo pocitat
limity bude potom jednoduché.

Prv4 finta je, Ze ak maji dve funkcie v tom istom bode limitu, tak tam bude maft limitu aj
sucet tych dvoch funkcii a bude to suicet tych dvoch limit:

Nech lim f(x)=a a lim g(x)=b . Chceme ukdzat, Ze potom plati lim f(x)+g(x)=a+b .

XX, XX, XX,
Niekto ndm predpisal €¢>0 a my chceme njsf také okolie bodu X, , aby sa hodnota f (x)+g(x) na
tom okoli 1iSila od a+b najviac o €. K dispozicii mame iba to, Ze vieme, Ze tie prvé dve limity
funguji. Tak to podme vyuzif. Mdzeme sa chopif role zdporného hrdinu a povedat obom tym
limitdm: Pre hocijakd chybu viete ndjst spravne okolie? Dobre, ndjdite mi spravne okolie pre chybu
%. KedZe tie limity existuju, tak z prvej sa dozvieme hodnotu O, takd, Ze pre cely interval
(xo—8,;Xo+8,) okrem X, je \f(x)—a\<§ a z druhej sa dozvieme hodnotu 0O, takd, Ze pre cely
interval (x,—0,;X,+0,) okrem X, je |g(X)—b‘<§. Teraz si z tych dvoch delt vyberieme td
mensiu (oznaéme ju skritka ), pretoZe interval (x,—08;x,+0) je stcastou aj toho vicsieho
a platia na nom obe nerovnosti. Podme sa pozrief, aki hodnotu na tomto intervale nadobuda vyraz

If (x)+g(x)=(a+b)| :

Fxbrg(x)-(a+b]l = If(x)-a+g(x)-bl < If (x)=al+lglx)—b| < £+& = ¢

Prv4 nerovnost plati kvoli triku s absolitnymi hodnotami, ktory sme spomenuli v komentdroch
k 6smej kapitole. Druhd nerovnost je dand tym, Ze x sa nachddza v oboch intervaloch
(x0—61 s Xot 61) aj (XO—62 s Xot 62) . 'V kazdom pripade sme zistili, Ze ak vezmeme ktorékol'vek x
zintervalu (xo—98;x,+0) okrem x=x,,tak |f(x)+g(x)—(a+b)<e.

Ak sa vam zd4, Ze ten trik s polovicami € a vybranim menSich 0 ste uz niekde videli,
nezdd sa vam to ndhodou. V komentaroch k 6smej lekcii bola presne toto cesta, ako odhadnuf chybu
pri derivacii y=x".

Druhy trik, ktory by sa ndm ndramne hodil, je vediet, ako je to so si¢inom. Teda Ze plati, Ze
ak maju dve funkcie limity v tom istom bode, tak sucin tych dvoch funkcii ma v tom bode limitu
tieZ a bude to sicin tych dvoch limit. Teda Ze ak plati lim f(x)=a a lim g(x)=b , tak potom bude

X=X, XX,

platif aj lim f(x)g(x)=ab .

XX,

Dokézat, Ze tento trik funguje, je ale trochu komplikovanejSie, ako pre sucet. Tentokrat
musime pre zadané &>0 ndjst také okolie bodu X, , aby pre kazdé x z toho okolia s vynimkou X,
platilo |f(x)g(x)—ab|<e .

Budeme sa teda zaoberaf vyrazom f(x)g(x)—ab ajeho absoldtnou hodnotou. Prva Sikovna
uprava, ktord s tym vyrazom vieme spravit, bude tito:
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f(x)g(x)=ab = f(x)g(x)—f(x)b+f(x)b—ab = f(x)(g(x)=b)+b(f(x)-a)

K povodnému vyrazu sme pripocitali rafinovand nulu — odpoéitali a pripocitali sme f (x)b .
Potom sme vyfali z prvych dvoch ¢lenov pred zédtvorku f(x) a z druhych dvoch ¢&lenov pred
zdtvorku b. No a v zédtvorkdch ndm zostali vyrazy g(x)—b a f(x)—a, ktoré vieme vdaka
existencii limit dostaf pod Tubovolné zadané €>0 iba volbou sprdvnej delty. To samozrejme
vyuZijeme. Existujicim limitdm ale podstr¢ime pomerne podivné epsilony a to, pre¢o sme sa
rozhodli préave tak, sa ukaZe az na konci dokazu.

Takze (X0, X,+d,) bude taky interval, na ktorom je |g(x)—b| menSie ako 7(g+1)
(existencia takého intervalu je zarucend tym, Ze g(x) md v X, limitu b), (x,—8,x,+d,) bude
taky interval, na ktorom je |f(x)—a| mengie ako m (existencia tohto intervalu je zaruc¢ena tou
druhou limitou) a nakoniec (X0—63,x0 +0,) je taky interval, na ktorom je f (x)—a| mensie ako 1.
Z tychto troch intervalov si tradi¢ne vyberieme ten najmensi, ktory si oznacime (x,—0,xy+9)
a ktory ma tu vyhodu, Ze na fiom platia vSetky tri nerovnosti:

|9(X)—b|<m \f(x)—a|<m If (x)—al<1

Pripometime este, Ze poslednd nerovnost hovori, Ze vzdialenost f(x) a a je menSia, ako 1 a z toho
vyplyva, Ze |f(x)|<lal+1

Moézeme zacat dokazovat. Plati*:
If(x)g(x)—ab| = |f (x)g(x)—f(x)b+f(x)b—ab] =
= [f(x)(g(x)=b)+b(f (x)—a) < |f(x)(g(x)=b)+b(f(x)—a) =
= If(x)ll(g (x)=b)l+Ibll(f (x)—a)| < (lal+1)l(g (x)=b)l+(lbl+1)[(f(x)—a) <

< “a|+1) “br+1)———jL——— = guf%-:: €

2(|a8|+1)+ 2(|b|+1)

TakZe na intervale (x,—9,xo+0) bude skutoéne platit |f(x)g(x)—ab|<e .

Ludia, ktori prezili predosly dokaz v psychickom zdravi, m6Zu zacat zbieraf sladké plody
trpkej ndmahy. Napriklad prvi limitu tejto kapitoly moZu beztrestne vypocitaf takto:

2 _ _ —
lim X =222 gy 322kl lim 272 Jim ( x+1)=lim =2 .(lim x+1im 1)
X2  X— X2 x—2 x22 X—2 x32 x22 X—2 x2 X2

11rr21 X vieme, Ze bude 2.

. x=2 :
O limitdch lim = a UM1 yieme vdaka dlohe 4, Ze vyjdi 1, o limite

x22 X2 x>
Vysledok teda bude 1.(2+1) teda 3. Vypocitali sme limitu a o Ziadne € a & sme cestou ani
nezakopli.

42 Nasledujici matematicky text treba Citaf pomaly, inak mdZe spdsobif nevolnost, halucinicie alebo iné vedlajSie
priznaky. VicSina uvedenych rovnosti ¢i nerovnosti vyuZiva veci zmienené tesne pred zaciatkom dokazovania,
pripadne iné rafinovanosti, napriklad detail, Ze |b]+1>Jb| . Pokiiste sa pochopif vietky kroky a dokaz si vychutnaf v
celej jeho strasidelnej dokonalosti.
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Co je este skvelejSie, moZeme konecne poriadne povedat, Co je to derivacia bez toho, aby
sme tam fahali ¢isla, ktoré naraz su aj nie su nula. Derivécia funkcie f v bode X, bude limita:

f'(x)=lim f(x+dx)—f(x)

dx=0 dX

A ked chceme vypoditaf deriviciu y=x>, budeme pocitat:

(x+dx)=x’ _ | #3X8dx+3xdX’+dx’—x> _ . 3xXdx+3xdx’+dx’ _
lim ~———— = lim = lim =
dx-0 dx dx-0 dx dx>0 dx
2, +dx?
= Jim XX +3xdxvdx) lim % lim (3x*+3 xdx+dx®) =
dx->0 dX dx»0 dX dx-0
— 1im & [1im 3x*+1im 3x.1im dx+1im dx.lim dx| = 1.(3x*+3x.040.0)=3x"
dx»>0 X \dx»0 dx>0 dx=0 dx=0 dx>0

ISlo to rychlejSie, ako v predoslej kapitole. Je to skoro nasa stard dobra rutina s nulovo-nenulovym
dx , ale teraz je to dobre. Celd drina je ukrytd v tych vetdch o sicte a stucine limit, ale tie uZ mame

dokazané.
2
—Xx—6

Uloha 10: Vypocitajte lim -
x»3 X" —5x+6

Uloha 11: Vypo&itajte lim 1

x>0 X

Uloha 12: Nastal &as pozrief sa na jeden ddvnejsi otvoreny problém. Ako je to s derivdciou funkcie
y=|x v bode x=0 ? Bude sa treba poriadne pozriet na definiciu derivéicie aj definiciu
limity.
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9. kapitola — spravy
Pri ¢itani tychto sprav je dobré cely Cas maft pred o¢ami definiciu limity z deviatej kapitoly.

Uloha 3

Na tejto ulohe je pekne vidno, ako definicia limity funguje. Zadand funkcia sa sprava skoro
vSade rovnako, ako funkcia y=x+1, jedinou vynimkou je bod x=2, kde m4 funkcia hodnotu 5.
Jej graf mdzete vidief na obrdzku 38.
Napriek tomu, Ze hodnota f(2)=5, tak lim f(x) nebude 5. Ak by to bola pitka, museli by
Xx=>2

sme pre kazdé €>0 ndjst také okolie dvojky, Ze vSetky funkéné hodnoty z tohto okolia budu od
pitky d’aleko maximélne o €. Ked si ale zvolime také €, aké vidite na obrazku, je celkom zrejmé,
Ze sa nam vhodné O vymyslief nepodari. Nech ho totiZ zvolime hocijako, tak v deltovom okoli
dvojky ndjdeme také x , ktorého funk¢énd hodnota bude mensia, ako 3 — sta¢i vybraf hocico z lave]
polovice intervalu. A pre toto x zarucene nebude splnené |f(x)—5|<e . To by sa totiZ ta funkénd
hodnota musela nachadzat v tom epsilonovom pése okolo hodnoty 5, lenze ona je mensia, ako 3.

A g T 15 [ 3 A g T 15 [ 3

Obrazok 38: Cislo 5 nie je limitou Obrézok 39: Cislo 3 je limita
funkcie, ak x -2

Naopak — bude pomerne jednoduché ukazaft, ze t4 limita bude 3. Ako vidno na obrazku 39,
pre kazdé zadané € staci zobraf 0<e a vSetky hodnoty funkcie s vynimkou tej hodnoty v dvojke
sa spolahlivo vojdu do intervalu 3=*¢ . Keby sme to chceli ukdzat formdlnejsie, pouZijeme fakt, Ze
zadand funkcia ma hodnotu y=x+1 vo vSetkych bodoch okrem toho jedného, ktory ndm definicia
limity povoluje vynechaf. V3etky hodnoty funkcie na intervale (2—8;2+8) okrem stredu budd
teda z intervalu (3—0;3+8) a kedZe sme si zvolili §<e, tak tie hodnoty budi aj z intervalu
(3—e;3+¢). To znamend, Ze pre vietky x€(2—9§;2+8) okrem dvojky bude platit |f(x)—3|<e ,
takze lim f(x)=3.

x=2
Ak m4 funkcia v nejakom bode limitu, ale nemé tam hodnotu, alebo je hodnota ind, nez ta

limita, je funkcia v tom bode nespojita. Funkcia, s ktorou sme sa teraz zaoberali, je definovana pre
vSetky redlne Cisla, ale v bode x=2 je nespojita.
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Uloha 4

Ku konsStantnym funkcidm sa limita hladd jednoducho — bude platit, Ze limitou v kazdom
bode je priamo td konstanta, teda lim c=c . Skuto¢ne, pre Tubovolné € nie je problém ndjst také

X=X,
okolie bodu X, , aby sa funkénd hodnota na celom intervale (x,—8;x,+9) IiSila od ¢ o menej nez
€ . Ako hodnotu & si moZeme totiZ zvolif Gplne Tubovolné kladné ¢islo. Funkénd hodnota je stéle
c atedasaod ¢ nebude lisif vobec.
Z uvedeného vyplyva, Ze konStantné funkcie st spojité v kazdom bode.

3

£f
B

5 Xod

Obrédzok 40: Limita konStanty
Keby funkcia v jednom bode b nebola definovand, nezmenilo by sa ni¢. Ked ratame limitu
v tomto bode, definicia ndm umoziuje stred intervalu ignorovat. Keby sme ratali limitu v inom
bode X, zvolili by sme skratka O tak, aby sa v intervale (x0—6 ;Xo+0) bod b nenachddzal.
Ako vy ste zvolili €, ak by ste chceli ukdzat, Ze t4 limita nemdZe byt nieco iné — napriklad
c+0,017?

Uloha 6

- 0 1 3

-1

Obrazok 41: 3x+1

Pri tomto priklade sa da l'ahko uhddnut, ak4 bude limita, ak sa bude x bliZif k dvom. (Ano,
bude to 7, y=3x+1 vyzerd byt spojitd funkcia, takZe sta¢i dosadif.) Na to, aby ¢lovek naSiel pre
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zadané € vhodné 0, sa ale bude treba trochu zamyslief. Ked sa pozriete na obrdzok 41, je z neho
vidno, ze O by malo byf vyrazne menSie, ako €, pretoZze funkcia y=3x+1 rastie strmo.
Konkrétne ma smernicu 3, takZe &isla f(x;) a f(x,) maju trikrat vi¢siu vzdialenost, ako &isla x,
a X,. To naznaluje, 7e aby sa vietky funk&né hodnoty z intervalu (2—8;2+8) zmestili do
intervalu (7—e¢;7+¢), tak by mala byt & maximélne tretinaz €.

A skuto¢ne, ak zvolime 0<g/3, tak bude platif 38<e . A interval (2—6 ;2+6) sa zobrazi
na interval (3(2—08)+1;3(2+08)+1)=(7—38;7+308) a ten sa bude nachddzaf cely vo vnitri
intervalu (7—¢;7+¢).

Uloha 7

Obrazok 42: Funkcia sgn(x)

ZaujimavejSia Cast tejto dlohy je limita funkcie sgn(x) v nule. Je to totiz dobrd ukdzka
toho, ako to vyzerd, ked niekde funkcia limitu nemd. Problém je totizZ v tom, Ze nech si zvolime
aktkolvek §, tak v intervale (0—§;0+8) zarucene bude aspoil jedno kladné a aspoii jedno
zaporné Cislo a funkcia sgn tam teda bude maf aj hodnotu 1, aj hodnotu —1 . To je ale problém,
pretoZe ak by mala maf t4 funkcia v nule limitu a, tak musime pre kazdé kladné € vedief ndjst
také O, %e vSetky hodnoty funkcie na intervale (0—9;0+d) sa musia vmestif do intervalu

(a—e; a+e) . Stad ale, aby sme museli hfadaf & pre 8:% . Nech by bolo a akékolvek, interval

(a—e;a+e) bude maf dizku 1 a hodnoty 1 a —1 sa do neho naraz nezmestia, lebo ich
vzdialenost je az 2. Takze Ziadne a limitou byt nemdze.

Ulohy 8a 9

Pointa dlohy 8 je podobna ako pri tlohe 7. Lubovolny interval totiZ obsahuje racionélne aj
iraciondlne Cisla, teda Dirichletova funkcia dosiahne na l'ubovolnom intervale hodnoty O aj 1.
Funkcia preto nemo6Ze mat limitu v Ziadnom bode X,. Ak by sme totiZ chceli tvrdif, Ze tam ma
nejakd limitu a, staci zvolif 8:%. Interval (a—e¢;a+e) bude mat dizku % a nech by sme 9§
zvolili T'ubovolne, v intervale (x0—6 s Xt 6) zaruCene ndjdeme aj Cisla, v ktorych bude maf funkcia

hodnotu 0, aj ¢isla, v ktorych bude mat hodnotu 1. A obe tieto hodnoty sa nemdzu zmestif do takého
kratkeho intervalu. Dirichletova funkcia preto nemd limitu v Ziadnom bode.
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Funkcia z dlohy 9 vSak na rozdiel od Dirichletovej funkcie limitu v bode 0 m4. Graf tejto
funkcie sa kresli mimoriadne zle, preto je obrazok 43 skutocne iba ilustracny. Ale dobre zndzortiuje,
Ze mnoho bodov funkcie bude leZaf na priamke y=x a mnoho bodov bude leZaf na osi x .

Obrazok 43: Limita v bode 0
Z obréazka vidno, Ze ak zvolime O menSie alebo rovné €, tak vSetky funk¢éné hodnoty
z intervalu (0—6;0+6) budu bud 0 (ak je x iraciondlne), alebo x (ak je x raciondlne), tym
padom budu vietky funkéné hodnoty z intervalu (0—98;0+8) a kedZe sme zvolili d<e , tak budd

aj z intervalu (0—g;0+¢) , takZe lim f(x)=0.
x=>0

Ak sa budeme zaoberaf ktorymkol'vek bodom okrem x=0, da sa ukdzaf pomocou rovnake]
finty, ako v predoslej ulohe, Ze tam funkcia limitu maf nebude. T4to funkcia mé teda limitu jedine
vbode x=0. A kedZe je aj limita aj funkénd hodnota v tomto bode 0, je ta funkcia jedine v tomto
bode spojita.

Ulohy 10 a 11

V dlohe 10 si l'ahko vSimneme, Ze ked chceme dosadif ¢islo 3 do funkcie, dostaneme aj
v Citateli aj v menovateli nulu. To je na jednu stranu otrava, na druhd stranu sa z toho da usudif, ze
oba polynémy moZeme pisaf v tvare (x—3) krét nie¢o iné a ked sa zamyslime, alebo vyrieSime
kvadratické rovnice, zistime aj, Ze o to ,,nie€o iné* je. Preto plati

. xX*—x—6 .. (x=3)(x+2) .. x=3 .. x+2
lim = =lim =lim lim
x33 X°—5x+6 x33 (x—3)(x—2) x93 X—3 x23 X—2

V tejto faze niektori ludia vyhlésili, Ze t4 prva limita je 1, zistili, Ze do tej druhej funkcie sa
da ta trojka bez problémov dosadif a tak dosadili a vySlo im, Ze limita je 1. %: 5 . Tento vysledok je

dobre. Vyvstala ale drobnd pochybnost: na rozdelenie zlomku na dva sme vyuzili vetu o sucine.
Prva limita je limita z konStantnej funkcie, ktora nie je v jednom bode definovand (hodnota je vSade

1 okrem x=3) a takéto limity sme vybavili v dlohe 4. Aj to, Ze lim x+2=5 a lim x—2=1 vieme
x=3 x=3

zistit zo suctove] vety a z ulohy 5. Jedina vec, ktorou si nie sme isti, je ten podiel, lebo na podiel
Ziadnu vetu nemame.
Potrebovali by sme skratka nejakd vetu, ktord hovori, Ze ak lim f( x)=a a lim g( x): b,
XX, XX,
f(x)

tak potom lim m:% . Problém je, ze hned uloha 11 hovori o tom, Ze to celkom takto fungovat

X=X,
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nebude, lebo lim1=1 a lim x=0, ale nie je pravda, Ze lim l:% . (A] ked sa d4 pomerne rychlo
x=0 x=0 x>0

zistif, Ze lim% nebude existovat, lebo kazdy interval (0—§;0+8) obsahuje aj &islo, v ktorom je
x>0

funk¢éna hodnota % vicsia, ako 10, aj Cislo, v ktorom je mensSia, ako —10 (preco?) a l'ubovolného

kandiddta na limitu @ nim zrusi, Ze zvolime € menSie ako 1 a do intervalu (a—e;a+e) sa obe
tieto ¢isla nezmestia, lebo ich vzdialenost je vicsia, ako 20.)

V tomto Staddiu som vyhlésil, Ze uvedend veta plati pre vSetky pripady, ked b#0 a povolil
som ju pouzivaf, aj ked sa ddkaz neudial. Ludom, ktori tdzili po dokaze, som sltibil, Ze ich
odkdZzem na zdroj na internete a tak to teraz plnim. Do6kaz ndjdu tu:
http://en.wikibooks.org/wiki/Calculus/Proofs_of_Some_Basic_Limit_Rules RieSia tam sice iba

pripad lim L

ER ale v spojeni so sic¢inovou vetou ndm to uplne ku Stastiu staci.
x=>c

Uloha 12

Uloha 12 predstavuje problém, ktory sme nacali uz v §tvrtej kapitole (pozrite si komentar
k dlohe 8 z tejto kapitoly). Teraz sa ndm ju kone¢ne podarilo uzavriet.

Chceme zistif, ako je to s derivaciou funkcie y=|x| v bode x=0. Ked si tito deriviciu
zapiSeme ako limitu, dostaneme

i 02D [0

dx=0 dX dx>0 dX

Poslednd funkcia md hodnotu 1 pre kladné dx a —1 pre zdporné dx . O tejto funkcii sme
v dlohe 7 ukazali, Ze limitu nema. Takze ani absolitna hodnota nema v nule derivaciu.

Miso si spomenul, Ze absolutna hodnota nas vtedy zaujimala kvoli tomu, Ze sme hladali,
kedy ddva obycajnd derivdcia a symetrickd derivdcia r6zne hodnoty. (Symetrickd derivdcia bola
vymyslend eSte v prvej lekcii, ked sme potrebovali presnejSie vypocitat rychlost lopticky.) A v§imol
si, Zze keby sme symetricku deriviciu definovali ako

lim f(x+dx)—f(x—dx)
x>0 2dx

tak v pripade derivécie tej absolitnej hodnoty v nule dostaneme

. |0+dx|—|0—dx| . l|dx|—|dx _
}bgr(l) 2dx _cgg(l) 2dx =0

takZe symetricka derivdcia absoldtnej hodnoty v nule je nula.

Mafo si ale vSimol, Ze tymto spdsobom by sme vedeli zderivovaf aj taku hr6zu, ako je
Dirichletova funkcia, pretoZe keby sme napriklad hladali jej symetricku derivaciu v nule, dostali by
sme

lim f(0+dx)—f(0—dx)
dx=0 2dx

V pripade raciondlneho dx by sme v Citateli dostali 1—1 teda O, pretoZe ak je raciondlne dx, je
raciondlne aj —dx . Podobne, ak by bolo dx iraciondlne, v Citateli by sme mali 0—0, teda zase
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nulu. Funkcia, z ktorej ratame limitu je teda pre vSetky dx#0 nulova a teda aj td symetrickda
derivécia bude O .

Podobne sa d4d ukézaf, Ze Dirichletova funkcia ma symetrickd derivaciu v kaZzdom
raciondlnom cisle. (Na ¢om to v iracionédlnych ¢islach zlyha? Poriadne odpovedaf na tito otdzku nie
je uplne jednoduché.)

Vyzerd to teda tak, Ze ak funkcie nemaju deriviciu, eSte stile mdoZzu maf symetricku
derivéciu. Otédzka je, ¢i je obyc€ajné derivécia silnejsi pojem, ako symetrickd — teda Ze ak mé funkcia
obyc¢ajnu deriviciu, ¢i uz potom zarucene ma aj symetrickud a ¢i je td symetrickd vzdy rovnakd. Ako
to uz v matematike byva, ked sme jeden otvoreny problém uzavreli, prirodzene sa otvoril dalsi.
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10. kapitola
Mocninové funkcie

Vieme, Ze derivdciou funkcie x" je nx" ' (teda zatial sme to ukazovali iba pomocou
nulovo-nenulového dx , ale prepisaf ten dokaz s pomocou limit nie je aZ taky velky problém).

Integralny profajsok k tomuto vzfahu je, Ze _fx”dlefn—;. Vieme, Ze tito vec funguje pre
prirodzené ¢isla n (to sd celé, ktoré st vicSie ako nula). Okrem toho vieme, Ze derivdcia x° teda
derivédcia 1 je 0. A navySe ako Specidlny pripad (iloha 1d zo siedmej kapitoly) sme vybavili aj
pripad n=-—1 pre derivicie, ktorému zodpovedd n=-—2 pre ten integrilny vzorcek. V tejto
kapitole sa budeme venovat tomu, ako vyzerd situdcia v tychto dvoch vzorcekoch pre ostatné celé
¢isla.

Skdsme najprv vypocitaf nieo konkrétne. Vieme, Ze napriklad y=x"> je to isté, ako

1 , . , .
y=,- Skuste zderivovat tato funkciu.

1 1

3 3

Uloha 1: Vypo&itajte limitu lim ("*dg#
dx=0 X

1 1

Uloha 2: Co takto skdsenosti z predoslej ulohy zovsSeobecnif? Skuste vypocitat lim W
dx->0

Zistite tak, ako derivovat funkciu y=- , ked poznite deriviciu funkcie f(x).Co mus

f(x)
spltiat funkcia f(x), aby bol vas vypocet v poriadku?
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Pod'me teraz pouzif naS novy skvely vzfah a zderivujme funkciu y=x" kde a je nejaké
zaporné celé ¢islo. Nech a=—n . Potom plati

1l d)
d(Xa>:d(Xin): X _ dx :—an71: —n =—nX7"71=ax071
dx dx dx (x") XX

N4&s pekny derivacny vzorcek teda funguje aj pre zdporné Cisla a vypadne ndm z toho aj patricny
integralny vzorcek.
Sformulujeme teda vSeobecné tvrdenie:

a+l

v s v s a\' _ a—1 a _ X
Pre vetky celé ¢isla a plati (x’)=ax’"' a fx dx=""7+cC

Uloha 3: Predchadzajiice tvrdenie m4 vaznu slabinu. Akd?

2
Jeden problém nastane, ked’ sa pokusite vypocitat f xdx .
-3

Uloha 4: Kolko to vyjde? Aky je geometricky vyznam vysledku? (Nakreslite si graf a vySrafujte na
nom, ¢o dany integral predstavuje.) Prijmeme vysledok za pouZzitelny?
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Uloha 5: Toto nebola najvaznejsia chyba spominaného tvrdenia. Jedna jeho Casf pre isté konkrétne
a totdlne nefunguje. Ktora Cast? Pre ktoré a ? Ako to mé byt spravne?

! alias yZ% a integralny vzorcek. Podla neho by totiz

Ano, problémy robi funkcia y=x_

XO
F i

intervaloch (napriklad na intervale (1;oo| ) prijemnd spojitd ohrani¢end klesajtica funkcia a plocha

pod fiou by sa mala daf vypocitaf. A funkcia, ktora opisuje plochu pod touto funkciou na intervale

malo platif, ze _f x 'dx=%+c, ¢o je zrejma hldpost. Pritom funkcia y:% je aspon na niektorych

(1;x),teda F (x):_[ %dt (iné pismenko sme pouZili iba preto, Ze x mdame ako hranicu, po ktoru
1

integrujeme) by mala byt primitivnou funkciou k funkcii yZ% . Cely zvySok tejto kapitoly bude
zasviteny tomu, ako tato funkciu odhalit.

Uloha 6: Pokiiste sa aspoi priblizne vypo&itat F(2) (To je obsah pod krivkou y:% na intervale

(1;2)). Rozderlte interval (1;2) na pif Casti a ndjdite dolny a horny odhad hodnoty
F(2) . (V jednom pripade spravite schody zvrchu funkcie, v druhom pripade zospodu.)

Uloha 7: Pokdste sa aspoii priblizne vypo&itai F(6)—F(3) (To je obsah pod krivkou y:l na

X

intervale (3;6)). Rozdelte interval (3;6) na pif Casti a ndjdite dolny a horny odhad
hodnoty F(6)—F(3) . Ako sa liSia vysledky tejto a predoslej tlohy? Preco je to tak?

96



Uloha 8: Teraz skuste pozorovanie z predoSlych dvoch tloh zovSeobecnif. Ukdzte, Ze ked
rozdelime interval (1;a) na n &asti a spoitame patri¢ny sicet obsahov schodov
pod/nad funkciou yZ%, tak dostaneme to isté, ako ked spravime to isté s intervalom

(b;ab) Pokiste sa na jeho zdklade ukazaf, Ze pre naSu funkciu F plati
F(a)=F(ab)—F(b) . St niektoré b, pre ktoré to fungovat nebude?

Vyzerd to tak, Ze naSa funkcia F ma vlastnost F(ab)=F (a)+F(b). Znalci si moZno
spoment, Ze sa s funkciami, ktoré takito vlastnost maju, uz stretli. To sice nemusi nutne znamenat,
7e naSa funkcia bude jednou z nich, ale rozhodne to méze byt zaujimava informécia.

Dalsia vec, ktortd budeme potrebovaf aspoi priblizne zistif, je také &fslo x , ze F(x)=1.
Uloha 9: Skiste &o najpresnejsie zistit, v ktorom &isle je F(x)=1. Mate teda najst také &islo x|

aby plocha pod grafom funkcie yZ% na intervale (1;x) bola 1. Je &islo, ktoré vam

s v

vyslo, dolny alebo horny odhad hladaného ¢&isla? Skuste braf rozne velku Sirku dielika.
Kalkulacky a ina vypoctova technika su vrelo odporucané.

Cislo, ktoré vam vyslo v predoslej tlohe, budeme oznadovaf e .* O hladanej funkcii F

teda vieme tri veci:

43 Ano, je to to isté e , s ktorym sa uz moZno niektori z vis stretli v nejakych inych siivislostiach. O tom, ako zistif
jeho hodnotu presnejSie, sa budeme bavif neskor.
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Uloha 10: Comu sarovnd F(e?), F(e®), F(ve) a F(%)?

Uloha 11: Ukdite s pomocou matematickej indukcie, Ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati
F(x")=nF(x) . Aké podmienky musi spitiaf x , aby to fungovalo? Platilo by to aj vtedy,
ak by n bolo zdporné?

Uloha 12: Ukdite s pomocou matematickej indukcie, Ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati

F( '{/;):# . Aké podmienky musi spiiiaf x , aby to fungovalo?
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Uloha 13: Z predoslych dvoch uloh sa da Tahko uvidief, Ze pre kazdé raciondlne Cislo % plati

a

F(eg

:% . Uvidte to.

Z vysledku trindstej ulohy plynie, Ze hladand funkcia F je pre kladné raciondlne mocniny
¢isla e presne logaritmus so zdkladom e . Takémuto logaritmu sa hovori prirodzeny logaritmus,
znadi sa In(x) (podrla latinského logaritmus naturalis) a vie ho pocitaf tabulkovy kalkuldtor aj
kazd4 rozumna kalkulacka.

Otdzka je, Ze ¢i to je tak pre vSetky ¢isla. Teda Ze i plati, Ze F(e*)=x bez ohladu na to, Ci
je x raciondlne, alebo nie. Aby sme to mohli ukézat, je potrebné si v§Simnuf eSte jeden detail — a to
ten, Ze funkcia F bude pre kladné Cisla zarucene rést, pretoze yZ% ma iba kladné hodnoty.
A ked7e je F rastica, plati pre iiu, ze ak a<b ,tak F(a)<F(b).

Této vlastnost sa da vyuzit nasledujicim spdsobom:

Predstavme si, Ze by sme chceli pocitat F(e™) (7 sme si vybrali ako pekny priklad
iracionalneho &isla, rovnako to bude fungovat aj pre iné &isla.) Co by sa dialo, keby hodnota F (e")
nebola 7 ? Musela by byt nejakd inakSia. Nech satedaod & 1iSio €.

Néjdeme dve raciondlne ¢isla, ktoré sa od 7 liSia o menej ako €, jedno menSie a jedno

vicsie ako 7. (Ak by bolo £€=0,001, zobrali by sme 3,141 a 3,142, teda % a % . Ak by sme
museli dosiahnuf vicsiu presnosf, zobrali by sme viac desatinnych ¢isel.) Nech teda plati
Tcne
b, b,
Potom plati
eh<et<e?

pretoZe exponencidlna funkcia je monotonna. Ked'Ze je monotonna aj nasa funkcia F, tak pre fiu
plati

a a

l$

%
b ( b
Fle” |<F|e"|<Fle”
~. ., a a L . , v z
Cisla — a b—2 su ale raciondlne, takze dostavame
1 2
a , a
1 2
—<Fle"|<—=
b, b,
~ L., a a . . . N < . .
Kedze ale su ¢isla b—l a b—2 vzdialené od T menej, ako €, nemdze byt Cislo F (e“) vzdialené od
1 2

T o €. Predpoklad, 7e F(e")#mn teda viedol ku sporu a musf platif F(e")=m .
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Uloha 14: Vedeli by ste v predoSlom ddkaze ndjst slabé miesto?

Uloha 15: Integréal z funkcie yZ% sme teda na$li, je to funkcia y:ln(x)+c (To ,,plus cé*
vznikne, ked nebudeme zacinaf s integrdlom od jednotky, ako sme to cely Cas robili, ale od iného
¢isla) Logaritmus je ale definovany iba na kladnych ¢islach a y:% aj na zdpornych. Ako bude

vyzeraf integral z y=% na zapornych Cislach? (Vyuzite symetriu grafu.)

Uloha 16: Ak4 je derivacia funkcie y=In(x) ?
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10. kapitola — spravy

Uloha 2
Prva uloha vicSinou problémy nerobila (najméd ak si Tudia spomenuli, ako sa ddva na
spolo¢ného menovatela). V druhej ulohe iSlo o to skusenosti z prvej zovSeobecnif, teda néjst

derivéciu k funkcii y=ﬁ , pricom to f (x) bolo v tej prvej tlohe x*.

f EEEE
Bolo teda treba vypoditaf limitu lim Iord) 1) pogme teda potitat:
11 f(x)—f(x+dx)
s flondy 12 = Tl dirix = _§§§?15215f<<§>”=
iim _(f(XﬂZIi)_f(X)) ?E)m

Ked sa teraz pozrieme na dve limity, ku ktorym sme dospeli, tak prva je az na minus pred

zdtvorkou v Citateli derivacia funkcie f(x). A v druhej limite ak poSleme dx do nuly, dostaneme

f(x)%f( X~ fZ(lx) . Ked to poskladdme dohromady, dostaneme

1
f(x)

PP ) B 69
=T P

Toto je uZzitocny vzorec, ktory sa ndm v budicnosti bude hoditf. Keby sme s jeho pomocou chceli
pocitaf prvy priklad, teda derivovaf y=x"?, spravili by sme to takto:

—3x_-3x"_-3_ . 4
( 3\2 6 4
x) X X

1
3
X

(x7)'=

Zaujimava rozprava vznikla ohladom toho, pre ktoré funkcie ndjdeny vzorec vlastne
funguje. Vicsina Tudi prisla na to, Ze by to nemalo fungovat, ak je f(x)=0, pretoze delif nulou je
nemravnost. Dal3i prirodzeny predpoklad bol, e ked sa vo vysledku vyskytuje f'(x), teda
derivécia z f(x), tak by td derivdcia mala existovaf. A uZ vieme, Ze to nemusi byt vzdy. Poslednd
vec, ktord sme v odvodzovani pouZili a ktorej Tudia nevenovali pozornost, lebo sa zdala byt
prirodzend, je predpoklad, Ze lim f(x+dx)=f(x) . Toto ale funguje iba vtedy, ked je funkcia f (x)

dx=0

v bode x spojita.

Mame teda tri podmienky — funkcia f musi byt nenulova, musi maf deriviciu a musi byt
spojitd. Otdzka je, C¢i sa nedaju tie podmienky zredukovaf na dve — konkrétne Ze ¢i z toho, Ze
funkcia m4 deriviciu neplynie, Ze bude aj spojitd. Potom by stacilo vyZadovat, aby bola nenulova
a mala deriviciu. Tua spojitost by sme dostali pribalend automaticky. Ludom sa védcSinou zdalo, Ze
by to mohla byt pravda, ale dokdzaf sa ndm to nepodarilo.
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Dokaz ale nie je fazky, ak sa pouZije Sikovny trik. Tym trikom je, Ze derivaciu funkcie
f(X)_f(Xo)

v bode X, mdZeme zapisaf ako lim — —
0

X=X,
ktord sme pouzivali doteraz.) O tejto derivécii predpokladdme, Ze existuje a ma hodnotu a . Aby
sme ukdzali, e funkcia je v bode X, spojitd, musime ukdazat, Ze plati lim f(x)—f (x,)=0. To ale

XX,

. (Premyslite si, preco je to taka istd derivicia, ako ta,

teraz moZeme zariadif jednoducho.

im {31 =1 3 LIL0) ) £

X=X, XX, X_XO XX, XX, X_XO

=0.a=0

TakZze podmienky budi stacif dve. Aby sme mohli vypocitat (f(lx)) pomocou nasho

sympatického vzfahu, funkcia f musi byf vdanom x nenulovd a musi v iom mat derivaciu.

Uloha 4

2

Ked pocitame integrél J‘xfg’ dx klasickym spdsobom, dostaneme
-3

=2

2
f x 2dx=
-3

,22 o[ .
Xt 1 11 _—9-(=4)_ 5 0,069
5 =220 -2(-3} -8 -—18 72 72

Ze tito tloha v sebe skryva komplikicie, si ale uvedomime aZz vtedy, ked’ sa pozrieme na
graf funkcie na uvedenom intervale. Graf moZete vidiet na obrazku 44.

Obrézok 44: Funkcia y=x"° na intervale
(=3,2)

Je vidno, Ze plocha medzi funkciou a osou x sa skladd z dvoch Casti. A keby sme sa pozreli
na obsah kazdej Casti zvlast, dostaneme o resp. —oo . (Skuste si vypocitat, aky bude obsah pod
krivkou na intervale (0,000001;2).) A je otdzka, 7e ¢o s tym. Co je sifet —© a % nevieme
presne povedaf a rozhodne nie je zrejmé, preco by to malo byt prave —5/72 .
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Na druht stranu, ak by sme chceli pocitaf integral tej istej funkcie na intervale (—2;2),
dostali by sme dve plochy, ktoré si geometricky naprosto zhodné, pretoZe su symetrické podla
pociatku suradnicovej sustavy. A jedna sa nachddza nad osou x a druhd pod osou x , takze by sme
pri istej ddvke drzosti mohli tvrdif, Ze dokopy to bude 0. A keby sme potom chceli pocitaf integrél
na intervale (—3;2), tak si ten interval mdZeme rozdelif na dve Casti (—3;—2) a (—2;2). Ak sa
dohodneme, Ze na tom druhom bude obsah 0, tak staci pocitaf integrdl na intervale (—=3;-2).
A ten vyjde

-2

f x 2dx=

-3

-2

= =————= =—~—0,069
5 —2.(-2 -2.(-3 -8 -—18 72 72 ’

X_le 1 1 1 1 _—-9-(-4) -5

teda zase to, ¢o predtym. (Inak vSimnite si, Ze je rovnaky nie len vysledok, ale veImi sa podoba aj
samotny vypocet.) Na tom, & budeme ochotni tvrdif, Ze obsah pod grafom na intervale (—2;2)
bude skutocne 0, sme sa ale nezhodli.

Ulohy 6,7 a 8

Cely zvysok tejto kapitoly je venovany hladaniu primitivnej funkcie k funkcii yZ% . A tieto

tri dlohy vedu k odhaleniu vyznamnej vlastnosti tejto funkcie. V dlohe 6 sme mali rozdelif interval
(1;2) na pif rovnakych siétov a vypoditat dolny a horny odhad plochy pomocou schodovej
metddy, v dlohe 7 sme mali spravif to isté na intervale (3;6). V pripade horného odhadu mozete
situdciu vidiet na obrazku 45.

0.5

DA

4 45 5 55 6 6.5

Obrézok 45: Ulohy 6 a 7, horny odhad

RieSenie oboch tloh pomocou tabulkového kalkuldtora v pripade horného odhadu vidite tu:

x  Sirka 1/x  Obsah x  Sirka 1/x Obsah

1 0,2 1,00000 0,20000 3 0,6 0,33333 0,20000
1,2 0,2 0,83333 0,16667 3,6 0,6 0,27778 0,16667
1,4 0,2 0,71429 0,14286 4,2 0,6 0,23810 0,14286
1,6 0,2 0,62500 0,12500 4,8 0,6 0,20833 0,12500
1,8 0,2 0,55556 0,11111 54 0,6 0,18519 0,11111
| Spolu:  0,74563 | Spolu:  0,74563

Co je na tom zaraZajice, je fakt, Ze to v oboch pripadoch vyslo rovnako. A &o viac, ked’ si
porovndte obsahy jednotlivych schodov, tieZ vySli rovnako. Ked sa hladala priina, relativne rychlo
sa priSlo na to, Ze v tlohe 7 st schody trikrat SirSie (pretoze tam je trikrat dlhsi interval), ale trikrét
nizSie. (Ak schod v dulohe 6 zacinal na hodnote Xx, rovnaky schod v tlohe 7 zacinal
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na hodnote 3x . VySka schodu v ulohe 6 bola teda i a vyska v ulohe 7 bola 3—1X . Takze schody su

.....

zmenSime druhd, obsah ostane rovnaky.
V tilohe 8 bolo treba toto pozorovanie zovseobecnif, teda ukdzat, Ze ked intervaly (1;a)
a (b;ab) rozdelime na n schodov, tak jednotlivé schody budi mat rovnaky obsah. Podme sa

pozriet, aky bude obsah k -teho schodu.

V prvom pripade bude Sirka jedného schodu a1 , v druhom pripade bude Sirka ab=b
n n

V prvom pripade bude teda k -ty schod zacinaf na pozicii x:1+(k—1)a%1 , v druhom na pozicii
x:b+(k—1)$ . (K zaciatku intervalu sme pridali k—1 Sirok schodov. k—1 preto, lebo prvy
schod zacina hned na zaciatku intervalu a netreba priddvat nic.)

Obsah schodu bude hodnota funkcie (teda % ) krat Sirka schodu. V prvom pripade to bude
teda

a v druhom

ab—b
b+(k—1>T n

Teraz uz iba treba uvidiet, Ze oba uvedené vyrazy su rovnaké. To ale nie je velky problém,
pretoZe v dolnom vyraze mdZeme na dvoch rdznych miestach vytiat b pred zatvorku:

1 b.(a—1)

b(1+(k—1)“—;1) n

a ked tie dve b vykritime, ostane ndm presne ten horny vyraz.
Vypocet pre dolny odhad bude prebiehat dplne rovnako, len tam vSade namiesto k—1 bude
k . (Premyslite si, Ze preco.)

Zistili sme teda, Ze plocha pod funkciou y:% na intervale (1;a) a na intervale (b;ab)
bude rovnakd. Pre funkciu F(x)= | %dt bude teda platit F(a)-F(1)=F(ab)—F(b). A kedZe
1

F(1)=0 (pretoze F(x) je integrdl od jednotky), dostivame F(a)=F (ab)—F(b) a teda
F(ab)=F(a)+F(b).

Pri otazke, pre ktoré b to nefunguje, bolo zaujimavé uvedomif si, Ze jediné b, pre ktoré
nas dokaz nefunguje, je b=0 (pretoZe funkcia y:% nie je v nule definovand). Inak je kazdy krok

dokazu v poriadku. Zaujimavé je interpretdcia vysledku pre zdporné b . Ked zvolime b=-1,
dozvieme sa, 7 F(—a)=F(a)+F(—1). Teda Ze hodnoty primitivnej funkcie pre zdporné &isla sa
1idia od hodnot v ich kladnych profajskoch o konstantu F(—1) . Mafo si v§imol, Ze plati aj rovnost
F(a)=F(—1.—a)=F(—1)+F(—a) Z prvej rovnosti vieme, ze F(—1)=F(—a)—F(a), z druhej
vieme, 7e F(—1)=F (a)—F(—a). Ked tieto dve rovnosti s¢itame, dozvieme sa, ¢ 2F(—1)=0 a
teda F(—1)=0. Ked tento vysledok dosadime do prvej rovnosti, dostaneme, 7¢ F(—a)=F(a) .
Sta¢i nam teda zistif, ako sa bude funkcia F spravaf na kladnych cislach. Na zapornych sa bude
spravat symetricky.
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Uloha 9

Pri tejto dlohe sa bolo treba zamyslief, aky odhad dostaneme a kde treba prestat, ked
budeme robif schody ponad funkciu yZ% a ked’ budeme robif schody popod funkciu yZ% . Ak

budeme robif schody ponad funkciu, do obsahu zardtame viac, neZ mdme a teda sa k obsahu 1
dopracujeme skor, neZ keby sme to pocitali iplne presne. Ked teda zoberieme posledné miesto, kde
sme eSte hodnotu 1 nedosiahli, zaruCene bude mensie, nez hf'adana hodnota e . Na druhu stranu, ak
budeme robif schody popod funkciu, obsah ndm bude pribidat pomalSie, nez je pravda. A teda sa
k obsahu 1 dopocitame neskdr. A ked zoberieme pravy okraj prvého schodu, pri ktorom obsah
prekroci 1, dostaneme tak horny odhad pre hladané Cislo.

x Sirka 1/x Obsah Sucet x Sirka 1/x Obsah  Suget

1 0,1 1,00000 0,10000 0,10000 1 0,1 0,90909 0,09091 0,09091
1,1 0,1 0,90909 0,09091 0,19091 1,1 0,1 0,83333 0,08333 0,17424
1,2 0,1 0,83333 0,08333 0,27424 1,2 0,1 0,76923 0,07692 0,25117
1,3 0,1 0,76923 0,07692 0,35117 1,3 0,1 0,71429 0,07143 0,32259
1,4 0,1 0,71429 0,07143 0,42259 1,4 0,1 0,66667 0,06667 0,38926
1,5 0,1 0,66667 0,06667 0,48926 1,5 0,1 0,62500 0,06250 0,45176
1,6 0,1 0,62500 0,06250 0,55176 1,6 0,1 0,58824 0,05882 0,51058
1,7 0,1 0,58824 0,05882 0,61058 1,7 0,1 0,55556 0,05556 0,56614
1,8 0,1 0,55556 0,05556 0,66614 1,8 0,1 0,52632 0,05263 0,61877
1,9 0,1 0,52632 0,05263 0,71877 1,9 0,1 0,50000 0,05000 0,66877

2 0,1 0,50000 0,05000 0,76877 2 0,1 0,47619 0,04762 0,71639
2,1 0,1 0,47619 0,04762 0,81639 2,1 0,1 0,45455 0,04545 0,76184
2,2 0,1 0,45455 0,04545 0,86184 2,2 0,1 0,43478 0,04348 0,80532
2,3 0,1 0,43478 0,04348 0,90532 2,3 0,1 0,41667 0,04167 0,84699
2,4 0,1 0,41667 0,04167 0,94699 2,4 0,1 0,40000 0,04000 0,88699
2,5 0,1 0,40000 0,04000 0,98699 2,5 0,1 0,38462 0,03846 0,92545
2,6 0,1 0,38462 0,03846 1,02545 2,6 0,1 0,37037 0,03704 0,96249
2,7 0,1 0,37037 0,03704 1,06249 2,7 0,1 0,35714 0,03571 0,99820
2,8 0,1 0,35714 0,03571 1,09820 2,8 0,1 0,34483 0,03448 1,03269
2,9 0,1 0,34483 0,03448 1,13269 2,9 0,1 0,33333 0,03333 1,06602

3 0,1 0,33333 0,03333 1,16602 3 0,1 0,32258 0,03226 1,09828

Obrizok 46: Hladanie &isla e , pre ktoré je F(e)=1

V tabulke sme pouzili Sirku schodu 0,1. VIavo pocitame obsah schodov nad funkciou
y:% . Zistili sme, Ze posledny schod, pri ktorom sme eSte nedosiahli sicet obsahov 1 zac¢ina na 2,5

a kon¢i na 2,6. Hladand hodnota e bude teda vicsia, nez 2,6. Podobne v tabulke vpravo pocitame
obsah schodov pod funkciou a prvy schod, pri ktorom sicet obsahov prekro¢i hodnotu 1 je ten, co
zac¢ina na 2,8 a kon¢i na 2,9. Hodnota e je teda zaru¢ene menSia, nez 2,9.

LCudia, ktori to pocitali na kalkulacke, pouZili Sirky schodu 0,1 alebo 0,2. Dusan to ale
spravil v exceli, pouZil $irku schodu 0,001 a zistil, Ze hodnota e sa nachddza medzi ¢islami 2,717 a
2,720.

Ulohy 9 a7 13

Uloha 9 vi&§inou nerobila problémy. Jej Géelom bolo, aby sa Tudia nau¢ili nardbat s tymi
troma vlastnostami, ktoré o funkcii F(x) vedia. RieSenia st takéto:

F(e’)=F(e.e)=F(e)+F(e)=1+1=2
F(e’)=F(e.e’)=F(e)+F(e’)=1+2=3
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Vieme, 7¢ F(ve)+F(Ve)=F(VJe.Ve)=F(e)=1 Takze F(\/E)Z%

Vieme, 7e F(1)+F(e)=F(1.e)=F(1)=0 &ize F(§)+1:0 Size F(%):—l

Uloha 10, ktorej $pecidlnym pripadom st prvé dve Gasti dlohy 9 vold po dokaze indukciou.

O indukcii sme sa podrobne rozpravali v komentdroch ku Siestej kapitole. V pripade nejasnosti sa
do tych komentérov pozrite.

Dokaz indukciou ma dve Casti. Najprv ukdzeme, Ze dokazovana vec plati pre n=1. Teda
v nafom pripade, Ze F(x')=1.F(x), ¢o je evidentne pravda.

V druhej Casti ukdzeme, Ze ak veta plati pre nejaké n, tak bude platif aj pre n+1 . Plati, Ze
F(x"")=F(x.x")=F(x)+F(x"). Ak plati Ze F(x")=n.F(x), tak mdZeme pokracovat:
F(x)+F(x")=F(x)+n.F(x)=(n+1)F(x) . TakZe sme ukézali, Ze ak plati F(x")=n.F(x), tak
plati aj F(x"")=(n+1).F(x)

Vieme teda, Ze ak tvrdenie fungovalo pre n=1, tak bude fungovat aj pre dvojku. Ked
fungovalo pre n=2, tak bude fungovat aj pre trojku atd. Tvrdenie teda plati pre vSetky prirodzené
¢isla.

Ukazali sme, Ze tvrdenie plati pre prirodzené cisla. Pre nulu dostaneme
F(x")=F(1)=0.F(x), <o je pravda. Ostdvaji ndm iba zdporné &isla. Tie mdZeme pisaf v tvare
—n, kde n je prirodzené ¢islo. Vieme, Ze plati

0=F(1)=F(x".x")=F (x")+F (x")=nF (x)+F (x ")

Z toho uZ je rovno vidno, Ze F(x")=—nF (x), ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazaf.

Na riesenie dlohy 12 mdZzeme vyuZif rieSenie dlohy 11. Podla nej plati F((Vx)")=nF (Vx) .
Okrem toho samozrejme plati F(({x)")=F(x) pretoze (¥x)'=x. Takze musi platit
nF(Yx)=F(x) ateda F(Vx)= Fix)

Na rieSenie ulohy 13 pouZijeme rieSenia predoslych dvoch uloh:

F(eg):F(e/e“

Ulohy 14,15 a 16

Jediné slabé miesto, ktoré sa ndm podarilo ndjst je, Ze sme nikde neukdzali, ze kazdé kladné
¢islo vieme pisaf v tvare ¢*. Ked nds ucili o exponencidlnych funkcidch, tvrdili, Ze to tak je a Ze
ich obor hodnét je (0;o0), ale dokédzaf sme to neskuiali.

Na konci komentdra k dlohe 8 sme ukdzali, Ze funkcia by mala byt symetrickd. Vhodna

primitivna funkcia k funkcii yZ% bude funkcia y=1In(|x|) . T4 absolttna hodnota ndm tam vyrobi

td symetriu, ktord potrebujeme a zaruci, ze F(—a)=F(a) .

Derivéciou funkcie y=In(x) je samozrejme funkcia y=%
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11. kapitola
Goniometrické sialenstvo

V predoslej kapitole sme sa naucili pocitat derivacie a integrdly zo vSetkych mocninovych
funkcif s celo¢iselnymi koeficientami a ako bonus sme eSte zistili aj deriviciu funkcie y=1In(x).
Teraz by sme chceli zoznam funkcii, s ktorymi vieme pracovaft, trochu rozsirif. Tato kapitola bude
o tom, ako derivovaf a integrovaf funkcie sin(x) a cos(x). Ale eSte predtym, neZ sa dostaneme
k samotnym derivicidm, budeme si musief poodvodzovat nejaké vzfahy, ktoré pre goniometrické
funkcie platia.

Prva vec, ktord budeme potrebovat zistif, si sic¢tové vzorce. Chceli by sme vediet, Comu sa
rovnd sin(o+f) a cos(a+p) priom chceme pouZivaf iba sinusy a kosinusy uhlov o a f. Tieto
vzorce zistime z obrazku 47.

A

d—
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Obrazok 47: Suctové vzorce

Na obrazku vidite jednotkovi kruZnicu (teda dizky dsediek SA aj SB si 1) a dva uhly
a=<MSA a B=<ASB narysované vedla seba. Ked chceme zistit sin(ca+p), bude treba
vypoditat dizku tse¢ky BK a ked chceme zistif cos(o+p), bude treba zistif dizku dsecky SK .
Pod'me teda pocitat. Zistené veci si zapisujte do obrazka.

Uloha 1: Zistite velkost uhla < NBL . Medzikroky: < SXK= <BXL= < XBL=

Uloha 2: Trojuholnik BSL je pravouhly, md preponu dizky 1 a uhol pri vrchole S m4 velkost f .
Zistite velkosti stran BL a SL . (Cahkd goniometria, bez medzikrokov.)

Uloha 3: Trojuholnik BLN je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej dlohe a uhol pri vrchole
B v prvej tlohe. Zistite velkosti strdin BN a NL . (Lahk4 goniometria.)
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Uloha 4: Trojuholnik SLM je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej dlohe a uhol pri vrchole
S je o Zistite velkosti strdin LM a SM . (Zase l'ahkd goniometria.)

Uloha 5: Uz je skoro hotovo. Teraz si sta¢i uvedomif, Ze tisecka BK je rovnd suctu useCiek BN
a LM , ktoré uz ste vypocitali a dizku dsecky SK viete vypoéitat ako rozdiel dizok
tsecieck SM a NL . TakZe zistite, Somu sa rovna sin(o+p) a cos(a+p)

Uloha 6: Nijdite vzorce pre sin(a—B) a cos(a—B). Stadi si uvedomif, Ze
sin(o—p)=sin(a+(—p)) a Ze sinus je nepdrna a kosinus pérna funkcia, teda Ze

sin(—p)=—sin(p) a cos(—p)=cos(p)

Okrem stctovych vzorcov budeme na ndjdenie derivécii sinusu a kosinusu potrebovat este
dve veci. Najprv budeme potrebovaf vzorce pre sin(A)—sin(B) a cos(A)—cos(B). Tie si
vyrobime nasledujicim spdsobom:

Z tuloh 5 a 6 vieme, Ze

sin (o+) =sin o.cos B+ cos asin
sin(a.—P)=sin a.cos B—cosca sin

Ked od prvej rovnice od¢itame druht, dostaneme
sin(o+p)—sin (a—p)=2cosasin f

Ta Tava strana sa podobd na jeden z tych vztahov, ktory potrebujeme zistif. Zostdva uz iba ndjst také

o a P, aby platilo a+p=A a a—p=B. To je ale sustava rovnic, ktord vieme riesif. Napriklad
A+B
2

rovnice, vyjde ndm z toho, Ze [5:#. Ked si tieto @ a P dosadime do rovnosti vysSie,
B|. |[A—-B
sin| ———
2

Uloha 7: Budeme potrebovat aj tie kosinusy. Odvodte ich rovnakym trikom.

tak, ze ked rovnice sCitame, dostaneme 2a=A+B ateda o= . Ked to dosadime do prvej

dostaneme

sin(A)—sin(B)=2cos At
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Posledna vec, ktora budeme potrebovat predtym, ako sa pustime do derivovania, bude jedna

limita. A to konkrétne lim > T Zv1ast zdoraziujeme, Ze v celom dalSom texte bude naozaj
x=>0

dolezité, Ze pri pocitani sinx a dalSich goniometrickych funkcii bude hodnota x udédvand
v radidnoch, pretoZe v stupiioch by to nevyslo.

Uloha 8: Pozrite si poriadne obrazok 48 s jednotkovou kruznicou, pokuste sa uhddnut, kolko ta
limita vyjde a zapiSte si tip.

Obrazok 48: lim 311X
x>0 X

KedZe meriame v radidnoch a nasa kruznica je jednotkova, tak velkost uhla @ je to isté ako
di7ka oblika AB . (Radidny boli totiZ presne takto vymyslené — ak chceme vedief, aky velky je
uhol, tak odmeriame patricny obluk na jednotkovej kruznici.) Okrem toho vieme, Ze sinus uhla @
je isetka BX . KedZe BX je kolmica na os x, jej diZka je najkratSou moZnou vzdialenosfou od
bodu B k osi x.Dizka dse¢ky BX je teda menSia ako diZka oblika AB . Preto pre kazdu alfu
plati sina<a ateda Sigo‘q 4 To ale znamend, Zze hladan4 limita zaru¢ene nebude vicsia ako 1.

Pod'me si teraz na chvilu viimaf namiesto diZzok obsahy. Obsah kruhového vyseku SAB
je % (pretoze obsah celého kruhu je mr’=mx1°=x a uhlu @ v radidnoch prislicha z toho kruhu

Casft % a ked’ vyndsobime Tﬂ-ﬁ , dostaneme % ). Dizka usecky AY je tgoa (pretoZe tg oc—'gf\
a SA ma dizku 1). Obsah trojuholnika SAY bude teda L . A tento trojuholnik je vicsi, ako

, >
go(>O‘ ateda tga>a . Ked tito nerovnost vyndsobime cosa

kruhovy vysek SAB . Preto plati 5

a vydelime O , dostaneme Sm sma. ~osa -

Uloha 9: Platnost nerovnosti sina S coso. sme ukdzali iba pre ae(=x 5 2) Odkial sa vzalo toto

obmedzenie? Kde sme ho v ddokaze potrebovali? N4jdite takd hodnotu o, pre ktord
uvedend nerovnost neplati.

44 Skdste si premysliet, ako to bude s tymi nerovnostami, ak bude o ateda aj sina zaporné.
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Podarilo sa ndm ukézaft, ze pre vSetky x z intervalu (_—zn ,%) okrem x=0 plati

sin x

cosx< <1

Co sa bude diaf, ked sa hodnota x bude bliZif k nule? Prava strana nerovnosti bude stale 1. Kedze
kosinus je spojita funkcia, lava strana sa tiez bude bliZif k jednotke (vieme, Ze cos0=1). A kedZe

sa % nachddza medzi tymito dvoma funkciami, td limita musi byt tiez 1.

Této finta sa nazyva ,,policajnd lema* a dokdzeme ju vo vSeobecnom tvare, pretoZe sa ndm
eSte moZe niekedy hodif. Policajnd lema hovori toto: Majme funkciu f(x), ktord strdzia dvaja
policajti — funkcie g(x) a h(x). Teda na nejakom intervale (a,b) plati g(x)<f(x)<h(x) pre
vSetky x s jednou moZnou vynimkou — nejakym bodom c . NavySe o policajtoch vieme, Ze
v bode ¢ majd rovnakd limitu w . Potom ma rovnak limitu v bode ¢ aj funkcia f(x) .

Dokaz je lahky. Pre kazdé ¢>0 musime ukdzaf, Ze vieme ndjst také okolie bodu c, Ze
hodnoty f(x) sa na om li§ia od w o menej ako €. KedZe funkcie g aj h limitu v ¢ majd,
vieme néjst také okolie bodu c, Ze vietky hodnoty g(x) aj h(x) sa nachadzaji v intervale
(w—e,w+e) . A kedZe sa vietky hodnoty f(x) nachddzaji vzdy medzi g(x) a h(x), nachddzaji
savintervale (w—e,w+e) tieZ.

Vsetky potrebné ingrediencie uZz mame pohromade, moZeme ist derivovat sinus. Podme teda
pocitat:

2x+dx )| . [dx . dx
] ) 2 cos sin| — cos | x+— |sin|—
. sin(x+dx)—sin(x)_ . 2 2 )
lim =lim =lim =
dx~0 dx dx~0 dx dx>0 d_X
2
.| dx
sin| —
L. dx| .. 2
=lim cos | x+—|.lim
dx->0 dx=0 Q
2

V prvom kroku sme vyuZili nas§ skvely odvodeny vzfah pre rozdiel sinusov. KedZe kosinus je
oy . . dx . . .
spojitd funkcia, tak lim cos (x+?) bude cosx . A ked ide k nule dx , rovnako po6jde k nule aj d—zx

dx-0
. < Lo . sinh . L .
Ked si teda d—zx ozna¢ime ako h, druh4 limita bude thTOI lh ¢ize 1. Derivaciou sinx bude teda
>
cosx.1l Cize cosx .

Uloha 10: Zderivujte kosinus.
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Uloha 11: Kolkokrét musite zderivovat sinus, aby ste znovu dostali sinus?

Uloha 12: Pod akym uhlom pretina graf sinusu os x v bode x=0 ?

Uloha 13: Pod akym uhlom sa pretnu grafy funkcii sinx a cosx ?

Uloha 14: AkY je integrél z funkcii sinx a cosx ?
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Uloha 15: Aky je obsah plochy pod grafom funkcie sin x na intervale (0;m) ?

Uloha 16: Aki je derivécia funkcie y= Lo

[€01D¢
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11. kapitola — spravy

Uloha1az5

Tieto tdlohy navizovali jedna na druhd a problémy nerobili. Spravne odpovede vsetkych
medzikrokov uvadzame pre kontrolu. Pri ¢itani je nutné pozeraf sa na ten obrazok z kapitoly.

<ISXK=%—OC <BXL=%—0L 4 XBL=o,

|BL|=sinf |SL|=cosf
|IBN|=sinfcoso. |NL|=sinfsino
|LM|=cosPsina.  |SM|=cospcosa

sin (o +p )=|LM]|+|BN|=sin c.cos p+ cos a.sin B
cos (a+B) =|SM|—-|NL|=cos a.cosP—sinasinf3

Méme naSe vytiZené stctové vzorce pre sinus a kosinus.

Uloha 6
Tu si bolo treba len daf pozor na znamienka:
sin(o—B)=sin(a+(—p))=sin c.cos(—p )+ cosa.sin (—f )=sin c.cos p—cos asin

cos (0.—p)=cos(a+(—P))=cosc.cos(—f )—sin asin (—f )=cos o cosP +sin a. sinp

Uloha 7

Ked pouZzijeme vysledky z predoslych dvoch uloh a od¢itame ich, dostaneme
cos (a+p)—cos(a—p)=—2sina sinp

Teraz opaf spravime rovnaky trik ako so sinusmi. PoloZzime o+B=A a a—P=B, z toho
A+B A-B

ndm opéf vyjde a=="-- a p="7— aked to dosadime do vzfahu povyse, dostaneme
cos(A)—cos(B)=—2sin A+B) | A=B
2 2
Uloha 9
V ddkaze sme veselo pouzivali tg o , ktory nie je pre % ani pre _% definovany. Nerovnost
neplati napriklad pre a=2x lebo cos(2m)=1 a % =0.
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Uloha 10

. [ 2x+dx)| . [dx . dx| . [dx
—2sin sin|— —sin| x+—|sin| —
. cos(x+dx)—cos(x) .. 2] 2 2
lim =lim =lim =
dx=0 dx dx=0 dx dx=0 g
2
. [dx
d Sin 7
=lim —sin|x+X|. lim =—sin(x).1=—sin(x)
dx=>0 dx=0 d_X
2

Uloha 12

Ak chceme vedief smer funkcie y=sinx v nule, potrebujeme vedief smernicu dotyc¢nice
v nule a teda hodnotu derivicie v nule. y'=cos x a ten md v nule hodnotu 1. Smernica dotycnice
je 1, rovnica dotycnice je teda y=1.x . Graf sinusu pretina os x pod uhlom, ktory m4 tangens 1,
teda pod uhlom % alias 45°.

Uloha 13

Grafy funkcii y=sinx a y=cosx sa pretni kadekde, venujme sa teraz najmenSiemu

kladnému priese¢niku, teda hodnote X:Z . (Preco je to ich najmensi kladny priese¢nik?) Smernica
doty¢nice k y=sinx v bode X:% je hodnota derivdcie v tom bode, teda cos%=% . Doty¢nica (a

teda aj samotné funkcia) zviera s osou x uhol arctg(%)~35,26°. Podobne smernica doty¢nice
k y=sinx v bode X:% je hodnota derivicie v tom bode, teda —sin%:—J—z2 a teda kosinus zviera
v bode X:% s osou x uhol arctg(—%)m—35,26°. Uhol medzi grafmi funkcii teda bude

V2

arctg(%)—arctg(—7)w70,53°
Uloha 15
2
Uloha 16
Ak ste eSte nezabudli, ze ﬁ)Z ?:((;)) , tak sa vdm to v tejto tlohe hodilo. Ked chcete derivovat
funkciu y=$ , sta¢i dosadif. Dostanete _(C;Zi;;X):csé% . Mimochodom - viete si predstavit, ako

. . 1 . . . PR x
vyzerd graf funkcie y=_— ? (T4 funkcia sa inak nazyva aj sekans — znacka secx .)

114



12. kapitola
Derivacia sucinu a metoda per-partes

Poc¢as naSho objavovania derivicii a integrdlov sme uZ stretli niekolko univerzalnych
vzfahov, ktoré ndm boli na dobrej pomoci. Napriklad sucet dvoch funkcii mdéZeme zderivovat tak,
7e zderivujeme kazdud zvI4st a s¢itame. (Tym padom modZeme sucet dvoch funkcii aj integrovaft tak,

.o : Gl avh e - . - 1 .
Ze zintegrujeme kazdu zvI4st a s¢itame.) Podobne sme nasli skvely vzorec na derivaciu Y= Ta

derivécia vysla y= ;f((xx)) a umoznila ndm zderivovat viacero zaujimavych funkcii. V tejto kapitole

sa budeme zaoberaf derivéciou st¢inu dvoch funkcii a pokisime sa z toho vytazit, kol'ko sa len d4.
Na udvod jedno drobné sklamanie. Nebude to fungovaf tak, Ze jednotlivé funkcie
zderivujeme a potom vyndsobime.

Uloha 1: Vieme, Ze derivécia y=x"je y'=7x°. Dalej vieme, Ze x’=x°.x*. Zderivujte x> a x*
a vyndsobte. Dostali ste 7 x° ?

Predoslé dloha je ndzornou ukdZkou toho, Ze taky ten jednoduchy pristup nefunguje a Ze
deriviacia sucinu funkcii sa bude spravaf zlozitejSie. Podme teda skusit derivovaf funkciu
y=f(x)g(x) cez limity. Vieme, 7e hladana derivécia je

| lxrde)g (xrde) = (x)a(x)

dx=0 dx

Zékladny trik na vypocet tejto limity je v tom, Ze k Citatelu zlomku pripocitame rafinovant nulu.
Rafinovand nula bude maf podobu vyrazu —f(x)g(x+dx)+f(x)g(x+dx) a ked tento vyraz
vloZime do Citatel'a, hodnota vyrazu sa nezmendi, ale situdcia sa zdzracne vyjasni:

i [+ gk d) = (x) g x)
dx=>0 dx

<y [ 8)g v 00 )l g xva gl

o flxrdx)g(xrdd)—f(x)glxrdy) | f(x)glxrd)—f(x)glx)

dx=0 dx dx=0 dx
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Uloha 2: Dopoditajte to, vyjmite spravne veci pred zatvorku a vyrobte GZasny vzorec na derivdciu
sucinu.

Uloha 3: Zderivujte podla vasho vzorca x°. x*. Dostali ste 7 x5 ?

Uloha 4: Aké vlastnosti musia maf funkcie f(x) a g(x), aby vypo&et z tilohy 2 fungoval?

Uloha 5: N4jdite derivécie funkcii

a) .y:xz.sinx b) y:X.IDX C) y:th.COSX d) y:xz.]nx.sinx

Uloha 6: Odvodte vSeobecny vzorec na derivaciu podielu dvoch funkcii y= % .

(Navod: ) _ f(x) .~ Toto zderivujte ako sucin. Derivovat —L u¥ viete. Na zdver to
g(x) g(x) g(x)

upravte do jednoho zlomku.)

116



Uloha 7: N4jdite derivécie funkcii

In x 3
a) yZT b) yZ% c) y=tgx d) y=cotg x

Ulohu b) rieste vaSim vzorcom, aby ste videli, ¢i ten vzorec funguje.

Maiame derivacny vzorec, ktory hovori, Ze ak f a g st derivovatelné funkcie, tak plati
(f.g)' = f'.g + f.g'. Co dostaneme, ked obe jeho strany zintegrujeme? Na Tavej strane
budeme maf integral z derivacie, Cize az na konStantu (ktord moéZeme upratat na druhu stranu
rovnosti) pdvodnd funkciu. Vpravo budeme mat sicet dvoch integrdlov. Dostdvame teda

f.g=[f.g+ [f.g

¢o sa da prepisat do tvaru

Jfg="fg-ffg

Uvedeny vzorec na prvy pohlad nevyzerd vel'mi uZzitocne. Na to, aby sme vypocitali nejaky
integrél, budeme musief vypocitaf nejaky iny integral. No v skutocnosti je tu uvedena finta jednou
z mala fint, ktoré vobec mame pri pocitani integralu zo sucinu k dispozicii. Ako sa ¢asom ukdaze, tak
integrovat funkcie je v istom zmysle ovela naro¢nejSia dloha, ako derivovat ich. A pomocou tejto
finty, zvanej tieZ integrovanie per partes (z latinCiny ,,po Castiach®) sa d4 pocitat aspon nieco.

Napriklad by sme chceli vypocitat _fx.sinxdx. Ideme teda integrovat sicin funkcii x

a sinx . Cakéd nds teda volba. Co z toho bude f' a &o ¢ ? Budeme sa (vic§inou) riadif dvoma
kritériami:
« 'V prvom rade musime za f' zvolif nieco, ¢o budeme vedief integrovaft, pretoZe budeme
musief zistif f . V naSom pripade vieme integrovaf aj x , aj sinx.
« 'V druhom rade by sme boli radi, aby druhy integrdl, ktory budeme musief pocitat, bol
jednoduchsi, ako prvy. Toto kritérium momentidlne napoveda, Ze by bolo vhodnejsie zvolit
ako funkciu g to x, pretoZe v druhom integrali mame g' ¢o bude 1.
Samotny postup vypoctu sa zapisuje takto:

f'=sinx g=x

, =—x.cosx—f —cos x.1dx=—x.cos x+sinx+c
f=—cosx g'=1

f x.sinxdx=
Medzi dvoma zvislymi ¢iarami sme vykonali celu pripravu na metddu per partes. Urcili sme si, ¢o

je f',Coje g adopocitali f a g'.Potom sme vSetko spravne dosadili a vypocitali.

Uloha 8: Zderivujte funkciu —Xx.cos x+sin x+c
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Uloha 9: Skiiste volbu spravif naopak — zvolte teda f'=x a g=sinx. Ako to vyjde? Preco
vypocet zlyha?

Keby sme pocitali urcity integrdl, teda napriklad ,[X-SiHXdX , vypocet by prebiehal
0

rovnako:

jx.sinxdx: fr=sinx g=x
0 f=—cosx g'=1

=[—x.cos x]g—j —cos x.1dx=(—m.(—1)—0)+[sinx ;=

=n+(0—-0)=m
Uloha 10: Vypocitajte metddou per partes nasledujice integraly:
a) fx.cosxdx b) fxz.sinxdx c) flnxdx
1

(V tlohe b) bude treba metédu pouzif dvakrat. V tlohe c) staci raz.) Vysledky a) a b)
znovu zderivujte, aby ste videli, ¢i to mate dobre.)

V niektorych pripadoch treba okrem metddy per partes zapojif aj d’alSiu invenciu. Chceme
napriklad vypocitat f cos’x dx . Ked za&neme potitaf metédou per partes, dostaneme
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I
2 =CosX =(COoS X . . . . .2
fcos xdxzf . g’ > zsmx.cosx—f—51nx.51nxdx=smx.cosx+f sin” x dx
f=sinx g'=-sinx

Na prvy pohlad sme si nepomohli. Namiesto fcos2x dx teraz musime rataf fsinzx dx a keby

sme skusili pouZif per partes na tento integrdl, zas nds vrati ku cos®x . NaSfastie vieme, Ze pre
sinx a cos’x plati sin® x+cos’x=1. Toto vyuZijeme a budeme pokracovat v naSom vypocte:

. 2 . 2 . 2
smx.cosx+J'sm xdx:smx.cosx+f(1—cos x)dxzsmx.cosx+x—fcos xdx

A sme zase pri kosinuse. NaSfastie je tu jeden podstatny detail a to znamienko toho druhého
integralu. Ked' si pozriete, s ¢im sme zacali a k comu sme sa dostali, tak sme zistili toto:

2 . 2
fcos xdx:smx.cosx+x—f cos” x dx
teda
2 .
2f Ccos” xdx=sinx.cos x+ x

ateda

sin x.cos x+x
=== (+c)

fcoszxdx: 5

Uloha 11: Zderivujte to, ¢i to vyslo dobre.

Uloha 12: Vypocitajte f sin’ x dx
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12. kapitola — spravy

Uloha 2 a7 4

Posledny vyraz, ku ktorému sme sa pri ipravich dostali, sa d4 obyCajnym vynatim pred
zatvorku upravif na

lirng(x+dx)f(x+dx)_f(x)+lim f(x>g(x+dx)—g(x)

dx=0 dx x>0 dx

limg(x+dx).lim f(x+dx)—f(x) + f(x).lim g(x+dx)—g(x)

dx=0 dx=0 dx dx=0 dx

Ak predpokladdme, Ze funkcie f a g maji v bode x deriviciu, tak druhd a tretia limita

z posledného vyrazu su presne derivacie funkcii f a g. Okrem toho, v komentari k druhej dlohe

desiatej kapitoly sme ukdzali, Ze ak m4 funkcia v nejakom bode derivéciu, tak je tam aj spojitd. Pre

funkciu g teda bude platif lim g(x+dx)=g(x). TakZe derivicia funkcie f(x).g(x) bude
dx=0

f'(x).g(x)+f(x).g'(x). Okrem predpokladu, ze funkcie f a g maji derivicie sme ni¢ iné
nepotrebovali, pretoZze spojitost funkcie g je toho dosledkom.

Ked podla tohto vzfahu zderivujeme x°.x*, dostaneme 3x*.x*+x>.4x°> teda
3x%+4x°=7x°, ako sme odakdvali.

O tom, ako sa tento vzfah da vyuZif, je cely zvySok tejto kapitoly.

Uloha 5
a) (x*.sinx)'=2x.sin x+ X" cosx
b) (x.lnx)':1.lnx+x.§:lnx+1
c) (lnx.cosx)’2%.cosx+lnx.(—sinx)zcoxﬁ—lnx.sinx
d) (x*.Inx.sinx)'=((x*.Inx).sinx)'=(x*.Inx)".sin x+ x> Inx.cos x=

21 . 2. . . 2
=(2x.Inx+x ;).51nx+x In x.cosx=2 xIn x sin x+Xx sin x+ X" In x cos x

Uloha nerobila problémy. Vi&sinou sa tu diali iba beZné algebraické chyby (niekto vymenil
plus za krét, niekto najprv zderivoval obe funkcie a potom nezderivoval nic€).

Uloha 6
Opit sa odvolame na komentéar k dlohe 2 z kapitoly 10, kde sme zistili derivaciu funkcie

1| _—f'(x)
)=

.S tymto poznatkom moZeme smelo derivovat:

=F (). (). 4= ) L) a2t

"glx) (x)  glx)  g'lx) g'(x)

A mame do zbierky d’al$i uzito¢ny vzorec.
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Uloha 7

, l.x—lnx.l
X _1-Inx
- 2 - 2

X X

In x
X

a)
b) Najprv pripomeiime, Ze % je x, takze derivacia by mala vyjst 1. Komu nevysla, nech
hladd chybu.
()(3 ’_3X2.X2—X3.2X_3X4—2X4_L_1
Xz - (XZ)Z - X4 - X4 -
o) (1gx)'=[3}
Z tejto fazy sa dalo pohnif viacerymi smermi. Cudia si bud’ spomenuli, Ze pre kazdé x sa
1

2
COos X
1+tg” x . Oba vysledky st spravne (pretoZe je to td istd funkcia, len zapisand r6znymi spdsobmi).

__C0SX.CoSX—sin x.(—sinx) __cos’x+sin’x

2 2
Cos x Cos x

sin’x+cos’x=1 a vySiel im vysledok alebo cely Citatel zlomku vydelili cos’x a vy$lo im

COS X
sin x

' (—sinx).sinx—cosx.cosx _ —sin’ x—cos’x

To sa opit da upravif bud na 51;21 N

d) (cotgx)'=

sin® x sin’x
alebona —1—cotg’x

Uloha 9

Ak pri metéde per partes zvolime f' a g opacne, ako v predoslej ukazke, dopadne to
takto:
f'=x g=sinx 2 g
fx.sinxdx= e , =—.sinx—f—cosxdx
f=5 g'=cosx| 2 2
2
O integrali f X?COS xdx niektorf Tudia tvrdili, Ze sa pocita zlozitejSie, neZ povodny (a mali
pravdu), niektori vyhlésili, Ze sa nedd vypocitat. On sa ale vypocitat di. Dokonca metédou per
partes:

2
r— X 2
=cosx (=% . .
f 9=73 :%.smx—fx.smxdx

2
fx—cosxdx:
f=sinx g'=x

2

Teraz by sme mohli vypocitat integral fx.sinxdx spOsobom uvedenym v Kkapitole

a vyhrali by sme. Ale pocitaf integral fx. sin xdx obchadzkou cez integral f%zcos xdx a zase
spif, je samozrejme zbyto¢nd robota.

Mimochodom — ¢o dostanete, ked dosadite to, co ndm vyslo pri pocitani f);cos xdx
naspif do integrdlu v prvom riadku vypoctu?

Uloha 10

f'=cosx g=x
f=sinx g'=1
= x.sin x+cos x+c¢

a) fx.cosxdxz :x.sinx—fsinx.ldxzx.sinx—(—cosx)+c=

f'=sinx g=x’

b) 2 sinx dx=
fx.smx X f=—cosx g'=2x

2.
=—X cosx—f —2x.cosxdx=

2.
=—Xx cosx+2f X.cos x dx
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V tomto Stadiu su dve mozZnosti pokra¢ovania. Bud integrél f x.cosxdx vypocitat
pomocou d’alSieho per partes, alebo si v§imnuf, Ze uz ste ho vypocitali ako ulohu a). RieSenie tlohy
teda bude —x*.cosx+2(x.sinx+cosx+c)=—x".cosx+2x.sinx+2.cosx+c (VSimnite si, Ze
namiesto 2c¢ sme do vysledku napisali opéf c , pretoZe ak bola konStanta ¢, tak bude aj 2c¢ . T4
konStanta za znamienkom rovnosti je ale dvakrat viacsia, nez ta pred nim.)

Na ukaZzku este vysledok zderivujeme, nech je vidno, ako sa tam vSetko krdsne navzdjom
zlikviduje. Dostaneme:
=2 X.COSX—XZ'(—SinX)+2 X.C0s X+2.sin x—2.sinx=x"sin x

c) V tejto ulohe bolo treba najprv urobif pod integralom sucin, nech mame ako robif per

partes. Ludia to skuSali viacerymi spdsobmi, ale ako funkény sa ukézal spdsob f 1.Inxdx . Ked
1

sme spravili tento krok, treba zvazif, o zo suc¢inu bude f'. Moznost f'=Inx nie je $tastna volba,
pretoZe na to, aby sme zistili f , by sme museli integrovat Inx a o to sa prave pokisame. Budeme
teda pocitaf takto:

'=1 g=Inx F y
J I 1 :[x.lnx]i—fx.%dx:(e.lne—l.lnl)—f ldx=

X 1 1

jl.lnxdx:
1

=(e.1-1.0)—[x];=e—(e—1)=e—e+1=1

Uloha 12

Této uloha sa tiez dala rieSif viacerymi spdsobmi. Jeden bol zopakovat postup pre kosinus:

. 2 =sin x =sin x . :
fsm xdx= f g’ :—smx.cosx—f —Cos X.sin xdx=
f=—cosx g'=cosx

. 2 . . 2 . . 2
:—smx.cosx+fcos xdx:—smx.cosx+f 1—sin” x dx=-—sin x .cos x+x—f sin” x dx
Z toho dostaneme

. 2 .
2 f sin” xdx =—sin x .cos x +x

—sin x.cos X +x
+cC

fsin2xdx= >

In4d moZnost je takéto:
. 2 _ 2 _ 2
f sin xdx—f 1—cos xdx—x—f cos x dx
v 2 v , v, .
Kedze f cos”xdx uZ pozname, staci dosadif a dostaneme:

2 sin x .cos x+Xx 2x—(sin x.cos x+x) X—sin x. cos x
x—| cos"xdx=x— 5 +c= 5 +c= 5 +c

¢ize opéf to, o predtym.
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13. kapitola
Zlozené funkcie a substitacia

Doteraz sme sa pri funkcidch stretli len so zdvislostami medzi dvoma premennymi.
Napriklad vzfah y=x> ndm hovoril, ako zavisi premennd y od premennej x. V praxi byva
situdcia niekedy trochu zloZitejSia. Predstavte si napriklad, Ze chcete vypustif raketu.*’ Viete, Ze cela
raketa aj s palivom ma na zaciatku hmotnost m=4400kg, spotreba paliva je 160kg/s a sila
motora je 215kN . A aby ste mohli vypocitat drdhu letu, potrebujete presne vediet, aké zrychlenie
bude maf raketa v ¢ase t od Startu.

Co sa zrychlenia tyka, spomenieme si na Newtonov zékon sily, ktory hovori, 7 a=F/m,
teda, Ze ak chceme zistif zrychlenie, musime silu, ktord na raketu pdsobi vydelif hmotnostou rakety.
Sila, ktord na raketu pdsobi ma dve zlozky. Jednak silu motora o ktorej vieme, Ze raketu tlaci hore
a ze to je tych 215000 N , jednak gravitacndu silu, ktord raketu tlaci dole a ktord je 9,81.m kde m
je aktudlna hmotnost rakety. Ked to vSetko poskladdme dohromady, zistime, Ze vieme vyjadrif
zrychlenie ako funkciu hmotnosti:

a= 215000—9,81.m
m

Funkcia je to sice peknd, ale nerobi celkom to, ¢o potrebujeme. Hovori ndm, ako zdvisi
zrychlenie od hmotnosti, ale nepovie nam, ako zavisi zrychlenie od Casu. NaSfastie vieme, Ze
z hmotnosti ndm ubudne za sekundu 160 kilogramov vyhoreného paliva, takZe hmotnost rakety
v Case t sekiind bude m=4400-160.¢t .

Maiéme teda dve funkcie. Jedna nam hovori, ako zavisi hmotnost rakety od ¢asu, druhd nam
hovori, ako zavisi zrychlenie rakety od hmotnosti. Aby sme zistili, ako zavisi zrychlenie rakety od
hmotnosti, potrebujeme jednu funkciu vlozif do druhe;.

Uloha 1: N3jdite funkciu, ktora opisuje, ako zavisi zrychlenie rakety od Casu.

Prave ste vytvorili zloZend funkciu. Vzhladom na to, Ze sa budeme takymito funkciami
zaoberaf pocas celej tejto kapitoly, je treba skladanie trochu trénovat.

Uloha 2: Ked viete, 7e g=x*—1 a x=c—1, zistite, ako a zdvisi od c .
Ked viete, ze u=Inv a v=e' , zistite, ako zavisi u od r.
. v . — I . e J R
Ked viete, ¢ y=sin(a) a @=2%t+3  zistite, ako zdvisi y od t .

45 Ci uz naZivo, alebo hréte vynikajicu simuldciu Kerbal Space Program. https:/kerbalspaceprogram.com
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Uloha 3: Pre dané funkcie f(x) a g(x) zistite a upravte f(g(x)) aj g(f(x)).
a) f(x)=In(x) g(x)=e"
b) f(x)=x*-3x+x-2 g(x)=2x

0 F(x)=22 glx) =222

B f(x)=sin(x) glx)=2mx+3

2S000-98LM = 4400~ 160.¢ ,

ktoré ndm spolo¢nymi silami opisuju, ako sa spriava zrychlenie rakety v zavislosti od Casu. A teraz
by sme chceli zderivovaf zrychlenie podla ¢asu (napriklad preto, aby sme vedeli, ¢i bude zrychlenie
rast alebo klesaf). Najprv si ukdZzeme fyzikdlny pristup, ktory eSte pamitd zlaté Casy, ked sme
neSpekulovali o tom, ¢i je dx nula, alebo nie:

Vrafme sa teraz k naSej rakete. Mame dve funkcie a=

da_da dm
dt dm’ dt

Skratka, ked chceme zderivovat a podla ¢, zderivujeme a podla m a vysledok
vyndsobime zderivovanym m podla t. A vyzerd to tak, Ze za tymto veldielom je obycajné
vykratenie dm z ndsobenia zlomkov.

Ako sa tento vztah pouziva? Najprv vypocitame 3_:1 teda derivaciu a podla m:

da _
dm

215000—9,81.m )': —9,81.m—(215000—-9,81.m).1 _ —215000

2 2
m m m

Ny dm P 5 .
Potom vypocitame -~ teda derivaciu m podla ¢ :

dm _ (4400 —160.t)'=—160
dt
A teraz to vyndsobime:
_160. —2152000 _34 40(2000
m m
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Problém je v tom, Ze sme nedostali derivaciu ako funkciu t, ale ako funkciu m (a ak by
zavislost m od t nebola linedrna, vyskytovalo by sa ndm tam dokonca m aj ¢t ). Nasfastie vzfah

medzi m a t pozndme, takZe to len dosadime a dostaneme:
da _ 34400000

dt ~ (4400-160.t)?

Je vidno, Ze tato derivécia je kladnd, takZe zrychlenie bude rasf az kym sa motoru rakety
neminie palivo.

Uloha 4: Zderivujte vysledok ulohy 1 podla t pomocou vzorca pre podiel, ¢i vam vyjde rovnaky
vysledok.

Uloha 5: VyskuSajte podobne zderivovat a podla c, u podla r a y podla t z dlohy 2.
Pocitajte to priamo aj ako derivéciu zloZenej funkcie a vysledky porovnajte.

Teraz sa podme na vec pozrief z matematickej strany. Ideme teda pocitat deriviciu zloZene;j
funkcie poriadne a cez limity. Mame teda dve funkcie f(x) a g(x). Ked ich zloZime — teda
dosadime druhi funkciu do prvej, dostaneme funkciu f(g(x)) a td by sme radi zderivovali. Na
pocitanie ale pouZijeme alternativnu definiciu derivécie, s ktorou sme sa prvykrét stretli v desiatej
kapitole v komentéri k druhej tlohe. Aby sme naSu funkciu zderivovali, budeme teda pocitat
nasledujicu limitu:

L flglx)=Flalx)

X=X, X_XO

V minulej kapitole sme sa stretli s fintou ,,pripo¢itame rafinovanid nulu®, s pomocou ktorej
sme vedeli derivovaf sucin dvoch funkcii. V tejto kapitole pouZijeme podobny trik, zvany
,vyndsobime rafinovanou jednotkou*. Rafinovana jednotka bude mat v naSom pripade podobu

125



a do vyrazu ndm pribudne po prvej Gprave:

fg(x))—f(g(x))

T Y T IR
e flg(x))=f(g(x)) .. g(x)—glx,)
=lim lim
XX, g(x>_g(X0) XX, X—Xp

O funkcii g(x) predpokladdme, 7e ma v X, deriviciu (a teda je aj spojitd). To znamend, Ze druhd
z tych dvoch limit bude g'(x,) . Ak je ale g(x) spojitd v bode X, , aj prvé limita je derivécia.

Uloha 6: Tvrdili sme, Ze prvé limita z predoslého vyrazu je derivacia. Akej funkcie? V akom bode?
Preco? Zistite to a vytvorte tak vzorec pre derivaciu zloZenej funkcie.

Uloha 7: Skuiste pomocou prave objaveného vzorca zderivovat funkcie

a) y=sin(5x+1) b) y=(2x+3) ¢) y=In(x?)

Uloha 8: Teraz sa opif pozrite na ten fyzikdlny spdsob, ktorym sme zloZené funkcie derivovali
v dlohe 5. Je to, o ste odvodili v tlohe 6, to isté a bude to davaf rovnaké vysledky, alebo
je to nieco iné?
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Ked si vSimnete druhd podilohu tlohy 2 alebo tdlohu 3 cast a) (ak ste ich spravne vyrieSili
a upravili), tak z nich vidno, Ze funkcie In(x) a ¢* st navzdjom inverzné — teda Ze ak budete
pocitat In(e*), tak vdm vyjde pdovodné x. Z toho vyplyva, Ze ak budete derivovaf funkciu
y=In(e"), mali by ste dostaf 1 (lebo derivdcia x je 1).

Uloha 9: Zderivujte funkciu y=In(e*) podla vzorca pre deriviciu zloZenej funkcie. Z toho, Ze
vysledok musi byt 1 zistite, akd je derivicia e* .

Této vlastnost funkcie y=e* sa v budiicnosti ukdze byt vel'mi doleZitd a uzitoCna.

Uloha 10: Podme sa pozriet na derivaciu vSeobecnej exponencidlnej funkcie y=g*. Plati
a‘=(e")'=e""" V tejto podobe sa to dd dobre zderivovat ako zloZend funkcia.
Zderivujte ju a uvedenu Upravu potom spravte v protismere, nech je vysledok
jednoduchsi.

VSimnite si, Ze derivdcia y=q" nie je xa* ! . Funkcie y=d" je totiZ Uplne ind, nez funkcia
a .. ..
y=x" aaj sainak derivuje.

Uloha 11: Vypocitajte, akd bude derivécia funkcie y=log,x

Trik z dlohy 9 sa dd zovSeobecnif. Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré st navzdjom
inverzné, teda plati, Ze f(g(x))=x, pricom funkciu f(x) derivovaf vieme a g(x) nevieme.

Vieme ale, 7e derivicia [f(g(x))]'=1. Z toho dostaneme, 7¢ f'(g(x)).g'(x)=1 a teda
1
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Chceme napriklad zderivovat funkciu y=arctg x, ktord je inverznd k funkcii y=tgx .
Vieme uz, Zze derivicia y=tgx je y'=1+tg’x . (Pre tych, ¢o si z minulej kapitoly pamitaji len
1 cos” x+sin’ x 2 ..

= =1+tg"x 7 q
costx K —o p— g x ). Ak teda pouzijeme prave
vytvoreny vzorec, zistime, Ze derivécia funkcie y=arctgx bude

deriviciu tangensu v tvare y=

1 _ 1
1+tg’(arctgx) 1+x°

Posledna rovnost plati preto, lebo tangens a arkustangens su navzdjom inverzné funkcie a preto
tg(arctg x)=x .

Uloha 12: N4§jdite podobnym sposobom deriviciu funkcie y=arcsin x . Pri zdvere¢nych dpravich
sa vam moZe hodif, Ze sin’x+cos’x=1 a teda Ze cosx=+1—sin’x. A nech je to
kompletné, zderivujte uzZ rovno aj y=arccos x

Vv

To, Ze derivdcia funkcie y=x" je y'=qax" " zatial vieme iba pre celé ¢isla a . Je najvyssi
¢as ukazat, ze vzfah plati aj pre dalSie Cisla.

1 _
Uloha 13: Funkcia y=x>=+vx je inverznd k funkcii y=x". Ndjdite jej derivdciu. Vyslo vdm
_1
ocakédvané yZ% x 27

1

Uloha 14: Teraz to isté, ale vieobecnejiie. Funkcia y=x"=4x je pre celé &isla n inverznd
1

k funkcii y=x", ktorii vieme derivovat. UkéZte, 7e jej derivécia bude y:% x"
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P by
Uloha 15: Ukazte, 7e derivéacia funkcie y=x? bude Y :gx I
P

vietky raciondlne &isla. Spravite to tak, e X? si napiSete ako
zloZenu funkciu a upravite.

. Tym rozsirite platnost vzorca na
1\p

x4 , zderivujete to ako

Pod'me sa teraz pozrief, ¢o nam prezradi derivicia zloZenej funkcie o integrdloch. Ked vztah
pre derivaciu zloZenej funkcie naspif zintegrujeme, dostaneme

flg(x)=]f'(g(x)).g'(x)dx

TakZe keby sme napriklad chceli pocitaf integrél fsin(xz).Zxdx tak rovno vidime, Ze volba
f'(x)=sinx a g(x)=x* je presne to, o potrebujeme. Ostdva iba vypocitaf f(x) ¢o je
jednoduché (4no, je to —cos x ) a dosadif do toho g(x) , takZe hladany integrél bude —cos(x’)+c.

Ked ale matematici ritaji integral typu fsin(xz).Zxdx, robia to prekvapivo pomocou
fyzikédlneho spdsobu zdpisu, lebo je prehladnejSi, menej sa v iom mylia a menej sa spolieha na
intuiciu, takZe ich ob¢as dovedie do ciela, aj ked’ hned na zaciatku nevidia, ako zvolif funkcie f(x)
a g(x) . Metdda, ktorou to robia, sa nazyva substitu¢na metéda, pretoZe funkciu g(x) si nahradia
novou premennou a cely integrdl sa snazia upravif tak, aby sa v fom vyskytovala iba tito nova
premenna.

TakZe ak sa ide pocitaf integral fsin(xz).Zx dx , najprv treba zistif, ktora ¢asf vyrazu tam
najviac vadi. Momentdlne je to to x”, pretoze keby tam bolo iba x, tak to vieme integrovat
pomocou pravidla per partes, ale s tym x> s tym nevieme rozumne pohnuf. Tak si povieme, Ze nech
sato x’=t.

V dalSej faze treba prejst od premennej x k premennej t. Pritom sa nesmie zabudnuf, x
sa nachadza aj v dx . MdZeme to spravif dvoma sposobmi:

dar_
dx
teda nahradif dt a nas integrdl si mdéZeme prepisaf do tvaru fsintdt. Ten vieme

. Ak t=x?, tak derivicia, teda 2x . Z toho dostaneme, 7e dt=2xdx . 2xdx mobZeme

vypocitaf, je to —cost+c . Teraz uz len naspif dosadime za t hodnotu x*> a dostaneme

—cos (x%)+c , €o je rovnaky vysledok, ako v predo§lom postupe.
1

. Ak plati t=x, tak x=vt=t* . Teraz je X funkciou t. Opif zderivujeme a dostaneme

1

-5 > ¥ — dt A . ~ . 1

%:%t 2= LJ_ . Takze vieme, 7Ze x=+t a dx= 27 - Mozeme ich teda v povodnom integrali
t 24t

. ) . < 1. . —dt o . ..
nahradif bez obdv z toho, Ze tam nejaké x zostane. Dostaneme f sin(t)2 V tz—\tﬁ ¢o je opat

f sint dt . Pokracujeme rovnako ako v predoslom pripade.

Prvy sposob m4 vicsinou vyhodu jednoduchsieho vypoctu. Okrem toho, ak tam ostane aj
povodnd premennd, clovek rovno vie, Ze bud volil zld substiticiu, alebo sa pomylil. Druhy spdsob
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je hra na istotu. Je ale treba ndjst inverznu funkciu k tomu, ¢o budeme substituovat, zderivovat ju
a vysledny integral mdze byt na vypocet tazsi, neZ povodny.
Ako sa vypocet integrdlu substituénou metédou zapisuje, si ukdZeme na nasledujicom

priklade:

.3
sin” x
3

u=sin x
du=cos xdx

3
.2 2 u
fsm xcosxdx= :f u du:§+c: +cC

Uloha 16: Vypocitajte substitu¢nou metédou:

3x—1 arctg x lnx 2x+7
d dx ——dx
W e b J 1+x° © f D J~x2+7x+3

Uloha 17: Vypo&itajte jZSiIl xcosxdx dvoma spdsobmi. Najprv zvolte substiticiu a=sinx

a potom substiticiu a=cos x . PreCo vam tieto dva postupy dali ako vysledok tplne iné
funkcie?

Ak sa pocita urcity integrél, dokonca ani nie je nutné vrétif sa k povodnej premennej. Ako sa
vypocet zapisuje, predvedieme na ulohe, ktord sa opéf bude tykat nasej rakety. Vieme, Ze zrychlenie
je derivdcia rychlosti a teda rychlost je integrdlom zrychlenia. Ak teda chceme vedief, aka je
rychlost nasej rakety v Case t,, potrebujeme vypocitat

t, ‘.
‘[215000 9,81.(4400 160t f 215000 —9.81dt

4400 —160.¢ 4400— 160.t

0 - 0

130



dt . Podme na to:

t,
Zintegrovat —9,81 nie je problém, takZe ostdva iba vypocitat f %
) .

u=4400—160.t| 4400-160.c,

4400—160.t,

215000 . | du=—160dt |= [ 215000 _du___ 215000 [ 1.
) 4400-160.t de=—i_ o u —160 160 o u
=—1343,75[In [0, " “=—1343,75(In(4400—160.t,)—In(4400))=
4400
=1343,75(In (4400)—In (4400 —160.t,))=1343,75In| ——————
343,75(1n (4400 )—In (4400 —160.¢,)) 33’5n(4400—160.tz)

VSimnite si, Ze ak sa nechceme vratif k povodnej premennej ¢, musime zmenif aj hranice,
v ktorych integrdl pocitame. Aby sme zistili nové hranice, do substitu¢ného vztahu
u=4400—160.t sme iba dosadili povodné. Ked to ddme dokopy s tym integrilom z —9,81,
dostaneme, Ze raketa bude mat v Case t, rychlost

4400

v=1343,75In| oo

)—9,81.tz

Ak ste niekedy poculi o Ciolkovského raketovej rovnici, pripadne ak ste v Kerbal space programe
narazili na parameter delta v, ktory hovori, aki zmenu rychlosti mdze dany stupen rakety sposobit,
tak to je toto.* (V pripade tych Kerbalov za t, dosadia dobu horenia motoru rakety.)

Uloha 18: Aki rychlost v kilometroch za hodinu bude maft naSa raketa po prvej sekunde?

Uloha 19: Pokiiste sa vypocitat, v akej vySke bude raketa v Case t,. (Pripomeinme, Ze dréha je
integral rychlosti.)

46 Samozrejme pri inych parametroch rakety vyjdud jednotlivé konstanty inak.
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13. kapitola — spravy

Uloha 1

Funkciu, ktord opisuje hmotnost, bolo treba dosadif do kazdého vyskytu hmotnosti v druhej
funkcii. Dostaneme tak, Ze

_ 215000—9,81.(4400—160.t)
B 4400-160.t

a po uprave
_171836+1569,6.t
4400 -160.t

Uloha 2

a=x"—1=(c—1Y—1=c*-2c Niektori Tudia iba dosadili a neupravili. TieZ to mali dobre.

u=Inv=In(e")=r Aj toto nechali niektori l'udia neupravené, pripravili sa tak ale neskor
o dolezitd pointu a bolo treba to potom doupravovat.

y=sin (a)=sin (2m t+%)= cos(27t) V tomto pripade t4 zdverecnd dprava veci sprehladnila
iba trochu.

Uloha 3

a) f(g(x))=In(e")=x g(f(x))=e™=x Za poviimnutie stoji, Ze napriek tomu, Ze obe
funkcie vysli po dprave x, tak funkciu In(e*) sme schopni vypocitaf pre Tubovolné x, ale
funkciu ™ vieme vypoéitat iba pre kladné x, lebo pre ostatné nie je Inx definované. Uplne
spravne by sme teda mali pisaf

_ x prex>0
9(f(x) nedefinované pre x <0

b) fg(x))=(2x)*-3(2x)*+(2x)-2=16x"—24 x’+2 x—2
g(f(x))=2.(x*-3x+x—2)=2x"-6x"+2x—4
Na tomto priklade bolo pekne vidno, Z¢ f(g(x)) a g(f(x)) sa moézu Ii¥it velmi
podstatnym spdsobom.

c¢) Tento priklad I'udi vydesil a boli ochotni ho riesif iba vtedy, ked som ich ubezpecil, Ze to
vyjde pekne a Ze som dobre zvazil jeho zaradenie.

2x+1 6x+3 x—3 7 X
3 +1 +
f( (X))= x—3 — x—3 x-3 =X—3:7X(X—3)=
J 2x+1_, 2x+l_2x—6 7 7(x-3)
x—3 x—3 x—3 x—3
3x+1 6x+2 x-—2 7X
2 +1 +
(f(x))= x=2 ~_ x=2 x-2 :x—2:7x(x—2):
g 3x+1_3 3x+1 3x—6 7 7(x—2)
x—2 x—2 x—2 x—2
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Pointa tejto tlohy bola, Ze funkcie f (x):M a g(x):2xx_+1 su navzijom inverzné

x—2 3
(podobne ako funkcie ¢* a Inx z udlohy a) ) teda ak vysledok prvej dosadime do druhe;j,
dostaneme to, ¢o sme dosadili do prvej (teda x ).

d) f(g(x))=sin(2mx+Z)=cos (27 x)
g(f(x))=2nsin(x)+%
Tieto dve funkcie su opéf naprosto rozne. Zatial ¢o prva dosiahne maximdlne hodnotu 1,

druh4 bude maf pre X=>5 hodnotu 27.1+3~7,854

Uloha 4

PouZijeme vzfah na deriviciu podielu dvoch funkcii (12. kapitola, tloha 6)

171836+1569,6.¢ | _ 1569,6.(4400-160.t)—(171836+1569,6.t).(—160)
4400—160. t (4400-160.t)*

_ 6906240 —251136¢+27493760+251136¢ __ 34400000
(4400-160.t)° (4400-160.t)*

Sice sme sa nadreli viac, ako ked sme pouZili fintu na deriviciu zloZenej funkcie, ale vyslo to
rovnako.

Ulohy 5a a 5¢
a) Deriviacia a podla x teda %:2x . Derivacia x podla c teda %z 1. Takze derivécia
a podla ¢ bude %:%.%z 2x.1=2(c—1)=2c—2 . Druhy moZny pristup je rovno zobraf a ako

funkciu ¢, ktord sme nasli, ked sme rie§ili dlohu 2, teda g=c’—2c¢ a to zderivovaf. Zase
dostaneme 2c—2.

c) Derivacia y podla O teda %:COS(G). Deriviacia o podla t, teda %?22%

Derivicia y podla t bude teda %2%.%2Cos(a).2n=2atcos(2nt+%):—2nsin(2nt) .

V stvislosti s touto dlohou sa Pefo pytal, ¢i sa neda rieSif podobne priamo, ako tloha a).
Problém je v tom, Ze ked sa skladaji dve polynomické funkcie, tak vysledok bude zase polyném
a také funkcie vieme derivovaf uz od Stvrtej kapitoly. Ked ale skladdme funkcie iného typu,
nemusime maft vzdy to Sfastie. Napriklad v tomto pripade by sme mohli zobraf alternativny zépis
povodnej poskladanej funkcie y=cos(2mt) ale velmi by sme si nepomohli a ak by sme tiito
funkciu chceli derivovat, stile by sme sa museli na fiu pozeraf ako na funkciu poskladani z dvoch
funkcif (konkrétne y=cos(z) a z=2mt ) a tak ju derivovat. Dostali by sme to isté, ako predoslym

postupom.

Ulohy 5b a 9

Uloha 5b vyvolala zmitok, pretoze v nej bolo treba ndjst derivdciu funkcie y=¢" a td
funkciu zatial’ eSte derivovat nevieme. Uloha nam ale dava Sancu tuto derivaciu zistif. Vieme totiz,
Ze funkcia y=Ine" zloZena z funkcii u=Inv a y=¢" je to isté, ako u=r, takZe musi maf
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d v . du dv_1 d v d y P
S=1. TakZe rovnako musi byt 1 =-.°Y==.2Y TakZe > =v=e . TakZe derivicia e
dr dv dr v dr dr

podla r je opif e". Funkcia y=¢* je td skvela funkcia, ktora je sama sebe derivaciou.
Této finta bola podrobne vo vSeobecnej forme rozpisand po tlohe 11.

derivaciu

Uloha 6

Predpokladali sme, Ze funkcia g(x) md v bode X, derivéciu a teda tam je spojitd. Plati
teda, 7e ked sa x bliZi k X,, tak sa bude g(x) bliZif ku g(x,) . Oznaéme si hodnotu g(x,) ako
a, a funkciu g(x) ozna¢me a . Plati teda, Ze ak sa x blizi k X,, tak sa bude blizif a k a,.

Limitu il_fxn %&ii;m si teda mdZeme prepisat ako (111_2‘11 7]((02:];500)

f vbode g, teda f'(g(xo)).
Ked teda chceme vedief derivaciu funkcie f(g(x)) v bode x,,budeto f'(g(x,)).g'(x,).

. To je ale derivdcia funkcie

Uloha 7

a) f(x)=sinx, g(x)=5x+1 takZze f'(g(x))=cos(5x+1), g'(x)=5 a derivicia celej
funkcie je cos(5x+1).5 teda 5cos(5x+1).

Ked sa pozriete na graf funkcie y=sin(5x+1) (na obrazku 49 vlavo), tak je vidno, Ze
rovnako, ako graf obyc¢ajného sinusu kmitd od —1 k 1, ale md ovela vySSiu frekvenciu. To
znamend, Ze funkcia musi rast rychlejSie a byt ovela strmsSia, aby to stihla a teda derivicia musi byt
vicsia, ako pri obyc¢ajnom sinuse. Ked sa pozrieme na derivaciu, ktord vysla, vidime, Ze je viacSia
piitkrat (teda Ze jej obor hodnot je interval (—5;5) ).

AWAY e e
VY _1 h

Obrizok 49: Grafy sin(5x+1) a sinx

1

b) f(x)=x", g(x)=2x+3 takze f'(g(x))=7(2x+3)° a celd derivicia je
7(2x+3)°.2=14(2x+3)". Uloha sa dala riesif aj tak, 7¢ (2x+3) umocnime podla binomickej
vety a potom zderivujeme ako polyndm, nasfastie to tak nikto nerobil.

¢) f(x)=Inx, g(x)=x" Derivécia je f'(g(X)).g'(X)Z%QXZ% . T4to tloha sa dala riesit

aj jednoduchie. Plati In x*=2In x a derivicia 2Inx je 2.-=2.

Uloha 10

x.Ina X

je zlozenim vonkajsej f(x)=e* a vnitornej g(x)=x.lna.
Uz vieme, Ze derivécia ¢* je e, takZe f'(g(x)).g'(x)=e""".Ina ¢oje a*.Ina .

V tejto dlohe I'udi miatli dve veci. V prvom rade sa pokuSali funkciu g* derivovat tak, ako
boli navyknuti z mocninovych funkcii. Problém je v tom, Ze trik, ktory sme pre mocninové funkcie
vymysleli, funguje len a vyhradne pre mocninové funkcie. Exponencidlne funkcie su ale

principidlne dplne iné a finta z mocninovych na ne nefunguje.

Funkcia y=qg*=e¢
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x.lna

Druhy problém stvisel s prvym, ale mal trochu ini podobu. V zdpise qg*=e sa
vyskytuji az dve premenné. Jednak si na zaciatku zvolime hodnotu a (ked si zvolime napriklad
a=2, znamend to, Zze sa budeme zaoberaf funkciou 2*). Tito premennd sme tam pouZili iba
preto, aby sme vybavili vSetky exponencidlne funkcie naraz a pri derivovani sa k nej treba spravat
ako ku konstante. DalSia premennd je x, to je td premennd, podla ktorej derivujeme. Preto bola
teda derivécia funkcie g(x)=x.Ina iba Ina.

Uloha 11
Této tloha nesuvisi s okolitou témou a zaradend bola iba preto, aby sa na tie logaritmy a ich
derivéciu nezabudlo. Z vlastnosti logaritmu vieme, Ze logaxzrlfx:ilnx , pricom to L je opét
na Ina Ina

C i v oo 11— 1
nejaka konStanta. TakZe derivdcia bude — == .
Ina x x.Ilna

Uloha 12

Vieme, 7e sin(arcsin(x))=x teda Ze funkcie sin(x) a arcsin(x) st navzdjom inverzné.
1 PR . : y
. . Ostdva uZ len tento vyraz upravif. KedZe

cos (arcsin(x))

. . 5 . . , 1 v
vieme, Ze cost=\/ 1—sin’t , nahradime kosinus vo vyraze a dostaneme I sin*(arcoin(x)) A kedze

Preto derivicia funkcie arcsin(x) bude

. y . . v . ST 1
vieme, Ze sin(arcsin(x))=x , dostaneme Ze hladand derivicia je N
Podobne zderivujeme arccos(x). Vezmeme f(x)=cosx a g(x)=arccos(x) a pouZijeme

1 PR .
—————— . Tentokrat si vyjadrime sinus pomocou
—sin(arccos (x))

1 R |
—V1-cos’(arccos (x)) —V1-x> V1-x""

To, 7e sa derivécie arcsin(x) a arccos(x) liSia iba v znamienku, je spdsobené tym, Ze graf
jednej z nich vieme dostat z druhej tak, Ze ju zobrazime v osovej symetrii podla osi y a potom
posunieme. T4 osova symetria zmeni derivicii znamienko a posunutie je pripocitanie konStanty,
takZe na derivaciu vplyv nema.*’

td istd fintu. Derivdcia arccos(x) bude teda

kosinusu sipt= \/ 1—cos’t , nahradime a dostaneme

arccos(x)

-1

arcsin(x)
[

-2

Obrazok 50: Grafy y=arcsin(x) a y=arccos (x)

47 Nespomenuli sme eSte jednu podstatnid vlastnost tych dvoch funkcii, bez ktorej by tato tivaha bola tplne zle. Viete
prist na to, akd je to vlastnost?
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Uloha 13 a 14

Vieme, 7e funkcie f(x)=x" a 9(x)=x"=Vx g4 navzdjom inverzné (pretoze (Vx)'=x)

. . . - — 1 v ,
afunkciu f derivovaf vieme. Derivicia ¥x teda bude T Teraz uz len treba tento vyraz

1
. a1 we s v —-1 .. ™ 4
upravif, aby sme zistili, ¢i je to skutoéne Lyn . To ale nie je vdZzny problém:
n

= ‘

1 11
n -

1
— = —.x" =
n(\/x) o n

Uloha 15

p—ll 1,
¢ X" . Opif to uZ len

1

x4

p
. Derivacia bude p

Treba zderivovat zloZend funkciu x4

P
treba upravit, aby sme videli, ¢i to vyjde P x4 t Upravi sa to takto:
q

1\p-1 1 -1 1- p—1+l—gq -
p|x? 1 xg_l=p.l.xpT x_qq:B.x « =P XJ%QZE-X%_1
q q q q q

Pocas upravovania tohto vyrazu Veve vyslovila pamétny matematicko-botanicky vyrok: ,,Jé,

1 . C
g Je kvetina.

Ijloha 16
3x—1=t J
3x-1 = edt _1 ¢ 1. 1 3x1
dx=|3dx=dt |= [ 'L == [ e'dt==¢'+c= +
a) fe X el e 3 3fe 3e c 3e c

3
V tejto tlohe sme vyuZili, Ze f e“dx=e"+c . To je dosledok toho, Ze derivicia e* je e*.
arctg x=t 2
( arc;g x) ‘e

arctgx , _
b d
) '[ 1+x° X

2
— . _
= 1 ge—gi =[ tdt= o=
1+x

V tejto tlohe sme sa najprv pozreli, Co v tom integrali vyzerd najhorSie. Evidentne to bol
ten arkustangens. Je to vhodny kandid4t na volbu g(x) , teda tej funkcie, ktord budeme nahréadzat.
Este sa pozrieme, ¢i tam ndhodou nie je aj g'(x) a ked uvidime, Ze sa v integrovanom vyraze

., 1
nachadza Toe

vSetko nahradili, ¢im sme mali, cely integral sa dramaticky zjednodusil.

tak sme si uz takmer isti, Ze sme substiticiu zvolili spridvne. A skuto¢ne, ked sme

Inx=t £2 (Inx)*
L dy=dt =J tdt="-+c="—

Rovnaké pointa, ako v tlohe b). Skuste si vysledok zderivovat, aby ste videli, ako sa to
sprava a preco to vyjde.

c) ln—de:
X

+C
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2 —
d) J' 2x+7 dx=| X +7 x+3=t
X+7x+3 (2x+7)dx=dt
Tento priklad je poucny, lebo sa dd zovSeobecnif. Ked integrujeme nejaky zlomok, ktory
vyzeré tak, ze v Citateli mé derivaciu menovatela, tak to bude prebiehat takto:

0, | =t
I ‘f'(X)dx=dt

:f %dt:ln lt|+c=1In X+ 7 x+3|+c

= [ Lde=nnldc=In|f (}+c

TakZe ked’ chceme napriklad integrovaft kotangens, rovno dostaneme

f cotg xdx :f Z?I?X dx=In sin x|+c¢
in x

Uloha 17
Prvy spdsob:
IZSinxcos xdx=| Smx=d =f 2ada=a*+c=sin’x+c
cosx dx=da

Druhy sposob:
cosx=a , ,
stinxcos xdx=|—sin x dx=da :f —2ada=—a +c=—cos” x+c
sin xdx=—da

Ako to, Ze sme integrovanim jednej funkcie dvoma réznymi sposobmi dostali dva rozne
vysledky? V tejto ulohe sa naplno prejavilo, aké je dolezité pisaf to ¢ za vysledok. Ak si totiz
napriklad pri druhom integrali zvolime c¢=1, dostaneme funkciu —cos’x+1 . A znalci vedia, Ze
1—cos’ x=sin’ x . Funkcie sin’x a —cos’x sa skrdtka vSade 1iSia o konStantu (konkrétne o 1)
a pomocou toho +c vieme z jednej vyrobif druht a naopak.

Uloha 18
Len pre kontrolu: priblizne 144km/h .

Uloha 19

K tejto dlohe sa véacsina Tudi nedostala a aj ti, ¢o sa k nej dostali, od nej zbabelo usli. Pritom
bola pomerne jednoduchd, len si bolo treba integrovany vyraz trochu upravif. Aby sme zistili vySku
rakety v danom Case, musime zintegrovaf rychlost cez vSetky okamihy letu. Ideme teda pocitat

4400

t,
f 1343,75 ln(—
) 4400 —160.t

t,
)—9,81.tdt:f 1343,75.(1n4400—In (4400—160.t))—9,81 .t dt =
0

tz
:f 1343,75.1n4400—1343,75.In(4400—160.t)—9,81.tdt
0
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Tento integradl sa skladd s troch scitancov, ktoré moZeme integrovaf samostatne, pricom
jediny, pri ktorom sa bude treba trochu zamysliet, je druhy z nich. Podme sa na ne postupne pozriet:

Prvy integrdl je integrdl z konStanty. Jediné, Co potrebujeme spravif, je na kalkulacke
Vypoél’taf In(4400) avynasoblf to 134375 :

f 1343,75.1n 4400dx= f 11273,20dx=[11273,20 x|;=11273,20¢,

Treti integrdl je integrdl z polynému:
2 L 2

9815 9815

Ak sl pamdtéte z fyz1ky vzorec na drdhu voIného padu, tak to, o ndm vyslo, je presne on.
Pekne z toho vidno, Ze pohyb rakety ma dve zlozky — pohyb, ktory rakete sposobuji motory a ktory
popisuju prvé dva integrdly a pohyb, ktory rakete spdsobuje gravitdcia. To je ten volny pad, ktory
nam vysiel teraz.

f981 tde=

Na rieSenie druhého integrdlu budeme potrebovat vedief integrovat flnxdx. Z rieSenia

tlohy 10 c) z dvandstej kapitoly mozete vidief, Ze je to xInx—x+c . Potom ndm bude stalif jedna
substitucia:

4400—160t=u
j1343 75.1n(4400— 160t)dt_134375j1n (4400—160¢)de=| —160dt=du |=
_ du
dt= —160
4400—160¢t, d 1343.75 4400—-160¢,
=134375 [ Inu.—% =229 [ gy du=—8,39843[ulnu—ulin "=
4400 _160 - 160 4400

=—8,39843.[(4400—160t,)In (4400—160¢,)— (4400 —160¢,)—(4400.1n(4400)—4400)]=
=—8,39843.[(4400—160t¢,)In (4400—160t,)+160t,—36913,18]

Ked to ddme dohromady so zvySnymi dvoma integralmi, dostaneme, Ze v Case t, bude raketa vo
vyske

2

t
11273,20¢,+8,39843.[(4400—160¢,)In(4400—160¢,)+160t,—36913,18 ]—9,81. 5

Napriklad v Case t,=1s bude podla tohto vypoltu raketa vo vySke 19,86 metra. (Ked to
porovnéte s vypocitanou rychlostou v Case 1 sekunda, vyzera tento vysledok spravne?)

Na obnovenie energie, ktoru spdlili vase mozgové bunky pocas Citania poslednej strany, si teraz
chod'te daf kusok cokolady.

138



14. kapitola

Na ¢o sme

zatial’ prisli

V tejto kapitole zhrnieme naSe zistenia ohladom derivacii a integralov. Kapitola moze
v buducnosti sluzif ako univerzalny fahak. Ku kazdému vztahu je uvedené, kde sme ho objavili, aby
bolo zrejmé, odkial sa vzal a akym spdsobom sa k nemu prislo.

VSeobecné vztahy

Derivacie

Integraly

| J— I
(a.f(x))'=a.f'(x)
4. kapitola, uloha 10, dokaz v komentdri k 4. kapitole tlohdm 16 — 18
a je Tubovolnd konstanta

[a.f(x)dx=a.][ f(x)

4. kapitola, dloha 16, profajSok k susednému deriva¢nému vzfahu

(f (x)xg(x))'=f"(x)xg"(x)

4. kapitola, uloha 12, dokaz v komentdri k tejto ulohe

a je TubovoInd konstanta
Jrx)=

x)dx= f f(x)d
4. kapitola, tloha 18, profajsok k susednému derivaénému vzfahu

(f(x).g(x))'=f"(x).g(x)+f(x).g"(x)

12. kapitola, tloha 2

xi_fg(x)dx
Jf(x).g(x)dx - flx

12. kapitola, pred dlohou 7, metéda per-partes

1\ _—f'®)
fx)] f(x)

10. kapitola, uloha 2

g'(x)

12. kapitola, tloha 6

(fg(x)))'=f"(g(x)).g'(x)

13. kapitola, uloha 6

(x)=t |_
ff g'(i).dx:dt_

—If ).dt=f(t)+c=f(g(x))+c

13. kapitola, pred tlohou 16, substitu¢na metéda

g'(x)dx=

Derivacie a integraly elementarnych funkcii

Derivacie Integraly
(a)':0 fadx:ax+c
3. kapitola, tloha 9, 4. kapitola, Gloha 11 profajSok k vzfahu x'=1 vyndsobenom konStantou a
(Xa) ,_axa—l Xa+1
= a _ _
Pozor! Funkcia musi maf skutoCne tvar x? , nie g* ani ni¢ iné!!! JI X dX— Cl+1 *c pre a#—1

NavySe musi platit a#0 .
Pre kladné a : 4. kapitola, komentdr k ilohdm 9 a 15
Pre zdporné a : 10. kapitola, dlohy 1, 2 a nasledujtci text
Pre raciondlne a okrem nuly: 13. kapitola, dlohy 13 az 15

ProtajSok k susednému deriva¢nému vzfahu. Pre zdporné celé a si treba
déavat pozor, aby sa neintegrovalo cez nulu (pozrite komentar
k 10. kapitole, tlohe 4), pre niektoré raciondlne a (napr. 1/2)to
nefunguje na zdpornych ¢islach.

f x 'dx :f %dx =ln x+c

10. kapitola od tdlohy 5 az do konca.

139



Derivacie

Integraly

(sinx)'=cos x
11. kapitola, dlohy 1 -9

f sin x dx=—cos x+c
11. kapitola, dloha 14

(cosx)'=—sinx
11. kapitola, uloha 10

f cosx dx=sin x+c
11. kapitola, uloha 14

2 sin x
(tgx)'= =1+tg x _ftgxdx=f dx=
COoS” X COS X
12. kapitola, tloha 7 Zistite si. Odporticand substiticia je cosx=t
(lnx)’zl flnxdx:x.lnx—x+c
X 12. kapitola, uloha 10 c¢)
10. kapitola, tloha 16
1 In x x.Inx—x
(log, x)'=—— flogade:f dx=
x.Ina Ina Ina
13. kapitola, dloha 11 Jednoduchy dosledok predoslej kolonky a vlastnosti logaritmu
(e*)'=e" fexdxzex+c

13. kapitola, tloha 9

ProfajSok k susednému deriva¢nému vzfahu

(a*)'=a".Ina
13. kapitola, dloha 10

X
a
_[ a“dx=—-+c
Ina
Profajsok k susednému derivaénému vzfahu

(arctgx)vz farctgxdx:
x2 Zistite si. Najprv per-partes (podobna finta, ako ked’ sa integroval Inx )
13. kapitola, po tlohe 11 potom substiticia 1+x*=t .
(arcsjnx)':# J' arcsin xdx=

\/1—x2

13. kapitola, uloha 12

Tiez si zistite. Pocita sa to rovnako, ako integrdl z arctgx , len bude
treba spravif ind substittciu. Vo vysledku tentokrat nebude logaritmus.

(arccos x)'=

Zistite si. Pocita sa to rovnako, ako derivacia arcsinx .

f arccos x dx =

Aj tento si eSte vypocitajte. Od toho predoslého sa velmi liSif nebude.

Uloha 1: Dopoditajte tie policka v tabulke, ktoré eSte ostavaju dopocitat.

140




14. kapitola — spravy

Uloha 1

Z derivécii ostdva doplnif iba arccos x . Ten mal byt vypocitany v dlohe 12 z 13. kapitoly,
ale Tudia opojeni tspechom zo §fastného zderivovania arcsinx ho vécsSinou preskocili. Ti, ¢o ho
poriadne zrdtali, maju teraz vyhodu. Ti, ¢o to nevedeli, ndjdu rieSenie v spravach ku 13. kapitole.

Prvy z integrélov, ktory ostdva dopocitat, je f tg x dx . Ked sa budeme drzaf navrhovaného
postupu, dostaneme

sin x Cosx={ —1
f tgxdx=f dx=|—sin x dx=dt :f —dt=—Int|+c=—1In|cos x|+ ¢
cosx sinx dx=—dt t

Ked si spomenieme na trik z dlohy 16 d) z 13. kapitoly, ktory hovori, Ze

f ffv((:)) dx=In|f (x)|+c, veci sa daju este trochu urychlif:

sin x —sin x
f dxz—f—:—ln|cosx|+c
COS X Cos X

Dalif integrél, ktory bolo treba doplnit, je f arctg x dx . Zacneme metédou per-partes:

f'=1 g=arctgx

f=x g'=12

fl.arctgxdx: =xarctgx—f dx

2

1+Xx

Integral, ktory sme dostali, by sme mohli vypoditaf substiticiou =1+x’, siahneme ale opit
po logaritmickej finte, ktord je rychlejsia:

X 1 2Xx 1 2
dx== dx==1In(1+x")+c
f 1+ Zf 1+x° 2 ( )

Do logaritmu sme tentokrdt absoldtnu hodnotu nemuseli ddvaf, pretoZze 1+x* je stdle
kladné. Ked oba vysledky spojime, dostaneme

farctgxdxzxarctgx—%ln(1+x2)+c

Pod'me sa teraz pozrief na f arcsin xdx . Za¢neme rovnako, ako v predoslom pripade:

f'=1 g=arcsinx X

l.arcsinxdx=| . _ 1 |=xarcsinx— dx
J f=x 9'=7— f@
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Teraz pride ku slovu substitiicia 1— x’=t .

1—-x’=t ) 1
_1 2 1
1-x wdx=dt | T VtT=20 2 21
- 2

2

Je dolezité pripomenut, Ze f%dt nie je In+/t+c, pretoZe ten logaritmus tam vyjde iba
1
vtedy, ked integrujeme ¢~ . Ked integrujeme t >, tak sa to robi inak.
Ked oba vysledky spojime, dostaneme

. . 2
f arcsin xdx=x arcsmx+\/1—x +c

UZ ostdva iba funkcia arccos x . Za¢neme ako predtym:

f'=1 g=arccosx

fl.arccosxdx: f=x 1
I e

X
=xarccosx+f - dx
\/1—x

Integrél, ktory ndm vysSiel, sme uZ ale pocitali pri arkussinuse. M6Zeme teda rovno dosadit:

2
f arccos X dx = xarccos X—\/]_—X +C
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15. kapitola
Extrémy a zostavovanie integralov

O derivéciéch a integrdloch sme sa dozvedeli mnoho veci. Vieme zderivovaf vicSinu doteraz
znamych funkcii pomocou niekolkych nie prili§ zlozitych pravidiel. Ku mnohym funkcidm vieme
zistif integrély. V tejto kapitole sa budeme zaoberaf niektorymi praktickymi vecami, ktoré nam tieto
schopnosti umoziuji. Zacneme tymi deriviaciami. V nasledujicich dlohich treba vyuZif, Ze ak
funkcia niekde nadobuda maximum alebo minimum, derivacia tam bude nulova:

Uloha 1: Aké rozmery mé valcovd konzerva s maximalnym objemom, na ktord miniete 1 dm”
plechu?

Uloha 2: Predstavte si, Ze vlastnite kino. Néklady na jedno premietanie si v eurdch ¢=200+0,5x ,
kde x je pocet ludi, ktori pri§li na predstavenie. Dalej viete, e dopytova funkcia je
x=400— p2 , kde p je cena listka. (To znamend, Ze ked’ premietate zadarmo, pride 400
T'udi, ked za listok pytate 10 euro, pride 300 a ked zapytate 20 euro, nepride nikto, lebo uz
je to prili§ drahé.) Pri akej cene listka budete maf z jedného premietania najvicsi zisk?

Aky velky bude ten zisk?

143



Po obalovacej technike a ekonémii sa podme pozrief na fyziku. Vieme, Ze svetlo sa pri
prechode medzi dvoma prostrediami ldame. Na obrazku 51 vidite svetelny 1u¢, ktory ide z bodu A
do bodu B . Kazdy z tychto bodov sa pritom nachddza v inom prostredi. Bod A sa nachadza
v prostredi, v ktorom sa svetlo S$iri rychlostou ¢, a bod B v prostredi, v ktorom sa svetlo $iri
rychlostou ¢, . Podla Fermatovho principu najmenSieho ¢asu pdjde svetlo z bodu A do bodu B
po takej drahe, ktord bude vyzadovaf najkratsi cas.

Obrazok 51: Lom svetla

Uloha 3: Vypocitajte pomocou hodndt zadanych na obrdzku (nepouZite ale velkosti uhlov o,
a o, ) Cas letu svetelného lic¢a z bodu A do bodu B.

Uloha 4: KedZe svetlo prechadza rozhranim cez taky bod (ur¢eny hodnotou x ), v ktorom bude
tento Cas najkrat$i*®, musi platit, Ze derivécia Casu podla x musi by nula. Zderivujte Cas,

ktory ste vypocitali v tretej tlohe podla x , vysledok poloZte rovny nule a odvodte z toho
sina, _ ¢,

Snellov zédkon lomu, teda Ze plati ——=—".
sina, c,

48 Odkial svetlo vlastne vie, kadial to bude najrychlejSie? Odpoved na tito a iné zaujimavé otdzky ohladom svetla sa
moZete dozvedief v knizke Richarda Feynmana QED — nezvycajna tedria svetla a latky.
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Pod'me sa teraz pozrief na integraly. V niekolkych poslednych kapitolach sme si zvykli na
to, Ze integral je obsah plochy pod nejakou funkciou. Je Cas si znovu pripomenut, Ze kedysi ddvno
v druhej a tretej kapitole sme integral pouZivali na to, aby sme zistili, ako vel'mi sa nie¢o zmenilo®,
ked sme mali ¢asovy zdznam o tom, ako rychlo sa to meni. Odkedy sme zacali experimentovat
s vyrazmi typu dx, dy alebo dt, tak sme sa k tomuto pouZitiu integrdlov nevratili. A teraz je
najvyssi ¢as napravif to.

Zacénime tym, Ze pripomenieme fyzikdlnu veli¢inu nazyvani prica. Na fyzike vam kedysi
prezradili, Ze praca md znacku W (z anglického ,,work®, niekedy sa pouZzivalo aj A z nemeckého
,,Arbeit*), Ze sa meria v jouloch [J] a Ze ju mdZeme vypocitaf ako sicin sily a drdhy — takZe ked
fahdte vrece zemiakov silou 500N po drdhe 10m, vykondte pricu 5000J . Co vim ale
neprezradili, je, Ze ako sa to pocita, ked sila nie je stile rovnakd, ale priebeZne sa meni. A také
situécie nastavaju Casto. Predstavte si napriklad, Ze idete natiahnuf prak. Gumy v praku sa spravaju
ako pruzina. To znamen4, Ze kym sa guma nezacne natahovat, nepdsobi Ziadnou silou, potom sa ale
sila rovnomerne zvicSuje a ked natiahnete gumu o 40cm , bude sila 150 N .*° Ako vypoditaf pracu
pri nafahovani praku, ked’ sila nebola stile rovnaka?

V prvom rade by sa patrilo vypocitat velkost sily, ktorou guma pdsobi, ked’ ju natiahneme
o diZku x . Potrebujeme linedrnu funkciu, ktord md pre x=0 hodnotu 0 a pre x=0,4 hodnotu
150. (40cm je 0,4m . Chceme pocitat v zdkladnych jednotkéch.)

Uloha 5: N4jdite taku linedrnu funkciu.

Ak ste sa nepomylili, malo by vam vyjst F=375x teda koeficient tuhosti gumy z praku je
375N/m. Ako ndm to pomdzZe zistif celd pracu, ktord vykoname pri nafahovani praku?
Jednoducho. Viimneme si dsek dizky dx. Ten je taky maly, Ze sa pocas neho sila prakticky
nemeni. Prica, ktord vykondme, ked natiahneme prak o tento maly kuisok, bude teda F.dx alebo
tieZ 375x.dx . A teraz treba scitaf vSetky takéto malé kisky pre x od 0 do 0,4. A my uZ vieme,
Ze na scitanie mnohych malych kdskov ndm sliZia integrdly. Aby sme teda zistili celkovd pracu

potrebnd na natiahnutie praku, potrebujeme vypod&itaf integral [ 375x.dx .
0

Uloha 6: Vypoditajte.

V predoSlom texte sa ndm podarilo lepSie povedaf, ¢o to je priaca. Kym ste nevedeli
integrovat, vedeli ste len, Ze je to sucin sily a drdhy, teda Ze W=F .s. Teraz ale uz viete, Ze
W=f F .ds teda Ze préca je integral sily podla drdhy. To vdm umoZiiuje pocitat pracu aj vtedy,
ked sa sila poCas drdhy meni.

Vieme, Ze sila je hmotnost krat zrychlenie, teda F=m.a . Dalej vieme, Ze zrychlenie nim
hovori, ako rychlo sa meni rychlost, teda a=dv/dt . Okrem toho vieme, Ze rychlost nim hovori,
ako rychlo sa meni poloha, teda v=ds/dt z Coho dostaneme, Zze ds=v.dt. Vsetky tieto vzfahy
teraz pouZijeme v naSom novom vzorci pre pracu:

49 Jednalo sa vtedy o velkost stiboru, alebo teplotu.
50 Ak by bola sila vicSia, takyto prak by uz podla §7 zdkona o zbraniach a strelive 190/2003 bol zbrarnou kategérie D.
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2

W=f F.ds=f m.a.ds;fm.%.v.dtz m.v.dv:m.%

To, ¢o ndm vyslo, je dobre znamy vzorec pre kinetickd energiu.

Uloha 7: Predstavte si, 7e v praku méte Zelezni maticu, ktord vdzi 15g . Vystrelite ju a guma
z praku vykond rovnaku pracu, aku ste predtym vykonali vy. Akua rychlost bude mat
matica?

Funkcia, ktord opisuje, ako zavisi sila od polohy, samozrejme nemusi byt vZdy linearna.
V nasledujicej ulohe nebude.

Uloha 8: Ak précu treba vykonaf, aby ste odniesli kilové zdvazie z povrchu Zeme do nekonecna?
Silu, ktorou pdsobi Zem na zdvazie zistite z gravitatného zdkona. Zostavte integrél
a vypocitajte ho. Aké budu hranice, v ktorych sa bude integrovat?

Uloha 9: Vysledok predoslej dlohy pouZite na to, aby ste zistili, ako rychlo sa musi teleso
pohybovat, aby z povrchu Zeme odletelo do nekonecna. Tejto rychlosti sa hovori druhd
kozmicka alebo tinikova rychlost.
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Podobné pouzitie integralov sme uZ v minulosti raz stretli — konkrétne, ked sme v siedme;]
kapitole v ulohe 9 pocitali objem kuzela. Pod'me teraz tivahu pouZzitu v tejto ulohe zovSeobecnit.

A

Obrazok 52: Rotacné teleso

Na obrazku 52 je obrazok rotacného telesa. Teleso vzniklo tak, Ze sme zobrali plochu medzi
funkciou f aosou x naintervale (a;b) a zacali sme ju otd¢af okolo osi x . Keby bola funkcia f
konStantnd a mala vSade hodnotu c , objem by sa dal vypocitat jednoducho — bol by to objem valca,
ktory ma polomer podstavy ¢ a vysku b—a, teda m.c’.(b—a). Nachddzame sa ale v podobnej
situdcii ako ked sme pocitali pracu. Rovnako ako predtym sila, teraz sa nim meni polomer a preto
musime integrovat.

Zacneme tym, Ze z rotatného telesa vyreZeme platok, ktory bude maf hribku dx
a vypoCitame jeho objem. Budeme ho pocital ako objem valca.”’ Polomer valca bude
hodnota f(x), vy8ka bude dx , takZe objem bude m(f(x))’.dx . No a nakoniec vietky takéto valce
s¢itame. Pre objem rotacného telesa teda dostdvame vztah

b b

V=_[ an(x)dx=ﬂ:f f*(x)dx

a

Uloha 10: Vsetky body kruZnice s polomerom r a so stredom v pociatku sdradnicovej sustavy
splfiaji  vzfah x*+ y*=r> (pre¢o?). Vytvorte funkciu, ktord opisuje polkruznicu
s polomerom r , stredom v bode [0,0] a nezdpornym y as jej pomocou odvod'te vzorec
pre objem gule.

51 Pointa je rovnaké, ako ked sme pocitali obsah plochy pod krivkou a pokryvali sme ju obdiznikmi s obsahom
f(x).dx . Teraz budeme pokryvat rotané teleso valcami.
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Uloha 11: Vypocitajte, aky objem bude maf teleso, ktoré vznikne rotdciou oblasti ohrani¢enej
funkciami y=2—x*> a y=1 okolo osi x. Potom vypocitajte, aky objem bude mat
teleso, ktoré vznikne rotéciou oblasti ohrani¢enej funkciami y=3—x* a y=2. Akosato

da vypocitat? Preco su vysledky rozne, aj ked su obe tie oblasti zhodné geometrické
utvary?

Uloha 12: (Pre machrov alebo na spolo¢né rieSenie.) Vypocitajte objem torusu, ktory vznikne

rotdciou kruhu x*+(y—3)°<4 okolo osi x . Ako suvis{ tito tloha s predoslou? Vedeli
by ste na zdklade vysledku uhadnuf vzorec pre objem torusu?
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Dalgia vec, ktord sa pomocou integralov pokisime vypoc&itat, je faZisko. TazZisko je taky bod,
Ze pdOsobenie tiazovej sily na neho ma rovnaky Gcinok, ako pdsobenie na celé teleso.™

Na po&itanie faZiska budeme potrebovat dve veci. Prvd je fakt, Ze faZisko obdiZnika je v jeho
strede. Druhd je fyzikdlna veli¢ina moment sily, ktord urcuje otdcavy ucinok sily vzhladom
k nejakému bodu alebo priamke a ktord sa pocita ako sucin sily a vzdialenosti priamky po ktorej
sila pdsobi od osi otd¢ania.™

Zoberme si teda napriklad funkciu y=+'x na intervale (0;1) a uvaZujme o ttvare medzi
touto funkciou a osou x (pozrite obrdzok 53). Aby sme si zjednodusili situdciu, predstavime si, Ze
utvar je vyrobeny z latky, ktorej meter Stvorcovy vaZzi presne jeden kilogram a Ze uvahy robime na
planétke, na ktorej je gravitaéné zrychlenie rovné 1m/s”, takZze ak chceme poznaf tiaZ nejakej

plochy, sta¢i vypocitaf jej obsah, teda tu plochu zintegrovat.

1 peaatl

08

0.4

A

-0-2

Obrézok 53: Tazisko

Tiaz nasho utvaru bude teda

1 11
Fg=f \/;dX:f x> dx=
0 0

KTic¢om k nédjdeniu faziska je zistif moment sily celého utvaru vzhladom na obidve stiradnicové osi.
Predstavte si, Ze nas utvar je nalepeny na os x a otica sa okolo nej. Nech sa naSe fazisko nachadza
na sdradniciach [X;;y,;] a méd teda od osi x vzdialenost y,. Moment sily celého ttvaru
vzhladom na os x bude M,=F .y, pretoze fazisko je podla definicie to miesto, v ktorom ma
sila rovnaky ucinok, ako ked’ pdsobi na celé teleso.

52 Fyzici radsej pouzivaju pojem ,.hmotny stred” nez ,,fazisko“. Ak by sa totiZ teleso nachddzalo v beztiaZovom stave,
predosla definicia by stratila zmysel. Pre naSe potreby ale bude stacif. V pripade homogénneho gravitacného pola
funguji oba pojmy rovnako. Definiciu hmotného stredu, ktord pouZivaji fyzici, mdZete ndjst v 18. kapitole
Feynmanovych prednaSok z fyziky. http://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_18.html

53 Moment sily je vec, ktord hovori, Ze skrutku na kolese auta povolite I'ahSie, ked na kI'i¢ nasuniete nejakd rirku

.....

miesta na ktoré tlacite od skrutky.
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Moment sily vzhladom na os x ale mdzeme vypocitat eSte inym sposobom. Mdzeme si
cely dtvar nakrdjaf na obdiZni¢ky so stranou dx , vypo&itat moment sily kazdého z nich a vietky
tieto momenty scitat.

Opiif sa pozrite na obrdzok 53 a viimnite si vyznateny obdiZnik. Jeho obsah a teda aj jeho
tiaZ je f(x).dx . Jeho faZisko sa nachddza v jeho strede a teda je od osi x vzdialené f(x)/2.

Moment tohto obdiZnika je teda 1)

5 -f (x).dx . Ak chceme poznaf moment sily celého telesa,

1 2
musime vSetky tieto momenty s&itat, teda vypocitat [ #dx :
0

1
:1(1_0 _1
0 212 4

V tomto momente uZ vieme zistif y -ovu suradnicu faZiska, pretoZe ten moment vzhladom

2
X

2

1 2 1
MXZ_[ (\/2;) dX:%f xdle
0 0

. 2 . . L1 .2 1 Y 3
naos x jejednak Fg.yr=7yr,jednak jetotd . Aztoho,Ze 3 yr=7 dostaneme, Ze yr=g .
x -ovu stradnicu faziska ziskame rovnakym spdsobom pomocou momentu sily vzhladom

. v 2 v s e . .
na os y. Jednak vieme, Ze M,=F;.x;=7Xx; pretoZe faZisko celého tdtvaru ma od osi y

vzdialenost X;. Moment sily si vieme ale vypocitat aj tak, Ze s¢itame momenty vSetkych malych
obdiZnikov. Vzdialenost faZiska obdiZnika od osi y je x (plus polovi¢ka dx , ktord si dovolime
zanedbaf™), tiaZ obdiZnika je f(x).dx , takZe moment sily toho obdiZnika bude x.f(x).dx . Ked

1
momenty vietkych tychto obdlZznikov s¢itame, dostaneme [ xf(x)dx :
0

s
1 1 3

3
My:!.xx/;dx:.[ x2dx= XE =
2

0

. 2 2 N 3 (v . -, . . . (3.3
A z toho, Ze = Xr=+¢ dostaneme, Ze Xr=rt . Nas utvar ma teda fazisko so sdradnicami l— '—} .

3 5°8
Vseobecné vztahy pre vypocet taziska budu

M, M, 17 2 / i
XT:F— yT:F— kde sziff (X)dx’ My:fo(X)dX a Fg:ff(x)dx

q q
Keby sme mali materidl s inou hustotou a pocitali faZisko pomocou inej gravitacnej konStanty,

museli by sme hodnoty M,, M, a F, tymito dvoma vecami vyndsobif (pre¢o?). Pri pocitani X;
a Yr by sandm ale aj tak vykratili, takZe by sme opéf dostali to isté.

Uloha 13: Vypocitajte faZisko utvaru ohrani¢eného osou x a grafom funkcie y=x° na intervale
(0;1) . Lezi fazisko vo vnutri dtvaru? (Otdzka pre machrov: MdZe to byt pre niektort
funkciu y=x" naopak?)

54 Viete odhadniif, akej velkej chyby sa tak dopustime? Zmizne t4 chyba, ak sa bude dx blizif k nule?
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Uloha 14: Vypocitajte taZisko polkruhu daného funkciou y:\/ 1—x%.

Na zdver tdloha, v ktorej si budete musief zostavif integrdl sami. Viete, Ze ¢im ste vo vode

.....

povrchu Zeme a jednd sa o vodu, bude tlak p=h.1000.10=10000h . Oravska priehrada ma mur
v tvare lichobeznika, pricom hore je jeho Sirka 230m , dole 75m a vySka mdru je 38m .

Uloha 15: Akou silou pOsobi na mur voda, ked je Oravska prichrada plnd? Najsilnejs$i doteraz
pouzity raketovy motor na kvapalné palivo md fah 6770kN . Porovnajte silu vody so silou tohto
motora.
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15. kapitola — spravy

Uloha 1

Vieme, Ze konzerva ma objem V=gxr’y kde r je polomer podstavy a v je vySka. Je
trochu neprijemné, Ze objem zavisi az od dvoch parametrov. Existuji aj funkcie, ktoré maji viacero
premennych, ale s takymi sme zatial nepracovali. S nas§imi vedomosfami nemdme ind moznost, nez
sa jednej premennej nendpadne zbavif.

Zbavif sa jednej premennej ndim umozni fakt, Ze pozndme povrch konzervy. Jednak vieme,
Ze povrch sa sklad4 z dolnej a hornej podstavy, z ktorych kazd4 ma obsah g r° a z plasta, ktory m4
obsah 2zr.v, dokopy to teda bude 2mr’+2nrv=2mnr(r+v). Okrem toho vieme, Ze na plast
moZeme mindf 1dm’>=100cm’ plechu. Ak sa rozhodneme pocitaf v centimetroch, musi teda platit

2nr’+2mrv=100
Z toho si mo6Zeme jednu premennu vyjadrif pomocou druhe;.
Chvilu nebolo jasné, ktord premennd bude lepSie vyjadrovat. Nakoniec sme sa rozhodli

vyjadrif v , pretoZe keby sme chceli pocitat r , rovnica by bola kvadratickd, ale s tym v je linedrna
a tie sa pocitaju l'ahSie. Dostaneme teda

2xrv=100—2mr’

_100—2nr* 50
V=——"—"—=—-—r1
2nr Tr

a ked’ tento poznatok dosadime do vzfahu pre objem, dostaneme
V=nr’v=n rz(& —r)=50r—mr’
r

Teraz uZ ndm objem zavisi iba od jednej premennej. Ak ma tito funkcia dosiahnuf maximum, musi

.. , .. . dv 2 , . 5 . v
byt derivacia nulova. Drivécia objemu —-=50-3nr" . Kde sa to rovna nule zistime, ked’ vyrieSime

dr
rovnicu:
50—3nr’=0

50=3xr’

> 50

r = —_—

37
T \3m

Zaporny polomer nepripada do uvahy, takZe v tomto momente vSetci pritomni vyhlasili, Ze hfadany
polomer konzervy je V’%N 2,303 cm . Pripomenul som, Ze by sa patrilo zistif, Ze sa naozaj jednd

0 maximum, pretoZe ak by to bolo ndhodou minimum, tak by ste nasli dplne najnevyhodnejSiu
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moznu konzervu. Ked ale zistite hodnotu derivacie objemu pre r=2, dostanete 50— 12n~12,3,
takze tam funkcia rastie. Ked zistite hodnotu derivicie objemu pre r=3, dostanete
50-27mn~—34,8, takZe tam funkcia klesa. N4S extrém, ktory sa nachddza medzi tymito miestami
teda musi byf maximum.

Este treba dopocitaf, akd ma byf konzerva vysokd. Vieme Ze V:%—r. Ked do toho
_ 50 \/50 50 [3n \/E_\/5o23n [50 350 / \/7 3 \/
v= - = 3—
50 3 50 37 t°.50 3m
J‘C —
@_\ﬁ _ ﬁ_\/_ \/7 ¢3_§ \@ 243 _, \/3.50:2 50
3 9 T3 "Vo9n "\3=n

3n
_ \/E
VT
Vsetci pritomni namiesto aby cvicili s odmocninami, tak tam dosadili to r=2,303 a vyslo
im v=4,606 . Toto cvienie sme tu ale predviedli preto, aby bolo vidno, Ze vySka optimélne]
konzervy je presne dvakrat vicsia, ako polomer (a teda rovnako velkd ako priemer). Ked sa skratka
pozriete na optimalnu konzervu zboku, uvidite Stvorcek.

dosadime vypocitani hodnotu polomeru, dostaneme

50
T

Uloha 2

Maéme zistif optimdlnu cenu listka p . Prva vec, ktoru bolo treba vykonat, bolo vyjadrif si
zarobok z jedného premietania pomocou p . Trzba na kase bude p(400—p°) eur, pretoZe pride
400—p*> divdkov a kazdy zaplati p eur. Néklady na premietanie budd 200+0,5(400— p°)
Celkovy zisk bude teda p(400— p*)—(200+0,5(400— p*))=—p’+0,5 p°+400 p—400

Teraz uz len zostdva zistif, pre aké p bude tidto hodnota najvicSia. V mieste, v ktorom
dosahuje maximum, sa funkcia meni z rastiicej na klesajicu. Derivicia sa teda meni z kladnej na
zdporni a musi teda byt nulovd.” Derivécia zisku podla ceny listka bude —3 p°+ p+400 . Aby sme
zistili, kde bude nulovd, musime vyrieSif kvadraticka rovnicu —3 p2+ p+400=0 . Tato rovnica ma

—1im —1+W
2.(=3)

dve rieSenia

alebo —11,40 €.

Predosla fazu opif vacsina lTudi zvladla (aj ked necakane mnohi sa pomylili v znamienkach,
odignorovali minus a potom tvrdili, Ze spravne je to 11,40 €) Na fazu zisfovania, ¢i sme ndhodou
nenasli namiesto maxima minimum opédf nedoSlo, aj ked tato fdza je z praktického hladiska
pomerne dolezita.

Najprv zvazime, aké st zmysluplné ceny. Nebudeme uvazovat zdporné ceny — keby sme
divdkom za navstevu platili, vela by sme nezarobili. Rovnako ak by sme pozadovali za listok viac
ako 20¢€, priSiel by nam zdporny podet divdkov, Co tieZ nie je redlne. Na intervale (0;20) ma
derivécia iba jeden korein (ten 11,70), takZe znamienko bude menif iba raz a to v tomto bode. Ked
do derivacie dosadime nieco z lavej strany korefia — napriklad ¢islo 10, dostaneme hodnotu 110. Ta
je kladnd, takze funkcia v tomto bode rastie. KedZe vSak derivécia na intervale 0;11,70| nema
kde zmenif znamienko, musi byt kladnd na celom tomto intervale a teda povodna funkcia na celom
intervale 0;11,70) rastie. Podobne ked do deriviacie dosadime napriklad ¢islo 15, dostaneme

—260 , ¢o je zdporné Cislo, takze funkcia v tomto mieste klesd. Ked'Ze vSak derivicia na intervale

, teda (po zaokruhleni na desiatky centov) bud 11,70 €

55 Toto tvrdenie nie je tiplne pravdivé. Nefunguje napriklad na funkcii y=—|x| . Co sa tam pokazi?
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(‘11,70;20‘} nemd kde zmenif znamienko, bude vSade zdpornd a funkcia bude stdle klesat. Ak ale
funkcia po hodnotu 11,70 rastie a od hodnoty 11,70 klesd, musi tam byt maximum.

Ak budeme listky predavat po 11,70 €, do kina ndm pride 263 Tudi a zarobime 2745,60 €.
Keby sme pouzili onen zly vysledok a cenu listka by sme dali 11,40 €, pri§lo by ndm sice 270 T'udi,
ale zarobili by sme iba 2743 €.

Uloha 3 a 4

Obrazok si pre istotu skopirujeme aj sem, pretoZe pri tychto ulohdch budeme musief prejst
od obrdzku k pismenkdm a potom naspif a pri oboch tychto prechodoch bude dolezité mat ten
obrazok pred ocami.

Obrazok 54: Lom svetla

VXi+d:

V prvom prostredi prejde svetlo drdhu \/ x*+d; (Pytagorova veta) a bude mu to trvat

V(h—x)*+d>

G

¢
V druhom prostredi prejde svetlo drdhu \/ (h—x)’*+d; a bude mu to trvat
teda bude

. Celkovy cas

Vi +d V(h—xP+d> 1, , b1 2
_1 A2+ X ((he x Pt d2)
c + c Cl(x + 1) +C2 (( X)+ 2)

Ten druhy tvar je vhodnejsi na derivovanie. Aby svetlo dosiahlo najkratSi ¢as prechodu medzi
bodmi A a B, musi byf derivicia rovnd nule. LCudia si nejaky ¢as spominali, ako sa derivovali

zloZené funkcie, pripomenuli sme, Ze [f(g(x))]'=f"(g(x)).g'(x), prekonali sme komplikdcie, Ze
v druhom séitanci su tie vnorené funkcie az tri a nakoniec sme dospeli k tomu, Ze musi platit

_1 1
Ci-%-(xadi) 2-2x+i%.<(h—x)2+d§) 2.2 (h—x)-(~1)=0
1

¢,

¢o je ekvivalentné rovnosti
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1 x 1 h—x

¢, Vx*+d o V(h—x)+d;

V tomto momente sa bolo treba znovu pozrief na obrdzok. Tam sa totiZ da uvidiet, Ze tie zlomky
s odmocninami sa daji napisat ovela jednoduchsie — konkrétne takto:

1 . 1 .
—-sina,=—-sina,
cl C2

Z toho uz je Snellov zdkon lomu zrejmy.

Mafo mi poslal odkaz na ¢lanok, v ktorom popisuji experiment, z ktorého vidno, Ze podla
Fermatovho principu najmensSieho ¢asu (a teda aj podla Snellovho zdkonu lomu) sa nesprdvaji iba
fotény, ale aj mravce. Z tohto ¢lanku pochddza aj obrdzok 55.

Obrazok 55: Mravce Zrdoj: http://journals.plos.org/plosone/article?
id=10.1371/journal.pone.0059739#pone-0059739-g001

Uloha 6 a7
0,4 2170,4
f375xdx=[37gx =375'20’16—0=30 Vykonali sme teda pracu 30J . Ak sa celd tito
0 0

pridca zmeni na kineticki energiu matice, bude platit M =30, teda 0,015. v’=60 a teda

2
v=+v4000~63,25m/s=227,7km/h. Podla ¢lanku http://vnuf.cz/sbornik/prispevky/07-09-
Kekule.html ta rychlost v skutocnosti byva asi polovi¢nd. V zadani sme to s tuhostou gumicky
trochu prehnali.
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Uloha82a9

Ulohu vypocitame vieobecne a konstanty budeme dosadzovaf az do vysledku. Majme teda
zavazie s hmotnostou m , ktoré chceme odniest do nekonecna z povrchu planéty s hmotnostou M .
Polomer planéty je r. Z Newtonovho gravitaéného zakona vieme, Ze ak je teleso od (stredu)

planety vzdialené x, tak nan pdsobi sila Kk ™7 . Ak ho teda poodnesieme o kusok dx Vykoname

de

Nasfastle vicSina tych pismeniek pod integralom su konstanty, ktoré sa vzhfadom na x nemenia a
ktoré moZeme vynat pred integral. Dostaneme

J e

o0

-1
- M[_l_—_l
r

KmM
r

dx KmM_f—dx KmM_fx dx= KmM

r

Ked do toho dosadime gravitaéni konStantu 1<:6’674,10’”Nm2 kg’2 , hmotnosf zavazia
m=1kg , hmotnost Zeme M:5,972.1024 kg a polomer Zeme r:6,378,106m , dostaneme, Ze na

to, aby sme kilové zdvazie odniesli do nekonecna, potrebujeme vykonaf pricu 6,249. 107J To
m. M

nie je malo. Ak by sme ale Zili v dvojrozmernom svete, tak by gravitacny zakon nebo

2

ale F ZKTM a praca by vysla nekonec¢nd. V dvojrozmernom svete by sa teda nedalo zo Ziadnej

planéty dostat.

Ak chceme teleso z nejakej planéty dostat, musime mu udelif rovnaku kineticki energiu, aka

2
je potrebnd na vykonanie price, ktord ho do nekonecna dostane. Musi teda platit %ZKmM

_[2xM . v . C 1 L .
Z toho dostaneme V—\/ . 'V pripade Zeme dostaneme, Ze druhd kozmickd rychlost je
v~11180m/s.
Uloha 10

Vzdialenost bodu so stradnicami [x,y] od bodu [0,0] je kvdli Pytagorovej vete yx*+y?.
V3etky body kruZnice so stredom v bode [0,0] majui od pociatku vzdialenost r . Mus{ teda platif

V+yi=r
x2+y2:r2
yzzrz_xz
y:i\/rz—x2

Méme teda dve funkcie y:\/ r‘—x’ a y=—+r’—x* ktoré opisuji horni a dolnd polkruZnicu.
Vsimnite si, Ze obe maji defini¢ny obor (—r;r) . Je jedno, ktord z tych funkcif si vyberieme, ked
ju zacneme rotovat okolo osi x , dostaneme gulu s polomerom r .

Ked chceme vypocitat objem gule, musime zistit

Tl?_[f )dx= nf \/r —x°

—r

3 3

3

3 T 3.1
=T|r ————|—Tr+—||=m =T.<-r
3 3
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Dostali sme zndmy vzfah.
Najvicsie problémy tu opif robilo rozozndvanie, ktoré pismenko je premennd a ktoré
konStanta. Polomer r je pevne dany od zaliatku, nijak sa nemeni a preto sa k nemu ako ku

3
konStante treba spravaf. Integrdl z r* preto nebude % ,ale r’x .

Uloha 11

Prvy problém v tejto dlohe bol nakreslif si dobry obrazok, aby ste vedeli, ¢o budete okolo
osi x vlastne rotovaf. Oblast ohrani¢enu funkciami y=2— x> a y=1 vidite na obrazku 56 vlavo,
oblast ohrani¢ent funkciami y=3—x> a y=2 na obrazku 56 vpravo. Pri kresleni obrazku a pri
urcovani intervalu, na ktorom sa bude integrovat prospelo ludom zistif si presne, kde sa funkcie

-1 0 1 -1 ] 1

Obrazok 56: Oblasti medzi zadanymi funkciami

y=2—x> a y=1 pretnd, teda kde sa 2—x”*=1 . Pomerne rychlo sa dd uvidiet, Ze pre x=—1 a
pre x=1.KedZe v pripade druhej tlohy st obe funkcie o 1 vicsie, miesta, v ktorych nadobudaji td
istd hodnotu budi rovnaké, ako v predoslom pripade.

VSetci pritomni si uvedomili, Ze napriek tomu, Ze uréend oblast ma v oboch pripadoch
rovnaky tvar, objem rota¢ného telesa bude v prvom pripade mensi, pretoZe rotovana plocha opise
mensSiu drdhu. Objem zistime tak, Ze vypocitame objem telesa ur¢eného vidcSou z tych dvoch
funkcii a od¢itame od neho objem diery. V prvom pripade to teda bude

1 1 1 1
nf (2—x2)2dx—nf lzdx:nf (4—4x2+x4)dx—nf ldx=
-1 -1 -1 -1

3 s

X X
4x—4—+—
XT837s

4 1
4—§+§—

_4+£_1

—n[x]!,=n

-1

=TT

Pripomenime, Ze vzhladom na to, Ze druhd funkcia je konStantnd, bude maf diera tvar obycajného
valca a preto mdZeme objem poditaf aj ako mgriv=m.1>.2=2x — to si tie isté 2m; ktoré sa
v nasom vypocte vyskytuju tesne pred findlnym vysledkom. Ale takto sme sa asponi mohli
predviest, Ze vieme integrovat.

V druhom pripade bude vypocet vyzerat podobne:
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1 1 1 1
J'cf (3—x2)2dx—nf 22dx=nf (9—6x2+x4)dx—nf 4dx=
-1 -1 -1 -1

3 51t

X X
9x—6?+€

—n(4—(—4))=2n—8 nzgn

1
_ 2__
It 5 5

1
_2 .
9-2+ S

—n[4x]',=n c

—1

=TT

V prvom pripade sme dostali priblizne 3,737, vdruhom 6,47 CiZe takmer dvakrat viac.

Uloha 12

Tito ulohu vypocitali iba Arthur s Matom. Odvodili dokonca univerzalny vzfah pre objem
torusu. VSeobecné rieSenie predvedieme aj tu.

Y

-2 -1 1}

1 2

Obrazok 57: Kruh, ktorého rotaciou vznikne
torus

Majme kruZnicu so stredom [0;R] a s polomerom r (ako na obrdzku 57). Vzdialenost
kaZdého jej bodu [x;y] od stredu sa musi rovnat velkosti polomeru. Mus{ teda platit

\/X2+(y—R)2=r
z ¢oho dostaneme

x2+(y—R)2=r2
(y-RF=r—

y—R=%\r'—x

2 2

y=R=*+Vr —x

Kruh ndm teda opisuji dve funkcie, priCom td funkcia s plusom opisuje hornd €ast a td s minusom
opisuje dolnd cast. Budeme postupovat ako minule. Od objemu telesa opisaného hornou funkciou
odcitame objem diery opisanej dolnou funkciou. Defini¢ny obor funkcie a oblast osi x , nad ktorou
sa kruh nachddza, je interval (—r;r).Budeme teda pocitaf integrdl na tomto intervale.
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Potrebujeme teda vypocitat
nf (R+\/r2—x2)2dx—n f (R—\/rZ—XZ)de

Opif treba maf na pamiiti, Ze jedind premennd je x. R aj r su dopredu dané konStanty. M6Zeme
zacat pocitat. Najprv si umocnime zatvorky v integrdloch a dostaneme

ch (R2+2R\/r2—x2+r2—x2)dx—nf (RZ—ZR\/rZ—x2+r2—x2)dx

Dalii §ikovny fah bude spojif oba integraly do jedného. Pri tej prileZitosti ndm totiz R?, r* aj x°
vypadnu a ostane ndm tam iba t4 odmocnina, pretoZze md v kaZzdom integrali iné znamienko.
Dostaneme

nf 4R\/r2—x2dx:4an \/rz—xzdx

Znalé oko v tom poslednom integréli rozozné obsah polkruhu s polomerom r . Menej znalé musi

. , . . r a 2~ . 7z

integrovat drsnd funkciu s odmocninou f Vr’=x’dx . Na takiito drsnd funkciu zaberd ale
-r

substiticia x=r.sint

w2

= f (Vr*=r?sin’t)r.cost dt
—n/2

X=r.sint
dx=r.costdt

jmdxz

VSimnite si zmenu hranic integralu. V povodnom integrédli ide x od —r po r. VSimnime si hornd
hranicu r. KedZe sme hodnotu x nahradili hodnotou r.sint s premennou t, treba v novom
integrali zistif, pre akd hodnotu ¢ bude r.sint rovné r. Je vidno, Ze aby to bolo r, musi maft
sint hodnotu 1 ateda t bude /2 . Rovnako sme zistili aj spravnu dolni hranicu.

Substiticiu sme spravili, m6Zeme d’alej pocitat.

w/2 /2 /2
f (VrP=r*sin’¢)r.cost dt= f (Vr¥(1=sin’¢))r.cost dt= f (Vr?cos’t)r.cost dt =

—n/2 —n/2 —x/2
/2 /2

= f r.cost.r.costdt=r’ f cos’t dt
—n/2 —n/2

V tomto vypocte sme vyuzili, Ze r aj cost su nezdporné (ten kosinus vdaka tomu, Ze sa
pohybujeme na intervale (—7t/2;7/2)).
Integrél, ktory sme dostali, sme uz pocitali v 12. kapiotole. Dostaneme

/2 ) 2
2" 2 2| sinx.cosx+x|" o[ 0+:/2 0—m/2 2 mr
r f cos’tdt=r*|>———22"2| =y — — 2T

—/2 2 —mt/2 2 2 2 2

2
takZe je to ten polkruh. Objem torusu teda bude 47 R."-=2x"Rr’ . Viimnite si, Ze je to to isté,

ako keby ste obsah toho kruhu vynasobili dizkou drahy, ktord musi opisaf jeho stred.
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Uloha 13

671
X | =

1
Najprv jednoduchsia Cast. Obsah (alias hmotnosf) celej oblasti je M :fo x"dx= o —é.
0

) _1 1 10 _11_ 5 <

Moment vzhladom na os x bude M = f dx— f X dx= 11 ST 22 , takzZe y -ova

suradnica faZiska bude y,= =%=ﬁ~0,272727 . Moment vzhladom na os y bude
1 1 71t

M,=[ x.x’dx=[ x"dx=|%| =7 . takie x-ovd siradnica taZiska bude xp= 22 =2~0,857143.

Tazisko md teda stradnice [g H} Ak chceme zistit, ¢i fazisko leZi v uvedenej oblasti, treba zistif,

5
¢ije (g) <% . Kalkulacka napovie, Ze fazisko v utvare lezi.

Obrazok 58: Funkcie

Teraz ast pre machrov. Na obrazku 58 vidite grafy funkcii y=x, y=x*, y=x>, y=x",
y=x"" a y=x" naintervale (0;1). Plocha pod funkciou ma stle vi&3i vyrez, takZe Sanca, Ze
fazisko sa dostane mimo fiu sa zvySuje. Na druhd stranu sa pri osi x nachddza stile menSia plocha,
takZe klesd aj vplyv tejto Casti na polohu faziska. Preto je fazké na otdzku odpovedat priamo a bude

to treba vypocitat. Najprv potrebujeme vypocitaf fazisko pre vSeobecnu funkciu y=x":

n+1 1

M:f; x"dx= pey O:ﬁ
n+1 1
MX:%I;(XH)ZdX:%ﬁ indx:% 2:1+11 :%. 2n1+1 :4n1+2
M, f x.x"dx= f x"dx= nn—-:; 1_an2
takze fazisko bude maf suradnice %, 4nn++12 . Zostadva nam zistif, pre ktoré n plati Z_:; " 4;»,;12 .

Tuto otdzku zatial nechame otvorenu. PoteSili by sme sa akymkol'vek ndpadom, ktoré by viedli k jej
zodpovedaniu.
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Uloha 14

V tejto dlohe ste mali pocitat faZisko polkruhu daného funkciou y:x/ 1—x?. Hmotnost sa
pocita rovnako, ako sme to robili na konci dlohy 12 pricom zoberieme r=1 . PouZijeme vysledok,

. 1 .
ktory sme vypocitali tam a rovno dostaneme M= J:l V1 —xzdng . (Okrem toho — vieme predsa,

aky je obsah polkruhu s polomerom 1 ... )
Moment vzhl'adom na os x bude

MXZ%I(\/E)ZdXZ%f(l—XZ)dx:

-1 -1

3 1
X142
3/, 23 3

takZe y -ové stradnica faziska bude M,/M= % : %zs—nw 0,424413 .

1 . 1 - « vy
Moment vzhladom na os y bude f_l X\/ 1—x”dx . Arthur tento integrél tspesne poéital cez

td sinusovd substiticiu, ktord sa tak osvedCila v tdlohe 12. Vec sa ale da tentokrat vybavif
jednoduchsie. Konkrétne takto:

1-x"=a 0o 1 :

f 1X\/1—X2dX_ —2xdx—da:‘[a2ﬂ__l ai_p
dx=44 o 213
xdx==5 5

Z toho plynie, Ze x -ovd stradnica faziska je 0. VicSina osadenstva ale situdciu vybavila eSte
jednoduchsie a vyhlasila, Ze ked'Ze je ten polkruh symetricky, tak taZisko bude na osi symetrie, ¢o je
zhodou okolnosti 0s y .

To sa inak dalo uvidief aj z vlastnosti tej funkcie xx/ 1—x*, ktord sme integrovali. T4
funkcia je totiZ neparna a jej graf je symetricky podla pociatku stradnicovej sustavy (odkial je to
vidno?) A ked takuto funkciu integrujeme na intervale symetrickom podla osi y, tak celkova
plocha ndm vyjde 0, pretoZe €o je na jednej strane osi y kladné, bude na druhej zdporné a naopak.

Uloha 15

Této dloha mala preverif, nakolko ste schopni sami zostavif integraly, ktoré opisuju nejakud
redlnu situdciu. N4crt priehradného muru Oravskej priehrady moZete vidiet na obrazku 59.

230 m
<« '
A
|
N dh
38 m
\ 4
“~7m

Obréazok 59: Néacrt miru Oravskej priehrady
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Podmienky sa teda menia v sdvislosti s hibkou. To viedlo k my3lienke riesif tlohu pre rozne hibky
samostatne, vypoditat tlakovd silu posobiacu na jednotlivé obdizniky §irky dh a tie potom séitaf.

Tlakova sila sa pocita ako sucin tlaku a plochy. Budeme teda potrebovat dve veci. Vypocitat
tlak v hibke h a vypocitat plochu obdiZnika, na ktory bude tlak pdsobitf. Ked’ze prichradny mdr sa
zuzuje, tak od h bude zdvisief aj t4 plocha.

Tlak sa pocita jednoducho — vzorec bol vyzradeny v zadani, je to 10000h . Jedna strana
obdiZnika m4 §irku dh . Druhd bude zivisiet od h . Pdjde o linedrnu funkciu, ktord bude mat pre
h=0 hodnotu 230 a pre h=38 hodnotu 75. Takd linedrna funkcia bude mat tvar 230—k.h
pricom treba doladif len to k . Potrebujeme, aby 230 -k .38=75 . Z toho dostaneme, Ze 38k=155

takze k:% . Sirka obdiZnika, ktory sa nachidza v hibke h pod hornou hranicou priehradného

muru bude teda 230 —%h , jeho obsah bude (230—%h)dh a tlakova sila, ktord na tito plochu

posobi, bude 10000 h .(230—%h)dh . Ak chceme poznaf tlakovu silu, ktora pdsobi na cely muir,

musime vSetky tlakové sily posobiace na jednotlivé pasiky scitat. Musime teda vypocitaf integral

38

| 10000h.

0

155

38
230—§h)dh:f (2300000h—M
0

38

hz)dh =
38

~914533333N =914533,333 kN

0

h* 1550000 K
2300000~ ———— =

Niektori Iudia sa tento vysledok pokusali eSte ndsobif plochou, ale to bolo zle. Aby sme dostali
celkovu silu, skuto¢ne staci scitaf (integrovat) ¢iastkové sily.
Ak by sme chceli rovnaki silu, akou na mur tla¢i voda, vyvinif pomocou tych raketovych

motorov, potrebovali by sme ich 135.
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16. kapitola
Postupnosti a rady

V predoslej kapitole ostala otvorend uloha. ISlo o to, ¢i faZisko oblasti ohrani¢enej funkciou
y=x" (priom predpokladdme, Ze n je prirodzené &islo) na intervale (0;1) leZi vZdy vo vnuitri
n+l n+l

n+2’4n+2

tej oblasti, alebo nie. Pri troche ndmahy sme zistili, Ze siradnice faZiska budu a ze ak

chceme, aby to fazisko lezalo vo vnutri tej oblasti, musi platif Z—:é " 4nn++12 . Ked sa pokisime
vypocitat hodnoty pre niektoré n , bude to vyzeraf takto:
n n+1\" n+l1
n+2 4n+2
1 0,666 666 67 0,33333333
0,5625 0,3
3 0,512 0,28571429
10 0,418903 89 0,261904 76
100 0,37335348 0,25124378
1000 0,36843082 0,25012494
10000 0,36793462 0,25001250
100000 0,367 88496 0,25000125
10000000 0,36787950 0,25000001

Bystry Ccitatel si iste v§imol, Ze ked zvySujeme n, obe postupnosti sa spravaji ukdznene.
Obe klesaji®, ale klesaji umiernene. Nestratia sa niekde v hlbindch minus nekone¢na, ale pomaly
sa bliZia k nejakej konkrétnej hodnote. V pripade druhej postupnosti sa zdd, Ze td hodnota bude

1 . . .. « s . . . v ., “
0,25, teda 7 . V pripade prvej postupnosti je moZné si s trochou experimentovania vsimnut”’, Ze

cielova hodnota sa ndpadne podobd na 0,36787944 co je % .

A o tom, ako s postupnosfami pracovaft, ako urovat, k Comu sa bliZia a ako ich vyuzif na
niektoré zaujimavé veci, bude tato kapitola.

Najprv poriadna definicia. Co to presne znamend, Ze postupnost sa bliZi k nejakému &islu?
PouZijeme rovnaky pristup, aky sme pouZili pri funkcidch. Postupnost sa blizi k nejakému cislu
(alebo inak — nejaké ¢islo je limita postupnosti) ak vieme pre l'ubovolni chybu € ngjst také miesto
na postupnosti, ze vSetky ¢leny postupnosti od toho miesta d’alej sa od tej limity liSia o menej ako ta
predpisand chyba €. Toto isté v matematickej symbolike je zapisané takto:

lima,=a < Ve>0 IAn,eN Vn>n, |a,—a|<e

n->o

Uloha 1: Pochopte, ako to funguje. Porovnajte tito definiciu s definiciou limity funkcie
v 9. kapitole. V ¢om je rozdiel? Co maji tie definicie spolo¢né? Ktor je zloZitejsia?

56 To, Ze klesaju, je samozrejme iba pozorovanie. Nikde sme nedokdzali, Ze to tak bude vZzdy.
57 A Nicole si to skuto¢ne vsimla.
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Uloha 2: Vezmime si napriklad postupnost 1’5’5’2’5’5"" (Takéto postupnost sa vSeobecne
1]‘” 1

zapisuje = a jej limita ako lim = .) Aka bude jej limita? Aké n, treba zvolit, ak vam
pisuj _, aJo n J€)

n n 0
niekto predpiSe chybu €=0,01 ? Aké n, treba zvolif, ak bude €=0,000001 ? N4§jdite
predpis, ktory vam ndjde n, pre hocijaké zadané €.

Uloha 3: Aki limitu bude mat postupnost 1 11111 ? Viete na volbu spravneho n, pre

zadané € vyuzif vysledok predoslej dlohy?

Uloha 4: Ak4 bude limita 111_{2 (=1)" 2 Aké n, treba zvolif, ak vdm niekto predpiSe chybu ¢=0,1 ?

Pre limity postupnosti platia rovnaké vety, aké sme dokazovali pre limity funkcii. Ak mame
dve postupnosti s limitami, tak limita suctu tych postupnosti je sucet limit a rovnako je to aj
s rozdielom a suc¢inom postupnosti. S podielom to funguje tiez, len si podobne ako pri funkcidch
treba daf pozor, aby ta postupnost, ktorou delime, nemala limitu 0.

Vyzbrojeni tymito vetami sa mdZeme vysporiadaf s druhou postupnostou, ktorou zacalo toto
rozpravanie. Treba ale pouzif Sikovnu upravu:

) 1
1+l lim|1+—= lim 1+liml
. n+1 . n n-o n s nsw N 1+0 1
hm4 +2:hm = = 1:4+20:Z
noee 41 2442 limla+2]  lim 4+21im — :
N0 n n>w nsw N

Sikovnd tiprava sa udiala hned na zaiatku. Pozreli sme sa, akého stupiia je polyném v menovateli
toho zlomku (prvého) a takou mocninou n -ka sme zlomok vykritili. Vyraz sa tym nezmenil, len
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bolo zrazu zrejmé, ako sa bude spravaf, ak posleme n do nekonecna. Tentokrat sme vSetko pekne

rozpisali, Ze to ale vyjde % je vidno hned po prvej uprave.

Uloha 5: Pokiste sa rovnakym trikom vypocitat nasledujice limity:

2 2 2
2) lim 2n2+97n b) lim 3n"+8 ¢) lim n"+5n—-2
o N —1 ndo N —nN nsw  N+17

Podme sa teraz pozrief na to, kde sa v tej druhej postupnosti vzalo to e. ZaCneme
postupnosfou trochu inou, ktord je zaujimava z bankového hladiska.

Predstavte si, Ze ste naSli Gzasnd banku, ktord po roku vypldca stopercentny trok.® To
znamend, Ze pridete do banky, vloZite svoj fazko zarobeny milion a po roku dostanete dva.
Rozumnejsi ¢lovek sa ale zamysli — Co by to robilo, keby som peniaze vybral po pol roku a vzapiti
ich zase vlozil do banky? Po prvom polroku by mi aj s drokmi vratili jeden a pol miliéna. A ked
jeden a pol miliéna vloZim na pol roka, dostanem 1,5.1,5=2,25 miliéna. A ked to tak spravi, tak
bude na tom lepsie, ako keby tam tie peniaze nechal iba tak lezat.

Tento trik sa d4 samozrejme eSte vylepSit. Keby nas Spekulant zaSiel do banky raz za Styri

mesiace, tak by nakoniec mal (1+%)(1+%)(1+%)N2,37 miliéna. Keby tam $iel raz za mesiac, tak
12
by zarobil (1+1—12) ~2,61 miliéna.
Uloha 6: Kolko by na¥ $pekulant zarobil, keby si z chodenia do banky urobil précu na plny dvizok
a za rok tam priSiel tisickrat?

Ak chceme zistif, akd je hranica zarobku, ktory pri tomto pristupe pripadd do tvahy, bude

treba zistif, akd je limita lim (1+%) . Po skusenosti s alohou 6 uZ asi tusite, Ze to bude e . Uz len
n-=>w

zistit, Ze preco.

Zacneme substiticiou %:h (a teda nZ% ). Uz vieme, Ze ak n porastie do nekonecna, tak

1
%Zh pdjde k nule. Nasa limita teda bude rovnakd, ako limita lim (1+h)".
h->0

Uloha 7: Zviite, & je posledné tvrdenie naozaj pravda. Ved povodne sme mali limitu postupnosti
a teraz mame limitu funkcie.

Dal3f trik, ktory spravime je, ze nebudeme pocitat limitu tej funkcie, ale pozrieme sa, kam sa
1

bude blizif jej logaritmus. Budeme teda pocitat 1im In (1.,. h)H . Plati
h->0
1
lim In (1+h)”):hm Ly (14h)=tim RU*R) o In(1+h)—Ind
h>0 h>0 h>0 h0 h

58 Keby ste nasli takiito banku v skuto¢nom Zivote, tak tam samozrejme nechodte, lebo pravdepodobne pojde o
podvod. Tu sme zvolili tych 100% iba preto, aby sa to dobre pocitalo a pekne to vyslo.
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V upravéich sme vyuzili zndmy fakt, Ze In ad’=blna av poslednej rovnosti sme eSte dodali
do vyrazu rafinovand nulu v podobe In1.

Uloha 8: Teraz chvilu necitajte d’alej a skuste sa vratif k predoslej uprave a zamyslief sa, pre¢o sme
limitu upravili prave do uvedeného tvaru.

Limitu sme do uvedeného tvaru upravili preto, lebo je to derivécia funkcie In(x) pre x=1.
A vdaka desiatej kapitole vieme, Ze derivicia funkcie In(x) je funkcia % a td mé pre x=1
hodnotu 1. TakZe logaritmus tej bankovej postupnosti sa bliZi k 1. To znamen4, Ze ta postupnost sa
bliZik e.
Uloha 9: Posledné dve vety predoslého odseku st pravda iba vdaka tomu, Ze funkcia In(x) je
sluSnéd a m4 jednu sympaticku vlastnost. Aka?

o e 1w . .. . . +1|" , £
Konecne priSiel ¢as na to, aby sme sa pozreli na limitu tej postupnosti (%) z tvodného

problému tejto kapitoly. Za¢neme opif substiticiou, tentokrat n+1=m, takZe namiesto lim : é
n->ow
budeme pocitaf hrn - +1 . Podme na to:
- m+1 14t
. m 1
lim ( ) =lim —=im =lim ==
m>o | M+1 mso [ m+1\™ m>o [ m+1 m-o moe
m m ( m )
Uloha 10: Vypocitajte nasledujice limity postupnosti:
1 2n 2n+1 2n 1 n 2 n
a) lim [1+— b) lim [1+— ¢) lim|1+— d) lim|1+— e) lim|1+=
n-=> oo 2n n->o 211 n->o n n->o 2n n->o n

Aby sme problém s faziskom definitivne vyriesili, staci ukdzat, Ze obe postupnosti sti naozaj
klesajice, takZe prva z nich nepodlezie % (ak by tito hodnotu podliezla a dalej by klesala, Cislo %
by nemohlo byt jej limitou) a druhd z nich bude stdle mensia, ako tato hodnota. Druhi vec ukazeme

X1 i 2d tf
an+2 dx+2 u Z er1VUJeme a ZlS me,

Ze derivécia je pre vSetky kladné x zdpornd, takZze povodnd funkcia pre vSetky kladné Cisla klesa.

Uloha 11: Urobte to.

v . . n+l . vz .
tak, Ze namiesto postupnosti - —— si budeme vSimaf funkciu y=
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- 2| sa iba

zlozZitejSie derivuje, pretoze sa meni aj zdklad aj exponent a tym padom ta funkcia nie je ani
mocninovd, ani exponenciélna. Preto je lepSie prepisat si ju na tvar

x+1|" x+1
In|=— xIn| —=
x+2) __ | X+2

y=e "' =e

n X
To, ze je klesajica aj postupnost (Z—”) ukdzeme rovnako. Funkcia y= x+1

V tomto tvare sa funkcia derivuje lepSie, aj tak ale budete musiet pouZif derivaciu zloZzenej funkcie,
sucinu funkcif aj podielu funkcii.

Uloha 12 (nepovinna, pre machrov): Urobte to.

Na pocitanie d’alSich limit budeme potrebovat jednu Sikovni pomocni vetu™, ktora tvrdi, Ze
ak je h redlne Cislo vicSie ako —1 a n je prirodzené &islo, tak plati nerovnost (1+h)">1+nh .

Uloha 13: Pokiiste sa ndjst protipriklad. Pokiste sa aspofi trikrt.

Pravdepodobne ste protipriklad nenasli, takZe je na mieste pokusif sa ukazaf, Ze to naozaj
bude platif vZdy. DokdZeme to indukciou. (O dokaze indukciou sme sa bavili v komentaroch k trete;j
ulohe Siestej kapitoly.)

Prvy bod indukcie vyZaduje, aby sme ukdzali, Ze veta plati pre najmenSie n , ktoré pripada
do tvahy, v naSom pripade pre n=1. To je ale celkom jednoduché, pretoZze (1+h)'>1+h.

Druhy bod indukcie od nés chce, aby sme ukdazali, Ze ak uZ veta pre nejaké n plati, tak bude
platif aj pre n+1. Teda ak uZ vieme, Ze pre nejaké n plati (1+h)">1+nh , tak potom bude platit,
Ze (1+h)™'=1+(n+1)h. Vyjdime teda z predpokladu:

(1+h)">1+nh

59 Cely tento trik bol prevzaty z vynikajicej kniZzky R. Couranta Differential & Integral Calculus
https://archive.org/details/DifferentiallntegralCalculusVoll, ktort si tymto dovolim vrelo odporuicat.

167


https://archive.org/details/DifferentialIntegralCalculusVolI

Obe strany tejto nerovnosti vyndsobime (1+h).KedZ%e o h vieme, Ze je vicsie, ako —1 , tak &islo
(1+h) musi byt kladné. A kedZe nerovnosf ndsobime kladnym ¢islom, nemusime otdcaf
znamienko nerovnosti. Dostaneme:

(1+h)""'=(1+nh)(1+h)

Uloha 14: Rozndsobte vyraz vlavo a ukaZte, Ze je vi¢ii alebo rovny ako 1+(n+1)h . Tym ukaZete,
ze z nasho predpokladu vyplyva (1+h)"'>1+(n+1)h.

Vsimnite si, Ze ak bude h#0, tak bude platif ostrd nerovnost. (PreCo?) KedZe vieme, Ze
veta plati pre n=1 a Ze ak pre nejaké Cislo plati, tak bude platif aj pre ¢islo o 1 vicSie, tak musi
platif pre vSetky prirodzené Cisla.

S pouzitim tejto skvelej vety budeme teraz schopni vypocitat jednu dolezitd limitu,

konkrétne }11_{1; X" Pre rozne x -kd bude samozrejme vysledok rozny.
Pod'me sa najskor pozrief, akd bude td limita, ak bude x vicsie, ako 1. KedZe je vicsie,
ako 1, mdZeme ho pisaf ako 1+h kde h je nejaké Kladné &islo, takze pocitame limitu lim (1+h)"

Z predoslej vety ale vieme, Ze (1+h)">1+hn. A aj ked bude h tplne malické, nerobi nim
problém zvolif n dostatocne velké, aby 1+hn prerastlo Tubovolni dopredu dani medzu. Hladan4

limita teda neexistuje, lebo x" ¢asom prelezie kazdé ¢islo, ktoré by iou mohlo byt. Ked postupnost

. v v /. P ° ] n—
rastie nad vSetky medze, pouZiva sa z4pis 11_)m X =0,
n-=>oo

Ked zvolime x=1, situécia je jednoducha. }11_)110.} 1"=lim1=1

n=>w

Ak je x z intervalu (0;1) , tak ho vieme napisaf v tvare 1T1h 7. toho dostaneme, Ze

n 1 1

=ony <77in - (e to posledné znamienko nerovnosti otoCené spravne?) Z toho

1

1+h

n

X =

. . . " | .
dostaneme, Ze x" je sice kladné, ale menSie, nez Tomn A kedZe vieme 1+hn vhodnou volbou n
1

1+hn

dostaf nad I'ubovolnu hranicu, tak vieme dostat pod Tubovolné dopredu dané kladné €. A to

4 7e lim x"=0
znamena, ze =

n=w

Uloha 15: Ako to dopadne pre x=0 ?
Uloha 16: Ako to dopadne pre x&(—1;0) ?
Uloha 17: Ako to dopadne pre x=—17?

Uloha 18: Ako to dopadne pre x&(—o0;—1) ?

V tomto momente opif dozrel Cas, aby sme uzavreli jednu ddvnu otvorend otdzku.
Konkrétne otdzku poloZend uz v komentdroch k prvej kapitole, ked sme sa pri Zenonovych
apéridch pokusali prist na to, preco istd peknd finta na s¢itanie nekonecného radu Cisel® ddva
v niektorych pripadoch uveritelné vysledky a v niektorych generuje hlaposti.

60 Terminologicka poznamka: Ked hovorime o ,,rade®, myslime tym vZzdy sicet ¢lenov nejakej postupnosti.
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Pripomefime onu fintu. Mdme nekoneénd geometrickd postupnost 1,x,x”, x>, x*
a chceli by sme zistif jej sucet. Plati:

g

2 3 4 2 3
S=1+x+x+ X +x +.. . =1+x(1+x+x°+x’+...)=1+xs

s—xs=1
s(1—-x)=1
1
Ss=
1—x

Tato finta ddva rozumné vysledky, ked si zvolime x :% . Vtedy dostaneme, Ze

1.1.1 1 _ 1
1+=+—+—+—+---=———

=—=)
274787160 1
2

N~ |~

¢o je uveritelné a keby to nebola pravda, mali by sme vdzne problémy s tymi Zenonovymi
paradoxmi. Ked’ si ale zvolime x=2, dostaneme

1+2+4+8+16+...:L:—1
1-2

¢o evidentne nebude dobre.

Aby sme zdhade prisli na koreii, treba spravit veci poriadnejsie. Pri odvodzovani predoslého
vzfahu sme totiz predpokladali, Ze nejaky sucet s nekonecného radu existuje a on niekedy
existovaf nemusi. Ako sme uz povedali, rad je sucet Clenov nejakej postupnosti. A v pripade, Ze sa
jednd o nekonecny rad, tak by to scitanie trvalo nedinosne dlho. Ale mo6Zeme zistif, akd majd
jednotlivé sucty limitu.

Na to budeme potrebovat vediet, aky bude sucet prvych n clenov postupnosti. To mdZeme
vypocitaf pomocou podobnej finty ako v pripade nekonecnej postupnosti, lenze teraz budeme mat
zarucené, 7Ze ten stcet n Clenov existuje:

Sp=l+x+x + X+ X" =14 x (14 x+x"+. . 4x" ) =1+x(s,—x"")
s,=1+xs,—x"
s,—xs,=1—x"
s, (1-x)=1-x"
_1-xX"
C1-x

n

Tento vztah funguje bez ohladu na to, aké x si zvolime. (Skutoc¢ne, funguje aj pre ti dvojku. Plati
napriklad 1+2+2°+2°=(1-2%)/(1-2)=-15/-1=15.) Ak chceme ale zistif, aky bude sdcet

n

nekone¢ného radu, potrebujeme zistif, akd hodnotu m4 limita lim 5 _); .

n-=>w

Uloha 19: Spravili sme jedno undhlené vyjadrenie. Existuje také x , pre ktoré uvedeny vzorec pre
vypocet suctu konecnej geometrickej postupnosti nefunguje. Ktoré x to je?
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Uloha 20: S vyuZitim rieSenia tloh 8 az 12 a okolitého textu zistite, pre aké x sa dd vypocitat

n

1—x . L. . « s v
T—x - teda pre aké x sa dd zistif nekone¢ny sticet 1+x+x" +x +x*+...

limita lim
n->o

Prave sme uspeSne scitali svoj prvy nekonecny rad. Vlastne sme ich scitali nekonecne
mnoho, pre kazdé x jeden. Nekonecné rady sui zdrojom viacerych zaujimavych problémov
a zisfovanie, ¢i rad konverguje, alebo nie (teda ¢i konecné sicty maju limitu, alebo nie) je len
jednym z nich. VyskusSajte vyriesif napriklad tento:

2 . 1,1,1,1,1,1 PR . . <
Uloha 21: Je sucet radu Lottt ot nejaké Cislo, alebo sucet radu porastie nad vSetky

medze? Ako by sa také nieco dalo zistit?

To, Ze sa ndm podarilo zistif, 7e pre x€(—1;1) plati rovnost

1
1—x

T+x+X+x°+x +x°+.. .=

je vec, ktord nds mdze zaviest eSte inym zaujimavym smerom. D4 sa na fiu pozeraf tak, Ze funkciu
1 . . . “ c . . .
Y=1=, sanam podarilo zapisaf v podobe nekonecne dlh¢ho polynému. Sice to funguje iba pre x

z intervalu (—1;1), ale to nevadi. Je to vec, ktord by sa mohla hodit.
Skusime si v podobe takéhoto polynému zapisaf napriklad funkciu e*. Chceme teda zdpis
v tvare

2 3 4 5
e =ay+a, X+ a, X +a;x"+a,x +asx’+...

Jediné, ¢o nam ku Sfastiu chyba, je poznaf tie a -cka.

Uloha 22: Zistite a, . Najlepsie tak, ze zvolite vhodné x a dosadite ho do oCakdvanej rovnosti.

Ano, ked zvolite x=0, tak sa spesne zbavite vietkych ¢lenov od a, dalej a dostanete
rovnost e’=a,, takZe d, musi byt 1. Problém ale je, 7e Ziadna daliia takito dobrd volba
neexistuje. Ked si vyberiete akékol'vek iné x, uz tam budete maf vSetky a, . To zavéana sustavou
nekonecno rovnic o nekonecno nezndmych a tomu by sme sa momentdlne radSej vyhli. Preto
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vymyslime ind fintu, aby sme sa toho a,, ktoré uz pozname zbavili a mohli zisfovat a, — obe
strany zderivujeme.®' Dostaneme tak rovnost

e =a+2a,x+3a; X’ +4a, X’ +5a.x"+. ..
Uloha 23: Zistite a, . (Ano, zase dosad'te nulu.)

A znovu zderivujeme. Dostaneme

e*=2a,+3.2.a;x+4.3.a,x’+5.4.a; X’ +...

Uloha 24: Zistite a, . (Pozor! Bude iné ako @, .) Potom to zase zderivuijte, zistite @, , potom a,
a potom este ds . Comu sa bude rovnat a, ?

_ 1 a.= 1 a.= 1
7327 Y47 432 7575432

v . 1 M . « £y Z
Vo vseobecnosti bude a,=—", pretoZe kym sa dostane ¢len a,x” z nasho polynému na rad, bude

ho treba n -krat zderivovat a postupne pri iom pribudnu ¢isla n, n—1, n—2, ... a ked potom
dosadite nulu, dostanete rovnicu e’=n! a,-
Ked vSetky pracne vypocitané a -cka dosadime do formuly, s ktorou sme zacali, dostaneme

Ak ste pocitali dobre, malo by vam vyjst a,=a,=1, a,==, a,

5 N~

2 3 4 5

X X X X X
e =1l+x+—+—+—+—
21 3! 4! 5!

Na ¢o je tento zdpis funkcie ¢* uZito¢ny? Pripometime desiatu kapitolu, v ktorej sme sa s ¢islom e

stretli prvykrat. (Vtedy sme integrovali funkciu yZ% a hladali sme také miesto e, Ze plocha pod

krivkou od 1 do e bude 1.) Dusan vtedy pocital obsah s krokom 0,001, spocital v tabulkovom
kalkulatore vySe 1700 cisel a zistil, Ze e sa nachddza niekde medzi Cislami 2,717 a 2,720. Ked si
ale do nasho nového vzfahu dosadite x=1 , dostanete

e:1+1+i+i+i+i+

2! 3! 4! 5!

61 V tejto faze zacina byt zrejmé, preco si autor zvolil prave funkciu y=e" . Dobre sa derivuje.
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Uloha 25: Vypocitajte na kalkulatke sdet prvych desiatich Glenov tohto radu. Pokiste sa
odhadnuf, ako presne vim e vyslo.

Uloha 26: Rovnakym postupom, aky sme pouzili na funkciu y=¢* rozviiite do radu funkcie
y=sinx a y=cosx .

Uloha 27: Jeden stupeni je priblizne 0,017453293 radianu. Kolko ¢lenov radu pre sinx musite
spoditaf, aby ste dostali hodnotu sin1" s presnosfou na osem desatinnych miest?

Uloha 28: Co dostanete, ked zderivujete ten rad pre sinus?

Uloha 29: Keby sme spravili rovnaky trik ako s ¢*, sinusom a kosinusom s Tubovolnou funkciou
f (x) , dostali by sme vzfah

f(0)+f'(0)x+f"(0>x2+f'”(o)x3+f””(0) x*+.
1! 2! 3! 4!

f(x)=

Odvodte tento vztah.

172



To, Co ste prave odvodili, sa nazyva rozvoj funkcie do Maclaurinovho radu. Vymyslel to
Skotsky matematik Colin Maclaurin a neskor zovSeobecnil anglican Brook Taylor. To Taylorovo
zovSeobecnenie spocivalo v tom, Ze netreba robif vSetky tie derivdcie v nule, ale d4 sa zacCaf
v lubovol'nom inom mieste. Rad ale bude vyzeraf trochu inak.

Rady ndm ddvaji moZnost pocitat hodnoty funkcii typu sinus, kosinus ¢i ¢* iba pomocou
sCitania, od¢itania, ndsobenia a delenia a to relativne rychlo. Pocitace a kalkulacky su zariadenia,
ktoré zvladaju tieto Styri operécie rychlo na trovni procesora, ale na ostatné veci potrebujui softvér.
A rady, aké sme objavili teraz, su presne ten trik, ktory pouzivajd, aby ndm ukdzali vysledok.

Ako to uz byva, situicia nie je vzdy taka jednoduchd, ako to bolo v predchddzajucich
pripadoch.®” Vezmime si napriklad rad s ktorym sme zacali

1
1—=1+x+x2+x3+x4+x5+...
—X
dosadme za x hodnotu —q

1 =1-q+q°—q’+q*—q°+...

1+q
. . 1 _|1+g=al_( 1 _ _
a obe strany zintegrujme. fmd = dg=da —fada—ln|a|+c—ln|1+q|+c A teda
¢.9 4.9 ¢
Inl+q|+c=q—+++——"—+L—T—+.-.
nft+ghe=q=4 3=+

Uloha 30: Aki musi maf ¢ hodnotu, aby to fungovalo?

Tento rad ako prvy vymyslel Nicholas Mercator (nepliest si ho s inym slavnym Mercatorom,
ktory robil mapy).

Vyzera to tak, Ze mame rad, s ktorého pomocou méZeme l'ahko rétaf logaritmy. Vec m4 ale
niekolko hécikov. Pdvodny rad, ktory sme integrovali, konvergoval iba na intervale (—1;1). Ak
by ste sa pomocou nasho radu pokdsali pocitat napriklad In(11), museli by ste dosadit g=10 a je
dost dobre vidno, Ze tento novy rad konvergovat nebude.

62 Mnohé z nasledujicich trikov sd prevzaté z Clanku Ladislava Kvasza Dejiny mocninnych radov, ktory bol
uverejneny v Matematickych obzoroch 41/1994
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Dalsia zaujimavost je, Ze keby sme tam dosadili g=1, tak dostaneme rovnost

In2=1--+ 1,11,
5 6

1,11

2 3 4

Uloha 31: Vypocitajte prvych desaf medzisuctov a zistite, ¢i sa vysledky priblizuju k hodnote 1n2
a Ci to vyzerad tak, Ze ten rad vObec konverguje.

Uloha 32: Kolko &lenov tohto radu by ste museli spocitat, aby ste hodnotu In2 zistili s presnosfou
na tri desatinné miesta?

Ako sa dalo zistif z predoslej tlohy, nie kazdy rad konverguje dostato¢ne rychlo, aby to bolo
pouzitelné na praktické vypocty. Preto existuji rdzne triky, ako konvergenciu urychlif. S tymi

logaritmami sa to d4 urobif napriklad takto: Pre istotu sa obmedzime na q€(—1;1) Pre tieto q
plati

¢,9 4,4 4
In(l+g)=g—+++—*1+1+—L +...
n(l4a)=a—+ gt
Dosadime namiesto g hodnotu —q a dostaneme

Tieto dva rady pouZzijeme nasledujicim spdsobom:

In 1_ﬂ =In(1+q)-In(1—q)=
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
0,4 dd &, ([ d d ¢ a ¢ |
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
3 5 7
:2q+zi+2Q_+2q_+
3 5 7

174



Dostali sme teda rovnost

1+q
1—-q

=2

3 5 7
g+ Led
3 5 7

Uloha 33: Aké q treba zvolif, ak s pomocou tohto radu chcete pocitat In2 ? A ked chcete pocitat
In 10 ? Vypocitajte In2 s presnosfou na tri desatinné miesta. Kolko ¢lenov ste museli
pouzif? Porovnajte zlepSenie oproti tlohe 32.

S podobnymi problémami, ako ked chceme vypocitat logaritmy sa stretneme, ked chceme
zistif, ¢o najpresnejSie hodnotu 7. V prvom rade potrebujeme funkciu, ktord bude mat 7 (alebo
nieco podobné) ako hodnotu v nejakom rozumnom cisle. Do uvahy pripada viacero moznosti, ako
zv14¥t vhodna sa ukazuje funkcia arctg(x) . Jednak preto, Ze arctg(1)=n/4 , jednak preto, lebo sa
ndm podari nie vel'mi zloZitym spdsobom rozvinuf do radu.

TotiZ, este v kapitole 13 sme prisli na to, Ze derivacia funkcie arctg(x) je funkcia er

V tejto kapitole sme prisli na to, Ze

1 2 3. 4 5
—=1- — —
1+q q+tq —q +q —q +

a ked do toho namiesto g dosadime x*, dostaneme

1

1+x
Ked tito rovnost zintegrujeme a doladime aditivnu konstantu, dostaneme®

2 4 6 8 10
=1—x"+x —Xx +x —Xx +...

2

arctg(x)=x——+—— 4+

Uloha 34: Skiste pomocou tohto radu vypocitat 7T .

Pri rieSeni ulohy 34 ste prisli na to, Ze ked do nasho radu dosadime jednotku, mé to podobnt
slabinu, ako ked sme pocitali prvym sposobom In2 - konverguje to prili§ pomaly. Teraz ale
spravime iny trik, ako minule. Namiesto toho, aby sme menili rad, skiisime menitf hodnotu, v ktorej
ho budeme pocitat. Ved’ ak by sme nepocitali hodnotu tohto radu v jednotke, ale napriklad v jedne;j

polovici, tak &len —2 nebude maf hodnotu +-~0,09090909 , ale 5=-~0,00004439 , o je

63 Tento rad sa vold Gregoryho na pocest Jamesa Gregoryho, ktory ho v sedemndstom storo¢i vymyslel netuSiac, Ze uz
ho v pétnastom storo¢i vymyslel indicky matematik Madhava zo Sangamagramy.
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vyrazne lepSie. Problém je iba v tom, ako arctg(1) napisaf pomocou arkustangensov nejakych
mensich cisel.

Skusme $tastie a povedzme si, Ze jedno z tych ¢isel bude % . Teraz potrebujeme néjst druhé

tak, aby platilo arctg (1)=arctg (%)+arctg (x) . Pri hfadani nim bude ndpomocny suctovy vzorec pre

tgo+tgp
1—-tgoatgp
tangens oboch strdn, dostaneme

tangensy tg(o+p)= Ak totiz v rovnosti arctg(1)=arctg(%)+arctg(x) vypocitame

1=tg|arctg (%)+arctg (x)

a ked pouZzijeme stctovy vzorec, dostaneme

tg| arctg| +tg(arctg(x))  Lyy
2
1= =

1
1—tg(arctg(%)tg(arctg(x)) 1_5)(

a z toho sauz x di vypocitat.

Uloha 35: Vypocitajte x, aby platilo arctg(1)=arctg(%)+arctg(x) . S pouzitim tohto vysledku

vypocitajte T na Styri desatinné miesta. (S pomocou tejto finty vypocital Euler T rucne
na dvadsaf desatinnych miest.)

Uloha 36: Tento trik sa d4 este vylepsit. Ak si arctg (%) napiSeme ako stcet arkustangensov dvoch
menSich ¢isel, bude to konvergovat esSte rychlejSie. Jeden z nich bude z pochopitelnych
dovodov arctg (%) , nech ndm stéle staci pocitat dva rady. N§jdite ten druhy arkustangens

rovnakym trikom ako v predoSlej tlohe a vypocitajte T s presnostou na osem
desatinnych miest. (Slovinsky matematik barén Jurij Bartolomej Vega vypocital pomocou
tejto formuly 7 na 140 desatinnych miest.)
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Na zéaver tejto kapitoly uvedieme jeden skvost, jeden zadrhel a jednu vec na pomotanie
hlavy.

Skvost je slavna Eulerova formula. Na jej odvodenie budeme ale potrebovat vedief nieco
malo o komplexnych ¢islach. Bude ale stacif vedief, ze pre komplexni jednotku i plati, ze j*=—1
(a z toho sa l'ahko odvodi, Ze i’=—i, i*=1, i°=i,...).

Euler skusil, ¢o to spravi, keby Cislo e umocnil na nejaky ndsobok komplexnej jednotky,
teda na ix, kde x je redlne Cislo. KedZe nebolo zndme, ako sa takéto umocniovanie v pripade
komplexnych ¢isel sprava, pouZil rad, ktory sme odvodili pre ¢*. A dostal

w_ o () (ix)* (ix)' (ix)° (ix)° (ix)" (ix)"

e =1+ix+ + + + + + + +...=
2031 4! 5! 6! 7! 8!
RTINS Y. ix* x° ix X _
B Y YA TR TR TR TR TR
6 8 3 5 7
X x  x X x* X
l——+———+—— i x——+———
2! 41 6! 8! 3! 5! 7!

A v tomto momente si v§imol, Ze tie dva rady, ktoré mu vysli poznd, Ze su to rady pre kosinus a
sinus a Ze preto musi platif e*=cosx+isinx. A ked si za x dosadil 7, dostal, Ze
e"=cosm+isint=—1+i.0=—1 .

V tvare
e"+1=0

bola tito formula pri istom hlasovani v roku 1988 vyhldsend za najkrajSiu formulu v matematike,
pretoZe sa v nej spdja prekvapivym spdsobom pif najdolezitejSich ¢isel matematiky. Pritom kazdé
z nich pochddza odinakial — jednotka je zdkladom pocitania, nulu vymysleli Indovia, ked’ spravili
pozi¢nu sustavu, T vymysleli grécki geometri ako pomer medzi obvodom a priemerom kruhu, i
vymyslel Cardano, ked potreboval riesit kubické rovnice a e prvykrat spomenul Napier, ked robil
podobné uvahy, ako my v desiatej kapitole a formdlne ho zaviedol Jacob Bernoulli, ked robil
podobné dvahy, ako my o tej banke. A Ze tieto ¢isla m6zu spolu takymto podivuhodnym spdsobom
suvisiet, to necakal nikto.

Zadrhel je zédkernd funkcia, ktora je definovana takto:

e prex#0
0 prex=0

Této funkcia je spojitd, da sa vSade Tubovol'nekrat derivovaft a vSetky derivacie v nule maji hodnotu
nula. To znamend, Ze ked ju rozviniete do radu, dostanete 0+0x+0 x’+0x>+... Tento rad zaru¢ene
pre kazdé x konverguje, ale rozhodne nie k tomu, k comu by sme potrebovali, pretoZe ta funkcia je
pre kazdé x#0 nenulova. Kde je chyba? Preco pre tamtd funkciu (a pravdepodobne aj pre nejaké
iné) rady nefunguji? Alebo sme len nieco nepostrehli?
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A teraz to pomotanie hlavy. Prisli sme na to, Ze plati

1.1 1,1 1,1 1,1 1
In2=1—=+=-——+=-—+=—+=——+
2 3 45 6 7 89 10
Z toho dostaneme, Ze plati
2 1,2 1,2 1,2 1,2 1
2ln2=="——+=— 4=+ 4=+
113 25 37 495

(Udialo sa len to, Ze predoSly rad sme vyndsobili dvoma a kde sa dalo, sme zlomky vykrétili.)
Podme sa pozrief, ako je to s menovatelmi v tomto novom rade. Kazdé nepérne ¢islo sa

v menovateli vyskytuje dvakrit. Napriklad pitka sa bude vyskytovaf v zlomku +% (pretoze

1

5

(pretoze v povodnom rade bol zlomok _Tlo a ked sme ho ndsobili dvoma, vykratil sa).

a ked sme ho ndsobili dvoma, nebolo ¢o kratif) aj v zlomku -1

v povodnom rade bol zlomok + :

“ . S vz e 2
Vo vSeobecnosti sa v druhom rade vyskytne v menovateli kazdé neparne Cislo n v zlomku +- a
1o oz 1
v zlomku —— co dd dohromady — .
v 14 2 NS . . 1
Kazdé parne ¢islo sa bude v tomto rade ale v menovateli vyskytovaf iba v tvare -

Napriklad —%

To, ¢o je na tom mitice, je fakt, Ze ten rad pre 2In2 vieme v kone¢nom dosledku poskladat

. . 7 z ]. A Z :
vznikne iba vyndsobenim —¢ z pévodného radu dvomi.

z tych istych cisel, ako ten rad pre In2, zo zlomkov % kde n je neparne a zo zlomkov —% kde

p je parne. Znamend to, Ze 2In2=In2 ? Ak by sa to rovnalo, tak by muselo platif bud In2=0,
alebo 2=1 a ani jedno z toho pravda nie je. A ak sa nerovnaju, ako to, Ze sme ich dostali sictom
rovnakych ¢&isel?

Uloha 37: Ako to je?
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16. kapitola — spravy

ESte predtym, ako bola zadand akdkolvek tuloha, sa Arthur pokusil ukdzaf, Ze limita

n
postupnosti (Z—:é) bude % takymto sposobom:

. [(n+1|" 1
lim|——| ==
n-»oo Tl+2 e
. [n+2)"
lim|—=| =e
n-=»oo n+1
lim In i) =lne=1
n->oo
limnln i)Zl
n-=>o n+1
lim In n+2 =liml
n->oo n n-=>o n
1+Z 1
lim In '; =lim —
n->o 1+_ n->o n
In1=0
0=0

V tejto uvahe je ale zdsadna chyba. OSemetny krok bol ten, kde obe strany rovnosti vydelil

, e . , « . s v Titm L—1im 3 .
n . Této operécia nie je ekvivalentnd, pretoze aj ked je pravda, Ze }llm ne 11}2  » nevyplyva z toho,

2> n

7ze 1=3 . Rovnakym postupom by sme dostali rovnost 0=0 aj keby na zaciatku vpravo nebolo % ,

ale hocico iné, napriklad 7.

Uloha 2 a7 4

Pre zadané & stali zvolit n, visie, ako L (napriklad [%]+ 1) Ak totiz plati n>%, plati
ne>1 a teda E>%. To znamend, Ze vSetky Cleny postupnosti od takto zvoleného n, dalej su
k limite (teda k nule) bliZSie, ako predpisand chyba €.

o0

1 . . . 1
Postupnost |2"1 (teda 1,%,%,%,1—%,3—12,... ) je postupnost povyberand z tej predosle]
n=1
postupnosti 1,%,%,%,%,%,.... Bude maf preto aj rovnakid limitu. Pre zadané ¢ staci zobraf

c « . foy 11 o . C
rovnaké n, ako v predoslom pripade. Plati totiz 5=, <€ . (Prvd Casf tej nerovnosti je intuitivne

zrejma, ale poriadne sme ju nedokdzali. M6Zete sa o to pokusit.)

Postupnost —1,1,—1,1,—1,1,—1,1,... limitu nemd. Limitou nem6Ze byt Ziadne ¢&islo a
rozne od —1 a 1, pretoZe staci zobraf také €, Ze v € -ovej vzdialenosti od a nebude 1 ani —1
teda Ziadny clen postupnosti. Ak by mala byt limitou 1, tieZ to nebude fungovat, pretoZze ak si
ddme £=0,5, tak kazdy druhy ¢len postupnosti je od tej jednoty dalej ako € a tym padom
nendjdeme v postupnosti také miesto, Ze od toho miesta d’alej uz su uz vSetky Cleny postupnosti
k tej limite dost blizko. Z rovnakych dovodov ako limita zlyhd aj —1 .
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Uloha 5

Toto bolo l'ahké. Stacilo upravif vyraz, z ktorého limitu sme pocitali pomocou uvedenej
finty:

2

2 n+5——
lim ™ +5n—2_lim n_oo+5-0
s N+17 o 17~ 1+0

1+7

o0

V tom poslednom pripade sme trochu Svindlovali — t4 limita samozrejme nebude existovat,
lebo neexistuje také cislo, ku ktorému by sa td postupnost blizila. To, ¢o to znamend, Ze limita
nejakej postupnosti bude oo, sme nikde poriadne nepovedali. Pouziva sa to ale, ak plati, Ze
postupnost niekedy natrvalo prerastie kazdi dopredu dani hodnotu. Presne zapisané to vyzerd
takto:

lima,=0 < VY k3n,Vn>n;: a,>k

n->oo

Uloha 7

05

-1 -05 0 0.5

Obrazok 60: Funkcia a postupnost
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1
Situdciu dobre zndzoriiuje obrizok 60. MoZete na tiom vidief graf funkcie y=(1+x)".
Vyzera to tak, ze tato funkcia bude mat v bode x=0 limitu. (V kapitole sme neskor ukézali, Ze ta

limita je e. Tu zatial budeme iba predpokladat, Ze nejakd limita existuje.) Do tejto funkcie

postupne dosadzujeme hodnoty 1,7,7,5,%,¢,... apozerame, kam sa budd bliZif vysledky. KedZe
funkcia m4 v nule limitu, pre kazdé € vieme ndjst také okolie nuly (—8,9), Ze sa na tom okolf

funkcia od limity 1iSi o menej ako €. A pre kazdé také O vieme ndjst taky clen postupnosti

1,5,5, 275G 7e vsetky dalSie ¢leny sui menSie, ako . Ked sa tieto dve veci poskladaji do

seba, dostaneme, Ze pre kazdé €>0 vieme ndjst taky ¢len postupnosti, Ze po dosadeni toho ¢lena a
1

vSetkych dalSich do funkcie y=(1+ X)X bude hodnota k tej limite funkcie bliZSie, ako €, takZe ta
limita postupnosti bude rovnakd, ako limita funkcie a t4 substiticia, ktord sme v lekcii spravili, je
v poriadku. Len ten mechanizmus, ktory je za flou, je pomerne zaujimavy a nie je zrejmy na prvy
pohlad.

Uloha 10

Této séria dloh ukazuje, ako sa dd vysporiadaf s limitami typu 17, ktoré moZu mat rozli¢né
hodnoty. Pri rieSeni budeme pouzivaf teraz uz znamy fakt, Ze limita postupnosti

1 2 3 4 5 6

1+l ,1+1 , 1+l , 1+l ,1+l ,1+l yeen
1 2 3 4 5 6
je e.
a) Mame zistif limitu postupnosti
2 4 6
1+l s 1+l ,1+l
2 4 6

KedZe tato postupnost vznikla vybratim kazdého druhého prvku z tej predoslej, limita bude zase e .
b) Vyraz, ktorého limitu po¢itame, upravime, vyuZzijeme vysledok ulohy a) a odvoldme sa na
pravidlo o sucine limit:

2n+1 2n

lim|1+4——| =lim|1+—| [1+-1|=e.1=e
n-=>o 2n n=> oo 2n 2n
c¢) Podobny trik ako v b)
2n n\2
lim|1+=| =lim|[1+=] | =€’
n->o n n=>ow n
d) Ten isty trik eSte raz v zelenom:
n 2n\1 1 -
lim 1+i =lim 1+i )2:e2=\/e
n->o n n->oo 2n
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Dolezité bolo upravif vyraz tak, aby bolo vo vnitri zatvorky nieCo ako (1+%) , kde to a

ide do nekonecna.
e) A eSte raz to isté, len trochu komplikovanejSie. Opdf iba upravujeme vyraz, kym
neuvidime, ako sa to bude spravaft a ktord Cast toho vyrazu pdjde k e :

n n n 2
lim (1+2] =lim [1+L | =1im [[1+L]2| =¢?
n->o n n=>o 2 n=>o E
2 2

Uloha 11

PouZzijeme vzorcek pre derivaciu podielu:

x+1 ) (x+1)(4x+2)—(x+1)(4x+2) 1.(4x+2)—(x+1).4
4x+2) (4x+2) Bl (4 x+2) B
_(4x+2)—(4x+4) -2
o (ax#2) (4x+2)

Citatel derivicie je vzdy zéporny, menovatel je vzdy nezdporny. To znamend, Ze ak je derivécia
definovand (¢o je pre vSetky redlne Cisla okrem —% , lebo tam by sme museli delif nulou), tak je
zaporna. TakZe funkcia je klesajica v kazdom bode, v ktorom je definovand. A ked’Ze je definovana

na celom intervale (—% ;o0) , tak klesd na vSetkych kladnych ¢islach.

2

-2

x+1
4x+2
Pripomeiime, Ze to, Ze funkcia klesd v kazdom bode, v ktorom je definovand, eSte nemusi
x+1
4x+2

bode, v ktorom je definovand. Ked sa ale pozriete na jej graf, vidite, Ze medzi hodnotami —1 a 0
funkcia neklesla — hodnota funkcie v bode —1 je 0 a v bode 0 je 0,5. Funkcia teda na celom
svojom defini¢nom obore neklesd — kazi ndm to ten bod, v ktorom nie je definovand a to, Ze pred
nim m4 mensie hodnoty, ako za nim. Ndm nasSfastie staci, Ze klesa na kladnych &islach.

Obrazok 61: Funkcia y=

znamenaf, Ze funkcia je klesajica. Ako sme prave ukdzali, funkcia y= je klesajuca v kazdom
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Uloha 12

Této dloha sa ukdzala byt ndro¢nejSia, nez sa zdalo. Prvy problém bol zderivovat funkciu

x+1
x+2

X xIn

, ktoru si podla rady napiSeme v tvare y=e

x+1
x+2

x+1|\’ x+1 , x+1 ,
XIS X2 x+1 XlnTz x+1 x+1
y'=le =e "ixInl==||=e | LIn|=|+x.[In|=|||=
x+2 x+2 x+2
x4l ' xIn &1)
_ w2 [ (x4 1 (x+1 —e 2 1 x+1 x#2 (x42)=(x+1) | _
- 1 x42 x+1\x+2] |7 | X2 x+1 (x+2 |
X+2
1nL+1
_ X+2 l x+1 X
- : x+2 | (x+1)(x+2)

Najprv sme derivovali zloZend funkciu, potom sicin dvoch funkcii, potom opif zlozent funkciu
a potom podiel dvoch funkcii.

Tu ale naSe problémy nekoncia. Potrebovali by sme ukézaf, Ze tdto derivicia je pre kazdé
kladné Cislo zdporna a to sa ukdzalo byt ako fazSia Cast ulohy. Lava Cast funkcie je nejakd mocnina
e -Cka, takZe bude zarucene kladna. Potrebujeme teda ukézaf, Ze zatvorka vpravo je zdpornd, teda
ze plati

In x+1 + X <0
x+2]| (x+1)(x+2)
¢o je to isté, ako
X o[ x+1
(x+1)(x+2) X+2

KedZe plati —ln(%):—(ln()ﬁl)—1n(x+2)):1n(x+2)—1n(x+ 1), budeme sa pokusat dokdzat,

ze pre kazdé kladné x plati

m<ln(x+2)—ln(x+l)

Tuto nerovnost sa viaceri Tudia pokusili bezispeSne dokazaf. Nakoniec sa mi podarilo vymysliet
tento elegantny dokaz:

x+2

. C oAy . 1 . . p .
Pravui stranu nerovnosti si méZeme napisat ako f n dt (PretoZe vieme, Ze integrdl z funkcie

x+1
% je In(x) — prisli sme na to v 10. kapitole. Namiesto x pouZivame vo funkcii premennd t , nech
sa ndm to nepletie s tymi x , ktoré mame v hraniciach intervalu.) Interval, na ktorom integrujeme,

md di7ku 1. Najmensia hodnota, ktord funkcia nadobudne, bude i . Integral bude teda zarucene
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.....

a ten obdiZnik sa do tej plochy cely vmesti. MbZete to vidief na obrézku 62.

3
2
1
\
2
0 1 2 x+13 x+2 4 5

x+2
Obrizok 62 f %dt

x+1

x+2

Vieme teda, Ze plati f %dt>ﬁ (Iebo taky je obsah obd{Znika). Okrem toho vieme, Ze pre
x+1

kladné x plati —-<1 ateda 2L <L Ked to teraz poskladdme dohromady, dostaneme
x+1 x+1 x+2  x+2

Xx+2
(x+1)(x+2>zx+1~x+2<x+2< f =dt=In(x+2)—In(x+1)

x+1

1" ha Kladngch &slach Klesd.

Vytizend nerovnost teda skutoc¢ne plati a nasa funkcia y=

Rovnako teda klesd aj postupnost dana tymto predpisom, kvoli ktorej sme to celé robili.

Uloha 15 a7 18

Postupnost z dlohy 15 je konStantnd nulova postupnosf. Bude maf teda limitu a td limita
bude 0.
Ak chceme v tlohe 16 zistif, akd bude limita postupnosti x" pre x€(—1;0), vyuZijeme

dve veci. Jednak to, Ze pre xE(O; 1) je 1}_{2 x"=0  Jednak to, ze ak mame dve ¢isla a a b také,

Ze a=—b, tak pre parne n plati g"=p" apre neparne n plati g"=—p". V oboch pripadoch su ale

n

a" a p" rovnako daleko od nuly.
Pre naSe x€(—1;0) si teda ndjdeme we(0;1) také, e x=—w . KedZe iﬂn; w'=0 | platf,

Ze pre kazdu chybu € vieme ndjst taky ¢len postupnosti w", Ze vSetky dalSie su uz k nule bliZsie,
ako €. A kedZe ¢leny postupnosti x" st od nuly rovnako d’aleko, ako ¢leny postupnosti w", tak
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sme tym paddom nasli aj taky ¢len postupnosti x", Ze vSetky dalSie st uz k nule blizsie, ako €.
Limita postupnosti x" bude teda v tomto pripade opif nula.

Uloha 17 je t4 ist4, ako dloha 4.

Limita z dlohy 18 neexistuje. UkdZe sa to pomocou triku, ktory sme pouZili pri rieSeni
ulohy 16 a faktu, ze x" pre x>1 diverguje .

Dolezité pozorovanie, ktoré z tychto tloh vyplynulo je, Ze 111_)11; X" existuje vtedy a len vtedy,

ak x€(—1;1) pricom ak x&(—1;1), tak je t4 limita 0 a ak x=1, tak je ta limita 1.

Uloha 20
Ako bezprostredny dosledok predoslych tvah dostaneme, Ze stucet

2,.3, 4 . 1-x"
L+x+ X" +x"+x'+...=lim —

n-=>o00

bude existovaf len pre x€(—1;1) a vtedy sa bude rovnat ﬁ . (Preco to nefunguje pre x=1? Co

ma tato otdzka spolo¢né s tilohou 197?)

Uloha 21

1,1,1,1,1,1,1 . I . «
Rad 1+5+o+ +<+p+o+0+ - (tento rad sa nazyva harmonicky) rastie nad vietky medze.

Ukaézali sme to viacerymi sposobmi:

« NapiSeme rad, ktorého kazdy ¢len je menSi, nez patriény ¢len harmonického radu. Taky rad
1,1,1,1,1.1

moZe vyzeraf napriklad takto: 1+%+Z+ 2tetetetst - Dalej by nasledovalo osem

zlomkov s menovatelom 16, Sestndst zlomkov s menovatefom 32, atd’. Kazdy tsek zlomkov

. PPN | TP < Ly
s rovnakym menovatefom ma sucet - . KedZe je tych usekov nekonecne vela, sicet tohto

.....

- Ak by harmonicky rad konvergoval, mal by suicet, ktory si moéZeme oznacif s . Platilo by

1,1,1, 1,111 - A Y.
s=1+o+o+ +o+o+o+o+ - Harmonicky rad si mdZeme rozloZit na dva rady — na rad
1,11 1,1,1 1 . PRV | Y oy X

ottt S =
I+o+o+o anarad S+ +p+g . Druhy rad md sucet s (pretoZe ked kazdy ¢len

s 1z . . 1 . . L osx Ny
harmonického radu vynasobime - , dostaneme ten druhy rad). Prvy rad ma sicet vacsi, ako

1 o Lex e % c e AV c y .
5, pretoze kazdy clen prvého radu je vicsi, ako patricny clen druhého radu. Oznacme si

/% 417///5]7//{// Z

Obrazok 63: Harmonicky rad
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sucet prvého radu %s+6 , kde 8>0. KedZe oba rady ddvaji dohromady ten harmonicky,
musi platif %s +%s +3=s z ¢oho plynie =0 co je spor.

.....

toho nekone¢ného schodisfa, integrdl je plocha dtvaru pod krivkou.) Ale

f %dx:[ln(x)]‘f:oo

Uloha 25

t—t—+—+—+—+—=
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9!

_ 1.1, 1 1 1 1 1 1
=1+1+=+=+—+ + + + + =
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

=1+1+0,5+0,166666667+0,041666667 +0,008333333 +0,001388889 +
+0,000198413+0,000024802+0,000002756 =
2,718281527

Ked sa pozriete na posledny pripocitany clen, ktory zacina piatimi nulami za desatinnou
Ciarkou a zvazite, 7Ze kazdy dalsi ¢len bude minimélne desatkrat mensi, nez predosly, tak mdZzete
usudif, Ze minimalne padf desatinnych miest za desatinnou ciarkou by malo byt sprdvne.
(V skutocnosti je sprdvne aj td jednotka, ktord nasleduje za osmicCkou, takZe tych sprdvnych
desatinnych miest je Sest.) Pripomenime ulohu 9 z desiatej kapitoly, kde na vypocet Cisla e
s presnostou na tri desatinné miesta bolo treba s¢itat vySe 1700 ¢isel.

Uloha 26

sin x=a,+a,x+a, x2+a3x3+a4x4+asx5+asx6+a7x7+...
sin0=aq,
a,=0
cosx=a,+2a,x+3 a3x2+4 a, x3+505x4+6a6 X’+7 a7x6+...
cos0=a,
a,=1
—sinx=2a,+3.2.a,x+4.3.a,x’+5.4.a.x’+6.5.a,x"+7.6 .a, x"+. ..
—sin0=2a,
a,=0
—cosx=3.2.a;+4.3.2.a,x+5.4.3.a;x°+6.5.4.a,x +7.6.5.a, x* +...
—cos0=3.2.a,4

aAy=——

3!
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Podobne dalej dostaneme, 7e a,=0, a;==, a,=0, a_7= —L atd. Ked tieto koeficienty

dosadime do povodného radu, dostaneme

X’ X
sinx=x——+———
3! 5! 7!
Podobne dostaneme, Ze
4
X X X
cosx=1—-—+———
2! 4! 6!
Uloha 27
Ideme do radu sinx= x—§+§ 7+ . dosadit ¢islo 0,017453293 (Co je jeden stupeni

v radidnoch). Ked budeme pocitaf s presnostou na devit desatinnych miest, dostaneme, Ze

0,000005317 + 0,000000002
3! 5!
0,017 453293—0,000000886+0=0,017 452406

sin1'=0,017453293 —

.....

stacﬂo sc¢itat dva Cleny radu.

Uloha 28
Ked zderivujeme rad pre sinus x—;+2;—2:+... , dostaneme 1—2X— Z—— St Ano, je to
kosinus.
Uloha 33
Ked chceme na vypocet In2 pouZzif rad In (%):2(q+q—3+%5+q77+ --+|, potrebujeme ndjst
také q , aby L =4 —2 To je ale rovnica, ktord sa d4 l'ahko vypocitat:
1+q=2(1-q)
1+g=2—-2¢q
3g=1
1
173

Do radu teda potrebujeme dosadit %20,333 333333 . Dostaneme

In2=2(0,333333333+ 0,037(;37 037 + 0,004 1_)15 226 + 0,000 4;57 247 + =

0,666 666 667+0,024 691 358+0,001646091+0,000130642 +...=0,693134 757

Prirodzeny logaritmus z 2 je priblizne 0,693147181 takZe to mdme dobre aZ na Styri desatinné
miesta. A ani sme nemuseli s¢itaf tisic ¢isel ako pri sposobe z dloh 31 a 32.
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Uloha 35 a 36

Potrebujeme ndjst také x aby platilo

teda

Plati teda arctg(1)= arctg(%)+arctg (%) . Mimochodom — platnost tejto rovnosti sa da pekne
uvidief aj na nasledujicom obrdazku. V Tavom dolnom rohu sa stretaju dva uhly pravouhlych
trojuholnikov. Ked sa pozriete na dizky ich odvesien, uvidite, Ze velkost horného uhla je arctg (%)

a velkost spodného je arctg (%) . Dokopy dévaju 7 , o je arctg(1).

—

Obrazok 64: Arkustangensy

S pomocou tychto hodndt a nasho radu sa pokuisime vypocitat 7. Spocitame prvych Sest

¢lenov a dostaneme
1P (P (1) (1) (1
1 \2 2 2 2 2

1
—_ == — -+ —_ + —_ +.eo=
amg(z) 2 3 75 7 9 1

=0,5-0,041667+0,00625—-0,001116+0,000217 —0,000 044 = 0,463 640

11
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LU

1
t_
arcg(33 3 75 7 9 11
=0,333333 0,012 346-+0,000 823 — 0,000 065+0,000 006 —0,000001 = 0,321 751

Z toho dostaneme 7~ 0,463640+0,321751=0,785390 4 teda m~3,141564 &o je dobre na

Styri desatinné miesta.

Je vidno, Ze jednotlivé ¢leny toho radu s polovicou klesaji pomalSie, nez tie s tretinou. Preto
by sme sa radi toho polovicového radu nejako zbavili a nahradili ho radom, ktory by sme pocitali
v nejakom menSom ¢isle, ¢im sa dostdvame k tlohe 36.

Potrebujeme ndjst také x, aby platilo arctg(%):arctg(%)+arctg(x). Ked vypocitame

tangens oboch strdn rovnice, dostaneme

lztg arctg| = |+arctg(x)
2 3
1 1
tg| arctg| 5 +iglarctg[x)] L,
3

2

.tg |arctg| x| 1‘%

1—tg(arctg(%

1—5:g+2x
3 3
3—x=2+6x
1=7x
1
X==
7

Dozvedeli sme sa, Ze arctg(%)zarctg(%%arctg(%). (Vedeli by ste to tiez ukdzaf

geometricky?) Z tejto rovnosti dostaneme

1 +arct 1 =arct L +arct 1
2 8 3 5 5 7

1
3

% +arctg(%)=2.arctg

T —
=arct +arct

Rad pre arctg(%) uZ mame vypoéitany, podme to este spravif pre ti % :

et (BT T BT

717 3 5 7 9 11
=0,142857-0,000972+0,000012 —-0,000000+0,000000—0,000000 = 0,141897

1

Z toho dostaneme 7~2.0,321750+0,141897=0,785398 g, teda m~3,141592. Na miliéntiny

presne. Nie zlé. S Tubovolnou silnejSou vypoctovou technikou (tabulkovy kalkuldtor alebo
programovaci jazyk) sa to da rychlo eSte vyrazne vylepsit.
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Uloha 37

Neprezradim. Odpovede na tieto otdzky sd zaujimavé a vyzaduji hlbsi vhlad do
problematiky radov, nez poskytla tito kapitola. Rozmyslajte, hladajte a pytajte sa mudrejSich.
Napoviem len, Ze to s tym logaritmom sa d4 odhalif jednoduchsie, ako s tou funkciou.
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17. kapitola
Ako vypocitat cokol'vek

Tuto kapitolu zalneme citdtom z knizky R. P. Feynmana To sndd’ nemyslite vazne®:

Ked som bol prvykrat v Brazilii, raz som tam obedoval v reStaurdcii — uZ sa ani
nepamitdm, kolko bolo hodin, vZdy som sa v reStaurécii ocitol v nespravnu dobu — a
bol som jediny host. Jedol som steak s ryZou (¢o milujem) a okolo mojho stola stdli asi
Styria ¢aSnici. Do restaurdcie vstiipil Japonec. UZ predtym som ho videl motat sa okolo;
snazil sa predavaf abakusy. Zacal sa rozprdvaf s caSnikmi a vyzval ich na sufaz:
povedal, Ze dokdaze scitaf rychlejsie, nez ktokol'vek z nich.

Cagnici sa nechceli blamovat, tak povedali: ,,Hej, hej — pre¢o to neskusite tamto s na$fm
zakaznikom?*

PriSiel teda ku mne. Protestoval som: ,,Ale ja neviem dost po portugalsky!*

Casnici sa smiali: ,,él’sla su jednoduché.*

Priniesli mi papier a ceruzku. Chlapik poZiadal jedného casSnika, aby zadal niekolko
¢isel na scitanie. Porazil ma na hlavu, pretoZze kym som ja pisal, on uz ich rovno scital.

Navrhol som, aby &asnik pripravil dva rovnaké stipce &isel a naraz ndm ich podal.
Dopadlo to takmer rovnako — aj tak ma bezpecne porazil.

'C‘

Lenze chlapik dostal gurdz a chcel sa eSte predviest. ,,Multiplicacido!* povedal.

Niekto napisal priklad. Zas ma porazil, ale nie o tol’ko, pretoze nasobim dost’ rychlo.
Potom urobil chybu: navrhol, Ze budeme pokracovat’ delenim. Neuvedomoval si, Ze ¢im
je priklad tazsi, tym mam vacsiu Sancu. Obaja sme pocitali dlhy priklad na delenie.
Skon¢il nerozhodne. To ten Japonec nemohol preniest’ cez srdce, pretoze to s abakusom
asi vedel vel'mi dobre a teraz ho skoro porazil nejaky host’ v reStauracii.

,Raios cubicos!* povedal pomstychtivo. Tretia odmocnina! Chcel pocitat’ aritmeticky
tretiu odmocninu! Iba t'azko néjdete v aritmetike t'az§i fundamentalny problém. Muselo
to byt vrcholné ¢islo jeho abakusového umenia.

Napisal na kus papiera ¢islo — uplne I'ubovolné ¢islo — a ja si ho dodnes pamétam:
1729,03 . Naco sa s mumlanim a hmkanim dal do prace: , Mmmmmmagmmmmbr...* —
pracuje ako cert, pekelne sustredeny na vypocet tej tretej odmocniny.

A ja zatial’ len tak sedim.
Jeden z &asnikov hovori: ,,Co jer«

'CC

Ukézal som si na hlavu a poivedal som: ,,Premyslam
chvil'u mam 12,002

Muz s abakusom si utrel pot z ¢ela a hovori: ,,Dvandst’.*

Na papier piSem 12. O malu

,No pockajte!* vravim. ,,Viac €islic. Viac Cislic!* Viem, ze ked pocitate aritmeticky
tretiu odmocninu, tak kazda d’alSia c¢islica da viac prace, neZ ta predchadzajica. Je to
fuska.

Znovu sa do toho zabral a huci: ,,Rrrrgrrrrmmmm. .., zatial’ o ja priddvam d’alSie dve

64 Richard Feynman je nositel Nobelovej ceny za fyziku z roku 1965 a uvedend kniZka je jeho velmi pdvabna
autobiografia.
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¢islice. Konecéne zdvihne hlavu a hovori: ,,12,0

Casnici st celi rozculeni a St'astni. Hovoria mu: ,,Pozri, dokaze to len premyslanim a ty
potrebujes abakus! M4 viac Cisel!*

Celkom zni¢eny a pokoreny odisiel.

V tejto kapitole sa dozvieme, ako to Feynman pocital. UkdZeme si aj niektoré dalSie triky
zalozené na podobnom principe, ktoré vyuzivaji kalkulacky a pocitace, aby pre vas zistili hodnoty,
ktoré prave potrebujete.

Vratme sa teda k tomu Feynmanovmu pribehu. Ako d’alej piSe, v prvom rade mal velké
Stastie. Japonec totiz na odmociiovanie zvolil ¢islo 1729,03 . To ¢islo mé ti vyhodu, ze vel'mi
blizko neho sa nachadza ¢islo 1728. A rovnako, ako sa nasi ziaci na zakladnej Skole dozvedia, ze
1dm=10cm a preto 1dm*=10°cm>=1000cm>, tak sa Ziaci v Spojenych Statoch dozvedia, Ze
ked’Zze m4 jedna stopa 12 palcov, tak jedna stopa kubickd ma 12°=1728 palcov kubickych. Uz mali
Americania teda vedia, Ze tretia odmocnina z 1728 je 12.

Dalgie zaujimavé pozorovanie je graf funkcie y=3x v okoli &isla 1728. Mdzete ho vidiet
na obrazku 65. Ano, ta vodorovna ¢iara vo vyske 12, to je presne on.

. Obrazok 65: Tfetia odmocnina .

Z toho grafu su zrejmé dve veci. Jednak je vidno, Ze hodnota sa medzi Cislami 1728
a 1729,03 nijako zédsadne menit’ nebude. Preto Faynman po kratkom zamysleni napisal 12. Druhy
detail, ktory sa d& z obrdzka vidiet’ je, Ze ten graf sa dost’ dobre podoba na priamku. A z tohto udaja
sa daju zistit’ tie d’alSie cifry.
Graf si totiz na nejakom okoli bodu [1728;12] mdzeme nahradit’ dotyénicou. Kedze vieme
1

derivovat’, smernicu doty¢nice si vieme vypocitat’ jednoducho. Tretia odmocnina je funkcia y=x>.

-2/3 1

Jej derivacia bude funkcia Y :%X :W . A smernica doty¢nice v bode x=1728 bude teda

1 _ 1 _ 1 _ 1 , , : h . . i
ST 312 3144 432 - Ked pozniame smernicu a hodnotu v jednom bode, vieme spravit

rovnicu priamky. Jedna z moznosti zapisu je y= 12+$(X—1728) . 1729,03 je priblizne o 1
1

vicsie ako 1728 . Hodnota y sa teda zvacsi asi o 4—;2 . To je kdesi medzi 5%0 teda 0,002 a —-

teda 0,003. Takze tretia odmocnina z 1729,03 bude zhruba 12,002 . Keby sme to chceli vediet
1

432

presnejsie, potrebovali by sme vypocitat .1,03 . To sa da ru¢ne vydelit tiez celkom rychlo (a
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Feynman, kedZe delenie trénoval, to vypocital aj spamiti). A vyjde 0,00238. A skuto¢ne
3/1729,03=12,00238 .

Uloha 1: Pomocou rovnakého triku priblizne vypogitajte 145 a /99, sin(0,02), 1n(1,03)
a "' . Potom to vypoditajte na kalkulacke a porovnajte.

Pri rieSeni dlohy 1 ste si mimo iného mohli uvedomif, preco fyzici pri niektorych
odvodzovaniach nahrddzaja sinus malého uhla tym uhlom samotnym.

Podme teraz dvahu, ktord ste robili, zovSeobecnif. Mdme funkciu f(x), pozndme jej
hodnotu aj jej deriviciu v bode a. Chceme ju lokdlne nahradif doty¢nicou. Tato dotyCnica ma
smernicu f'(a). To znamend, Ze na jednotku dizky v smere osi x stipne priamka o f'(a)
(pripadne klesne, ak je f'(a) zdporné). Ked sa teda posunieme o dizku x—a, priamka stipne
o f'(a)(x—a) . Hodnota hladanej linedrnej funkcie v bode x bude teda y=f(a)+f'(a)(x—a).
Detaily si pozrite na obrdzku 66.

A

f(a) f(a)(x-a)

Obrédzok 66: Linedrna aproximdcia
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Trik, kde sa funkcia y=f(x) na urcitom tseku v okoli bodu x=a nahradi doty¢nicou
y=f(a)+f'(a)(x—a), sa nazyva linedrna aproximacia. Takouto aproximaciou si v skuto¢nosti aj
niektoré fyzikdlne zdkony. Napriklad Hookov zdkon, ktory hovori, ako sa meni diZka pruZiny
v zavislosti od sily, ktord nafi pdsobi (a ktory sme vyuZzivali, ked sme v 15. kapitole v Stvrtej dlohe
pocitali ten prak) ma tvar F=—kx kde x hovori, o kolko sme natiahli pruzinu, F je sila, ktorou
pruZina posobi, k je koeficient tuhosti pruZiny a to ,,minus“ znamend, Ze sila, ktorou pdsobi
pruzina, ma opacny smer, neZ smer natiahnutia pruziny. V skutocnosti ale t4 funkcia vobec nie je
linedrna. Ako vyzerd pre kujné kovy, je mozné vidief na obrdzku 67. Na linedrnu sa td funkcia
podobd iba medzi bodmi 0 a A . Na tom udseku teda pouZivame linedrnu aproximiciu, ktord sa
nazyva Hookov zédkon.

Elastic limit
Proportional or
limit yield point b

Fracture point

N

C

]
i - ]
' Plastic behaviour

[ ]
\Elagtic: behaviour

L)
[ ]
¥
L
L
¥
1]

Stress —p

‘__',....-P ermanent set
|

30%0

Strain —»

Obrazok 67: http://images.tutorvista.com/cms/images/38/stress-strain-curve.gif

Podobne je to s mnohymi d’al§imi fyzikdlnymi zdkonmi ako napriklad so vzfahom medzi

napitim a pridom I :% alebo vzfahom medzi zrychlenim a silou azg (Newtonov zdkon sily).

Sud to linedrne aproximdcie komplikovanejSich zavislosti. O Newtonovom zdkone sily sa dlho
myslelo, Ze je presny a na to, Ze je to len linedrna aproximécia zloZitejSieho vzfahu sa priSlo az
s objavom tedrie relativity.

Népad s linedrnou aproximdciou sa da tvorivo rozvinuf viacerymi sposobmi. Prvy z tych,
ktoré si spomenieme, sa nazyva Newtonova doty¢nicova metdda, ktord moZe za bulvarny ndzov
tejto kapitoly. TotiZ — rieSenie rovnic je matematicky problém, ktory sa tiahne celou histériou.
Kvadratické rovnice vedeli rieSif uz v starovekom Babylone a tplné rieSenie vSetkych pripadov aj
s dokazmi spravil Abu Dzafar Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi v deviatom storo¢i. Kubické
rovnice dokazal rieSif zaciatkom Sestnasteho storocia Scipione del Ferro a rovnice Stvrtého stupnia
tiez v Sestnastom storo¢i Lodovico Ferrari. A v devitnastom storoci priSiel Niels Henrik Abel na to,
Ze rovnice piateho stupnia sa iba pomocou Standardnych matematickych operacii (plus, minus, krat,
deleno, odmocniny) vo vSeobecnosti Uplne presne rieSif nedaju (a aj ukdzal, Ze preco je to tak).
Nasfastie Isaac Newton uZ v sedemndstom storo¢i vymyslel fintu, pomocou ktorej sa di vicSina
rovnic vyrieSif s Tubovolnou potrebnou presnostou. InZinieri jasaju.
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Trik spoc¢iva v tom, Ze si povieme, Ze zo zacCiatku ndm staci nie velmi presny vysledok a ten
budeme postupne sprestiovaf. Chceme napriklad zistif, v ktorom mieste pretne funkcia f(x) na
obrdzku 68 os x .

AY
/ y=fa)+f(a)(x-a)

f(a)

f(x)

Obrazok 68: Newtonova metdda

Na zaciatku si odhadneme, Ze korenl bude priblizne a. Z obrazku je zrejmé, Ze sme to
neodhadli velmi dobre, pretoZe hodnota f(a) md od nuly daleko. Ako na§ tip jednoducho
vylepSime? Funkciu si nahradime jej linedrnou aproximdciou v bode a. T4 mé rovnicu
y=f(a)+f'(a)(x—a). KedZe je to linedrna funkcia a linedrne rovnice riesif vieme, celkom
jednoducho zistime, kde nam ta priamka pretne os x :

fla)+f'(a)(x—a)=0
f'(a)(x—a)=—f(a)

o __fla)
a)
. _fla)
a)

Toto nové x bude ku koreriu bliz§ie, nezZ povodné a . A Ze to stdle nie je tplne presne? Ni¢ ndm
nebrdni tito hodnotu pouzif ako nové a a pomocou toho ist€ho vzfahu vypocitat eSte lepSie
pribliZzenie. A potom znova a znova az kym nedostaneme taku presnosf, ako potrebujeme.
Predvedme si Newtonovu metédu na funkcii y=x>+x—1 . Tato funkcia je definovand pre
vietky redlne &isla, je spojitd, plati f(0)=—1 teda v nule md zépornd hodnotu a f(1)=1 teda
v jednotke je kladnd. Z toho vyplyva, Ze by kdesi medzi 0 a 1 mala maf koreni. Ten budeme hladat.

a+a—1 o
Sal by mal byf lepsi
odhad koreiia. P6vodni hodnotu a si zvolime napriklad 1. Ked ju prvykrat vylepSime, dostaneme
0,75. Ked vylepSime tito hodnotu, dostaneme 0,686047 . Dalgie hodnoty budu 0,682340 ,

0,682328 , 0,682328 , ... Na Sesf desatinnych miest ndm stacili Styri iteracie.®

Newtonova metdda ndm hovori, Ze ked’ je a odhad korena, tak a—

65 Na dvadsaf desatinnych miest ich stacilo Sest.
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Uloha 2: Cislo 2 je korelom rovnice x*—2=0 . Pomocou Newtonovej metédy ho vypoditajte
s presnosfou na 8 desatinnych miest. (Ano, najprv si napiSte iteraény vzorec.) Kolko
iteracif bolo treba spravit? Ako by sa zmenil iteraény vzorec, keby ste poéitali /5 ? Ako
by ste pocitali tretiu odmocninu?

Uloha 3: N4jdite rieSenie rovnice x=cos(x) . (Rada: dajte si vSetko na jednu stranu.) Toto rieSenie
by ste beznymi metddami nenasli.

Aj Newtonova metéda mé svoje hranice. Sved¢i o tom nasledujica tdloha.

Uloha 4: Nijdite Newtonovou metédou koreii funkcie y=x"—2x+2. Ako Startovi hodnotu
pouzite x=0 . Nakreslite si graf a zistite na ilom, preco to robf to, ¢o to robi.
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Uloha 5: Funkcia y= x°—2x*—11x+12 méa korene —3, 1 a 4. (Funkcia je rozndsobena
y=(x+3)(x—1)(x—4).) Zistite, ku ktorému koretiu vds zavedie Newtonova metéda,
ked za¢nete na tychto hodnotéch:

2,35287527
2,35284172
2,35283735
2,352836327
2,352836323

Dajte si nakreslif graf funkcie a skidste na nom uvidiet, preco to robi to, ¢o to robi.

Dal3i zaujimavy smer dvah, ktory povedie k zaujimavym désledkom je otdzka, ako velmi sa
pomylime, ked pouZzijeme linedrnu aproximdciu. Ako sa da napriklad pri tom Feynmanovi
odhadniif, na kolko desatinnych miest bude +/1729,03 dobre, ked pouZijem aproximdciu a nie
povodnu funkciu.

Majme teda nejakd funkciu y=f(x) a jej linedrnu aproximiciu v bode a
y=f(a)+f'(a)(x—a) . Zaujima nds chyba R(x)=f (x)—[f(a)+f'(a)(x—a)].

V prvom rade netreba vela ndmahy, aby si ¢lovek uvedomil, 2 R(a)=0. A len o trochu
viac ndmahy stoji, aby si uvedomil, Ze R'(a)=0. Okrem toho pre druhd deriviciu plati, Ze

R (x)=f""(x).
Uloha 6: VynaloZte ti ndgmahu, zderivujte dvakrat R(x) (ddvajte pozor na to, ¢o je konstanta a ¢o
nie) a uvidte, Ze aj R(a) aj R'(a) jenulaaZe R''(x)=f""(x).

Predpokladajme teraz, Ze na nejakom intervale (a;b) sa druha derivdcia povodnej funkcie
sprava slusne. Tym chce byt povedané, Ze jej absolitna hodnota sa d4 ohranicif nejakou hodnotou
M . Pre Tubovolné x z intervalu (a;b) teda plati, Ze |R''(x)|=|f"'(x)|<M . Vieme nieco
povedato |R'(x)| ?
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Vieme, 7¢ R'(x) je primitivna funkcia k R''(x), teda 7¢ R '(X):f R''(x)dx . Takych
funkcif je ale vela. (V3etky sa IfSia o konstantu.) Nastastie ale e3te okrem toho vieme, Ze¢ R'(a)=0.
Tym pidom bude R'(x) presne td funkcia, ktord hovori, akd je plocha pod krivkou funkcie
R''(x) naintervale {a;x) .

A

RH(X)

pli

Obrizok 69: Odhad R'(x)

Z obrézku 69 ale vidno, Ze celd plocha sa vmesti bud’ do obdiznika s rozmermi M X(x —a)

.....

.....

V kazdom pripade ale dostavame, 7¢ |R'(x)|<M(x—a).
Ked uz mdme odhadnuti deriviciu nasej chyby, mo6Zeme konec¢ne odhadnif chybu samotnd.
KedZe vieme, 7e pre vietky x zintervalu (a;b) plati

—M(x—a)<R'(x)<M(x—a)
bude platif aj

f—M(t—a)dtsj R'(t)dtsj M(t—a)dt

a

Nezlaknite sa tej zmeny pismenka. KedZe x ndm teraz sldzi ako hornd hranica integrélu,
potrebovali sme premennu funkcie premenovat, nech sa to nepletie. Po zintegrovani dostaneme

(c=af|
2

(t=aff
2

-M M

<[R(t)f:=

a

a kedZe vSetky tri funkcie maju v a hodnotu 0, dostaneme
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(X_a)Z 2

2
Z toho uz dostaneme odhad chyby |R(x)| SM—(X_Z")

Co nidm povie tento odhad pripade toho Feynmanovho vypo&tu? Pocitali sme tretiu

(x—a)
2

-M <R(x)<M

odmocninu pre x=1729,03 a a sme si zvolili rovné 1728 . Hodnota vyrazu @ bude teda
105 _

5=
tretej odmocniny. To ale nie je problém vypocitat:

0,53045 . Ostava zistif eSte to M . Na to potrebujeme vedief, ako vyzerd druhd derivicia

5 5
75:—2)(75: —2
9

o\’

:(1x3
3

W =

X ‘X

w|nN

_1_
3

Bude nés zaujimat, kde bude absolitna hodnota tejto derivdcie na intervale (1728;1729,03)

najvicsia. Cim vidsie x zvolime, tym bude funkénd hodnota bliZ§ia nule. Hraniéni hodnotu teda
dostaneme pre x=1728 . Absolitna hodnota druhej derivécie tam bude %N 0,0000009 . Chyba,
ktorej sa Feynman dopustil, nebola teda viacsia, nez
0,0000009.0,53045~0,00000047~0,0000005 Z toho je vidno, Ze Feynman vedel aj to, kde ma

prestaf pocitat, pretoZe pri pouZzitej linedrnej aproximaécii by Siestu cifru uZ mohol mat zle.

Uloha 7: Akii maximélnu chybu ste spravili, ked ste v prvej tlohe pocitali /145 ?

Na zdver tejto kapitoly dodajme, Ze funkcie sa daji aproximovat aj lepSie, ako linedrne.
Keby sme napriklad pre nejaki funkciu f(x) hladali polyném, ktory s iou ma v bode a spolo¢nd
nie iba hodnotu a prvu derivdciu, ale aj druhu derivaciu, fungoval by takyto:
(x—a)
2

y=fla)+f'(a)(x—a)+f"'(a)

Uloha 8: Overte to. Dosad'te do tohto polyndému, jeho prvej a druhej derivicie hodnotu a . Malo by
vam vyjst f(a), f'(a) a f"(a).
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Ak vam polyndm z predoslej dlohy nieCo pripominal (konkrétne rozvoj funkcie do
Maclaurinovho radu, o ktorom sme rozprdvali v predoslej kapitole), nie je to ndhoda. Vztah, ktory
ste odvodili v ulohe 29 predoslej kapitoly vyzeral takto:

f(x):f(0)+f’1(!0)x+f'2'50>x2+f”3'!(0)x3+f’;;'!(0) x4+

A to, ¢o sme dostali teraz, sa velmi podobd na prvé tri Cleny tohto radu. Rozdiel je iba v tom, Ze
predtym sme robili derivécie v nule, teraz ich robime v nejakom inom bode a .

A skuto¢ne, vezmime si funkciu f(x) , ktort chceme rozvinit do radu v bode a . Spravime
si funkciu g(x)=f(x+a) . Funkcia g(x) je iba posunutim funkcie f(x) o a vlavo. Tym padom
hodnota a vSetky derivdcie funkcie g v nule su rovnaké ako hodnota a patricné derivécie funkcie
f vbode a.Rozviiime g zndmym spdsobom a vyuZime, Ze pozndme tie derivacie:

(0)_'_9'(0) g''(0) 2, g""'(0) 5 g"""'(0) 4

X+ X+ X + X +...=
1! 2! 3! 4!

:f(a)+f'1<!a)x+f'2’(!0)x2+f’;fa>x3+f”‘;'!<a)x4+...

Ked do rovnosti g(x)=f(x+a) dosadime namiesto x hodnotu x—a , dostaneme f(x)=g(x—a)
Ked teraz pouZijeme predchddzajucu rovnost, dostaneme

s, [ (a) 4
(x—a) +—,(x—a) +4—!(x—a) +...

Tomuto radu sa hovori Taylorov rad. Je to podobne uZitocnd vec, ako Maclaurinov rad s tou
vyhodou navySe, Ze funkciu mdzeme rozvinif aj z inych bodov, ako 0. To mo6ze byt vyhoda
napriklad vtedy, ked funkcia v nule nie je definovana.

Uloha 9: Rozviiite do radu funkciu y=In(x) Vhodné a si vymyslite, aby ste sa nadreli ¢o
najmene;.

Ak zoberieme z Taylorovho rozvoja funkcie f(x) iba prvych n+1 ¢lenov, dostaneme polyném
n -tého stupina, ktory ma td peknua vlastnost, Ze v bode x=a ma rovnaku aj hodnotu aj prvych n
derivécii, ako funkcia f , teda je to optimdlna aproximdcia n+1 -ho stupiia. Okrem toho sa o tom

()((n_fl))! kde M je

Cislo, ktoré na intervale (a;x) v absolitnej hodnote ohrani¢uje n+1 -vi derivdciu funkcie f (x) .
(Ukazuje sa to uplne rovnako, ako sme to robili pre linedrnu aproximéciu, ale ¢islo M treba na
intervale (a;x) integrovaf nie iba dvakrat, ale n -krat.)®

polynéme d4 ukdzaf, Ze v mieste x sa od hodnoty f(x) 1i§i maximédlne o M

66 Pre l'udi, ktor{ sa s tym chci pohrat jedna zdkulisnd informdcia: Ak si pamétite zadrhel z konca predoslej kapitoly —
jeho riesenie sa skryva prave v tom, Ze sa ¢lovek poriadne pozrie na td chybu, ktorej sa dopusti, ked pri tej funkcii,
ktord sa rozvila do tplne zlého radu skon¢i pri polynéme n -tého stupia.
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17. kapitola — spravy

Uloha 1

Cislo +144=12 . Ked mame vypod&itat /145, bude to teda dvanist a Cosi. Derivicia
1

— 1 1.2 1
funkcie y=vVx=x? je funkcia Y=35X =57/x - Této derivicia md pre x=144 hodnotu

ﬁzz_lﬁ 0,041667 . Priblizne o tolko by sa teda mala zvicsif aj hodnota funkcie y=& na

intervale dizky 1 (144;145). O¢akdvand hodnota bude teda priblizne 12,041667 . Keby mal
interval dizku 3, zvicsila by sa odmocnina trikrdt tolko. Odhad J147 by bol teda 12,125.
Hodnoty, ktoré poskytne kalkulacka, st v 145~12,041595 a /147~12,124356 . Tie nase odhady
su celkom dobré.

Podobne, ked’ chceme po&itat /99 , pozrieme sa po okoli a vidime, Ze /100 vieme pocitat

jednoducho. Okrem toho vieme (z predo§lého odseku), Ze derivdcia odmocniny je yZﬁ , ¢o je

pre x=100 rovné 2—10 ¢ize 0,05 . Odmocnina v okoli stovky teda rastie rychlostou 0,05 ypsilonu

na jeden iks. Odmocnina z 99 by teda mala byt priblizne 9,95 . Kalkulacka prezradi, ze je to
9,949874 . Pomylili sme sa o nieCo menej, ako 0,0002. TieZ nie zIé.

Rovnako vieme, Ze sinus v nule je nula a derivécia sinusu je kosinus a ten je v nule 1. Teda
sinus v nule rastie rychlostou 1 ypsilon za 1 iks. sin(0,02) by teda malo byf rovné 0,02 .
Kalkulacka prezradi, 7e sin(0,02)~0,01999866 . Rozdiel je mensi, ako 0,000002 . I'udia, ktorym
kalkulacka prezradila, e sin(0,02)~0,00034907 , zabudli prepniif kalkulacku zo stupiiov na
radidny. Vzhladom na to, ze 0,02 stupnia je 0,00034907 radidnu, funguje to tiez a eSte lepSie.

Rovnako to funguje aj v ostatnych pripadoch. Funkcia y=In(x) md pre x=1 hodnotu 0 a

rastie tam rychlosfou 1y za x (pretoZe derivécia y=% mé pre x=1 hodnotu 1. In(1,03) bude

teda priblizne 0,03 . Skutond hodnota je priblizne 0,029559 . Podobne, ked chceme potitat €”'
uvedomime si, Ze ¢* md pre x=0 hodnotu 1 a derivéciu (ktord je ¢*) tiez 1. Teda rastie pribliZne

rychlostou 1y za x av 0,1 bude maf teda hodnotu priblizne 1,1 . Hodnota, ktord ndm prezradi
kalkulacka, je 1,105171 .

Uloha2a3

Ak chceme Newtonovou metddou pocitat V2, teda koreii rovnice x*—2=0, iteracny
vzorec bude mat podobu
a—2
2a

a—

Ak za¢neme s uvodnou hodnotou a=2 a dosadime ju do iteratného vzorca, dostaneme a=1,5.
Ked dosadime do vzorca tito hodnotu, dostaneme a=1,4166666667 . Ked’ vysledky budeme d’ale;j
pomocou iteraného vzorca spresiovaf, dostaneme postupne hodnoty a=1,4142156863,
a=1,4142135625, a=1,4142135624, a=1,4142135624 , ... Posledna hodnota sa uz bude stale
opakovaf. Kalkulacka nam prezradi, Ze +/2~1,41421356237 . Stacilo pif iteracif.

2
< - . . . .y -5
Podobne ¢&islo +/5 je korefiom rovnice x’—5=0. Iteraény vzorec bude a—az—a a ak

zatneme od a = 2, dostaneme postupne hodnoty 2,25, 2,23611111_12, 2,2360679780 a
2,2360679776 , pri¢om posledn4 sa uz bude opakovaf. Podla kalkulacky +/5~2,2360679775 .
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Ak chceme pocitat %E, treba si uvedomif, Ze toto Cislo je korelom rovnice x°— p=0.
3
@

3azp . Teda keby sme si napriklad

Iteraény vzorec na hladanie koretia tejto funkcie bude a-—

nevedeli spomentit, kolko je 38, pouZijeme iteraény vzorec a—aB—;ZS . A ked za¢neme hladaf od
a=3, dostaneme postupne hodnoty 2,29629630, 2,03658741, 2,00065336, 2,00000022
a 2,00000001 . Na tejto hodnote to zastane, lebo Clen

8 je u prili§ maly a kalkulatka ho

2
a
vyhodnoti ako 0.
V tlohe 3 rieSime to isté eSte raz v zelenom. Hladdme koren funkcie x—cosx=0 . Iteracny
vzorec bude a—% . Ak zatneme s a=0, dostaneme postupne a=1, a=0,75036387,

a=0,73911289, a=0,73908514 , a=0,73908513 . Je to skutocne hodnota, ktord sa rovna svojmu
vlastnému kosinusu.

Ako uz bolo naznaené v texte, rovnica x=cosx patri medzi rovnice bez rieSenia
v uzavretej forme. To znamend, Ze sa d4 dokdzaf, Ze pomocou beznych funkcii (tych, ktoré méte
v tabulke v 14. kapitole) sa neda napisaf, Comu sa to x presne rovna.”’” Priblizné metédy podobné
Newtonovej doty¢nicovej metdde su tym padom jedind Sanca, ako takéto rovnice riesif.

Uloha 4

Tato udloha ukazuje jeden typ situdcie, na ktorej mdéZe Newtonova dotyCnicovd metdda
zlyhat. Situédciu vidite na obrazku 70. Ak zvolime Startovaci bod nevhodne (v naSom pripade bude

a=0), prvy krok nds posle nie bliZSie ku koreniu, ale d’alej od neho, konkrétne do a=1. Iteraény

vzorec je totiz G—M
J 3a2-2

dostaneme opidf a=0, takZe sa celd situdcia uteSene zacykli. Ku korefiu sa tym pddom voObec
nemdme Sancu dostat.

Aby bola situicia eSte kuzelnejSia, ked vypocitame dalsi krok,

-1

Obrazok 70: Zacyklend Newtonova metdda

Tento priklad otvdra otdzku, kde v pripade tejto funkcie zacaf, aby sme nejako vedeli
zaruCif, Ze Newtonova metéda bude fungovaf. Existuje nejaké vSeobecné kritérium? Existuje
funkcia, pre ktord to nebude fungovat nikde?

67 Ten dokaz je ndroény a d'aleko presahuje rozsah tohto kurzu. Cast matematiky, ktord sa venuje takymto dékazom sa
nazyva topologicka Galoisova tedria.
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Uloha 5

Pri pocitani tejto dlohy je vhodné vyuZif nejakd vypoctovd techniku (kalkulacku, ktorej
mozno zadaf vyraz obsahujuci Ans, tabulkovy kalkuldtor alebo nieco programovatelné).

Uloha ilustruje, 7e aj naozaj malé rozdiely v po&iato¢nej hodnote nds mozu priviest k tiplne
roznym koretiom. Konkrétne jednotlivé Cisla zo zadania vedd postupne k tymto koreiom: 4, —3,
4, =3, 1, pricom vstupné hodnoty si zoradené od najvicSieho po najmensSie, krajné hodnoty sa
li¥ia o menej ako 0,00004 a tretia a piata hodnota o menej ako 0,000003 . Casf matematiky
s velmi zaujimavymi aplikdciami, ktord sa zaoberd tym, Ze malé rozdiely vo vstupnej hodnote mozu
priniest velké rozdiely vo vysledku, sa nazyva teéria chaosu.®®

Ak sa niekto chce pozrief, ako sa vyvija situdcia pre rdzne Startovacie hodnoty, k dispozicii
je pekny interaktivny ndstroj spraveny v GeoGebre. Ukdze vam graficky aj Ciselne prvych 10
iterdcii a Startovym bodom mdzZete pohybovaf mySou. Nijdete ho na adrese
http://www.geogebra.org/m/6080 a ukdzku mozete vidief na obrazku 71.

0

f(x) =x2-2x2-11x+12

Viterations numerically 40
¥ Iterations graphically

¥ Points on curve

v Tangents

¥IConnecting segments 30

2.3430801363

—0.7039753753
2.0439289482
0.4934184446
1.000275904;
0.9999999987

—

ol

-30

Obrazok 71: Newtonova metéda v GeoGebre

Uloha 6

Chyba, ktorej sa dopustime, ked pachame linedrnu aproximdciu funkcie f(x) v bode a
bude R(x)=f(x)—[f(a)+f'(a)(x—a)] (to vlavo je funkcia, to vpravo v hranatej zitvorke t4
aproxim4cia).

To, 7e td chyba v bode a bude 0, sa dd uvidief jednoducho, sta¢i za x dosadif a.
Dostaneme R(a)=f(a)~[f(a)+f"(a)(a—a)l=f(a)-[f(a)+f (a).0]=f(a)=f(a)=0.

Predtym, ako budeme pocitaf deriviciu chyby, wupravme si ju do tvaru
R(x)=f(x)—f(a)—f'(a)(x—a) . Derivdcia R'(x) potom bude rovnd f'(x)—0—f'(a)(1—0) &o
je po dprave rovné f'(x)—f'(a) . (Pri tom derivovani bolo treba mat na pamiiti, ze f(a) aj f'(a)

68 Existuje pdvabna populdrna knizka o tedrii chaosu s ndzvom ,Hraje Bih v kostky?“, ktorej autorom je britsky
matematik Tan Stewart.
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st konsStanty.) To, Ze ked’ do tej derivacie dosadime za x hodnotu a, tak dostaneme nulu, je vidiet
rovno.
Z toho, ze R'(x)=f'(x)—f'(a) uZjednym zderivovanim dostaneme, Ze R''(x)=f""(x) .

Uloha 7

1 _1

1 . .
Derivdcia funkcie  y=+(x) (x)=x2 je Yy'=3x *. Druhd derivdcia teda bude

3
y":—lx 2=_~2 . T4 bude maf na intervale (144 ;145) najvicSiu absolitnu hodnotu pre

4 (&)

.....

1 (145— 144)
6912 2 13824

maximum bude Chyba v x=145 bude teda maximadlne . To je

1
4.12° 6912

mensie ako 10000 ———=0,0001 . TakZe t4 hodnota 12,041667 , ktord sme dostali v prvej tlohe, by mala

byt dobre na Styri desatinné miesta, teda 12,0416 . Ked sa pozriete na hodnotu vypocitani
kalkulackou, zistite, Ze to po zaokruhleni sedi.

Podobne mdzeme odhadniif chybu aj pri ostatnych zadaniach z prvej tlohy. /99 ndm vygla
. . . . . . . . r -1
pomocou linedrnej aproximdcie rovna 9,95 . Druha derivicia odmocniny, teda funkcia Y BTN xT
je na intervale <9€£100> najvicsia pre x=99 co je troSku problém, lebo by sme potrebovali zistif,
kolko presne je /99 a to este len pocitame. Bude ndm ale staif odhad, Ze to zarucene bude vicsie
(99—100F _
2.4.9° 5832

nez 9. Chyba bude preto urcite mensia, nez Zan; <0,0002 . Skuto¢nd hodnota je priblizne

9,94987 , takze nas odhad je pomerne presny.

Dalsie odhady uZ len rychlo: Ak y=sinx, tak y''=—sinx. To na intervale (0;0,02)
v absolutnej hodnote nepresiahne hodnotu 0,02 (To Ze tam je sinx<Xx sme spominali kedysi
ddvno v 11. kapitole.) Teda nasa aproximacia sin(0,02)=0,02 sa od spravnej hodnoty nebude it

(002207 —0,000004 . Presnd® hodnota bola 0,01999866 .

o viac nez 0,02-
In(1,03) sme odhadli na 0,03. Ak y=Inx, tak y"Z—% . To bude mat na intervale
(1;1,03) najvicsiu  absolitnu hodnotu pre x=1. Chyba teda bude maximélne
1193217~ 000045 . Skutond hodnota vysla 0,029559 .
el nam vySlo 1,1. Druhd derivdcia funkcie y=¢* bude y''=¢*. To na intervale
(0;0,1) bude mensie ako 2. (KedZe e<4,tak ¢*°=ve<2 a ¢*'<e®°.) Chyba bude teda mensSia,

nez Z-w: 0,01 . Podra kalkulacky je ¢>'=1,105171 .
Uloha 9

Logaritmus a jeho derivacie pre x=1 budud postupne dosahovat hodnoty 0, 1, —1, 2!,
—3!, ... (Zderivujte si sami. Derivujte tak dlho, kym vam nedojde, ako to bude dalej.) Rozvoj

prirodzeného logaritmu do Taylorovho radu bude teda

2 3 4
y:O+(x—1)—(X U +(X 1) _(x=1) +
2 3 4
Porovnajte si ho s Maclaurinovym radom pre funkciu y=In(1+x) z predoslej kapitoly. Ako by sa
dal jeden z tych radov vypocitat, ked poznate ten druhy?

69 Presna v zmysle ,,Co kalkulacka dala®.
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18. kapitola
AKko navarit z vody

Slovnym spojenim ,,navarif z vody* sa zvyknu myslief dve rézne veci. Bud to, Ze niekto
nieco tvrdi, ale nevie to poriadne vyargumentovat, alebo to, Ze niekto zacal s malom a podarilo sa
mu s tym spravif zaujimavd vec. V tejto kapitole sa pokusime o to druhé. Z mdla informécii sa
pokisime vyfazif zaujimavd matematiku. A néstroj, ktory budeme na to pouZivaf, sa nazyva
diferencidlna rovnica.

Zacneme prikladom zo sveta fyziky — tentokrét jadrovej. V periodickej tabulke mdzete ndjst
pri kazdom prvku tdaj zvany atdmovd hmotnost. Ten udaj hovori, kolkokrat je priemerny atom
daného prvku fazsi, neZ jednoproténovy atém vodika. Na tomto Cisle je zvlaStne to, Ze napriek
tomu, Ze protdon a neutrén vazia prakticky rovnako a elektrény sd oproti nim ovela TahSie (asi
tisickrat) a je ich madlo, tak toto Cislo Casto nie je celé. Napriklad atémova hmotnost uhlika je
12,011 . Co tam robf to 0,011?

Pointa je v tom, Ze neexistuje len jeden uhlik, ale tri rozne uhliky”. NajcastejSie sa vyskytuje
uhlik, ktory md v jadre Sest proténov a Sest neutrénov. Oznacuje sa > . Jeho atémova hmotnost je
12. Takto vyzera 98,9% vsetkych uhlikov. Okrem toho sa obcas stane, Ze uhlik nema v jadre
neutrénov Sesf, ale sedem. Takychto uhlikov “*C je 1,1% a kedZe v 1,1% pripadov pribudne jeden
neutrén, vyrobi to presne tych priemernych 0,011 proténov navyse.

LCudia s bystrejSim postrehom si vS§imli, ze 98,9% a 1,1% je 100%. Tym padom na ten
zvy$ny typ uhlika uZ neostalo miesto. Ano, tych zvy$nych uhlikov je naozaj velmi malo. Konkrétne
uhlika " , ktory ma v jadre okrem Siestich proténov az osem neutrénov, je iba 0,000 000 000 1%.
Takyto uhlik je teda jeden atém z biliéna. Ale z tych troch typov uhlika ma len ten posledny jednu
zaujimavu vlastnost — je nestabilny.

Znamend to, Ze ked nechdte atom '?C alebo (C staf a nebudete ho ostrelovat Ziadnymi
inymi Casticami, tak sa ten atom nijako menif nebude. Ostane taky, aky je, pokojne miliardy rokov.
Zato atém '“C sa sprdva zvlaStne. Z Casu na Cas sa stane, Ze jeden neutrén v jeho jadre sa rozpadne
na proton, elektron a antineutrino. A v jadre je zrazu namiesto Siestich proténov sedem, na obale je
sedem elektrénov a zrazu to nie je uhlik, ale dusik. Transmutdcia v priamom prenose. Pre konkrétny
atom nevieme nijak predpovedat, kedy sa to stane. Vieme iba, Ze pravdepodobnost, Ze sa tak stane
pocas najblizsieho roka, je pre kazdy atém rovnaka.

To, ¢o bolo povedané v predoslom odstavci, je presne to madlo, z ktorého sa teraz pokusime
nieCo zaujimavé vypocitat. T4 jedind informécia, ktord mame o uhliku “C (a aj o inych
nestabilnych izotopoch) k dispozicii je, Ze kazdy jeden atom sa pocas dopredu daného casového
useku modze s rovnakou pravdepodobnosfou rozpadnif. A z tejto jedinej informdcie sa pokusime
zistit, akd funkcia ndm povie, kolko atémov sa eSte v danom ¢ase nerozpadlo.

Zacneme jednoduchsimi tlohami.

Uloha 1: Predpokladajme, Ze mdme nestabilny izotop, ktorého pravdepodobnost rozpadu jedného
atdmu pocas najblizsieho roka je 0,03 (teda 3%). Kolko atémov sa vdm priemerne za rok
rozpadne, ked ich bolo na zaciatku 1 000? Kolko sa ich za rok rozpadne, ked’ ich bolo na
zaCiatku 1 000 000? Ak tych atémov bolo na zac¢iatku 6.10** (to je priblizne jeden mol,
v pripade uhlika by to bolo asi 12 gramov), kol'ko by ich bolo po roku? Po dvoch rokoch?
Po troch rokoch?

70 Toto nie je celkom pravda. Tych typov uhlika je aZz 15 od ®C do *C . Tie zvy$né si ale vyrobené umelo
a v prirode sa nevyskytuju.
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Predosla uloha bol jednoduchd, pocas jej rieSenia ste ale ziskali jednu zaujimavu skusenost.
Zistili ste, Ze ¢im viac tych atdmov je, tym viac sa ich za jednotku Casu rozpadne. Inymi slovami
rychlost rozpadu latky je priamo umernd mnoZstvu latky, ktord prdve mame. Poslednd veta
prepisand do jazyka rychlosti a derivécii bude vyzeraf takto:

n=—kn alebo ﬂz—kn
dt

Pritom n oznacuje pocet molekil v danom case, n oznacuje, ako rychlo sa ten pocet meni a k je
nejakd konStanta, ktord moze byt pre kazdy nestabilny izotop ind. To minus je tam iba na to, aby
sme zddraznili, Ze td derivdcia bude zdpornd a tych atdmov bude ubudat, pokojne by sa dalo schovat
do tej konStanty. Pre tych, ktori si zvykli viac na matematickd, nez na fyzikdlnu symboliku,
moZeme prepisaf tito rovnicu do tvaru f'(x)=—kf(x). Takyto vzfah, ktory hovori, ako zdvisi
derivécia od povodnej funkcie, pripadne od samotnej premennej, sa nazyva diferencidlna rovnica
prvého radu. To ,,prvého radu* pritom hovori, Ze v rovnici sa vyskytuje iba prva derivécia.

Uloha 2: Vezmime jednoduchy pripad a polozme k=1. Skiste uhddnuf rieSenie diferencidlnej
rovnice f'(x)=—f(x). Teda ndjdite takd funkciu, ktord ked zderivujete, dostanete
rovnakd, ale s minusom.

Uloha 3: A teraz skiste uhadnuf rieSenie diferencidlnej rovnice f'(x)=—kf(x).

Uloha 4: Funkcia y=e (alebo jej fyzikdlny protajSok n=e " ), ktord sa vdm pravdepodobne
podarilo uhddnut ako rieSenie tlohy 3, ma jednu slabinu. Ak do nej dosadite ¢as t=0,
dostanete hodnotu €’=1_ To znamend, 7e na za¢iatku sme mali iba jeden atém. Co je ale
horsie, tak pre Casy t>0 ndm td funkcia vrdti ¢isla medzi z intervalu (0;1) a tolko
atémov sa neda dost dobre maf. Predpokladajme teda, Ze mame 12 gramov uhlika ¢ .
Chceme teda funkciu, ktora bude jednak spliiaf diferencidlnu rovnicu f'(x)=—kf(x)
a okrem toho bude platif, Ze f(0)=6.10". Vymyslite aj takd. (Podmienka, ktord ndm
hovori, aki hodnotu musi maf funkcia na kraji, sa prekvapivo nazyva okrajova
podmienka.)
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Ked si skusenosti z predoSlych tloh ddme dohromady, vidime, Ze funkcia, ktord nam
prezradi, kolko atémov nestabilnej litky budeme maf k dispozicii v ase t, bude n=nje
pricom N, je pocet atdbmov tej latky na zaciatku.

Skor, nez sa budeme dalej venovat diferencidlnym rovniciam, ostafime eSte na chvilu pri
nestabilnych atémoch. Pravdepodobne ste uz niekde poculi slovné spojenie ,,pol¢as rozpadu“.”' To
je taky cas, za ktory sa rozpadne polovica danej nestabilnej l4tky. To znamend, Ze je to Cas, ktory

musi spliiat rovnost

Mo_
5 =Moe

Ked budete riesif tito rovnicu, tak hned’ v prvom kroku vdm z oboch strdn vypadne n,.Znamena
to, Ze doba polpremeny nebude zdvisief od toho, kolko tej latky na zaciatku mate, ale len od tej
pravdepodobnosti k , s akou sa budd atémy za dany ¢asovy tsek rozpadat.

Uloha 5: Z uvedenej rovnice vypocitajte t. Zistite tak, ako zdvisi doba polpremeny od
pravdepodobnosti k .

Uloha 6: Pravdepodobnost, 7e sa jeden atom '“C v danom roku rozpadne, je 0,000121 teda
0,0121 %. AK4 je doba polpremeny uhlika “C ?

T4 doba polpremeny uhlika *C nevySla (vzhfadom na vek Zeme) prili§ velka.
A zvedavej$Sim mozno napadlo, Ze ¢im to je, Ze sa vObec v prirode vyskytuje. Nemal sa vSetok
davno rozpadnit? Ddvod, preco sa nejaky uhlik tohto typu v prirode vyskytuje stdle, je ten, Ze
uhlika *C nielen ubuda, ale aj pribida. A za to pribiidanie mdZe jednak Slnko, jedna to, Ze nasa
atmosféra je hlavne z dusika. Slnko totiZ naSim smerom posiela mnozstvo Castic, ktoré maji dost
vysoku energiu. A ked takéto Castica vleti do nasej atmosféry, tak sa Casto zrazi s nejakym atémom
a rozbije ho na marne kusky. Takyto mérny kusok mdze byt napriklad neutréon. A takémuto
potulnému neutrénu sa obCas podari vrazif do jadra atému dusika, vyrazi odtial proton a nahradi ho.
A z dusika (najbeznejsi izotop mé 7 proténov a 7 neutrénov, teda '* N ) je zrazu prvok, ktory ma 6
proténov a 8 neutrénov, teda ' .

Tymto dopliianim vo vrchnych vrstvdch atmosféry sa teda udrziava stila aj ked mald
koncentracia uhlikov *C medzi vetkymi uhlikmi. Tieto uhliky sa zdcastiiuju na vSetkej beZnej

71 Alebo ste aspoti hrali Half-life. Half-life je anglicky ekvivalent ndSho pol¢asu rozpadu. Inak — sprdvny slovensky
termin, ktory budeme d’alej pouZivat, je doba polpremeny.
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chémii. V pripade Zeme je to z velkej miery chémia organickd. Rastliny ich vstrebdvaju,
bylinoZravce ich Zerd v tych rastlindch a mésoZzravce v tych bylinoZravcoch. Vysledny efekt je, Ze
vietky Zivo&ichy si pocas svojho Zivota udrZiavaju priblizne rovnaké percento uhlika ¢ , ako je
v atmosfére, ¢iZe priblizne jeden uhlik *C na bilién inych uhlikov.

Zmena nastane, ked rastlina ¢i Zivocich odumrie. Do jeho telesnej schranky vtedy prestane
pribidat akykol'vek uhlik véitane toho nestabilného. A ten nestabilny sa za¢ne pomaly rozpadat.
A vzhladom na to, Ze funkciu, ktord ten rozpad popisuje, pozndme, mdze ndm jeho mnoZzstvo sluzit
ako hodiny, ktoré nam povedia, kolko ¢asu od umrtia ¢i uhynutia uplynulo.

Uloha 7: Na vylete v Egypte ste naSli dosku. Zobrali ste ju do laboratéria a zistili ste, Ze
koncentricia “C v celkovom mnozstve uhlika je 0,6672.10 . (Takéto meranie vedia
spravif napriklad na bratislavskom Matfyze.) Aka je doska stard? Z obdobia vlady ktorého
faradna pochadza?

V pripade nestabilného uhlika je tito metdda pouZzitelnd priblizne do t=70000 rokov.
Potom sa uZ toho uhlika rozpadne prili§ vela a nedd sa to rozumne meraf. (Na chybu merania
vplyva niekolko dalSich detailov, ktoré sme tu nerozoberali.) Na datovanie starSich veci sa preto
pouzivaju iné nestabilné izotopy.

Na zdver eSte pripomeiime, Ze uvedené pravidlo ,,¢im je toho viac, tym rychlejSie to ubida®,
spliiaji nie len nestabilné atémy, ale aj mnohé iné veci, napriklad bublinky v pene na pive. Hladina
peny bude tym padom klesaf podl'a toho istého vztahu. Niekedy si to mdzete skusif odmerat.

Celkom pekne sme z tej vody navarili. Dokonca pivo.

Diferencidlna rovnica y'=—ky je jedna z najjednoduchsich a jej vysledok sa s trochou
Stastia dal uhddnut. Podme si ukazat nejaké dalSie triky, ktoré nim umozZznia lepSie hadat, pripadne
rovno urcif funkcie, ktoré su rieSenim diferencidlnej rovnice.

. . o, . ., . X 7 . - AN
Zoberme si nejaku ind diferencidlnu rovnicu — napriklad y'=—; . Prvy trik, ktory m6Zeme

vyuzif, bude geometricky. UZ kedysi v piatej kapitole sme spomenuli, Ze derivicia ndm hovori,
ktorym smerom v danom bode funkcia prdve ide. A naSa diferencidlna rovnica ndm v kazdom bode

derivéaciu prezradi. Ak si teda vyberieme napriklad bod [2;1] dozvieme sa, Ze funkcia, ktord

vyhovuje diferencidlnej rovnici, bude maf v tom bode deriviciu (teda sklon) —% Cize —2.

MobZeme si v tom bode nakreslif malu ¢iarku spravnym smerom.

A mdZeme to tak spravif nie len v bode [2;1] ale v tolkych bodoch, v kolkych budeme
vladat. Tieto malé Ciarky ndm daji dobrd predstavu o tom, aky bude tvar grafu funkcie.
Samozrejme — jedna funkcia nemdze prechddzat cez vSetky body. Ale Ze jednej diferencidlnej
rovnici zodpoveda viacero funkcii a Ze sa ta vybraf takd, ktord ma v danom bode spravnu hodnotu
sme videli uz pri rddioaktivnom rozpade.

Ked sa ndm nebude chcief kreslif, mdZeme si na internete ndjst softvér, ktory to spravi za
nds. Pekny ndastroj vytvoreny v GeoGebre modZete napriklad ndjst na adrese

208



https://tube.geogebra.org/student/m42741 Takdto sustava CiaroCiek, ktord ndm popisuje, ktorym
smerom sa v jednotlivych bodoch budu rieSenia uberaf, sa nazyva smerové pole diferencilne;j
rovnice. Pre nasu diferencidlnu rovnicu ho moZete vidiet na obrazku 72.

Ked sa na to smerové pole zahladite, d4 sa uvidief, Ze CiaroCky vytvdraji kruZnice okolo
podiatku stradnicovej sdstavy. Znalci vedia, Ze kazdy bod [x, y] kruZnice so stredom v podiatku a
s polomerom r musi kvoli Pytagorovej vete spliiiat rovnost x*+y’=r>. A ked z tohto vzfahu
vypocitame y, dostaneme yZi\/ r’—x?. KedZe r* je nejakd konStanta, mdZzeme to pisaf aj ako

y:i\/c—xz-

Ak q

ST Q=
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Obrazok 72: Smerové pole diferencidlnej rovnice
4
Uloha 8: VyskiSajte, Ci je funkcia y=++c—x* skutocne rieSenim diferencidlnej rovnice y’:—x; .
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Uloha 9: Nechajte si nakreslif smerové pole diferencidlnej rovnice y’:—f . Z obrazka uhéadnite,

ako vyzerd rieSenie. VyskusSajte, ¢i vami uhddnuté rieSenie skuto¢ne funguje.

To, ze vam diferencidlna rovnica pre dany bod povie, akym smerom z neho funkcia ide, sa
d4a okrem kreslenia smerového pola vyuZif eSte inak. Zoberme si naSu osvedc¢enu diferencidlnu

rovnicu y' =—X; (To je t4, co vysli riesenia kruznice v pociatku siradnicovej sustavy, ale na chvilu
sa tvdrme, Ze sme rieSenie zabudli.) Zaujimalo by nés rieSenie, ktoré prechddza bodom [0;3], teda
y(0)=3. Ako odhadneme hodnotu tej funkcie v bode 0,01 ? Zistime si v bode 0 derivéciu. T4

, “ o1 T . ' 0w . Y . o
bude podla naSej diferencidlnej rovnice Yy (0)2—5, Cize 0.7 Znamena to, Ze funkcia sa prili§

menif nebude a aj hodnota v bode 0,01 bude 3. Akd bude derivécia v bode [0,01;3] ? Opiif ten

bod dosadime do diferencidlnej rovnice a dostaneme y'(0,01)=—%w—0,00333333. V tomto

bode teda funkcia trochu klesd (konkrétne rychlostou —0,00333333y na jeden x ). Po x=0,02
teda klesne o 0,01. (—0,00333333) =-0,00003333 . Hodnotu funkcie pre x=0,02 teda odhadneme
na 3—0,00003333~2,99996667 . A takto mdZeme pokracovaf d’alej. Hodnota derivdcie v bode

[0,02;2,99996667] bude priblizne y'(0,02)=—ggess-—~—0,00666674 , takze hodnota funkcie

v x=0,03 bude 2,99996667 —0,01.0,00666674 ~2,9999 .

Priblizne v tejto faze by vas mohlo prestat bavif draf kalkulacku tym, Ze opakujete stile ten
isty postup a siahnuf po ndstroji, ktory by to pocital za vas. Ti, ¢o vedia programovat, by uZ mohli
zacaf pisaf nejaky program, tym, ¢o nevedia, ostdva pouZif tabulkovy kalkulator.

Zazneme tak, Ze si do bunky A1 vloZime hodnotu 0,01 a nazveme ju Krok. To sa ndm
bude hodif, keby sme v buduicnosti chceli s touto hodnotou experimentovat — napriklad zisfovat, ako
sa meni presnost metddy v zdvislosti od kroku. Toto uvodné nastavenie mozete vidief na obrazku
73. Ndzov bunky menite tam, kde je to na obrazku zakrizkované.”

v & 2 = [oo

= | 8 | c

0,01]

Obrazok 73: Nastavenie kroku

72 Bod [0;3] sme dosadili do diferencidlnej rovnice.

73 Pri vytvarani tejto lekcie sme pouZili tabulkovy kalkuldtor Calc z baliku LibreOffice. Ak pouZivate iny tabulkovy
kalkuldtor (napriklad od Googlu alebo od Microsoftu), pravdepodobne poskytuje rovnakd funkcionalitu aj ked
vizualne mo6zu veci vyzeraf trochu odlisne.
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Vypocet bude prebiehat v troch stipcoch. V druhom a trefom si budeme ukladat aktudlne
suradnice x a y, v prvom z nich budeme pocitat hodnotu y' .V prvom vypoctovom riadku teda
nastavime x a y na 0 a 3 a y' nechdme prazdnu. Tento stav moZete vidief na obrazku 74.

A | » | |

0,01

Obrazok 74: Uvodné nastavenia

Vo vypoctoch teraz budeme pokracovaf tak, Ze v kazdom riadku najprv vypocitame
z predoslého riadku hodnotu deriviacie a potom s jej pomocou vypocitame hodnotu funkcie pre
dalSie x. Ak teda ideme pocitat hodnotu derivicie v bunke A5, vloZime do bunky vzorec
=- (B4/C4), pretoZe v bunke B4 mdame stard hodnotu x, v bunke C4 mame stari hodnotu y

. ., . » o v 2 s v X -
a diferencidlna rovnica, ktord rieSime, nam hovori, Ze y’z—;. Stav bude podobny, ako na

obrazku 75.

| B | c |

0,01

y
) | q 3

| =(B4/C4)

Obrazok 75: Vypocet derivicie

Novu hodnotu x vypocitame jednoducho — zvic¢sime predosla hodnotu o &islo, ktoré sme si
ulozili do kolénky krok. Vzorec pre B5 teda bude =B4+krok. Situdciu mdzete vidief na

obrazku 76.

0,01

y' X y
) | g 3
0 =B4+krok|

Obrazok 76: Nova hodnota x

KedZe hodnota y' nam povie, o kol’ko sa zmeni y , ak sa x zmeni o jedna, tak zmena x
o krok sposobi, ze y sazmeni o y'.Kkrok. Patri¢ny vzorec pre C5 bude teda =C4+A5*krok.
Pozrief sa mozete na obrazku 77.
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2y X y
4) of 3

0 0,01 =C4+A5*krok|

Obréazok 77: Nova hodnota y

Vyhoda toho, Ze pouzivame tabulkovy kalkulétor je v tom, Ze ked’ spravne vyplnime tento
jeden riadok, netreba uZ ruéne vypliiaf dalsie — staéi jednoduchy trik a vyplnia sa spravne samy.
Staci vyznacif mySou naraz vSetky tri vzorce v piatom riadku a potom fahaf za maly Cierny Stvorcek
smerom nadol. (Pozri obrdzok 78.) Vzorce sa tak prekopiruji do nizSich riadkov, ale pri tej

prileZitosti sa sprdvne zmenia, takZe napriklad vzorec z bunky C6 sa nebude odvoldvat na bunky
C4 a A5,alenabunky C5 a A6.

1 0,01

4 |7) 0
0 0,01 3

Obrazok 78: Vybraf a fahat

w

Ked to potiahnete, dozviete sa dost presne, ako sa bude funkcia vyvijat. KedZe krok je
relativne maly, ak chcete zistif hodnoty funkcie aspofi na intervale (0;3), budete potrebovat 300
riadkov. Vysledok moZete vidief na obrdzku 79. Na obrdzku je vidno, Ze pri takomto postupnom

aproximovani vznikla drobnd chyba. Funkcia nenadobudla hodnotu O pre x=3, ale az kusok
neskor.

3,5

2,5

15

0,5

o
W g muas

0 0,5 1 15 2 2,5
Obrazok 79: RieSenie diferencidlnej rovnice

3,5
Zostava uz len dodat, Ze tato metdda sa vold podla svojho objavitela Eulerova.
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Uloha 10: Graf funkcie sme prestali kreslif tak, aby sme dostali pekny obrdzok. Aké vysledky bude
Eulerova metéda davaf pre x vicSie, ako 3? Nakreslite si graf. Preco to robi to, ¢o to
robi?

Uloha 11: N4jdite pomocou Eulerovej metédy rieSenie diferencidlnej rovnice y’Z—%, ktoré

prechadza bodom [2;2] . Porovnajte ho s tym rieSenim dlohy 9, ktoré prechddza bodom
[2;2] . O koIko sa li§ia hodnoty pre x=4 ?

Predstavte si, Ze méte drevenu kocku so stranou 10cm, ktord vézi pol kila (a teda ma
hustotu 0=0,5kg/l ). Td kocku ponorite do vody tak, Ze budd tréaf iba horné dva centimetre
a potom ju pustite. Ako sa bude kocka pohybovat?

Tato dloha vyZaduje dve veci. V prvom rade bude treba vypocitaf silu, ktord na kocku
pdsobi, ked je ponorend v nejakej konkrétnej hibke h . (Toto h nam bude hovorit, ako vysoko nad
hladinou je stred kocky. Ak sme teda kocku potlacili do vody tak, Ze tr¢ia von len dva centimetre,
stred kocky je 3 centimetre pod hladinou a teda h=-0,03.) T4 sila, ktord na kocku posobi, sa
sklada z dvoch zloZiek. Jedna je gravita¢nd. T4 fahd kocku dole a ma velkost —0,5.g, kde g je
gravitacné zrychlenie, 0,5 je pol kila, ktoré ta kocka vaZi a to minus hovori, Ze sila pdsobi smerom
dole. Na zemi teda této sila bude asi 5N . Druhd zloZka je vztlak. Podla Archimedovho zdkona je
tito sila rovnako velkd, ako tiaz kvapaliny s rovnakym objemom, ako je ponorend cast kocky.
Objem ponorenej Casti (v metroch kubickych) bude 0,1.0,1.(0,05+h). KedZe hustota vody je
1000 kg/m3 , hmotnost vody s rovnakym objemom bude 1000.0,1.0,1.(0,05—h)=10(0,05—h) =
0,5—10h kilogramu. A tiaZ tej vody bude g -krat tolko, ¢iZe pri pozemskej gravitdcii 5—100h N .
Ked sa tieto dve sily séitajd, dostaneme presne —100h Newtonov. To minus znova hovori, Ze ak
bude h kladné, sila bude pdsobif smerom dole a ak bude h zaporné, sila bude pdsobif smerom
hore.

Druhd vec, ktoru potrebujeme vediet, je Newtonov zdkon sily. Ten hovori, Ze azg , teda

v preklade do slovenciny: ,,Teleso bude zrychlovat tym viac, ¢im silnejSie na neho budete tlacit, ale
vagon roztlacite fazSie, ako karu.* Okrem toho si treba uvedomit, Ze zrychlenie hovori, ako rychlo
sa meni rychlost (teda je to derivécia rychlosti) a rychlost hovori, ako rychlo sa meni poloha (teda je
to derivécia polohy). Zrychlenie je teda druhd derivicia polohy, v naSom pripade h .

Ndm ide o to, aby sme nasli funkciu h(t), ktord ndm povie, ako hlboko bude kocka

ponorend v Case t. Ked dame dokopy to, ¢o sme povedali v predoSlych dvoch odsekoch,
—100h(t)

05 Mame

dostaneme, Ze zrychlenie (teda h' '(t) ) je to isté, ako sila deleno hmotnost, teda

teda diferencialnu rovnicu

h''(t)=—200h(t)
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O funkcii h(t) eSte navySe vieme nejaké okrajové podmienky. Jednak vieme, Ze na zaliatku je
h(0)=-0,03 , pretoZe sme kocku potlacili do vody tak, Ze stred je 3 centimetre pod hladinou a Ze
h'(0)=0, pretoZe derivdcia polohy je rychlosf a na za¢iatku sa kocka nehybe (rychlost je nulov4),
pretoZe ju drzime.

Této diferencidlna rovnica sa od vSetkych, s ktorymi sme sa doteraz stretli, v jednom detaile
1iSi. Doteraz v naSich rovniciach vystupovala vZdy iba prvd derivdcia a v tejto vystupuje druha
derivécia. Takato rovnica sa nazyva diferencidlna rovnica druhého rddu. Predstavuje to pre nds
problém, nasfastie nie neprekonatel'ny a Eulerovu metédu budeme mdct dspesSne pouzif aj tu. Druha
derivécia ndm totiZ hovori, ako rychlo sa meni prva derivicia. V kazdom riadku teda budeme najprv
pocitat novd hodnotu druhej derivicie tak, ako ndm hovori diferencidlna rovnica, potom s jej
pomocou vypocitame novd hodnotu prvej derivicie a potom konecne pomocou prvej derivdcie
vypocitame novid hodnotu h. Pociatoéné hodnoty polohy kocky aj prvej derivicie nastastie
pozndme.

Uloha 12: Pokiiste sa pomocou uvedenych veci a tabulkového kalkuldtora vypocitat, ako sa bude
kocka pohybovat pocas prvej sekundy (pri kroku 0,01 sekundy). Ak by sa vam vel'mi
nedarilo, mdZete pouZif ndpovedu, ktord je na obrazku 80, ale najprv to skuste bez toho.

' 0,01

; h" h' t h
] 0 0 -0,03
: =200*D4|  =B4+dt*A5 =Cd+dt =D4+dt*B5

Obrazok 80: Napoveda k 12. dlohe

Uloha 13: Ak ste pocitali spravne, vySla vam periodickd funkcia. Ak4 je jej amplitida? Aka je jej
peridda? Kolkokrét je td peridda mensia, nez peridda podobnych funkcii, ktoré poznate?
Ako toto Cislo mdze stvisief s tou konsStantou 200 z diferencidlnej rovnice? Uhdadnite
pomocou odpovedi na tieto otdzky funkciu, ktord je rieSenim tejto diferencidlnej rovnice
a vyskusajte, ¢i je naozaj rieSenim.

Posledny trik na rieSenie diferencidlnych rovnic, o ktorom si v tejto kapitole povieme, sa
nazyva metdda separdcie premennych a vymyslel ju sldvny franctiizsky matematik Joseph Fourier.
Predvedieme ju na tplne prvej diferencidlnej rovnici, ktord sme kedy riesSili, na rovnici popisujuce;j
radioaktivny rozpad. Pouzijeme tito formu:

dn _

E——kn
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V rovnici sa vyskytuji dve premenné n a t. (To k nie je premennd, ale konStanta, ktora
prislicha danému nestabilnému izotopu.) Prvy krok je upravif rovnicu tak, aby sme na kazdej strane
rovnosti mali iba jednu premennd’, pricom hodnotami dn a dt by sa nemalo delif. V naSom
pripade tomuto popisu vyhovuje napriklad tvar

@=—k.dt
n

Teraz sa bude treba nejako zbavif tych d -Cok. A tak pouZijeme jediny tkon, pri ktorom ndm
d -¢ka spolahlivo zmizli — obe strany zintegrujeme. Dostaneme tak rovnost

dn _
—=[ —k.dt

Vieme, 7Ze integral z %.dn je In|n|+c, (spomeiime 10. kapitolu) a integral z —k.dt je —kt+c,.

Jednotlivé aditivne konStanty sme rozliSili koeficientami. Po zintegrovani teda dostdvame
In|n|+c,=—kt+c,

Z tejto rovnosti ndm sta¢i vypocitat n a budeme vedief, kolko molekil daného izotopu budeme
mat v Case t .
V prvom rade si presunieme vSetky aditivne konStanty vpravo. Dostaneme

In|n|=—kt+c,—c,

Hodnota c¢,—c; bude tieZ konStanta, mdZeme si ju teda nahradif jednym pismenkom c . Mame
teda rovnicu

In|n|=—kt+c

KedZe chceme vypocitat n, potrebujeme sa zbavif toho logaritmu. KedZe sa uvedené vyrazy
rovnaju, budu sa rovnaf aj vyrazy

Injn| _ —kt+c
=e

_ —kt c
In|=e™ e

Z fyzikdlnej podstaty veci vieme, ze n je kladné Cislo, takze td absoldtna hodnota je tam len na
ozdobu. Keby sme ale chceli ndjst vSetky funkcie, ktoré nasej diferencidlnej rovnici vyhovuju, tak
by sme museli pripustif aj zaporné moznosti. Ci uZ tak, alebo tak, vieme, Ze |[n|=%1.n pricom +1
alebo —1 volime podra toho, ¢ije to n kladné, alebo zdporné.” Z toho dostaneme

74 Toto sa nemusi dat vZdy. Diferencidlne rovnice, pri ktorych sa to d4, sa nazyvaji separovateIné.
75 Toto je trochu rychly uzdver. Nijak sme nevylucili moZnost, Ze to, ¢i zvolime +1 alebo —1 bude zavisief od ¢ .
To by ale nasa funkcia musela byt nespojita a teda by sa nedala vSade derivovat.
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a teda

"
—_

Vieme, Ze ¢° je nejakd kladnd konStanta. A ked ju vydelime plus alebo minus jednotkou,
dostaneme nejaku ind, aj ked’ nie nutne kladnd konStantu. Tt si pri troche drzosti mdéZeme znovu
oznacif ¢, aj ked mame na vedomi, Ze je to iné c, ako pred chvilou. VSeobecné rieSenie naSej
diferencidlnej rovnice teda bude

—kt
n=c.e

Ked este naviac dostaneme zadani okrajovi podmienku, Ze n(0)=6.10*, tak po dosadeni tejto
hodnoty do vysledku dostaneme 6.10°%=c.e*® 2z <oho plynie, 7¢ ¢=6.10" (pretoZe

e ¥°=¢°=1). Funkcia, ktord spliia aj okrajovii podmienku, bude teda n=6.10%.e .

Uloha 14: Skiste metédou separacie premennych vyrieSit diferencidlnu rovnicu y':—X; To je ta

diferencidlna rovnica, kde vysli tie kruznice. Mali by ste teda (podla ulohy 8) dostat
funkcie y=i\/ c—x* . (Ak ste nedostali vo vysledku Ziadne c , tak ste na nie¢o zabudli.)

Uloha 15: Skiiste rovnakou metédou vyriesit diferencidlne rovnice y'=—2, y'=%* a y'=%.

X y X
Nechajte si nejakym softvérom nakreslit grafy vysledkov (a namiesto ¢ vo vaSom
vysledku skiste dosadit kladné aj zdporné hodnoty). Je zaujimavé, Ze také malé zmeny
v diferencidlnej rovnici vedu k takym velkym zmendm v povahe vyslednych funkcii.
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18. kapitola — spravy

Uloha5a6
RieSime rovnicu
n, i
? =n,e
Obe strany vydelime n, a ¢ " prepiSeme na ﬁ :
1_1
7T
e=2
Zlogaritmujeme:
kt=In2
In2
t=—=>
k

V pripade toho uhlika C dostaneme tzmm 5728 rokov.

Uloha 7

Koncentrécia nestabilného uhlika poklesla na 0,6672 ndsobok povodnej. To znamena, Ze
0,6672ny=nge """
O 6672 — e70,000121t
In0,6672=-0,000121¢

In 0,6672
=————~3344
~0,000121 3344 rokov

2016 —3344=—1328 , takZe to bude doska z ¢ias Tutanchamona. "

Ak pri latke nepozndme pravdepodobnost rozpadu k , ale dobu polpremeny, nie je problém

si k vypocitaf. Z predoslej dlohy vieme, Ze k zlnTZ . Rovnica potom bude vyzeraf takto:
_In2
0,6672=¢ 57
In2

1 72=—
n 0,66 =78 t
—In0,6672
=——>——.5728
In2
Keby niekto potreboval vSeobecny vzorec, z posledného vysledku ho jednoducho uhéddne.
Uloha 8
1 1 _
Ak y=+Vc—x’=%(c—x*)?, tak y'=il(c—x2) 2 (=2x)= X - X
2 +Ve—x y

76 Pozrite https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs
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Uloha 9

Smerové pole dané diferencidlnou rovnicou y' =—% vyzer4 tak, ako na obrdazku 81.
A
SR D A Q D —
61Y s : _—a
£ (xy) = (y) / x DD A C % n -
xmin's J(maxs A= el mfpomfo e fm Afm == A = =G =l A A= A= AR A - Y ==Y = =N e S X
A N Y T T T O N N N N N N NN
Ymin 2 Ymax 2 P N O Y N e T T T S S N A N N N
30 P g e e e e [ o of g e o e R e sy o A Ay g o i A g g
Density . P N A e T T T T S N N N N
h P AT AT A A A A A A AR Y I B T T T T S N U N N N T T
Leng — B B e B e S S N R NN N
T AT A A Y A A B N N TR TR T W N N O T T T T e
(1_.‘,‘ y i O T T T N O N N N T e
a = : R A A A | ? L T T T N
e e e e e I B T T S N R T T
T i Ay o A T T T S S
B T T A } T % % 5% 5% 5 5 = = = = = = = =
ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ L B T T T T T T
————————————— i Attt et i X
-9 i -7 -6 S —— - - - —B - =% ~\[f - ---2-=- 8- —-—A- -5 6
Step sizeol | 00 T m=T===== - = w N V| s e s - - e = > = - - -
A e e el = = = = = - s s NN \_* | f F & F F e e e e = = = = =
DSQIUtl'QnA B T L T T I T A A P e s
DSqut!onB R Y VY A A 2V RIS
DSO'UUOHC e e T e T T T T T T T T Y \_i | Y R A R A A
Dsolu“onn T e N T T T I D O B A
SN N NN NANANANDNYNANY NN s s s s s
- NG R WL, W, N, W VP VIR VY L VO W W R DN W I W NN N P N SR B SN S N A
T T L VU T L U T T T I L B R A A R A A A
R T N N T Y V. Y W W W A T T B I A Y AR A AR A AR A A A
b e e e . . T e R o B B o e e ol R o e e ¢
A NN T W T W Y W W TR T B I R A BN A A S A AR A A S S S
RN N W WL VN WL W W VR W S 1 O S Y B 2 B A B 2 0 VR VP
4
Obrazok 81: Smerové pole
. . « A . 1 . 1 v . . . .
Po chvili pozerania v lom moéZete uvidiet funkciu y=- a po dalsej chvili pozerania aj
< . c P, P P «
ostatné funkcie tvaru y=_. Ak bude c¢ zdporné, dostaneme grafy, ktoré st v druhom a Stvrtom
v _C [ c__y
kvadrante. A skuto¢ne, ak y=1 tak y === %
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Uloha 10

Ked nechame Eulerovou metdédou pocitaf tabulkovy kalkuldtor nejaké dalSie Cleny, situdcia
sa vyvinie tak, ako mdzete vidiet na obrazku 82. Graf vyzerd ako kruznica az po x=3. Potom
preskoci niekde pod os x a znovu sa po nejakej inej kruznici blizi k osi x . Potom opét nasleduje
preskok na opacnd stranu osi x atd. Medzi hodnotami x=3,41 a x=3,42 sa zmeni hodnota
funkcie z 0,00498 na —6,84363 takZe sa pokracovanie grafu dostalo iplne mimo nésho obrazka.

4
2

.\
0 Mo £

0 1 2 7’ 4 5 6

Obréazok 82: Pokracovanie Eulerovej metody

Preco sa takito vec deje? Staci sa pozrief na vypis vypocitanych hodn6t z inkriminovane]
skakajucej oblasti:

E -6,71729364 2,99 0,376458109
20¢) -7,94245078 3 0,297033601
05| -10,0998674 3,01 0,196034927
305 -15,3544067 3,02 0,042490859
307 -71,0741099 3,03 -0,66825024
a08| 4,534229577 3,04 -0,62290794
=0 4,880335901 3,05 -0,57410458
0 5,312620874 3,06 -0,52097838
sn 5,87356432 3,07 -0,46224273
12 6,641532214 3,08 -0,39582741
3 7,78116906 3,09 -0,31801572
=14 9,716500809 3,1 -0,22085071
£14,03663123 3,11 -0,0804844
216) 38,64102881 3,12 0,305925889
217, -10,1985485 3,13 0,203940404
28| -15,3476209 3,14 0,050464195
29| -62,2223337 3,15 -0,57175914
30 5,509312877 3,16 -0,51666601
321/ 6,116136775 3,17 -0,45550464
32| 6,959314325 3,18 -0,3859115

Obrazok 83: Skacice hodnoty funkcie

. v v v . sz . . —X 2 v v svve
Pripomenime, Ze nasa diferencidlna rovnica je y' = Znamena to, ze ¢im blizsie bude graf

k osi x, tym bude y menSie. Ked delime ¢islom, ktoré je blizko nuly, vychddzaji ndm velké
Cisla. Takze bude vychadzatf velkd derivacia. T4 aj po vyndsobenim malickym krokom sposobi
velky skok. To sposobuje, Ze funkcia neskonéi tam, kde jej konci defini¢ny obor, ale Eulerova
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metdda preskoci z jedného rieSenia (v tomto pripade jednej kruznice) na iné. A potom sa znovu
bude po kruznici pribliZovat k nule.

Uloha 13

Vyska stredu kocky sa bude menif tak, ako moZete vidief na obrazku 84.

0,05
O .....'. ........ ....... ..-....
Quen=""" 0,1 0,2 0,3 .m....lﬂrs 0,6 0,7 0,5"'--..0;&". 1
-0,05

Obrazok 84: Pohyb drevenej kocky vo vode

Kocka kmitd od —3cm po 3cm a jeden kmit trvd priblizne 0,44 s. Dostali sme teda

funkciu y=—0,03 cos (% x) . Aby sme totiZ periédu sinusu zmensili na 0,44 , potrebujeme x
vyndsobif ¢islom % . Ked totiz budeme pocitat hodnotu funkcie pre x=0,44 tak dostaneme

—0,03cos(2m) (lebo to 0,44 sa nam vykrédti) takZe sme presne o periédu dalej oproti
—0,03cos(0) .

Cislo % je rovné priblizne 14,28 , takze peridda naSej funkcie je priblizne 14,28 -krat

kratSia, ako peridda sinusu. Sugestivne poloZend otdzka v zadani naznacuje, Ze toto Cislo by malo

nejako stvisief s ¢islom 200. A skutoéne — je relativne nedaleko od &isla /200~14,14 . (Rozhodne

[IPTION ., . AN 2 o, . L. . .
najblizsie z cisel, ktoré moZeme dostaf ako 7“ kde k je Cislo s dvoma desatinnymi miestami.)

Kandidat na rieSenie nasej diferencidlnej rovnice je teda funkcia y=-0,03 cos (V200 x)

Ked7e sa jednd o zlozenid funkciu, jej derivacia bude y'=0,03sin(/200x).4/200 . Druhd
derivdcia bude y''=0,03cos(v200x).v200.4200=—200y takZe nasa funkcia je rieSenim
zadanej diferencidlnej rovnice. NaSa funkcia md v nule hodnotu —0,03 a nulovd derivéiciu, takze
sedia aj okrajové podmienky.

Uloha 14 a 15
Diferencidlnu rovnicu y'=— X; si prepiSeme do tvaru
&y__x
dx vy
odseparujeme premenné
ydy=—xdx
a moZeme integrovat
f ydy= f —xdx
2 X
y? +C 1= ? + C,

Vyndsobime dvomi, vSetky konStantné vyrazy prestahujeme na pravi Cast rovnice, spojime do
jednej konStanty a dostaneme

2_ 2
y =c—x
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Z toho uz vidime, Ze

y:i\/c—x2

Zadania z dlohy 18 vyrieSime bez podrobnejSieho komentara:

dy__y
dx X
dy __dx
y X
dy ¢ _dx
R

In|y|=c—In|x|

eln|y|:ecfln|x\

yl=%
x|
:£
y X

V poslednom kroku sme sa zbavili absolitnych hodndt rovnakym trikom, ako ked sme
v kapitole riesili diferencidlnu rovnicu radioaktivneho rozpadu.
Rovnica

dy

X
Xy
sa rieSi uplne rovnako, ako rovnica z tlohy 17 az na to, Ze z rieSenia musite poskrtaf vSetky minusy
(Skrtate ich zvislo nadol, takZe tam vSade bude plus). Nakoniec dospejete k rieSeniu y::x/ c+x’.

Tieto funkcie maji ako graf hyperbolu.
Diferencidlna rovnica

dy _y

dx  x
sa bude riesif rovnako, ako prva rovnica tlohy 18, az kym nedospejete do stavu

In|y|=c+In|x|
Z. toho potom dostanete

c+lnlx

eln\y\:e
METPY
y=cx

Je zaujimavé, Ze staci tak mdlo zmenif diferencidlnu rovnicu a vyjdud také odliSné funkcie.
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Na zaver komentdarov sa este na chvilu vrafme k diferencidlnej rovnici y'=ky, ktorou sa
celé toto naSe rozpravanie o diferencidlnych rovniciach zacalo. Jej interpretiacia v pripade
zaporného k bola ,,&im je toho viac, tym rychlejSie to ubdda®, v pripade kladného k sa rovnica da
preformulovat do podoby ,,éim je toho viac, tym rychlejSie to pribida®. Rovnica ma vSeobecné

riesenie y=ce" | ktoré hovori, ako presne dand vec ubida (v pripade zdporného k) alebo pribida
(v pripade kladného k). Zatial sme spomenuli iba nestabilné izotopy a penu na pive. Spomeiime
este niekol'ko dalSich zaujimavych veci, ktoré sa spravaji podra tejto diferencidlnej rovnice.”’
Peniaze v banke. Cim viac ich mdte, tym je v4&3{ trok a teda tym rychlejsie pribudaji. Ak
je urok dve percentd, znamend to, Ze po jednom roku mate mat 1,02 ndsobok pdvodnej sumy, Cize
s.efl= 1,02s , z ¢oho priamo dostanete, Ze k=In1,02~0,0198 . Sprdvne by ste teda po pol roku
mali maf s """ ~5.1,00995 . Nepribudlo vam teda jedno percento, ale iba 0,995 %. (To, Ze
¢islo e sa prvykrat v histérii objavuje v stvislosti s tvahami o trokoch, sme uz spominali.)
rychlejSie. Dajme tomu, Ze niekoho zamordovali v chladiacom boxe so stabilnou teplotou —20 C
a ndjdend mftvola mala o 0smej rdno teplotu 12°C a o pol deviatej 4 C. Zvolme si t=0h

o 0smej rdno. Vieme, Ze rozdiel oproti okolitej teplote sa sprdva podla funkcie T=c.e" Dalej
vieme, Ze v Case t=0 bol ten rozdiel 32°C, z ¢oho sa dozvieme, Ze ¢=32. O pol deviatej bol
rozdiel oproti okolitej teplote 24 C , takze 24=32.¢""°, z ¢oho dostaneme, Ze k .0,5=ln(24/ 32)
a teda, Ze k~—0,575. Teda vieme, Ze funkcia popisujica tepelny rozdiel tela oproti prostrediu je
T=32.e "' . Ak teda chceme zistif, kedy sa priblizne vrazda stala, potrebujeme zistif, kedy mala
obef teplotu 36,5 C teda T=56,5C . To ale zistime jednoducho. Musi plati 56,5=32.¢ >,
teda —0,575t= ln(56,5/ 32) z ¢oho dostaneme, 7Ze t~0,9887 , Cize vrazda sa udiala okolo siedme;j.
Pripominame, Ze dve merania bolo treba spravif preto, lebo v§eobecnd rovnica mé az dva parametre
a oba by sa z jedného merania urcit nedali.

RozmnoZovanie organizmov pri neobmedzenych zdrojoch. Cim je baktérii v Petriho
miske viac, tym sa rychlejSie rozmnozuju. Tento exponencidlny rast pred nejakym casom vydesil
Thomasa Roberta Malthusa, ktory sa ako socioldg eSte zaciatkom 19. storocia obdval, Ze sa Tudstvo
premnoZi a katastrofa je neodvratnd. NaStastie sa v pripade obmedzenych zdrojov Zivé organizmy
spravajt viac podla diferencidlnej rovnice y'=ky(m—y),kde m je maximdlna moZnd udrZatelna
populdcia. (Této rovnica navySe oproti povodnej hovori, Ze mnoZenie sa spomaluje tym viac, ¢im
blizsie sa populédcia k hranici nachddza.) Pre vlastny pokoj duse si mdzete tito rovnicu vyrieSif

a pozrief sa, aky ma vysledok graf. k a m si zvolte nejaké konkrétne Cisla. Pri pocitani sa vdm
bude hodif fakt, ze m :1/7m +ri/—_"; pretoZe ten tvar vpravo sa lepSie integruje.

Rychlost chemickej reakcie. Cim je litky, ktord moZe eite reagovaf menej, tym pomalsie
reakcia prebieha.

Atmosféricky tlak v zavislosti od vysky. Toto bude treba vysvetlif podrobnejsie. Vieme, Ze
tlak v danej vyske je vlastne tiaZ celého vzduchového stipca nad tymto miestom. Dalej vieme, Ze
podla Boylovho zdkona je hustota plynu pri danej teplote priamo umernd tlaku. Nech hustotu
vzduchu vo vyske h opisuje funkcia o(h) a tlak v tej vyske funkcia p(h). Podla Boylovho

zdkona teda plati o(h)=a.p(h). Aby sme vypoditali tiaz celého vzduchového stipca, musime

vypocitat g{ o(h) , ¢o je to isté, ako p,—g [ o(h) kde p, je tlak na hladine mora. (Preco?)

Dostavame teda, 7e plati p(h)=p,—g[ e(h)=p,—g[a.p(h). Ked obe strany tejto rovnosti

zderivujeme, dostaneme p'(h)=—g.a.p(h)=k.p(h). To znamend, 7e aj tlak v zavislosti od
vysky spliia naSu stard znamu diferencidlnu rovnicu a tym padom exponencidlne klesa, pretoze k

.....
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je zaporné. Ked teda vieme, Ze tlak na hladine mora je 1010hPa a tlak vo vyske 3000m je
701 hPa , hovori ndm to, Ze 1010=c.e"" a teda ¢=1010 a dalej 701=1010.e"**® z oho sa
dozvieme, ze k~-0,0001217 . Tlak bude maf teda v zdvislosti na vyske hodnotu 1010, e *°"?!7"
Ked teda chceme vediet, aky atmosféricky tlak je na Mount Evereste, dosadime za vySku 8848m a
dostaneme priblizne 344 hPa . Oproti tlaku na hladine mora je to zhruba tretina. Ziaden div, Ze si
tam horolezci nosia kyslik. Skor je zvlaStne, Ze tam niektori boli aj bez kyslika. Rovnako ak by sme
chceli vypocitat atmosféricky tlak vo vyske 400km (priblizne v takej vySke obieha Zem ISS),
dosadime za vySku 400000m a dostaneme tlak 0,0000000000000000000014 hPa . Nieto divu, Ze
uz tam ta ISS Ziadne trenie vzduchu nebrzdi.
Jednou diferencidlnou rovnicou sa dé pocitat naozaj mnoho roéznych veci.
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19. kapitola
Preco sa veci kyvu

V predoslej kapitole sme sa stretli s diferencidlnou rovnicou y''=—200y ktorej jedno
rieSenie sme uhddli vdaka Eulerovej metdde. Diferencidlne rovnice podobné tejto su rovnako
dolezité, ako diferencidlna rovnica, s ktorou sme sa stretli pri rozpade nestabilnych prvkov a potom
sa o nej ukdzalo, Ze popisuje mnoZstvo inych javov. Diferencidlne rovnice tohto typu totiZ popisuji
vSetko kmitanie, vlnenie a oscilécie, ktoré v prirode néjdete. Problém je v tom, Ze zatial rieSenie
vieme iba uhddnuf, pricom niektoré diferencidlne rovnice prvého rddu sme sa uz v minulej kapitole
naucili riesif. Tato kapitola bude pojedndvat o niekolkych dalSich trikoch, ako diferencidlne rovnice
niektorych novych typov riesif. A dostaneme sa aj k tym rovniciam, ktoré hovoria o tom kmitani.

Skidsme zacaf inou diferencidlnou rovnicou zo sveta ekondmie, ktord eSte ku kyvaniu
nepovedie, ale tieZ je zaujimavd. Vinco vlastni fabriku na parky. Medzi jeho povinnosti patri mimo
iného urcovat, po ¢om sa parky budu preddvat. Robi to rozumne. Jednak sa pozrie, kolko parkov sa
v dany deii objednalo (to bude popisovat funkcia D(t) — z anglického ,,demand* — dopyt). Dalej sa
pozrie, kolko parkov ma na sklade (to bude popisovaf funkcia S(t) — z anglického ,,supply* —

.....

.....

Funkcia, ktord opisuje cenu parkov bude p(t) (z anglického ,,price). To, ¢o sme povedali o tom,
ako Vinco cenu meni, sa da zapisaf rovnicou

d
9y (p(e)-s(¢)

Po slovensky: ,,zmena ceny je priamo tmerna rozdielu dopytu a zdsob®. Dajme tomu, Ze Vincovo
sikromné k je 10°. Hovori to, Ze ked ma na sklade 30000 pérkov a objedndvky na 100000
pérkov, tak cenu zdvihne o 107°.(100000—30000) ¢o je 7 centov za pdrok a ked mé na sklade
50000 parkov a objedndvky len na 20000 tak s cenou o 3 centy klesne.

Dalej je ndm zndme, 7e funkcia D(t)=200000—250000p(t). Inymi slovami, ked bude
Vinco davaf parky zadarmo, ndjdu sa dobrovolnici, ktorf si od neho vezmu 200000 kusov, ked ich
da po 30 centov za kus, odber bude 125000 kusov a ked ich d4 po 80 centov za kus, uz to nikto
nekupi, lebo to kazdému bude drahé. Okrem toho vieme, Ze skladové zdsoby sa tiez odvijaji od
ceny, konkrétne spdsobom S(t)=30000+87500.p(t). Teda ak si parky zadarmo, rozchytajd sa
vSetky a pribudne iba Cerstvych 30000 z fabriky, ak sa predavaju po 80 centov za kus, bude ich
zrazu na sklade 100000 .

Uloha 1: Dosad'te vSetky uvedené veci do diferencidlnej rovnice, upravte ju a pokiste sa ju vyriesSit.
(Predpokladajte, Zze v ¢ase t=0 dal Vinco vzhladom na velkd uvadzajicu akciu parky
zadarmo.)
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Ak ste sa nepomylili, po dudpravich by ste mali dostaf diferencidlnu rovnicu
%+ 0,3375p=0,17 Ak ste sa ale pokusili tito rovnicu vyrieSif metédou separdcie premennych,
zistili ste, Ze to nejde. Ze nech sa snazite, kolko chcete, neviete dostaf na jednu stranu rovnosti
vSetky p a dp a na druhu stranu vSetky dt. T4 konStanta 0,17 tam zavadzia. Skrétka ste sa
stretli s neseparovatelnou diferencidlnou rovnicou.

Nasfastie aj na takéto potvory existuje trik a ten si teraz ukdzeme. Finta sa nazyva ,,metdda
varidcie konStanty*.

V prvom kroku sa budeme drzaf hesla ,.ked nevieme, ¢o robif, robime ¢o vieme* a na td
pravu stranu sa jednoducho vykasleme.

Uloha 2: Metédou separdcie premennych vyrieSte diferencidlnu rovnicu %+ 0,3375p=0

S touto diferencidlnou rovnicou uz mate bohaté skusenosti (é4no, je to td najviac omieland

rovnica z predoslej kapitoly) a neprekvapilo, Ze ste dostali rieSenia p=c. e M3 pricom konStantu
¢ moZete zvolif Tubovolne.

Teraz sa uz dostdvame k tomu, preco sa td metdda nazyva varidcia konStanty. Povieme si
totiz, Ze ked budeme riesif diferencidlnu rovnicu aj s pravou stranou, budeme rieSenie hladaf
v podobe p=c(t).e”**”". Namiesto konStanty ¢, sme tam dali funkciu c(t) . Aby sme mohli do

diferencidlnej rovnice %+ 0,3375p=0,17 dosadif, potrebujeme si najprv vypocitat deriviaciu p .

Derivujeme ako sucin dvoch funkcii, pri¢om ta druhd je zloZend. Dostaneme

%zc '(£).e " e (t).e " (—0,3375)

Teraz aj p ajderiviaciu p dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice a dostaneme
' —0,3375 —0,3375 —0,3375
c'(t).e ‘“+c(t).e ‘.(=0,3375)+0,3375.c(t).e ‘=0,17
Pohl'ad na tiito rovnicu slabSie povahy odradi, ale odolnejsi si v§imnd, Ze Tavd strana pozostidva
z troch s¢itancov, z ¢oho dva sa liSia iba znamienkom, takZe sa navzdjom zruSia. Ked to napiSeme

bez nich, dostaneme

c'(t).e'=0,17
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Prijemné je, Ze jednak je to jednoduchsie, jednak sa ndm uZ v rovnici nevyskytuje c(t). To, Ze td
varidcia konStanty zmizne a ostane tam iba jej derivdcia, sa udeje vZdy. (Ti, ¢o chcu vediet, Ze
preco, nech si skisia vyriesif Gplne vSeobecnd diferencidlnu rovnicu y'+p(x).y=q(x).) Ak by
vam tam ndhodou v inej tlohe ostalo c(t) aj c¢'(t) , hladajte chybu.

V kazdom pripade z poslednej rovnice vieme zistit, Ze

¢'(t)=0,17.e>""

ateda
0,3375t

C<t):f 0,17.e>*'dt=0,17 € +c~0,5037 > +¢

0,3375

—0,3375t

A kedZe naSe rieSenie md byt p=c(t).e , sta¢i uz len za c(t) dosadif a zistime, ako

sa bude vyvijaf cena:
p= (0,5037 PURSEN C) o 03— 0,5037 +c. o 03975t

Okrajovd podmienka ndm hovori, Ze Vinco zahdjil ¢innost fabriky akciou ,,parky zadarmo®, ¢ize
p(0)=0. Z toho dostdvame, Ze 0,5037+c.e"=0, ¢ize ¢=—0,5037 . Cena sa teda bude menit
podra funkcie p(t)=0,5037—-0,5037.e %>

Z priebehu tejto funkcie sa moéZeme dozvediet, Ze cena sa ustdli pomerne rychlo na hodnote
¢osi cez 50 centov za parok.

Obrazok 85: Graf vyvoja ceny

Uloha 3: Metédou varidcie konStanty skuste vyriesif diferencidlnu rovnicu y'—3 y=x.

Uloha 4: Aby Tudom nebolo Tito, Ze pri tejto diferencidlnej rovnici ni¢ nekmitalo, zoberte
diferencidlnu rovnicu, ktord popisuje ceny parkov p'+0,3375p=0,17, zapnite
tabulkovy kalkulator a vyrieSte ju Eulerovou metédou, pricom hodnotu dx si spravte
nastavitelnd podobne, ako sme to spravili v predoslej kapitole. Ako sa bude menif cena,
ak bude dx=0,25? (Vinco nastavuje novu cenu Styrikrdt denne.) Ako sa bude menif
cena, ked bude dx=17? Ako sa bude menif cena, ked bude dx=10 ? (V poslednom
pripade Vinco na fabriku kasle, cenu meni len raz za desaf dni, ale zato o desatkrat vicSiu
hodnotu, ako mu vysla zmena na den.)
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Diferencidlne rovnice, ktoré sme doteraz rieSili, sa nazyvajui diferencidlne rovnice prvého
rddu, pretoZe sa v nich vyskytuje len prvé derivicia. V diferencidlnej rovnici, ktord nds zaujima, sa
ale nachddza aj druh4 derivicia. A na diferencidlne rovnice tohto typu zatial Ziaden trik neméme.
Pod'me teda nejaké triky vyvinut.

Je rozumné zacaf nejakou jednoduchSou dlohou — hladdme napriklad rieSenia diferencidlne;j
rovnice y''=y . Jeden moZny utok sa d4 viesf cez nekonecné rady. Predpokladajme, Ze si naSu
funkciu vieme rozvinif do Maclaurinovho radu. Plati teda, Ze

y=ap+a, x+a, X +a; x +a, x +a x’+...
Ako bude vyzeraf druhd derivécia tohto radu? To sa zisti jednoducho. Bude to
y''=2a,+3.2.a;x+4.3.a,X’+5.4.a;x’+...
A kedZe sama y''=y , mali by sarovnaf aj patricné rady. To ale znamend, Ze musi platit
2a,=aq,
3.2.a,=aq,

43.a,=a,
5.4.a.=a,

Dostali sme tak akusi nekonec¢nu sustavu rovnic. Nasfastie nie prili§ komplikovant. Ked' sa
pozriete lepsie, uvidite, Ze staci zvolif a, a a; a ostatné Cleny sa daji jednoznacne dopocitat.

Uloha 5: Zvolme a,=a,=1 . Dopocitajte d’alSie ¢leny asponl po as a napiSte patricny rad. Rad ake;j
funkcie to je?

Uloha 6: Zvolte teraz a,=2 a a,=2. Opif vypocitajte rad asponl po ¢len pri x°> a pokuste sa
uhadnuf, akd funkciu ste dostali.

Uloha 7: Este dvakrét to isté. Skiste ndjst patri¢nd funkciu pre a,=1 a a,=—1 a potom pre
a,=3 a a,=-3.
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Zhrime si pozorovania z predosSlych uloh. Dvojica a,=a;=1 nam vygenerovala rad
2 3
X X
21%37
dostali dvakrat viac, ¢iZe 2¢* . Podobne, ked’ sme zacali s hodnotami a,=1 a a,=—1, dostali sme

4

4
X « . . . o 1- o .
1+x+ +27+... Co je dobre zndma funkcia e*. Ked' sme zacali s a,=a,=2 , prekvapivo sme

2 3
X X X
rad 1—x+5;—5;+5—.

sme zacali s hodnotami a,=3 a a,=—3, dostali sme trojndsobok predos§lého radu, ¢ize 3¢ *.

.., Coje e *. (Kto neveri, nech si dosadi —x do toho radu pre ¢*.) A ked

Uloha 8: Vyskusajte, &i vietky ndjdené funkcie naozaj spliiaju diferencidlnu rovnicu, ktord riesime.

Uloha 9: Ulohy a,=a,=2 a a,=3, a,=-3 teraz skombinujeme do jednej. PoloZime a,=5
(teda 2+3)a a,=—1 (teda 2+(—3)) Akd funkciu dostaneme?

Uloha 10: Akd funkciu dostaneme, ked bude a,=7 a a,=3?

Uloha 11: N4jdite rieSenie pre vSeobecné a, a a, .

Uloha 12: Zoberte si teraz diferencidlnu rovnicu y''=—y . Ngjdite rieSenie, pre ktoré plati
y(0)=0 a y'(0)=1. Potom n4jdite rieSenie, pre ktoré plati y(0)=1 a y'(0)=0.
Z tychto dvoch rieSeni poskladajte vSeobecné rieSenie tej diferencidlnej rovnice.
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To, ze si mézeme zvolif prvé dva koeficienty a vSetky ostatné uz su potom jednoznacne
dané, nas priviedlo k tomu, Ze sme naSli dve funkcie (konkrétne e* a ¢ v jednom pripade
a sinx a cosx v druhom) také, Ze Ziadna z nich nie je ndsobkom druhej a kazdé iné rieSenie sme
vedeli poskladaf z nich. Tento postup sa da efektivne obritif. Ak ndjdeme dve funkcie, ktoré
vyhovujui zadaniu a pritom jedna nie je ndsobok druhej, tak vSetky ostatné rieSenia uz z tych dvoch
funkcii budeme vedief poskladaf, pretoZze vieme zobraf také ich ndsobky, aby a, a a; boli
Vv rozvoji spravne a ostatné uz budu jednoznacne urcené.

Okrem toho sme mali moZnosf si v§Simnuf, Ze v poslednom case dosf vela funkcii, ktoré
hladdme, vyjde v tvare ¢ . Ako prekvapivo efektivna stratégia sa ukdZe povedaf si dopredu, Ze
chceme ndjst funkcie prave v tomto tvare. Ked ndjdeme dve, vifazstvo je naSe — vSetky ostatné
funkcie, ktoré budu rieSenim danej diferencidlnej rovnice, uz poskladdme z tych dvoch.

Predstavte si napriklad, Ze tymto sposobom rieSime diferencidlnu rovnicu y''=y . Hfaddme
rieSenie y=e", takZe y'=k.e™ a y''=k’.e™. Ked dosadime do pdvodnej rovnice, dostaneme
k2. e®=e"™ CiZe k*=1.Hodnota k tedabude —1 alebo 1, bazové funkcie, ktoré hladdme, budd
e * a ¢* avSeobecné rieSenie bude c,.e *+c,.e" . KonStanty ¢, a ¢, mozete zvolif, aké chcete,
pripadne ich doladif podla okrajovych podmienok.

Uloha 13: Nijdite také ¢, a ¢, , aby hodnota funkcie v nule bola 7 a jej derivacia v nule bola 3.

Ano, tiito tlohu ste pred chvilou uZ raz riesili (je to tloha 10).

Uloha 14: Rovnakym trikom ndjdite bazové rieSenia diferencidlnej rovnice y''—5y'+6y=0.
Napiste vSeobecné riesenie a dolad'te konstanty tak, aby y(0)=e—1 a y(1)=0.

Dobre. Nasli sme pekny trik, ale urcite nie celkom dostacujici. Ved ked ste rieSili ilohu 12,
tak vdm tam nevyslo ¢, ale sinus a kosinus. Co to spravi, ak by sme sa pokdsili riesit rovnakym
trikom diferencidlnu rovnicu y''=—y ? Podme skusif.

Po dosadeni dostaneme, Ze k?.e™*=—¢" a po vydeleni rovnosti ¢ vyjde k*=—1 . Slabgie
povahy to v tomto momente vzdaji a vyhldsia, Ze také k predsa neexistuje. Ti, ¢o si odolnejsi,
absolvovali spravny kurz, alebo sa pamitaju na zdver Sestnastej kapitoly si spomend, Ze niekedy je

zaujimavé uvazovaf o Cisle i s vlastnosfou j°=—1.AZeaj i aj —i st rieSeniami tej naSej rovnice
k’=—1. (Pre i je to zrejmé, pre —i plati (—i).(—i)=i.i=—1.) RieSeniami by teda mali byt
funkcie ¢™ a ¢ ™. A ako sme na tom konci Sestndstej kapitoly spominali v stvislosti s Eulerovou

formulou, ¢™=cosx+i.sinx a e_'xze’(_x)zcos(—x)+i.sin(—x):cosx—i.sinx (pretoZe kosinus

je parna funkcia a sinus neparna). UZ sa nam tam tie goniometrické funkcie objavuju, ale stale
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mame namiesto funkcii sinx a cosx funkcie cosx+i.sinx a cosx—i.sinx, ktoré ani nedavaju
redlne hodnoty. Ak su ale obe tieto funkcie rieSeniami naSej diferencidlnej rovnice, tak rieSenim
bude aj ich sucet (Co uz je redlna funkcia 2cosx ) a aj ten sucet vydeleny dvomi, €o je n4S hladany
kosinus. Ked od prvej funkcie druhi od¢itame, dostaneme Ze aj 2i.sinx je rieSenim diferencidlne;j
rovnice. A kedZe sa prave pohybujeme v oblasti komplexnych ¢&isel, tak aj funkcia vydelend 2i
rieSenim bude. Tym sa opéf dostdvame do redlnych Cisel a mame aj ten sinus.

Celé sa to da urychlif. Dajme tomu, Ze rieSime diferencidlnu rovnicu y''—6y'+13y=0.

Ked do nej dosadime funkciu y=¢, dostaneme podmienku k*—6k+13=0. (Tejto rovnici sa
6+36—4.1.13

hovori charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice.) RieSenim tejto rovnice je k= 5

+V=16 6+4i
teda kze_vz 16:6_241

e’ .sin(3x) a e*.cos(3x), pretoZe e cos3 x+i.sin3x) a podobne
e? = e**(cos3x—i.sin3x) a rovnakym trikom ako v predoilom odstavci z tychto dvoch
funkecii, ktoré st rieSenim medzi komplexnymi funkciami vyrobim dve funkcie, ktoré su rieSenim
v redlnych &islach. Vieobecné rieSenie teda bude c,.e”*.sin(3x)+c,.e°*.cos(3x)

=2+3i. Uz z tohto vysledku vieme povedaf, Ze bdzové rieSenia budid
(2+3i)x__ 2x+i3x__ 2x _i3x__ 2x
=e =e’". e =e™(

Uloha 15: Vyskusajte, ¢i si funkcie e .sin(3x) a e*.cos(3x) skutoéne rieSeniami
diferencidlnej rovnice y''—6y'+13 y=0

Uloha 16: Nijdite vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y''—6y'+10y=0 a doladte
konstanty tak, aby platilo y(0)=0 a y'(0)=6

Uloha 17: Aby sa nezabudlo na td drevend kocku vo vode z predoslej kapitoly: VyrieSte tymto
spdsobom diferencidlnu rovnicu y''=—200y pri¢om y(0)=-0,03 a y'(0)=0
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Vyzera to tak, ze s vacSinou diferencidlnych rovnic druhého stupna, ktoré maji ako
koeficienty pri jednotlivych derivacidch reélne Cisla, si uz vieme poradif. Bud mé charakteristicka
rovnica dva redlne korene k; a k, a vtedy dostaneme dve b4zové rieSenia ¢ a " z ktorych
poskladame vSetky ostatné, alebo ma dva komplexné korene a+bi a a—bi, z ktorych dostaneme
dve bdzové rieSenia e™cos(bx) a e“sin(bx) a vietky ostatné skombinujeme z nich. Je ale elte
jeden zapeklity pripad, ktory zatial rieSif nevieme. Jeho typickym predstavitefom je diferencidlna
rovnica y''—=2y'+y=0.

V ¢om je problém? Ak by sme sa do tejto rovnice pustili cez nekonecné rady, dopadlo by to
takto:

Y=yt a, X+ @, X +a; X+ a, X Hagx+.
y’=a1+2a2x+303x2+4a4x3+505x4+...
y''=2a,+3.2.a;x+4.3.a,x°+5.4.a; X’+...

O=y'"=2y'+y=
2a,—2a,+a,
+(3.2.a,—2.2.a,+a,) x
+(4.3.a,—2.3.a,+a,) x’
+(5.4.a,—2.4.a,+a,)x’
oo

Podobne ako v predoslych pripadoch si méZeme zvolif a, aj a, ako chceme a dalSie Cleny
dopocitavaf z toho, Ze vSetky koeficienty musia byf nula. Opéaf volime az dve ¢isla. Znamena to, Ze
vietky vysledné funkcie budeme vedief popisovaf ako ¢;.f.(x)+c,.f.(x),kde f, a f, sd bazové
funkcie. Keby sme mali iba jednu funkciu f(x) a uvaZzovali vietky jej nasobky c.f(x), zaru¢ene
nendjdeme vSetky rieSenia, pretoZe jedna funkcia ma jednozna¢ne urcend hodnotu aj derivdciu
v nule, z nich vieme pre fiu jednoznacne vypocitat a, a a, . VSetky nasobky tejto funkcie by potom
mali prvé dva Cleny c.a, a c.a; teda by boli v predpisanom pomere. My ale vieme, Ze prvé dva
¢leny si mo6Zeme zvolif Tubovolne a Ziadny pomer dodrZiavat nemusime. Potrebujeme preto bazové
funkcie dve.

Ale to je problém. Charakteristickd rovnica naSej diferencidlnej rovnice totiz je
k*—2k+1=0 ¢o je to isté, ako (k - 1)2= 0 . Tato rovnica ma koreni iba jeden. Dozvieme sa z toho,
Ze funkcia y= e"* je rieSenim rovnice, ale Ziadne dalSie rieSenie (okrem ndsobkov) ndm
charakteristickd rovnica neposkytne. A my tie badzové rieSenia dve nutne potrebujeme.

Ostava nam teda iba vrétif sa k radom a nejaké rieSenie skusit uhddnut.

Uloha 18: Zacnite s a,=1 a a,=1 a dopocitajte dalSie z rozpisu diferencidlnej rovnice do radu,
ktory sme nasli o dva odseky vyssie. Aku funkciu dostanete?
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Uloha 19: RieSenie, ktoré sme nasli v tlohe 18 uz poznidme z charakteristickej rovnice. Musime
teda zvolif a, a a; nejako inak, najlepSie tak, aby neboli nasobkom dvojice [1;1].
Zvolte teda a,=0 a a,=1 a napiste rad pre vyslednd funkciu. Ak na prvy pohlad
nevidite, aka funkcia to bude, vyjmite x pred zatvorku.

TakZe aj pre tito diferencidlnu funkciu sme nasli dve bdzové rieSenia y=¢* a y=x.e*.
Vseobecné rieSenie diferencidlnej rovnice je teda ¢,.e*+c,.x.e" kde konStanty ¢, a ¢, si mozZete
Tubovolne zvolif, pripadne ich podla potreby doladit, aby vyhovovali okrajovym podmienkam.

Trik, ktory sme objavili, funguje vZdy, ked mda charakteristickd rovnica dvojndsobny
korefi k . Bdzové rieSenia budi y=e" a y=x.e".

Kone¢ne mame k dispozicii vSetky prostriedky, ktoré potrebujeme na to, aby sme sa mohli
venovaf tomu kmitaniu. Za vicSinou kmitania v prirode stoji veta ,,¢im je to viac vychylené
z rovnovahy, tym viac sa to do nej chce vratit*. Tak to bolo v pripade tej kocky ponorenej do vody,
tak je to v pripade hojdacky, ktord potiahnete zo zvislej polohy, pruziny so zdvazim, ktord
natiahneme a potom pustime, tak je to v pripade stromu ¢i obilia, ktoré vychyli vietor zo stabilnej
polohy, to isté robi struna na gitare (aj ked rieSif kmitanie celej struny naraz je trochu
komplikovanejsie, pretoZe je to funkcia dvoch premennych — polohy na strune a ¢asu).

Fyzikdlne vieme zapisaf vetu ,,6im je to viac vychylené z rovnovahy, tym viac sa to do nej
chce vratit* spéosobom F=—k.y kde F je sila, ktord na objekt pdsobi, y je jeho aktudlne
vychylenie v ¢ase a k je nejaké kladné cislo. S nie¢im podobnym sme sa uZ stretli v pitndstej
kapitole, ked’ sme pocitali prak. Tu ale teraz madme navySe to minus, ktoré hovori, Ze ta sila pdsobi
opaénym smerom, ako je vychylenie telesa. S tym sme sa uz tiez stretli, konkrétne v predoslej
kapitole pri kocke vo vode. Pri tom praku sme to minus nepotrebovali, pretoZe sme sa zaujimali iba
o velkost préace, ktord bola vykonand, podl'a spravnosti by ale patrilo aj tam.

Uz od Cias pana Newtona vieme, Ze azg , teda Ze ¢im vécSou silou pdosobime na teleso,
tym vicSie zrychlenie a ¢im je teleso fazSie, tym sa zrychluje horSie. Ked si vzfah prepiSeme do
podoby F=a.m a dosadime do nasej rovnice, dostaneme a.m=—Kky resp. az—% y . Ked si
dalej uvedomime, Ze zrychlenie je rychlosf zmeny rychlosti a teda druhd deriviacia drdhy,
dostaneme j’/:—ﬁ y=—cy (Pripominame, Ze fyzici zapisuju derivicie podla ¢asu bodkami. Ked
je to druhd derivdcia, tak si tam bodky dve.) Charakteristickd rovnica tejto diferencidlnej rovnice
mi dve rieSenia +/ci, tak’e bazové rieSenia budd y=sin(vct) a y=cos(Vct). Ich
kombinaciou méZeme podla potreby nastavif okrajové podmienky. Ale bez ohladu na to, ako toto
nastavovanie dopadne, vieme, Ze vysledna funkcia bude mat periédu 27% . Nieto teda divu, Ze sa

veci kyvu. Doba jedného kyvu bude samozrejme rézna a bude zavisief od konStanty k a od

hmotnosti objektu. V pripade stromov za autorovym oknom su to priblizne dve sekundy, v pripade
1

struny naladenej na komorné a je to 75 sekundy.
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Spomeiime este jednu ddlezitd situdciu, v ktorej sa vyskytne rovnaka diferencidlna rovnica —
tou situdciou su elektrické obvody.

Budeme uvazovaf o jednoduchych obvodoch, v ktorych sa budd vyskytovaf tieto Styri
suciastky:

Batéria. Obycajn4, jeden a pol voltova.

Odpor. Asi najjednoduchsia elektrickd suciastka. Ten ndS bude maf 500Q . Akonéhle
prad a ¢im vacsi odpor, tym mensi prid — pri Standardnom znaceni I (prdd), U (napitie) a R
(odpor) teda Ohmov zdkon hovori, ze I =Y  Nagim obvodom teda okamZite za¢ne pretekat prud

R
SI’T%A teda tri miliampére. Ohmov zdkon budeme pouzivaf aj v tvare U=I.R z ktorého sa

dozvieme napitie medzi koncami odporu, ak pozndme velkost odporu a prid, ktory nim tecie.

+ 1.5V 500

Obrazok 86: Obvod s odporom

Cievka. Cievka je o nieco zaujimavejsia siciastka. Ked fiou prechéddza stabilny prid, sprava
sa ako Standardny vodi¢ so zanedbateInym odporom. (Okrem toho vytvara magnetické pole, ale
o tom teraz nebude rec€.) Ked sa ale prid, ktory cez iiu prechddza, meni, tak to na koncoch cievky
vytvéra napitie priamo umerné tomu, ako rychlo sa ten prdd meni. (Dévod, preco je to tak, sivisi
s tym magnetickym pofom.) V reéi derivécii to mdZeme zapisaf ako U=L.I pricom to I je
derivécia prudu podla Casu a parameter L je indukcnost cievky. NaSa cievka bude mat indukcnost
10~° Henryov, teda 1nH .

+ 1.5V 500

L1
1NH

Obrazok 87: Cievka a odpor
Uz len ked do obvodu zapojime cievku a odpor, dostaneme zaujimavu diferencidlnu
rovnicu. Podla Kirchhofovho zdkona totiZ plati, Ze sicet jednotlivych napiti v uzavretom obvode
musi byt 0. Ak si napitie na batérii oznac¢ime V, dostaneme, Zze —V+RI +LI=0 ¢o v nasom
konkrétnom pripade znamend 10 °]+500 ]I =1,5. Je to aZ na konkrétne ¢isla uplne rovnakd
diferencidlna rovnica, ako ta, ktord popisovala cenu parkov v dvode tejto kapitoly.
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Uloha 20: Vyrieste td diferencidlnu rovnicu. Teda ndjdite funkciu, ktord bude opisovat, aky velky
prud preteka obvodom v Case t . Predpokladajte, Ze v Case t=0 bol prud O.

e . ., . . . _ —5.10"¢ . . .
RieSenie diferencidlnej rovnice vyslo I1=0,003—0,003e . Znamend to, Ze v Case

1 pikosekunda (to je 10 s ) bude prid priblizne 0,0012A , ale uz v &ase 1 nanosekunda (to je
10°s) bude prid 0,003 A . Daliie detaily moZete vidief na grafe rieSenia na obrazku 88. K
hodnote 0,003 A sa graf pribliZi za asi 10 pikosekund. Cievka ndm teda posluzila ako akéasi brzda,
ktord na zaciatku ndrast pridu spomalila, ale relativne rychlo sa zacala spravat ako obycajny vodic.

0.005

a 2010712 wag!? ge10? 12 1ergt! 1 2xrg!!

-0-005

Obrazok 88: Zavislost pridu od ¢asu pri obvode s cievkou

Kondenzator. Kondenzétor je suciastka, ktora tieZ moze fungovaf ako brzda, ale vyrazne
ucinnejsia. M4 totiz iba urcitd kapacitu ndboja, ktory doi moZze pritiect a ¢im je ho viac, tym menej
pradu prepusta. To sa zabezpecuje tak, Ze na jeho koncoch rastie napéitie. Napitie na kondenzétore
mdZeme popisat vzfahom UZ%‘[ Idt kde parameter C je kapacita kondenzitora. Nas

kondenzator bude maf kapacitu 10 °F teda jeden nanofarad.
Co to spravi, ked kondenzitor zapojime do obvodu s odporom tak, ako je to moZné vidief na

obrazku 89? Opif musi platit, Ze sucet napiti v okruhu je 0. Plati teda R.I +%f Idt=1,5 a ked
obe strany rovnosti zderivujeme, dostaneme R.I +é=0 teda v naSom pripade 5007 +10°T=0.
Tato diferencidlna rovnica je prijemnd a separovatelna.

Uloha 21: VyrieSte ju. Predpokladajte, Ze prid v case t=0 je 0,003A - taky by bol, keby
v obvode Ziaden kondenzator nebol.
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1.5V 500

|+

R1

Obrazok 89: Kondenzator a odpor

Riesenie nasej diferencidlnej rovnice je y:(),()()3,e‘2'1°6‘ . Graf velkosti pridu v zavislosti
na Case pri tomto obvode moZete vidiet na obrazku 90. Je vidno, Ze kapacita kondenzétora sa naplni

priblizne do troch mikrosekind a potom uz obvodom verla pridu netecie.

0,005

0 1x108 2x10°8 ax1o8 4x108 sx108

Obrazok 90: Prid v obvode s kondenzdtorom a odporom

A teraz prichddza hlavny bod programu nazyvany LC obvod, pretoZe donl zapojime jednu
cievku a jeden kondenzdtor tak, ako mdZete vidief na obrazku 91. Ako sa bude spravat prid?

C1

1NF

| |

oll

+ 1.5V
L1
1NH
e YYm

Obrazok 91: LC obvod

Z. Kirchhofovho zdkona opéf dostaneme, Ze sucet napiti na okruhu musi byt nula, teda

%fIdHLf =1,5. Ked obe strany zderivujeme, aby sme sa zbavili integrdlu, dostaneme
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1

é+Lf =0 ateda I +7-I1=0 Co je naSa zndma diferencidlna rovnica druhého stupiia. V pripade

naSej cievky a naSho kondenzdtora bude mat tato rovnica podobu I+10%1=0.

Uloha 22: Vyrieste tito diferencidlnu rovnicu. Po&iatoéné podmienky pouZite I (0s)=0,003 A
a I(0s)=0A/s .

9

. . v . . .. 2n . 100 .
Obvod nam teda generuje uteSené kmitanie s periédou 5 a teda s frekvenciou -— o je

priblizne 159,2 MHz . Graf rieSenia moZete vidief na obrdzku 92.

0.005

0 %108 2¢18 E 4x108 st 078 6x10/8

-0.008

Obrazok 92: Kmitanie v obvode

LC obvody st zdkladom radiového vysielania, zosiliovacov aj indukénych ohrievacov.

Uloha 23: Navrhnite induk&nost cievky tak, aby s kondenzitorom s kapacitou 1w F obvod kmital
na frekvencii 440 Hz (to je frekvencia kmitania komorného a ).

Ono to mé ale jeden héacik. Vrafme sa na chvilu eSte k ulohe s kockou vo vode. Elektricky
obvod moZno mozZe generovaf vlnenie, kym sa mu nevybije batéria, ale ked td drevenu kocku
stréite do vody, nebude sa hojdat nekoneéne dlho. Casom zastane. A td funkcia, ktord ndm vysla,
nejavi priznaky toho, Ze by s tym kmitanim chcela niekedy prestat, pretoZe je periodickd. Kde sme
v pocitani urobili chybu?

236



V pocitani sme chybu nespravili. Ak by na kocku skuto¢ne pdsobila iba graviticia a
vztlakova sila z vody, tak by sa kocka hojdala donekonec¢na. Problém je v tom, Ze to nie su jediné
sily, ktoré na kocku posobia. Ako ale vyzeraju tie ostatné sily? Ak mé naSa kocka hranu 10cm
a nebude sa hybat, bude ponorend presne do polovice. Znamena to, Ze vtedy na fiu Ziadna ind sila
okrem gravitacnej a vztlakovej neposobi. Keby tam bola eSte nejakd, bud by sposobila pohyb, alebo
by sposobila, 7e by rovnovaha sil nastala pri nejakej inej hibke ponoru. Teda sila, ktord sme
zanedbali, musi byf takd, Ze na kocku posobi iba vtedy, ked sa kocka hybe. A kedZe by mala kmity
tlmit, bude pdsobif proti smeru pohybu kocky.

Sily, ktoré sa spravaju tak, ako je opisané v predoSlom odstavci, si rozne. Kmitanie moze
tlmif tlmi¢ (na aute alebo na horskom bicykli), odpor prostredia, alebo povrchové napitie hladiny
vody, do ktorej je kocka ponorend. Pre jednoduchost pocitajme, Ze sila bude priamo dmernd
rychlosti’ a v pripade nalej kocky bude jej velkosf priblizne —0,2v . To minus znamend, Ze sila
pOsobi v opa¢nom smere, nez je ten, ktorym sa kocka prave pohybuje.

V predoslej kapitole sme vypocitali, Ze sicet gravitacnej a vztlakovej sily, ktord pdsobi na
kocku ponorent do hibky h bude —100h Newtonov. Teraz sa k tomu prida este sila z4visla od
aktudlnej rychlosti kocky. Pre celkovi silu, ktord bude urc¢ovat pohyb kocky teda plati

F=m.a=—100h—0,2v

A kedZe rychlost je derivdcia polohy podla casu a zrychlenie druha derivécia polohy podla Casu,
dostaneme

0,5h=—100h—0,2h

h+0,4 h+200h=0

Uloha 24: VyrieSte tuto diferencidlnu rovnicu. Okrajové podmienky st rovnaké, ako predtym:
h(0)=-0,03 a h'(0)=0. Teraz bude ale trochu komplikovanejsie doladit konStanty.

78 Toto je v niektorych pripadoch trochu silny predpoklad. Napriklad ak sa teleso hybe prirychlo a vznikaji
turbulencie, tak odpor prostredia nie je priamo umerny rychlosti, ale druhej mocnine rychlosti. Pri malych
rychlostiach (Co je nasfastie naS pripad) a lamindrnom prddeni je ale zavislost skuto¢ne linedrna.
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Ked zaokruhlime korene charakteristickej rovnice na Styri desatinné miesta, vyjdi bazové
rieSenia predoslej tlohy h,=e **.sin(14,1407t) a h,=e **'.cos(14,1407t) a okrajové
podmienky splifa ich kombindcia h=-0,03¢ **'.cos(14,1407t)—0,0004.e **.sin(14,1407¢) .
Prvych dvadsaf sekind kmitania kocky podrla tejto funkcie mdzete vidief na obrazku 93. Po tych
dvadsiatich sekundach bude kocka kmitaf uz len o nieCo viac ako o pol milimetra (ako sa to zo
zapisu funkcie da uvidiet?) a kmitanie sa bude nadalej exponencidlne zmenSovat. Pekny graf, nie?

Obrazok 93: Tlmené kmitanie

Vo vSeobecnosti ma rovnica popisujica timené kmitanie tvar y''+by '+cy=0 pricom oba
parametre b a c su kladné, parameter ¢ hovori, ako vel'mi sa chce teleso z vychylenej polohy
vritit spif a parameter b hovori akd velkd je sila, ktord brzdi teleso v pohybe. Charakteristicka

—b+Vb’—4c
2

. . 2 . . PRV
rovnica ma korene . Ak bude b —4c ziporné, dostaneme dve komplexné rieSenia,

. e X b v . . - c Sl
pricom ich redlna Cast bude —- CiZe zdpornd a kmitanie bude tlmené tak, ako sme to videli pri

kocke vo vode. Ak bude b'—4c nula, bude maft charakteristickd rovnica dvojndsobny koreii a bude

ju treba rieSif rovnako, ako sme uviedli v komentéri za dlohou 19. Ak bude b'—4c vicsie ako
nula, bude mat charakteristickd rovnica dve zdporné rieSenia (preco budd obidve zdporné?).
Znamend to, Ze tlmiaca sila je uZ dost velkd na to, aby akékol'vek kmitanie zruSila. Posledné dva
pripady si podrobnejSie preskimajte v nasledujicich dlohéch:

Uloha 25: Vyrieite diferencidlnu rovnicu y''+4 y'+4y=0 pricom y(0)=—1 a y'(0)=0 a
dajte si nakreslif graf rieSenia.
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Uloha 26: Vyrieste diferencidlnu rovnicu y''+5y'+6 y=0 pricom y(0)=—1 a y'(0)=0 a dajte
si nakreslif graf rieSenia. V ¢om sa situdcia 1iSi od predoslej ulohy?

A na zaver lahddkova tloha.

Uloha 27: V obvode mite zapojeny kondenzator s kapacitou 1nF, odpor 5002 a cievku
s induk¢nostou 1nH tak, ako to mdZete vidief na obrdzku 94. Ako sa bude spravat prad
v zdvislosti od &asu? Co to spravi, ak tam namiesto 500Q odporu dite 10mQ ?

C1
1NF

|
<

Obrazok 94: Obvod s kondenzatorom, odporom a cievkou
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19. kapitola — spravy

Ulohala?2
Derivaciu % si ozna¢ime ako p . Po dosadeni dostaneme
p=10"°(200000 — 250000 p—(30000+87500. p))
teda
p=10"°(170000— 337500 p)
a teda

p+0,3375p=0,17

Ked teraz budeme ignorovaf pravu stranu a ponechdme len rovnicu

dp
“£+0,3375p=0
dt p

tak po uprave a odseparovani premennych dostaneme

dp__ 0,3375dt
p
a po zintegrovani

In|p|=—0,3375t+c

z toho uZ zndmym postupom dostaneme

—0,337 5t

p=c.e
Pokracovanie rieSenia s pravou stranou sa nachddza priamo v texte kapitoly.

Uloha 3

Najprv vyrieS§ime rovnicu bez pravej strany.

dy
———3y=0
x>
d—y:3dx
y
a po zintegrovani
In|y|=3x+c
a teda
y=c.e"

Teraz namiesto konstanty ¢ vloZime funkciu c(x) a naSe rieSenie budeme hladaf v podobe
y= c(x). ex. Najprv vypocitame deriviciu tejto funkcie: y'=c ’(x). e X+c (x) .e>%3. Teraz
funkciu a jej derivaciu dosadime do povodnej diferencidlnej rovnice y'—3 y=x a dostaneme
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c'(x).e+c(x).e’*.3-3.c(x).e’*=x

Posledné dva cCleny lavej strany sa liSia iba znamienkom, teda sa navzdjom zruSia. Tym
piddom sa c(x) z rovnice tplne strati a ostane iba c'(x) . Keby sa to nestalo, nickde sme urobili
chybu.

Dostali sme teda

ateda

—3x —3x —3x —3x
—3x x.e e x.e e
clx)= . dx= —Bx|= — dx= — +
(X) ‘[X € X u'=1 v:—e -3 ‘[ -3 X -3 9 ¢
-3
Hradané rieSenie bude teda
w x.e X e 3 x 1 3
=c(x).e’"=(= — +c).e'=—=—=+c.e™”"
R e

A skutoCne

r

1 3x
=——+3.c.
y 3 c.e

a teda

y '—Sy:—l+ 3.c.e3x—3(—£—l+c.e3"):—l+3.c.e3"+ x+1_3.c.e%=x
3 3 9 3 3

Uloha 4

Pripady dx=0,25 a dx=1 vedud k vysledkom zodpovedajicim tomu, ¢o ndm vyslo ako
rieSenie diferencidlnej rovnice v texte kapitoly. Budeme sa zaoberaf iba najzaujimavejSim pripadom
dx=10 . Vyvoj cien pocitany Eulerovou metddou pri takomto dx mdzete vidief na obrazku 95.

A [ &8 | c \

| & y X y
oz 0 0
3 0,17 10 1,7
4 -0,40375 20 -2,3375
5| 0,95890625 30 7,2515625
s -2,27740234 40 -15,5224609375
//5,408830566 50 38,5658447266

s | -12,8459726 60 -89,8938812256

¢ 130,50918491 70 215,1979679108
0 -72,4593142 80 -509,3951737881
1172,0908712 90  1211,5135377467
-408,715819 100 -2875,6446521483

Obrazok 95: Ceny parkov

(=]
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Je zrejmé, Ze ked Vinco urcoval ceny iba raz za desaf dni, stalo sa mu, Ze sa cena zatial
prili§ odklonila od rovnovdhy a vzdy, ked ju chcel vratif spit, preSvihol to na opacnu stranu, ¢o
v kone¢nom dosledku spustilo pozitivnu spitnd vizbu. Ako spravne poznamenal MiSo, Vincovi sa
stalo to isté, ako sa stane neskusenému Soférovi, ked dostane Smyk. Strhne volant na doraz na
opacnu stranu a ked kolesa znovu zaberu, tak je na tom horSie, ako predtym. Tento problém sa
nemusi vyskytovaf iba pri rieSeni diferencidlnych rovnic alebo pri Soférovani, moze sa vyskytovat
napriklad pri Starte rakety.”

Uloha 5 a7 11

V tlohich 5 aZz 7 sme mali zadané prvé dva ¢leny postupnosti a mali sme vypocitat ostatné.
Vztahy uvedené pred piatou tlohou si prepiSeme do podoby vhodnej na priamy vypocet. Upravené
vztahy aj rieSenia ndjdete v nasledujicej tabulke:

aO al :@ :& =G_2 :& :&
4= d3=5, 44=33 5=354 9% =65
1 1 1 1 1 1 1
21 321 4321 54321 654321
—1+x+ix2+ix3+ix4+ix5+ix6+ =e"
= I XTI T X T X X T Te
2 2 2 2 2 2 2
21 321 4321 54321 654321
2

=2+2 +£ 2+£ 3+£ 4+£ 5+_ 6+ _
YRR R N T X e X e T
:2(1+X+sz+ix3+ix4+ix5+ix6+...):Zex
2! 3! 4! 5! 6!
1 -1 1 1 1 1 1
321 4321 54321 | 654321

=L (x) o (=X P (x4 —x) e o —x P =e

Ten rad, ktory sme dostali, je klasicky rad pre ¢* s dosadenym —x .

3 -3 3 __3 3 __ 3 3
2.1 3.2.1 43.2.1 5.4.3.2.1 6.5.4.3.2.1
a5, 32 35,834 35 35 _
y=3— x+2—!x—§x +4—!x X +ax —...=

=3(1—x+ix2—ix3+ix4—i x5+ix6—...)=36_x
21! 3! 4! 5! 6!

Je relativne zrejmé, Ze ked zacneme s dvakrat vacSimi ¢islami, dostaneme dvakrit vicsie
rieSenie a ked za¢neme s trikrat va¢simi ¢islami, dostaneme trikrat vac¢sie rieSenie.

79 Ak chcete vedief viac, pozrite si na wikipedii ¢ldnok https://en.wikipedia.org/wiki/Pogo_oscillation Ak ste niekto
¢itali kniZzku Marfan, presne kvoli tomu havarovala td zdsobovacia raketa. V realite kvoli tomu 21. februdra 1969
havarovala sovietska raketa N1-L3. Sklony k tomu mal aj centrdlny motor druhého stupiia misie Apollo 13, ale vcas
ho vypli a zvy$né Styri nechali horief dlhSie. (Apollo 13 malo neskor iné, zaujimavejsie problémy.)
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V tlohe 9 chceme ndjst také rieSenie, pre ktoré plati, ze a,=5 a a,=—1. Ako uz bolo
v tlohe naznacené, tieto koeficienty sme vyrobili tak, Zze sme scitali koeficienty a,=2 a a,=2
zulohy 6 a a,=3 a a,=—3 z druhej Casti tlohy 7. Vieme, Ze derivacia sictu dvoch funkcii je
suctom ich derivacii. A d’alej vieme, Ze ¢leny rozvoja do radu zdvisia vylu¢ne od derivacii. Takze
ked madme funkciu y=2.e*, ktorej prvé dva koeficienty v rozvoji do radu si @,=2 a a,=2 a
funkciu y=3e¢™*, ktorej rad ma na zaciatku koeficienty a,=3 a a,=—3, tak rad suctu funkcii
y=2.e"+3.e " bude zaCinaf na a,=5 a a,=—1. Samozrejme aj pre tito nova funkciu plati, Ze
yU=Ey.

Toto pozorovanie ndm umozni vyriesif aj ilohu 10. To rieSenie by sme chceli opit poskladat
zfunkcii y=e* a y=e *. Chceme teda funkciu v tvare y=c,.e"+c,.e ", ktord ma prvé dva
koeficienty v rozvoji do radu a,=7 a a,=3. Sdcasne vieme, Ze funkcia y=¢* md prvé dva
koeficienty a,=1 a a,=1 a funkcia y=¢* md prvé dva koeficienty a,=1 a a,=—1 a teda
funkcia  y=c;.e"+c,.e® bude maf prvé dva koeficienty a,=c,.1+c,.1=c,+c,
a a,=c,.1+c,.—1=c,—c¢,. Ostdva nam teda zabezpelif také ¢, a c,, aby platilo c,+c,=7
a ¢,—C,=3 . Vzhladom na to, Ze vieme rie$if sistavy rovnic, by to nemal byt aZ taky problém. Ked
obe rovnice s¢itame a vydelime dvomi, dostaneme ¢,;=5 a dosadenim do prvej rovnice zistime, Ze
¢,=2 . Hladand funkcia teda bude y=5.¢*+2.¢*.

Ak mame ndjst rieSenie pre vSeobecné a, a a,, potrebujeme zvolif také ¢, a c,, aby

platilo c¢,+c,=a, a c¢,—c,=a,. Rovnakym postupom ako v predoSlom pripade dostaneme,
% a Cz:(102(11 CIO';GI ex+ 00201 eix

Za povsimnutie stoji, Ze sta¢i zvolif dva parametre d, a a; a funkcia je jednoznacne
urcend, pretoze ostatné ¢leny radu uz vieme dopocitaf. Rovnako staci zvolif dva parametre v zédpise
y=c,.e"+c,.e " azakazdym dostaneme ind funkciu, ktord je rieSenfim nasej rovnice. A pre dané
a, a a, vieme vypocitaf také ¢, a c,, aby sme dostali rieSenie nasej rovnice, ktorého rozvoj do
radu zacina ¢lenmi s koeficientami a, a a,. Vedeli by ste to aj naopak? (Teda viete pre zvolené
C, a €, nejako jednoducho vypocitaf, akymi ¢lenmi a, a a; bude zacinaf rozvoj funkcie do radu?

Budeme to potrebovat hned’ v nasledujice;j dlohe.)

e c,= . Takze vSeobecné riesenie je y=

Uloha 12

Zacneme rovnako ako pri predoslej diferencidlnej rovnici. Ak md funkcia rozvoj do radu

2 3 4 5
Y=o+ a; X+a, X +a; x +a, x +as;x’+...
tak jej derivécia bude
2 3
y''=2a,+3.2.a;x+4.3.a,x"+5.4.a; x+...

A kedZe ma platif y''=—y, dostaneme z toho porovnanim jednotlivych ¢lenov pri rovnakych
mocnindch x , Ze musi platit

) q, a, a;

2 BTT3, W4Ty BTT54

%= 3.2

Ked chceme, aby platilo y(0)=0, dosadime nulu do radu a dostaneme, Ze d,=0 . Ked chceme,

y _ . . ., r_ 2 3 4
aby bolo ¥'(0)=1 najprv vypo&itame derivdcu radu: y'=a;+2a,x+30;X +4.a,X +5.a5X"+...
a ked’ do nej dosadime nulu, zistime, Ze a,=1 . DalSie ¢leny st dopocitané v tabulke niZSie.
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Rovnako budeme postupovaf aj v pripade y(0)=1 a y'(0)=0. Dostaneme z toho, Ze
a,=1 a a,=0. Dalsie ¢leny dopocitame rovnako, ako v predo§lom pripade.

a, a, =_% =9 — —_ % —_ %
a 3 3.2 d4="73 ds 5.4 s 6.5
0 1 0 __1 0 1 0
3.2.1 54321
—_— Y - — +L S_L + —S'n( )
y=x 3!x 5!x 7!x ...=sin(x
1 0 _1 0 1 0 _ 1
2.1 432.1 6.5.43.2.1
—l—ix2+ix4——x6+ —Cos(x)
A Y TR YA

Okrem toho, Ze sme dostali ndm dobre zndmy sinus a kosinus, maju rady, ktoré sme
tentokrat dostali, jednu naozaj velku vyhodu. Ak by sme totiZ chceli ndjst rieSenie diferencidlnej
rovnice y''=—y, ktoré ma prvé dva koeficienty radu rovné nejakym dopredu danym a, a a,,
malo by tvar y=c,.cos(x)+c,.sin(x) pri¢om potrebujeme zariadit, aby platilo c,.1+c,.0=q,
a ¢,.0+c,.1=a, . To ale skuto¢ne nie je problém. Staci zvolif ¢,=a, a c¢,=a,. Ak teda chceme,
aby rieSenie nasej diferencidlnej rovnice spliialo okrajové podmienky y(0)=3 a y'(0)=—2, staci
zvolit y=3.cos(x)—2.sin(x) .

Vrafme sa ale na chvilu eSte k predoslej diferencidlnej rovnici y''=y . VSetky jej rieSenia
sme skladali z funkcii y=e¢* a y=¢ *. Tieto funkcie su tplne v poriadku. Lahko sa hladaju
(zv1ast, ak si pozriete trik, ktory v kapitole nasleduje po ulohe 12) a vieme s nimi zariadif Tubovolné
a, a a; na zaciatku radu, takze s nimi vyrobime vSetky rieSenia. Keby sme ale tie rieSenia
poskladali z funkcii, ktorych rady za¢inaji a,=1,a,=0 a a,=0,a,=1, mohli sme si uSetrif nejaké
pocitanie podobne ako pri tom kosinuse a sinuse.

Ni¢ ndm ale nebrani takéto funkcie ndjst. Zoberme opif vztahy pre koeficienty radu, ktoré
plynuli z diferenciélnej rovnice y''=y a hladajme:

a, a, _a a _a _a _a
4= 3=3; 44=33 45=354 % =%5
0 1 0 _1 0 1 0
321 54321
EE P SN SN
YEXFoTX AT X X
1 0 1 0 1 0 1
21 4321 654321
1+—x2+ix4+—x6+
YRV YRy

Funkcie, ktoré sme dostali, maji podobné rady ako sinus a kosinus, len sa v nich nestriedaju

znamienka. Na zdklade rieSenia ulohy 11 vieme povedaf, Ze prvd z nich sa da zapisaf ako
1 1 - . 1 1 - . . o . c . . .
yzzex—ze * a druha yzzex+5e *. Tieto funkcie maji ale aj samostatné mend. Prva sa nazyva

hyperbolicky sinus a zapisuje sa y=sinh(x) a druhd hyperbolicky kosinus a zapisuje sa
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y=cosh(x). K privlastku ,hyperbolicky* prisli tie funkcie tak, Ze zatial o ak vezmete bod
[cosx,sinx], tak bude lezaf na jednotkovej kruZznici s rovnicou x’+y’=1, tak bod
[coshx,sinhx] bude leZaf na jednotkovej hyperbole s rovnicou x*—y*=1. (Dosadte si tie
e -Ckové zdpisy hyperbolickych funkcii do x°—y* a uvidite, Ze vdm td jednotka naozaj vyjde.)

Ked sa pozriete na tie rady, ktoré k funkcidm coshx a sinhx viedli, vidime, Ze derivacia
hyperbolického sinusu je hyperbolicky kosinus a naopak. Preto obe spliiaji diferencidlnu rovnicu
y''=y. Keby sme chceli také rieSenie tejto diferencidlnej rovnice, ktoré spiiia okrajové
podmienky y(0)=7 a y'(0)=3, sta’i teda zobrat y=7.cosh(x)+3.sinh(x). (A tym sme
nendpadne vyriesili aj ilohu 13.)

VSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y''=y modZeme teda zapisaf aj spOsobom
y=c,.e"+c,.e ", aj sposobom y=c,.cosh(x)+c,.sinh(x). KaZdd funkciu, ktord vieme
vygenerovaf jednym spOsobom, vieme vygenerovaf aj druhym a naopak — oba spdsoby ndm
vygeneruju td istd mnoZinu funkcii. V prvom spdsobe sa jednoduchsie hladali tie bazové funkcie,
v druhom jednoduchSie ndjdeme pre zadané okrajové podmienky spravne hodnoty konStint ¢,
ac,.

Mimochodom — myslite si, Ze su to jediné dve dvojice funkcii, ktoré vygeneruju vsetky
rieSenia rovnice y''=y , alebo existuje eSte nejakd dalSia takd dvojica? Ak dalSia neexistuje, tak
preco? Ak existuje, tak aka?

Uloha 14

Charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice je rovnica k’—5k+6=0 s korefimi k=2

v 7 o v . 2 3
** a y=¢> avieobecné rieSenie bude y=c,.e"+c,.e”"

a k=3 .Bazové rieSenia teda budu y=e¢
Ked teraz chceme, aby platilo y(0)=e—1 a y(1)=0, tak tie podmienky stai dosadif do
vSeobecného rieSenia. Dostaneme tak ststavu pre C; a C,, ktoru staci vyriesif.

Z prvej podmienky dostaneme e—1=c,+c, a z druhej 0=c,.e’+c,.e’ . Druhi rovnicu
vydelime ¢? a dostaneme 0=c +c,.e {ize ¢;=—cC,.e . Dosadime to do prvej rovnice a dostaneme
e—1=—c,.e+c, &ize e—1=—c,.(e—1). Rovnicu vydelime e—1 a dostivame 1=—c, a teda
¢,=—1. Z toho uz ahko dopocitame, 7ze ¢,=e .

Hfadané rieenie diferencidlnej rovnice je teda y=e ¥ —e**=¢**'—¢’*.

Uloha 16

Charakteristickd rovnica je k’—6k+10=0, jej korene su k1,2=3ii , bazové rieSenia su
y=e**.sinx a y=e®*.cosx , vieobecné riedenie y=c,.e>.sinx+c,.e’*.cosx .

Aby platilo y(0)=0, musi platit ¢,=0 . Hladand funkcia m4 teda tvar y=c,.e’*.sin(x) .
Jej derivdcia bude y'=c,.(e*.3.sin(x)+e’*.cos(x)) . KedZe potrebujeme, aby jej hodnota v nule
bola 6, musf platit 6=c,.1 ateda ¢;=6 ateda y=6.e>".sin(x)

Uloha 17

Charakteristickd rovnica je Kk’=-200 a teda k=++200i. VsSeobecné rieSenie
diferencidlnej rovnice je teda y= Cl.cos(\/2—00x)+cz.sin(mx) .

Z toho, zZe y(O)Z—O,OB sa dozvieme, 7ze ¢,;=—0,03. Vypocitame derivaciu.
y':cl.—sin(\/mx).\/ﬂhcz.cos(mx).\/m. Z toho, e y'(0)=0 sa dozvieme, 7¢ ¢,=0 .
Hradan4 funkcia je teda y=—0,03.cos(v/200 x) . Pekne sa td kocka vIni.
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Uloha 18 a 19

Z toho, Ze vSetky ¢leny radu musia byt nuly, m6Zeme postupne vypocitaf jednotlivé Cleny
radu rovnako, ako v predoslych pripadoch, ked sme trik s radmi pouZivali:

y:1+x+—x2+ix +—
2! 3! 4 5!" 6

0 1 1

a a __2a,—aq _22.q—q _23.13—a _24.q,—a3 _25.a5—aqy
0 1 = = = = =
=" G="37 Q=43 | 54 | 9 65
1 1 1 1 1 1 1
2 3.2.1 43.2.1 54.3.2.1 6.5.4.3.2.1
1 3 1 4 1 5 1 6 X
,X +—X +—,X +...=e

N =

3.2.1 43.2.1 543.2.1

y—x+x2+ix3+ix4+ix5+ix6+ =
N 2! 31! 41 517

X. 1+x+ix2+ix3+ix4+ix5+... =x.e"
21 3! 4! 5!

V tejto suvislosti by sa patrilo pripomenuf dokaz indukciou, pretoZe aspon v pripade druhej
funkcie nie je na prvy pohlad zrejmé, preco tam tie faktoridly vychddzaji. Pokuste sa poriadne
dokazat, Ze tam tie faktoridly vyjdd vzdy.

Uloha 22

) .. | ., C e, . 2 1 L
Diferencialna rovnica I +EI =0 ma charakteristickd rovnicu k™= ~Ic ktorda ma korene

i%i . VSeobecné rieSenie teda bude I :Cl.COS(%t)+C2.SiH (%t) . Uz v tomto momente je
zaru¢ené, 7e vysledok bude periodickd funkcia s periédou 27./LC .

Ked vezmeme do tvahy konkrétne suciastky a okrajové podmienky z naSho zadania,
dostaneme, ze \LC=10"° ateda I=c,.cos(10°.t)+c,.sin(10”.t) KedZe napitie v Case t=0 md
byt 0,003A, tak c,=0,003 . Derivacia pridu podla casu je
I=c,.—sin(10°.t).10°+c,.cos(10%.t).10° a kedZe m4 byt na zaciatku nulov4, dostaneme ¢,=0 .
Prid v obvode popisuje teda funkcia y=0,003cos(10°.t) .

Uloha 23

Priblizne 0,13 H . Cievku s takouto indukénostfou nie je pri troche ndmahy problém vyrobit.

Uloha 24

Diferencidlna rovnica f1+0,4 h+200h=0 m4 charakteristickd rovnicu k2+0,4 k+200=0 .
T4 ma korene —0,2+14,1407i (redlna cast vySla presne, komplexni sme zaokruhlili na Styri
desatinné miesta). VSeobecné rieSenie bude teda

h=c,.e **".cos(14,1407t)+c,.e **'.sin(14,1407¢t)
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Z toho, 7e h(0)=-0,03 sa dozvieme, 7ze ¢;=—0,003 . Kvoli druhej okrajovej podmienke bude
treba vSeobecné rieSenie zderivovat. KedZe sa skladd z dvoch Casti a kazd4 z nich je stcin dvoch
funkcii, bude ta derivacia pomerne rozsiahla:

h=c,.(e™"*.(—0,2).cos(14,1407 t )}+e **'.—sin(14,1407t).14,1407 )+
+c,.(e7"*.(=0,2).5in (14,1407 t)+e~**'.cos (14,1407t ).14,1407 )

KedZe t4 derivicia ma byt v nule nulovd, dostaneme, Ze O=cl.(—0,2)+ C,.14,1407 a teda

fe C,=qraa~—0,0004 . Takze h=—0,03¢ ** .cos(14,1407t)—0,0004.¢ " sin(14,1407¢) .

Uloha 25

Charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice y''+4y'+4y=0 je k’+4k+4=0. Ma
dvojnésobny korefi k=—2, takZe bazové rieSenia budi y= e ¥ a y=x e %*. Vieobecné riesenie
je teda y=c,.e”**+c,.x.e **. KedZe chceme, aby platilo y(0)=—1, dostaneme c;=—1,
Derivdcia vieobecného rieSenia je y'=c,.e **.(—2)+c,.(1.e “+x.e°*.(—2)) a kedZe chceme,
aby platilo y'(0)=0, dostaneme 0=c,.(—2)+c,.1 ateda c,=2c,=—2 . Hradan4 funkcia je teda

y=—e *=2.x.e .

Na obrazku 96 moézete vidief graf tejto funkcie. Je vidno, Ze tlmiaca sila je natol'ko velka, Ze

umoZziiuje maximélne jeden prekmit. Naviac sme si okrajové podmienky zvolili tak, Ze derivécia je

v nule nulov4, takZe jediny extrém sa nachddza prave v x=0 .

Obréazok 96: Takmer tiplné timenie

Uloha 26

Diferencidlna rovnica y''+5y'+6y=0 ma charakteristicki rovnicu k’+5k+6=0. Jej
korene si k=-2 a k=-3, takze vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice je
y=c,.e “+c,.e >*.Z toho, ze y(0)=—1 sa dozvieme, 7e c,+c,=—1. Derivicia vieobecného
rieSenia je y'=c,.e *.(—=2)+c,.e **.(=3). Z toho, ze derivdcia md byf v nule nulovd sa
dozvieme, ze —2¢,—3¢,=0. VyrieSime ststavu a dostaneme ¢,=—3 a ¢,=2 . Hladan4 funkcia je
teda y=—3e **+2¢ " . Graf vyzerd podobne, ako v predo§lom pripade.
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Uloha 27

Opit vyjdeme z toho, Ze sucet napiti v uzavretej slucke musi byf nula. Znamena to, Ze
%f Idt+R.I+LI=1,5. Ked obe strany zderivujeme, dostaneme é+R1+LT=O a teda

I +% I +%I =0. Ked tam dosadime hodnoty konkrétnych suciastok, dostaneme

1+5.10"71+10' 1 =0 . Charakteristickd rovnica tejto diferencidlnej rovnice je k?+5.10" k+10°=0
Tato rovnica bude maf dva redlne korene —2,000008.10° a —4,99998.10"" a vSeobecné riesenie
diferencidlnej rovnice teda bude I=c,.e 200104 @ 49100t Ak mg byt prid v dase =0
nulovy, musi platif ¢;+c,=0. Ked zvolime ¢,=0,003 a dopoc¢itame c¢,=—0,003 Bude maf

funkcia nasledujuci priebeh:

0.003

0.002

0.001

U| axt07 12108 1.5%10° 2x10° 285x10° 310 25x10°

Obrazok 97: RLC obvod

Prid takmer ihned (do 10 pikosekind, ¢o je 0,01ns teda 0,00000000001s - tento kratucky
¢as na grafe ani poriadne nevidno) vystupi na 0,003 A a potom bude priblizne tri mikrosekundy
klesat spif na nulu. Funkcia sa sprava podobne, ako funkcia z dlohy 26. Odpor 500€2 v obvode
spolahlivo zrus§il akékol'vek kmitanie, ktoré by kondenzator a cievka mohli vytvorit.

V pripade, Ze namiesto 5002 odporu pouzijeme 10m€2, dostane diferencidlna rovnica
tvar J+10°1+10"™I=0. Jej charakteristickd rovnica bude k*+10"k+10'®=0. Jej rieSenia budu
—5.10%+ 9,9999. 10%i takze vSeobecné rieSenie diferencidlne;j rovnice bude
I=c,.e """ c0s(9,9999.10% t)+c,.e > sin(9,9999.10°.t) . Ked chceme, aby bol prid v Case
t=0 nulovy, dostaneme, ze ¢,=0. Ked ¢, zvolime 0,003, dostaneme nasledujicu funkciu
s prekrdsnym tlmenym kmitanim (ktoré po asi 1,4us prestane byt viditeIné):

—————————

rrrrr

Obrézok 98: Dalsi RCL obvod

Aka je hrani¢nd hodnota odporu, po ktory sa bude kmitanie vyskytovat?
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20. kapitola
Rozliucka

Uspesne ste sa dostali na koniec tohto kurzu. Autor vam tymto d'akuje za trpezlivost a &as,
ktory ste tomu venovali. A tym z vas, s ktorymi bol pocas toho, ako ste sa predierali tymto kurzom
v kontakte, dakuje za spolocne straveny Cas a zaujimavé pripomienky, z ktorych sa mnohé ocitli
v spravach k jednotlivym kapitoldm.

Této krétka kapitola bude venovand tomu, ¢o robif s vecami, ktoré ste sa naucili.

MozZno niekto priSiel na to, Ze bude spokojny, ak uzZ matematiku nikdy v Zivote nestretne
a bude sa radSej Zivif nie¢im, pri com netreba ni¢ pocitat. UZ to samé mdZe byt cennym poznatkom.

MozZno niekto priSiel na to, Ze aj ked mu matematika prave velky poZitok neprindsa, tak si
vie poradif, ked nejakd matematiku robif treba. To je velky dspech. Budete stretat I'udi, ktori su
uplne bezradni, ked pride na akékol'vek pocitanie. MoZete im byt velkou pomocou.

MozZno niekto prisiel na to, Ze sa mu matematicky pristup k problémom celkom pozdava.
A je naozaj vela oblasti, kde ho moze rozvijat. Ci uZ zaénete robif fyziku, fubovolné inZinierstvo,
ekondmiu alebo programovanie, v§ade sa tam nejakd matematika mihne a niekedy jej nebude malo.
To, Ze ju budete mdct robif s radostou, vdm poskytuje velkd vyhodu.

MoZno niekomu matematika — a matematickd analyza zvI4Sf — ucarovala natolko, Ze by
chcel pozrief eSte po niecom podobnom, chcel by veciam rozumief lepSie a ndjst odpovede na
niektoré otazky, ktoré nechal tento kurz otvoreny.

Ak mate pocit, Ze vam atmosféra kurzu vyhovovala, odporid¢am knizku od cloveka, ktory je
vynikajici matematik a vie o matematike pekne rozpravat. Tym clovekom je Richard Courant
a jeho knizka Differential & Integral Calculus je vynikajice Citanie. UZ sme ju spominali a citovali
a napriek tomu, Ze sme si vacSinu veci spravili po svojom, tento kurz jej za mnoho vdaci. Rozhodne
odporticame.*

Ak niekomu vadila formalna nedokonalost ndSho kurzu a chcel by vidiet, ako to vyzera, ked
st veci spravené naozaj poriadne, odporti¢ame knizku Michaela Spivaka Calculus.®

Popri matematickej analyze sme sa v naSom kurze dotkli viacerych Sir§ich okruhov. Jednym
z nich je linedrna algebra — cast matematiky, ktord pojedndva o sustavach linedrnych rovnic,
vektoroch a maticiach. Suvislost s tymto odborom sa dala postrehniif, ked sme v poslednej kapitole
z koeficientov radu ur¢ovali vhodnu linedrnu kombindciu funkcii a z bdzovych rieSeni vyjadrovali
vieobecné. Stvislost sa ete dalej prehibi, ked’ sa za¢nid §tudovat funkcie viacerych premennych.
V tejto oblasti odporti¢am knizku Pavla Zlato$a Linedrna algebra a geometria.®* A celd 17. kapitola
bola zasvitend numerickej matematike, ¢o je tieZ velmi zaujimava oblast matematiky.

Ak vam teda matika ucarovala natolko, Ze by ste sa chceli s nejakymi podobnymi vecami
hrat aj nad’alej, beZte na matfyz alebo nejaky jeho ekvivalent, tam vas naucia viac.

V kazdom pripade vam autor tejto knizky Zeld, aby ste sa nebdli pustif sa do veci po svojom,
nebdli sa v matematike skuSaf veci vymyslaf a nie sa ich iba ucif, aby ste hlavu pouZivali aj v inych
oblastiach Zivota, aby ste robili zmysluplné veci a aby vés Zivot teSil.

Mnoho S§fastia.

Anino

80 Prvy diel mdZete ndjst na tejto adrese: https://archive.org/details/DifferentiallntegralCalculusVoll Ak budete chcief,
druhy si vygooglite.

81 https://archive.org/details/Calculus_643

82 http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf
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