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UVOD

Toto v poradi jiz tfeti rozsifrené vydani jsem pfripravil na zakladé neocekavaného
pozitivniho ohlasu pdvodnich dvou vydani a pod vlivem zna&né poptavky po dal$ich. Prvni
vydani téchto skript vzniklo za ponékud odliSnych okolnosti, nez za jakych byla napsana
vétsina podobnych publikaci. Napsal jsem ho v dobé, kdy jsem studoval prvni rocnik ESF,
a to v navaznosti na poznatky, kterych jsem nabyl béhem hodin, v nichz jsem nékteré
své kolegy z prvniho ro¢niku doucoval matematiku k pisemkam a zavérecné zkousce.

Hlavnim poznanim, kterého se mi b&hem doucovani kolegl dostalo, bylo zjisténi,
7e ackoliv mnoho studentd umi vice & méné typl ptikladl spocitat (nékdy i rychle a
presnéd), vétsina z nich vibec netusi, co vlastné& poéitd. Studenti si vétdinou pracné osvoji
pocetni postupy pfi feseni matematickych tloh, aniz by védéli, co vypocty vlastné
predstavuiji, proc se pOCItaJI pravé tim kterym postupem &i jakym zplsobem je mozné si
spoustu vzorcd, postupu Ci definic logickou a prlrozenou cestou odvodit. Jinymi slovy,
vétdina studentld se u&i nazpamét vzorce a postupy, aniz by jim rozuméla. Kdekdo je pak
kuprikladu schopen vypocitat derivaci funkce, aniz by jen naznakem tusil, co vlastné
derivace funkce vyjadfuje. Takovy zplsob studia je zvld$té& u matematiky krajné
nevhodny. Snesitelny (a ob&as i nevyhnutelny) je snad u nékterych humanitnich obor{
(napf. historie), av$ak u exaktnich v&d je v kone&nych dusledcich jednoznaéné
kontraproduktivni, nebot ,znalosti® osvojené cestou bezmyslenkového memorovani
nebude student nikdy schopen pouZit v budoucim Zivoté k FeSeni praktickych problémd.

To je dlvod, pro¢ vznikla tato skripta. Jejich G&elem je nazorn&, Setrné a
kamaradsky ukdazat ctenafi, co jednotlivé pojmy, vzorce a postupy v matematice
prestavuji a jak se daji prirozené a nenasilné odvodit. Skripta jsem se snazil napsat tak,
aby se dala precCist takfikajic ,jednim dechem". Zakladni prioritou je jejich
srozumitelnost. PFi vysvétlovani a odvozovani matematickych jevd jsem proto nepouZival
presny, korektni a chladny jazyk matematickych definic, nybrz jazyk prosty, lidsky.

Takova koncepce skript vSak zakonité pfindsi i své nevyhody. Hlavni z nich je
skutecnost, ze pouzivani onoho ,prostého, lidského" jazyka je oproti kodifikovanému
jazyku matematickych definic dosti nedokonalé. Jinymi slovy, nazornosti je dosazeno na
Ukor presnosti vyjadfovani. Jednoduchost vysvétlovani je vykoupena dani v podobé Ujmy
na exaktnosti. Jelikoz se vSak tento postup ukazal byt pro studenty podstatné
prijatelnéjsi, pfinosnéjsi a efektivnéjsi nez Sroubovany jazyk védeckych definic, rozhodl
jsem se i dalSi vydani realizovat ve stejném duchu.

Zavérem bych se jako autor rad pokusil ¢tenare trochu povzbudit. Ani moje vlastni
cesta k plvablm matematiky nebyla tradiéni - profesné jsem totiZ lingvista a nikoliv
matematik. Matematiku se mi dafilo cely Zivot ignorovat a vyhybat se ji. Nez jsem zahajil
studium ESF, absolvoval jsem Filosofickou fakultu, kde se matematika vibec
nevyucovala, a poté jsem zacdal podnikat v oblasti jazykovych vzdé&lavacich projektd.
Jesté rok a pdl pred vznikem téchto skript jsem bez nadsazky neumél ani scitat zlomky.
K matematice mé privedla az touha vystudovat jesté jednu fakultu, tentokrat
ekonomického zaméreni. Pustil jsem se tedy do prace a zacal jsem téméfr od nuly.
Nakonec jsem si osobni zkusSenosti ovéril, ze i pfi plném podnikatelském nasazeni je
mozné naucit se matematiku b&hem pil roku tak, Ze zni ¢&lov&k Uspésné vykona
prijimaci zkoudku na VS, a b&hem daldich nékolika mésicl tak, Ze se solidnim vysledkem
absolvuje zkousku na akademické pddé&. Proto chci &tenafe ujistit, Ze pfi spravném
pochopeni matematickych jevl neni matematika tak naro¢nd, jak se mize mnohym zdat.

Pfeji proto ctendfi nejen Uspésné zvladnuti zkousky z matematiky, nybrz
predevéim to, aby i jeho cesta vedla k odkryti plvabi této prekrasné a vznesené védy.
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1. FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

Témeér cely rozsah predmétu Matematika II. v prvnim rocniku ekonomickych fakult
pojednava o velmi krasné a zajimavé latce - o funkcich a zkoumani jejich vlastnosti.
Ackoliv jsou zakladni pojmy o funkcich plnohodnotnou soucasti osnov matematiky na
vétsiné stfednich skol, nebyva vyjimkou, Ze studenti neméli dosud prilezitost pochopit
nékteré vlastnosti funkci tak, aby je zpétné dokazali jednoduse a logicky vysvétlit a
pripadné si z té&chto poznatkd dok&zali sami snadno a prirozené odvodit poznatky nové.
Abychom takové mezery nasli a ,opatfili zaplatami®, projdéme si nyni pozorné nasledujici
kapitoly.

Zkusme zacit tim, ze si polozime otdzku, co to vlastné funkce je. Moje osobni
zkudenost je takova, Ze vétdina studentl ekonomicky zaméFenych fakult si pod pojmem
funkce predstavuje jakysi ,vzorec obsahujici proménnou X, za kterou kdyz dosadime
néjaké vstupni Cislo, vyjde nam néjaké vysledné vystupni Cislo y." Jinymi slovy, funkce
je ¢asto povazovana za jakysi algoritmus vypoctu, do néhoz ,néco vlozime" a poté nam
z ného ,néco vyleze". Ackoliv toto ponékud kostrbaté vysvétleni neni svym vyznamem
chybné, je znacné nepfesné. Jednak se omezuje na takzvané funkce jedné redlné
proménné (existuji ovsem i funkce vice realnych proménnych), jednak funkce nemusi byt
nutné dana matematickym vyrazem, nybrz i jinymi prostfedky (napf. grafem nebo
slovnim popisem). V téchto skriptech si vysvétlime definici funkci jedné redlné proménné.
K funkcim vice redlnych proménnych postoupime v pripadném druhém dile.




1.1 Pojmy , dvojice" a ,usporadana dvojice"

V matematice se s dvojicemi (a zvlasté s usporadanymi dvojicemi) setkavame

mozna mnohem castéji, nez si sami uvédomujeme. Pojdme si tyto pojmy nyni osvézit na
V. 7 7 v r 2 r . o
mnozinach, znazornénych pomoci tzv. Vennovych! diagramu:

mnozina A mnozina B

a2 b3

Na vySe uvedeném obrazku mame dvé mnozZiny — mnozinu A a mnozinu B. MnozZina A
necht ma dva prvky a, a a,, mnozina B trfeba tfi prvky b, b, a b,. Pokud jakykoliv
prvek jedné mnoZiny zapideme spolu s jakymkoliv prvkem mnoZziny druhé, ptjde o zapis
takzvané dvojice prvkd {a;b}. Proto mazeme Fici, ze dvojici prvkd je napfiklad {a,;b} &i
{a,;b,}, ale také {a;b,}, {al;b3}, {a,;b} & {az;b3}. Navic je lhostejné, zda napiSeme
nap. {a,;b,} nebo {b;;a}, protoze v obou ptipadech jde o tutéz dvojici prvki - nezalesi
na poradi (pokud nezaleZi na poradi, vypisujeme prvky dvojic do sloZzenych zavorek),
proto plati rovnost {a;b} ={b;a}. To vie je znazorn&no na obrazku nize:

mnozina A mnozina B

! John Venn, 1834-1923, anglicky matematik a logik. Pravé podle ného se jmenuji mnoZinové diagramy,
pouzivané ve Skolské matematice.



Pfedstavme si nyni na situaci, kdy nebude zalezet jen na tom, ktery prvek
mnoziny jedné je s kterym prvkem mnoziny druhé ve dvojici, nybrz bude také zaleZet na
poradi, v jakém jsou prvky uvnitf kterékoliv z dvojici usporadany (pokud zalezi na poradi
prvkd uvnitf dvojice, zapisujeme prvky do hranatych zéavorek). Jist& ted uZ C&tenafe
napadne, ze tim padem napriklad dvojice [aibl] nebude totoznd s dvojici [bl;ai], nebot
poradi prvk - byt shodnych - je v t&chto dvojicich rozdilné. Pokud ve dvojicich prvké
zalezi na poradi, pouzivdme pro né pojem uspoiadané dvojice. Soubor dvojic prvkd,
v nichz zalezi na poradi, tedy nazyvdame mnozina usporadanych dvojic.

Projdéme si tedy pro Uplnost nasledujici priklad:

Mé&jme tfiprvkovou mnozinu A={a,;a,;a,} a dvouprvkovou mnozinu B ={b;;b,}.
Nasim Ukolem je napsat kompletni mnozinu vSech usporadanych dvojic [a; b].

Reseni: ProtoZe zadani poZzaduje vyjmenovat usporadané dvojice, je nasnadé, Ze
zalezi na poradi prvki. Proto se podivame, v jakém poradi jsou po nas prvky v zadani
pozadovany. Poradi dané zadanim je [a;b], nikoliv b;a]. Proto bude v poradi prvkd
uvniti' jednotlivych uspofadanych dvojic vzdy na prvnim misté prvek mnoziny A a na
druhém misté prvek mnoziny B, nikdy naopak! ReSenim jsou tedy usporadané dvojice
[31;b1]/ [31;bz]/ [az;bl], [az;bz], [ag;bl], [a3;b2]. Pro dobrou predstavu je nize cely stav

zakreslen (8ipky naznaduji, Zze zaleZi na potadi prvk( uvnitf uspofadanych dvojic):

mnozina A mnozina B

Kdyby se po nas v zadani pozadovalo, abychom vyjmenovali kompletni mnozinu vSech
uspofadanych dvojic (nikoliv jen v poradi [a;b]), museli bychom pfidat jesté dvojice

[o;a], [b:a,], [b:as], [by:a], [byia,], [b,a,).



1.2 Pojem ,funkce" a jeho vyznam

V minulé podkapitole jsme si vymezili pojem mnozina uspofadanych dvojic.
Nyni si na tomto zdkladé vysvétlime pravy vyznam pojmu ,funkce", Ci presnéji FeCeno
pojmu ,funkce jedné realné proménné".

Zakresleme si dvé mnoziny, z nichZz jedna se bude jmenovat D (neboli defini¢ni
obor) a druhd se bude jmenovat H (neboli obor hodnot). Mnozina D bude obsahovat
prvky X a mnozina H bude obsahovat prvky Vy:

mnozina D mnozina H
x1 yl
x2 y2
x3

Urcit mnozinu vSech usporadanych dvojic [X; y] je prosté. Pro Uplnost si ji tedy
vypisme: [ vil, [y Doivils Desyals [svals i)

Predstavme si vSak nyni, ze si pfed vypsanim mnoziny uspofadanych dvojic [X; y]
zavedeme dilezitou vstupni podminku, a sice ze kazdému X z mnoziny D mize
byt odted’ka pfifazeno jen jedno y z mnoziny H. Jinymi slovy, zatimco v Uplném
seznamu usporadanych dvojic je mozné, aby se jedno X vyskytovalo ve vice dvoijicich,
pokazdé s jinym Y, tentokrat to mozné nebude. Obrazné mizeme fici, Ze v okamziku,
kdy néjakému X prifadime néjaké y, povazujeme toto X jiz za ,uspokojené" a dalsi Yy
mu jiZz v jiné dvojici pfifazovat nebudeme. To vSak nebude platit opacné - i nadale bude
mozné, aby nékolika rGznym X bylo pfifazeno jedno a totéz y. Rad&ji si nékolik
takovych moznosti vypiSme: Pokud vytvofime usporadanou dvojici [Xl; yl], pak jiz
nebude mozné, abychom vytvofili usporadanou dvojici [Xl;yz], nebot podle vstupni
podminky smi byt jednomu X pfifazeno pouze jedno Y. Bude ovSem bez problému
mozné, abychom vytvofili dvojici [X1; yl] a zaroven také dvojici [X2; yl], nebot nikde neni
zakazano, aby totéz y bylo pfifazeno vice X.

Pokud se Ctenafi zda toto vysvétleni stale slozité, mohu nabidnout jisté prirovnani
a budu pfitom predpokladat, ze ctenadr omluvi jeho ponékud sociologicky charakter.
Predstavme si islamskou kulturu. Pokud budeme povazovat zeny za prvky X a muze za
prvky Y, pak ke kazdému X miZe byt pfifazeno nejvyse jedno Yy, nebot kazda Zena smi
byt provdana pouze za jednoho muZe. Jednomu Yy v$ak muZe byt pfifazeno vice X,
nebot jeden muz mdzZe vstoupit do manzelského svazku s vice Zenami.

Pokud je ndm vyse uvedeny vztah prvk{ nyni jiz jasny, mdZeme na tomto misté
prohldsit, Ze mnozina usporadanych dvojic |[xUD;ylJH|, pro které plati, ze
jednomu X muaze byt pFifazeno jen jedno Yy, se nazyva funkce jedné realné
proménné X. Priddme-li nase Usmévné prirovnani, pak mizeme fict, e mnozina véech
manzelskych dvojic zena-muz, kde Zena je prislusnici islamské kultury (defini¢ni obor) a
muz je zenaty s takovou Zenou (obor hodnot), jsou funkci, nebot plati, ze kazdé zené smi
byt pfifazen jen jeden muz, zatimco rozhodné neni na zavadu, kdyz jednomu muzi nalezi
vice zen.

Definice: Funkce jedné redlné proménné X je mnozina vSech usporadanych dvojic [X; y]
takovych, Ze ke kazdému X z defini¢niho oboru existuje pravé jedno Yy z oboru hodnot.
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Protoze se v nasi oblasti matematiky pocitd s predpokladem, ze prvky mnoziny D
i mnoziny H jsou dcisla, je vlastné zbyte¢né, abychom si je zakreslovali do ovalnych
Vennovych diagrami, nebot mnohem prehlednéjéi je znazorfiovat je na &iselné osy
(&iselnd osa je vlastné tradi¢ni zplsob znazorfiovani mnoziny &isel). Proto na jednu osu -
ze zvyku na osu x - znazormujeme mnozinu D neboli defini¢ni obor, a na druhou osu - ze
zvyku na osu y - znazorfiujeme mnozinu H neboli obor hodnot. Pro dobrou prehlednost
tyto osy zakreslujeme tak, ze spolu sviraji pravy Uhel — osa x se znazorfiuje horizontalou
a osa y vertikalou. Pokud nékam do roviny téchto os zakreslime bod, jehoz x-ova
soufadnice bude prvkem mnoziny D a y-ova souradnice prvkem mnoziny H, je tento
bod vlastné znazornénim konkrétni usporadané dvojice X a Yy, neboli je
znazornénym prvkem funkce. A protoze funkce je (jak jiz vime) mnozinou vsSech
usporadanych dvojic X a Yy a bod je prvkem této mnozZiny, zndzornime celou mnozinu

usporadanych dvojic neboli danou funkci mnozinou bodi, kterou nazyvame graf
funkce. Pravouhla soustava os x a y, kterd nam k zakreslovani grafu poslouzi, se nazyva
kartézska soustava soufradnic?:

0 1 2 3 4 5

Kfivka f ve vyse nadrtnuté kartézské soustavé soufadnic je grafem funkce, nebot
kazdému X je pfifazeno pravé jedno Y. SkuteCnost, Ze jedno Yy (napr. Cislo 2) je
pfitazeno dvéma rdznym X (&sldm 2 a 5), neni na zavadu. Oproti tomu kfivka
v kartézské soustavé soufadnic nadrtnutd nize grafem funkce neni, nebot jednomu X je
pfifazeno vice y (napfiklad Cislu X =3 odpovida jednak Cislo y =2, jednak y=-2).

y

-5 -4 -3 -2 -10

2 Kartézska soustava soufadnic je pojmenovana podle francouzského matematika a filosofa, ktery se jmenoval
René Descartes (1596-1650). Byl vSestranné nadanym védcem, ktery svou praci pfinesl fadu objev{
v kosmologii, mechanice a fyziologii. Na jeho racionalismus pfimo navazalo osvicenstvi. V matematice zaved|
pojem proménné veli¢iny, funkce, zminénou soustavu soufadnic a zaloZil analytickou geometrii.

11



Zavérem by mohlo byt uzite¢né naucit se jesté jeden pojem, a sice ,zobrazeni®.
Rikdme, Ze body na ose y, které jsou prvkem oboru hodnot dané funkce, jsou
zobrazenim bod( na ose x, které jsou prvky defini¢niho oboru dané funkce. Jinymi
slovy, u funkce f(X)=3x fikdme, Ze bod 4 na ose x se zobrazi jako bod 12 na ose y.

Jesté jedna obména: Cislo 12 je obrazem Ccisla 4 ve funkci f(X) = 3x.

Shrnuti: Funkce je mnozinou usporadanych dvojic X a Yy, kde kazdému X, které je
prvkem definiéniho oboru, je pfifazeno pravé jedno Yy, které je prvkem oboru

hodnot. Funkce se nejcastéji zapisuje matematickou formuli a znazorfiuje se grafem
do kartézské soustavy souradnic. Kazdy bod nalezici do grafu funkce predstavuje
jednu usporadanou dvojici X a Y. Dosadime-li za X konkrétni Cislo, Ciselnd hodnota

celého vyrazu po tomto dosazeni je hodnotou Y ; fikdme, ze funkéni hodnota dané
funkce v konkrétnim bodé X je Y. Rovnéz rikame, Zze bod Yy je obrazem bodu X.
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1.3 Definic¢ni obor funkce a obor hodnot funkce

V predchozi kapitole jsem se zminil, Zze funkce je mnoZzinou uspofadanych dvojic
[X; y], kdy ke kazdému X prifazujeme pravé jedno Yy, pficemz X jsou prvky
defini¢niho oboru a Yy jsou prvky oboru hodnot. Z toho tedy vyplyva, ze abychom

definovali urcitou konkrétni funkci, musime definovat vSechna jeji X a vSechna jim
prifazena Y. Exaktné receno, k uplnému definovani konkrétni funkce musime urcit jeji:

1)

2)
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definiéni obor D, coZ je mnoZina prvkd X. Jde tedy o mnozinu vsech
X, jimZ budou danym vztahem pfifazena odpovidajici y. Tato mnozina
se stanovuje konkrétnim vyétem jejich prvkd & intervall z prvkl
tvorenych. MGzeme naptiklad uvést, ze D = R—{3}, tedy ze definicni

obor obsahuje vSechna redlna cisla vyjma cisla 3.
v oo V. o . v v s Vv.v
obor hodnot H, coz je mnozina prvku Yy, z nichz kazdé bude prirazeno

nékterému prvku X. Jde tedy o mnoZinu vSech Y, kterd budou urcitym
danym vztahem pfifazena odpovidajici y. Na rozdil od definiéniho
oboru vSak nemtize byt obor hodnot dan pouhym vycétem jeho
prvka €i intervald z prvké sloZzenych, nebot z takového vypisu by
nebylo jasné, kterému X je prirazeno které y. Kdybychom napfr.
napsali, ze D :{1;2} (neboli Ze defini¢ni obor obsahuje dva prvky - Cislo
ladislo2)aze H ={4;5} (neboli ze obor hodnot je tvoren dvéma prvky
- ¢&islem 4 a d&islem 5), nebylo by z tohoto zapisl zfejmé, zda dand
funkce je mnozinou uspofadanych dvojic [];4] a [2;5], ¢i zda je
mnozinou usporadanych dvojic [1;5] a [2;4]. Funkce by tak vlastné
nebyla definovana Uplné. Proto je nutno definovat obor hodnot H tim, ze
ur¢cime matematicky vztah, podle néhoz je kazdému prvku X pfifazen
prvek Y. Tento vztah je zvykem zapisovat predevSim matematickym
2

vzoreckem. Pokud napfiklad zapiSeme: y= , pak jde o zapis

takové funkce, kde kazdému X z defini¢niho oboru je pfifazeno pravé
jedno y z oboru hodnot, které se rovna rozdilu druhé mocniny daného

X a Cisla 9, podélenému rozdilem daného X a Cisla 3. Zapisem ve formé
matematického vzorecku je obor hodnot dokonale vymezen a zaroven je
mozno ke kazdému X ihned prifadit jemu odpovidajici y, a to
vypoctem daného vzorecku. Tim vlastné vymezime danou usporadanou
dvojici. Na tomto vysvétleni je jiz také vidét, pro¢ musi platit
podminka, Ze jednomu X nemtize byt pfifazeno vice nez jedno
y: nikdy se totiz nemiize stat, Zze pri dosazeni jakéhokoliv Cisla
za X nam po vypoctu vyjde vice hodnot nez jedna.



DlleZité je, e zapis vzore¢kem miZeme provést dvojim zplsobem. Kazdy
v o ] v Vs r v r O v 7
z téchto zpusobu predvedu na prikladu vyse uvedené funkce. Muzeme psat budto:

x? -9
x-3 '
nebo:
x? -9
f(x) = )
) X=3

Vyraz f(X) pouzity ve druhém z vy$e uvedenych zplsob( v tomto pfipadé &teme jako
»funkéni hodnota pro Cislo X". Jednotliva y (neboli prvky oboru hodnot) jsou totiz
takzvanymi funkénimi hodnotami funkce f pro dana Xx. Oba zapisy si dobre
zapamatujte.

UkaZzme si nyni standardni zplsob uceleného zapisu definované funkce tak, aby
byly nalezité definovany obé nutné slozky — defini¢ni obor i obor hodnot. Forma zapisu
aplikovana na prikladu vyse uvedené funkce je:

x> -9

y= |x0{12}

Svisla ¢arka | mezi matematickym vztahem f(X)= a vymezenim defini¢niho

oboru XD{lZ} se obvykle ¢te jako ,kde" nebo ,pro®.? Vyraz za ni vymezuje specifickou

podminku pro vyraz uvedeny pred ni.
Zapis nasi funkce bude samoziejmé zcela v poradku, i pokud misto y napiseme f(X),

tedy:

x> -9

f(x) = |x0{1.2}

3 Odborné&, zvlasté je-li pouzita ve vypoletni technice a v programovani, se svisld &arka nazyva ,roura" i
Jtrubka“, anglicky “pipe”. Nesmirné cenného uplatnéni se ji dostava napfiklad pfi praci s operacnimi systémy
typu UNIX.
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POZOR! Velmi ¢astou chybou byvd mylnd domnénka, Ze funkce mdZe byt zadana,
aniz by byl zaroven zadan jeji defini¢ni obor, pficemz stanoveni definicniho oboru zadané
funkce je ukolem pro samotného resSitele Ulohy. Jinymi slovy, mnozi si mylné predstavuiji,
7e mlZe byt zaddn pouze matematicky vztah mezi y a X konkrétni funkce, pFi¢emz

defini¢ni obor vyplyva z povahy daného vztahu. Tato pfedstava je ovSem nespravna! Jak
je jiz vysSe uvedeno, ma-li byt dana konkrétni funkce, musi byt jednoznac¢né dan
i jeji definicni obor. Defini¢ni obor se nehleda, definicni obor musi byt vymezen
jiz v samotném zadani konkrétni funkce. Predmétem Ulohy nem(ze byt hledani
defini¢niho oboru, nybrZz nanejvys hledani nejvétsi podmnoziny realnych cisel, na
které lze definovat funkci zadanou vzoreckem. Jak priklad uvedu funkci

2
f(x) ==
x—3
3, nebot dosazenim trojky za X by vznikla ve jmenovateli nula, coZ je nepFipustné. Proto
mZeme fici, e nejvétsi podmnozinou realnych &isel, na niz Ize definovat funkci
zadanou vzoreckem, jsou vsechna redlna Cisla vyjma cisla 3. Tato podmnozina vsak
v zadném pripadé nemusi byt shodna s definicnim oborem; v nasi funkci je kupfikladu
dano, ze defini¢ni obor obsahuje pouze dva prvky - Cislo 1 a Cislo 2.

Uvedme si jiny priklad. Je dana funkce:

. Z daného zapisu této funkce vyplyva, Ze funkci nelze definovat pro cislo

f(9 = 1x0(m0)

V tomto pripadé je defini¢ni obor roven uzavienému intervalu od 71 do o. Pro ostatni
¢isla mimo tento interval funkce definovana neni, ackoliv nejvétsi podmnozinou redlnych

1
&isel, na které Ize definovat funkci zadanou vzoretkem f(x)==, je R-{0} neboli
X

vSechna realna Cisla kromé nuly.

Zavérem jesté jedna pozndmka. Zplsob, jak u konkrétni funkce definovat vztah
mezi prvky X a Yy, se neomezuje jen na zadani matematickym vzoreckem. Kromé zapisu

vzoreckem pripada v Uvahu i nékolik alternativnich metod:

1) Vyétem prvk - tedy jednodusSe vypiSeme seznam vSech usporadanych dvojic,
které dana funkce obsahuje. Tato metoda vSak nemusi vzdy byt (a vétSinou neni)
mozna, nebot definiéni obor funkce obsahuje ¢asto nekoneéné mnoZstvi prvkl a
tudiz i funkce je mnozinou nekonec¢ného mnozstvi usporadanych dvojic.

2) Verbalnim popisem vztahli mezi prvky X a y - tedy prosté slovy popiSeme,

v jakém vzajemném vztahu jsou prvky defini¢éniho oboru D a oboru hodnot H.
MOZeme napf. popsat funkci vétou: Kazdému X z oboru redlnych ¢isel
prifazujeme jedno Y, které je rovno jeho dvojnasobku.

3) Znazornénim funkce do kartézské soustavy soufadnic - funkci znazornime
do grafu tak, aby z néj bylo zfejmé, jaké ma dana funkce vlastnosti.
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1.4 Néekteré zakladni typy a vlastnosti funkci

Ucelem této podkapitoly je zopakovat ¢ vysvétlit nékteré dllezité pojmy,
charakterizujici typy a vlastnosti funkci. Nyni se budeme soustfedit prevazné na takové
pojmy, které budou potfebné pro dobré pochopeni latky vyloZzené v dalSich kapitolach
téchto skript. Jako hlavni nastroj vysvétlovani jednotlivych pojmi bude pouZito grafické
znazornéni, nebot umozfiuje snadnou pfedstavu o podstaté dané problematiky.

Funkce liché a sudé

Lichost a sudost jsou vlastnosti vzdy posuzované u funkce jako celku.

Funkce je licha tehdy, kdyz pro kazdé X z defini¢niho oboru plati, ze funkcni
hodnota opacného X je rovna opacné funkcéni hodnoté pro X. Jinymi slovy, funkéni
hodnotou liché funkce pro X vynasobené minus jedni¢ckou odpovida funkcéni hodnoté pro
X vynasobena minus jednickou. Snadno srozumitelny je obecny matematicky zapis
podminky platné pro lichou funkci: f(—=x) =—1f(X). Graf liché funkce je soumérny podle
pocatku (pro lepsi pfesnost jsem predkladam graf vytvoreny kapesni matematickou
laboratori TI-89).

Graf liché funkce. V tomto piipadé jde o funkci f(X)=Xx°.

HMAIN EAD AUTO FUMC

Funkce je suda tehdy, kdyz pro kazdé X z definicniho oboru plati, ze funkéni
hodnota opac¢ného X je rovna funkéni hodnoté pro X. Jinymi slovy, funkéni hodnotou
sudé funkce pro X vynasobené minus jednickou odpovida funkéni hodnoté pro X.
Snadno srozumitelny je obecny matematicky zapis podminky platné pro sudou funkci:
f(=x) = f(X) . Graf sudé funkce je soumérny podle osy vy.

Graf sudé funkce. V tomto pripadé jde o funkci f(x) =x* +1.

HMAIN EAD AUTO FUMC

Sudé ¢i liché mohou byt jsou jen nékteré funkce; mnohé funkce samoziejmé
nejsou ani liché, ani sudé.
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Funkce afinni

Afinni funkce jedné redlné proménné je takova funkce, jejimz grafem je primka.
Ma obecny tvar f(X) =ax+b, kde a a b jsou realna cisla. (V nasledujici kapitole se

dozvime, ze koeficient a se nazyva smérnice a vyjadruje naklonéni této primky.)

Funkce linearni

Linearni funkce je takovym specidlnim pripadem afinni funkce, ktera v kartézské
soustavé soufadnic prochazi pocatkem (neboli bodem [0;0]). Ma& obecny tvar f(X) =ax,

kde a je realné Cislo. (Samoziejmé&, ze i zde se koeficient a nazyva smérnice a
vyjadfuje naklonéni této primky.)

Funkce rostouci a klesajici

Zda je funkce rostouci nebo zda je funkce klesajici se posuzuje vzdy na
konkrétni podmnoziné definicniho oboru, neboli na mnoziné Cisel X, az X,. Rikame

také, ze dana funkce je rostouci ¢i klesajici v urcitém intervalu.

Vyznam pojmu ,rostouci* & ,klesajici* si vétdina studentl dovede predstavit i bez
matematické definice. Radéji se vSak presto naucte vysvétlit tyto pojmy matematicky
korektni formulaci.

Funkce je rostouci na mnoziné M pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva prvky X, a X,
z mnoziny M plati, ze je-li X, <X,, pak f(x) < f(x,).

Funkce je klesajici na mnoziné M praveé tehdy, kdyz pro kazdé dva prvky X, a X,
z mnoziny M plati, Ze je-li X, <X,, pak f(x)> f(x,).

Graf funkce f(X)=cosk). Na mnoziné M :<O;7T> je tato

Fi Fx FY :._EE
”\ /\ funkce klesajici, na mnoziné M :<7T,27'r> je rostouci.
o n Zn

MAIN KAD AUTO FUNC

Funkce konvexni a konkavni

Zda je funkce konvexni Ci konkavni se obvykle posuzuje na podmnoziné
defini¢niho oboru, ktera odpovida konkrétnimu intervalu.

Tyto vlastnosti opét nejsnaze pochopime z grafu. Konvexni je funkce v tom
intervalu, kde je jeji kfivka tvaru [0 (jakoby ,promacknutd dol("), konkavni je v tom
intervalu, kde je jeji kfivka tvaru n (,vyboulena nahoru"“). Body, v nichz dochazi ke
zvratu prub&hu konkavniho v konvexni & naopak, se nazyvaji inflexni body. Tyto
vlastnosti maji pochopitelné jen nékteré funkce.

Graf funkce f(X)=sin(x). V intervalu <O;IT> je tato funkce

’5/ konkavni, v intervalu <7T,27T> je konvexni. Body x=0, x=n
2

\/ a X =27 se nazyvaji inflexni body.

HMAIN EAD AUTO FUMC
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Spojitost funkce

Pojem spojitosti funkce je nesmirné dilezity, nebot v daldim vykladu uvnitf té&chto
skript bude pouzit k vyjasnéni velmi zavazné latky.
Spojitost funkce je vlastnost, kterou budeme posuzovat v konkrétnim bodé

o souradnici X,. Podivejme se na niZze zobrazeny graf:

Dejme tomu Ze budeme chtit popsat spojitost vyse nacrtnuté funkci v bodé
X, =3. VySe zobrazena funkce f je definovdna v bodé X, i v bodech v jeho okoli.

Funké&ni hodnotou pro X, =3 je &islo 6, takze jednim z prvk{ funkce je uspofadand
dvojice [3,6]. Tato usporadana dvojice je v grafu zobrazena bodem oznaéenym A. Z
grafu je patrné, e bod A[36] nalezi do prib&hu funkce zcela ,plynule®, aniz by se
z celého grafu funkce néjak vyjimal. Jinymi slovy, kfivka, kterd je grafem funkce f , neni
v bodé A nijak pferuSena ani ,pfetrzena“, jeji prib&h je hladky a beze zmén. Proto
fikdme, Ze funkce f je v bodé X, spojita. Radéji pouziji jeSté jednoho pfirovnani:
Kdybychom znazornili kfivku funkce f pomoci provazku, ktery bychom jednou rukou
uchopili v levém okoli bodu o soufadnici X, a druhou rukou v pravém okoli bodu o
soufadnici X, a za provéazek jsme z obou stran zatahli tak, aby se jemné& napnul, zdstal

by povazek cely (nerozdélil by se na dva kousky). Pokud tedy provazek neni v bodé A
pretrzeny, je v tomto bodé spojity.
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Abychom si ukazali také nékteré nespojité funkce, pohlédnéme na nasledujici

grafy:
y
8 f &« Tato funkce je definovana pro
vSechna redlna cisla s vyjimkou cisla 3.
7 Jinymi slovy, pro cislo 3 tato funkce
nema funkcni hodnotu. Proto v jejim
6 grafu chybi bod, ktery ma na ose Xx
souradnici 3. Chybéjici bod v grafech
5 - funkci  je zvykem znazorfovat
prazdnym krouzkem tak, jak je vidét
4 na tomto obrazku.
Rikame, Ze v bodé xo0=3 dana funkce
3 1 neni spojita.
2 4
1 J
0 | | | | X
4 5 6 7
y
8 1 f & Tato funkce je jiz na prvni pohled
~pretrzena" v bodé o x-ové soufadnici
7 A 3. Rikdme, Ze v bodé x0=3 dana funkce
neni spojita.
6 A
i
[}
5 - |
[}
[}
[}
4 1 |
[}
|
3 |
[}
[}
2 \\/:
[}
[}
1 |
[}
|
0 L I X
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2. SMERNICE PRIMKY

2.1 Vyznam pojmu ,smérnice primky"

Kdyz jsem doucoval na konci prvniho ro¢niku ESF své kolegy z rocniku
matematiku, vyslo najevo, Ze relativn& mnoho studentd nemélo o vyznamu pojmu
~Smérnice" konkrétni predstavu. Kdyz jsem se jich zeptal, co si pod pojmem , smérnice"
predstavuji, mnozi mi odpovédéli, ze ,asi n&jakou primku®, ,né&jaky vektor" ¢i dokonce
»Né&jakou Sipku“. Rozhodné nechci ¢tenafe téchto skript podceriovat, avSak pocitujete-li
nahodou pochybnost o vyznamu tohoto pojmu, pak ji po precteni této kapitoly jiz snad
citit nebudete.

Uvodem bych ¢&tenare rad ujistil, Ze smérnice neni ani pfimka, ani vektor, ani
Sipka.

Smérnice je cislo.

K pochopeni toho, jaké ¢islo a co toto Cislo vyjadfuje, ndm poslouzi pravé tato
kapitola.

Podivame-li se na jakoukoliv pfimku v kartézské soustavé souradnic, prvni jeji
vlastnost, které si pravdépodobné vzdy vsimneme, je jeji naklonéni, tedy vlastnost,
kterd souvisi s jeji strmosti. Pokusme se nyni zamyslet nad tim, jakymi nastroji
muiiZzeme naklonéni pfimky vyjadFit.

Zakladnim nastrojem, ktery je jisté kazdému z nds jiz od zakladni skoly znam, je
uhel. Na nasledujicim obrazku je pro ilustraci zobrazena pfimka f, kterd je grafem

. . v . ;. n . o
jednoduche funkce y = X a jejiz naklonéni je dano pomoci ahlu a :Z neboli a =45°,

Uhel Ize samozfejmé méFit thlomérem:
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Mozna nas na prvni pohled napadne, ze rovnost mezi prvky defini¢niho oboru na
ose X a prvky oboru hodnot na ose y u této konkrétni funkce je vystizena pravé
odpovidajicim uUhlem 45°. Mohlo by vsak byt rizikové neuvédomit si, jak zkreslené
vysledky by mohla zpUsobit skutecnost, e bychom definovali naklon&ni pfimky vzdy
pouze pomoci Uhlu. Ne vzdy nam totiz musi vyhovovat takové znazornéni grafu, kdy jsou
osy x a y kalibrovany shodné. Nasledujici graf znazoriuje pohled na tutéz funkci, avsak
za predpokladu, Ze osy x a y jsou kalibrovany rozdilné:

TR R N R |
Q

FNwWAUON®OOST
1

Jak je na vySe nacrtnutych obrazcich vidét, nemusi byt pFi pocitani s funkcemi
Uhel sdm o sobé& vzdy vhodnym faktorem matematickych vztahl: funkce je totiz v obou
vySe uvedenych pfipadech stejna, Uhel o je vsak diky rozdilnému kalibrovani os x a y
v kazdém z pfipadl rlzny. Ujasnéme si nyni, ze vlastnost, ktera je popisovana
ahlem, se nazyva sklon. Sklon sdm o sobé nemusi byt matematicky jednoznacnou
veli¢inou, nebot vystihuje pouze vizualni aspekt naklonéni. Jinymi slovy, pouzivani Ghlu
pFi praci s funkcemi vyzaduje navic vzdy zohlednit kalibraci os x a y.

Abychom mohli s funkcemi pocitat snadnéji, tedy bez zohledfiovani kalibrace os,
existuje v matematice jesté jeden pohodiny nastroj k vyjadifovani naklonéni primky.
Tento nastroj se nazyva smérnice primky. Zndzornéme si vyznam pojmu smeérnice
primky f v kartézské soustavé soufadnic nize uvedenym grafem. Pfimku f, jejiz

obecnou smérnici si budeme nyni odvozovat, povazujme za graf néjaké afinni funkce:

y = f(x)

yo = f(x0)
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Zvolme si na ose x konkrétni bod X,, napf. 5. Dale si kdekoliv na ose x zvolme libovolny
bod x, ktery bude v tomto pfipadé pro snadnéjsi ilustraci od bodu [0;0] vzdalenéjsi nez
bod X, . JelikoZ pfimka f je grafem funkce, zobrazi se bod X, na ose y do bodu Y,. Ze
stejného dlvodu se také bod X zobrazi na ose y jako bod Y. Jelikoz body na ose y
pFedstavuji funkéni hodnoty bodd leZicich na ose x, miZeme si body y a Y, oznadit také
jako f(x)a f(X,). Rozdil hodnot y—Yy, neboli rozdil f(x)— f(X,) ozna¢me jako Ay a
rozdil X—X, oznacme jako AX. Kdyz si nyni graf pozorné prohlédneme, jisté nebudeme
pochybovat o tom, Zze vzajemny pomér Ay a AX je schopen vyjadfit naklonéni
pFimky f . Této skutec¢nosti analytickd geometrie vyuzivd a zavadi pojem smérnice

Ay

primky, coz je Cislo, které se rovna podilu A_ Je-li naklonéni pfimky popsano smérnici,
X

nazyva se smeér*.

Ay

- f(x)— f{x
Smérnice pfimky f = & neboli u, coz lze rovnéz zapsat jako —( ) ( 0) .
X

X=X, X=X,

Posledni formu zapisu berme jako prednostni. Pozdé&ji se ndm to vyplati, nebot az si
budeme odvozovat, co je derivace funkce, bude tento zapis nejsnaze pouzitelny.

Zamyslime-li se nyni nad vzdjemnou souvislosti Uhlu a a smérnici pfimky f za
predpokladu, Ze osy x a y budou shodné kalibrovany, jisté nebude tézké ji odhalit.
Ze stfedoskolské nauky o zakladnich goniometrickych funkci v pravouhlém trojuhelniku
vime, ze podil odvésny Uhlu a protilehlé (v nasem pripadé Ay) ku odvésné Uhlu a
prilehlé (v nasem pripadé AX) je definovan jako tangens orientovaného uhlu o.
Tedy:

. Ay
smérnice prepony = Ax = tan@)
X

Pozor! Zdiraznéme jesté jednou, ze tento vztah plati pouze tehdy, kdyZ jsou osy
x a y kalibrovany shodné!

Nyni si tedy znovu zopakujme zavér a neopomenme se jej naucit a zaroven mu
dokonale rozumét tak, abychom jej byli schopni kdykoliv v budoucnosti vysvétlit:

F(x)- f(x)

X=X,

smérnice pFimky v kartézské soustavé souradnic =

4 Vyznam pojmu ,smé&r" v analytické geometrii nemusi byt vzdy kazdému ihned zcela zfejmy, nékomu miZe
dokonce ze zacatku pripadat matouci. V bézném Zivoté jsme totiz zvykli pouzivat pojem ,smér" spiSe pro
dynamické jevy jako je pohyb, kdy jde vlastné o to, kterou stranou zacneme a kterou skoncime. Hovofime
naptiklad o sméru zprava doleva ¢& shora dol. V analytické geometrii m& pojem ,smér" vyznam ponékud
odliSny - znamena totiz naklonéni vyjadfené pomoci smérnice.
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V tomto kontextu se zminim jesté o jednom duleZitém postfehu o smérnici
primky. Vime, ze pfimka je grafem afinni funkce. ZapiSeme-li takovou afinni funkci f
matematickym vyrazem, pak smérnice pfimky, ktera je grafem této funkce, bude vzdy
ztélesnéna koeficientem pred proménnou X. Ukazme si to nazorné. Velmi jednoduchou
afinni (a dokonce linearni) funkci je napf. funkce f(X)=3X, coz miZeme samoziejmé

zapsat také jako y=3X. A pravé tato trojka stojici pfed proménnou X je smérnici
pfimky, kterd je grafem této funkce. Je tomu tak proto, ze funkce Yy =3X vlastné fika, ze
y bude vzdy trojndsobkem cCisla X. Z toho vSak samoziejmé také logicky vyplyva, Ze

. . y . . A
Ay bude vzdy trojnasobkem AX. A protoZze smérnice se rovna podilu A_y' bude rovna 3.
X

To samoziejmé plati i pro ty afinni funkce, které obsahuji navic néjaky absolutni clen,
napf. ve funkci f(X) =2x+6 je smérnici Cislo 2.

Shrnuti:

1) Naklonéni pfimky vyjadrené dhlem se nazyva sklon. Sklon vystihuje pouze
vizudlni aspekt naklonéni.
2) Naklonéni pfimky vyjadrené smérnici se nazyva smér.

Ay

- fix)— f(x
3) Smeérnice je &islo, které je dano pomérem g neboli 2 Y0 , Cili ()= )
X

Cili .
X=X, X=X,
4) V matematickém zapisu afinni funkce odpovidd smérnice koeficientu pred
proménnou X.

23



2.2 Sklon primek ve vztahu ke smérnici

V této podkapitole si do kartézské soustavy soufadnic znazornime pfimky ve
vSech typickych sklonech a popiSeme si zakladni vlastnosti jejich smérnic. Abychom si
jednotlivé pfipady ukazali co nejnazornéji, budeme postupovat systematicky tak, Ze do
grafu nacrtneme pfimku p a poté ji v kazdém dalsim grafu ,pootoc¢ime" po sméru
hodinovych ruci¢ek oproti grafu predchozimu. Tim ndm vzniknou nasledujici ¢tyri grafy,

které popisuji vSechny zakladni moznosti sklonu pfimky p:

GRAF 1: GRAF 2:
y y
f(x)
f(x)=f(xo0) ' : p
f(xo) i i
0 X 0 'xo x X
GRAF 4.
Y y p
f(xo)
f(x)
0 X 0 X=X0 X

GRAF 1: V tomto zakladnim pfipadé ma pfimka rostouci sklon. Zde plati:
X>X, = AX je kladna,

f(x)> f(x,) = Ay je kladna,
Ay

+
a proto — =— = smernice je kladna.
Ax +
Zavér: Ma-li pfimka rostouci sklon, je jeji smérnice kladna.

GRAF 2: Zde je pfimka vodorovna. Proto plati:
X>X, = AX je kladna,
f(x)= f(x,) = Ay =0,

Ay

0 .
a proto — = — = smeérnice je rovna nule.
Ax +

Zavér: Je-li primka horizontalou, je jeji smérnice rovna nule.
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GRAF 3: V tomto pfipadé ma primka klesajici sklon. Zde plati:
X>X, = AX je kladna,

f(x)> f(x,) = Ay je zaporna,

A . ., ,
a proto 2 = — => smernice je zaporna.
Ax +

Zavér: Ma-li primka klesajici sklon, je jeji smérnice zaporna.

GRAF 4: Zde je pfimka svislou kolmici k ose x. Zde plati:
X=X, = Ax=0,
vztah mezi f(x) a f(X,) neni definovén,

Ay o

a proto — = — = smérnice neexistuje.
Ax O

Zavér: Je-li primka vertikalou, nema smérnici. Jde o tzv. pfimku bez smérnice.

Zavéry uvedené v této podkapitole jsou velmi dlleZité pro vyklad v nasledujicich
kapitolach. Velkou ddleZitost budou mit napfiklad pFi vySetifovani prib&hu funkci.
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3. LIMITA FUNKCE

3.1 Vyznam pojmu ,limita funkce"

Maloktery pojem se pfi vyuce matematiky stava tak casto obéti mylnych
interpretaci, jako pravé pojem ,limita funkce". PFi rozhovorech se svymi kolegy z prvniho
roéniku ESF jsem dospél k neradostnému zavéru, e povazlivd ¢ast studentd si limitu
funkce predstavuje jako cosi ,pfiblizného“, ,nepresného", takrka podobného
zaokrouhlovani. KdyZz jsem se snazil si tento jev zdGvodnit, napadla mé& jedind mozna
pri¢ina: PFi praci s limitami se pouziva slovniho spojeni , X se blizi k..., napf. v konkrétni
podobé , X se blizi k deseti", coz si nasledné mnozi vykladaji jako , X je priblizné deset".
Z této iluze jakéhosi domnélého ,zaokrouhlovani® pak vychazi celd chybna predstava o
vyznamu vyrazu limita funkce. Uvedme proto nyni pfedstavu o limité na pravou miru.

Predné si jednou pro vzdy ujasnéme, ze limita je naprosto presné cislo, nikoliv
néjaka priblizna Ci zaokrouhlenad hodnota. Na nasledujicim grafu ndzorné ukazu, co limita
funkce vyjadfuje.

Nejprve nadrtnéme zajimavou, velmi specifickou funkci f. Nebudeme ji

prepisovat matematickym zapisem, ktery by byl k nasemu uacelu nepotfebny, ale
znazornime si ji pouhym grafem. Budiz predem dano, ze tato funkce bude mit tu
vlastnost, Ze pro jakékoliv X bude jeji funkéni hodnota y tomuto X rovna (tedy

proX=1 bude y=1, pro Xx=2 bude y=2, apod.), ovSem s jednou jedinou
vyjimkou: funkéni hodnota pro X =5 nebude rovna 5, nybrz 6:

y f
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Az si cCtenar vysSe nacrtnutou funkci v klidu prohlédne, rad bych mu polozil
nasledujici soubor otazek. Ackoliv na kazdou z nich ihned také odpovim, doporucuji
Ctenafi, aby to zkusil udélat sam za sebe:

» Jaka je funkéni hodnota f v bodé x =1? Spravna odpovéd: 1

« Jaka je funkéni hodnota f v bodé X =27 Spravna odpovéd: 2

« Jaka je funk¢ni hodnota f v bodé X =37? Spravna odpovéd: 3

» Jaka je funkéni hodnota f v bodé X =47 Spravna odpovéd: 4

« Jaka je funkéni hodnota f v bodé X =57 Spravna odpovéd: 6 — Dllezité!
Nyni se vSak zeptejme jinak:

« Jaka je limita funkce f pro X se blizi k 1? Spravna odpovéd: 1

« Jaka je limita funkce f pro X se blizi k 2? Spravna odpovéd: 2

« Jaka je limita funkce f pro X se blizi k 3? Spravna odpovéd: 3

« Jaka je limita funkce f pro X se blizi k 4? Spravna odpovéd: 4

« Jaka je limita funkce f pro X se blizi k 5? Spravna odpovéd: 5 — POZOR!!!

Na tomto misté je extrémné ddleZité srovnat si predevsim odpovédi na otazku
posledni z kazdé pétice otazek. Funkci jsme navrhli jiz stim predpokladem, ze jeji
funkéni hodnota v bodé 5 nebude 5, nybrz 6. To je také odpovédi na patou otazku
tazajici se na funkcéni hodnotu. Co vSak znamena tvrzeni, ze ackoliv funkcni
hodnota pro Xx=5 je rovna 6, limita této funkce pro X se blizi k 5 je rovna 5?

Odpovéd snad nejlépe pochopime, pokusime-li otazku tykajici se limity polozit
jinymi slovy, nez plné korektnim jazykem matematickych definic. Nize nabizim nékolik
alternativ, jak takovou otazku polozit:

.Bude-li se X na ose x pfiblizovat co nejtésnéji k ¢islu 5 aniz by s nim splynula, ke
kterému cCislu se bude na ose y co nejtésnéji priblizovat jemu odpovidajici Yy, aniz by
s nim splynulo?®

Jiz z této otazky je patrna odpovéd, Ze to nebude d&islo 6, nybrz Cislo 5.

Otazku muzeme formulovat i jinak:

LJestlize za X dosadime takové Cislo nerovné péti, které bude Cislu 5 co nejblizsi,
kterému cCislu bude co nejblizsi Cislo Yy, které bude funkéni hodnotou pro x?"

Nebo:

LJestlize Cislo X bude tésné sousedit s Cislem 5, se kterym cCislem bude tésné
sousedit ¢islo f(x) "

Asi nejlepsi, nejkorektnéjsi a pfitom matematicky jiz v podstaté bezchybna
otazka, kterd mé napada, je nasledujici:

~Kdyby byla funkce v bodé Xx =5 spojita, jaka by byla v tomto bodé jeji
X =5 spojita, neplatila by pravé ona vyjimecna vlastnost, ze pro X=5 je jeji funkéni
hodnota rovna 6. Jeji funkéni hodnota by se rovnala 5.

Z této posledni otazky bych si nyni dovolil nabidnout ¢tenari vytvoreni své vlastni
vysvétleni pojmu limita funkce, které je sice ponékud amatérské, nicméné proti jeho
vyznamu nelze ani z odborného hlediska mnoho namitat:
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Limita funkce f prox se blizi ke konkrétnimu cislu x, je takové cislo,

které by odpovidalo funkéni hodnoté funkce f pro X, tehdy, kdyby funkce f

byla v tomto bodé spojita.®
Jedté by bylo uzite¢né dodat, ze pii vypoctu limity tudiz viastné vibec nezélezi na
tom, zda funkce v bod& X, spojitd je & nikoliv. Z toho plyne, ze dokonce vlastné vibec

nezalezi ani na tom, jakou ma funkce v bodé X, funklni hodnotu, ani na tom, zda je

funkce pro dany bod X, vlbec definovdna & nikoliv. POZOR! Dilezitou vstupni
podminkou pfFi vypoctu limity jakékoliv funkce vsak je, aby tato funkce byla
definovana v bodech v okoli bodu X,, protoze jediné tak je mozné hovorit o ,tésném
sousedstvi" s bodem X, .

Zakonceme tuto kapitolu poucenim o tom, jak se spravné zapisuje vyraz s limitou
funkce. Mezinarodné kodifikovany pfepis slovniho spojeni ,limita funkce f pro X se blizi

k X, se rovna a" je nasledujici:
lim f(x) =a
X=X

N&kterd slovni spojeni se mohou mirné liit, vyslovuji-li je rlzni matematicti
experti. Napf. vyraz:

limf(x)=0

X — 00

mohou néktefi matematici Cist jako ,limita f(X) pro X jdouci k nekonec¢nu."
Je samoziejmé, Ze v zapisu mdze byt funkce uvedena i konkrétné:

X 00

lim arctank) :g

, v . 7l
tedy ,Limita funkce arctank) pro X jdouci k nekonecnu je rovna >

Ucelem této kapitoly bylo prozatim vysvétlit ¢tendfi vyznam pojmu limita funkce
tak, aby byl schopen si predstavit, co limita vyjadfuje a k ¢emu mdZe pfi mnohych
typech vypoctl slouzit. V nasledujici kapitole si ukazeme, jak konkrétné se limita funkce
pocita.

5 Ackoliv je toto vysvétleni zcela pravdivé a velmi dobfe srozumitelné, nelze jej povaZovat za definici. Divod je
ten, ze limita funkce obvykle neni v matematice definovdna pomoci spojitosti, nebot standardni definice funguje
presné opacné: spojitost funkce se definuje pomoci jiz zavedeného pojmu limity. Definice spojitosti funkce zni:
Funkce je v daném bodé& spojita, jestlize jeji limita v daném bodé& je rovna jeji funkéni hodnot&. Divod, pro¢ zde
vysvétluji danou souvislost opacné, je moje osobni zkusSenost, Ze zatimco vyznam pojmu ,funkce spojita
v daném bodé" je vétsiné studentll bez problému jasny, pojmem ,limita funkce v daném bodé&" je ¢asto chapan
se znaénymi obtizemi. Dalsim ddvodem, pro& vysvétluji pojem limita pomoci spojitosti funkce, je fakt, Ze zcela
standardni metoda vypoctu limity je zaloZena pravé na takovém postupu, ze plvodni funkce v daném bodé
nespojitd se algebraickymi upravi na jinou funkci, ktera jiz v daném bodé spojita je, pficemz limita funkce
plvodni se vypoclte jako funkéni hodnota funkce upravené (tento postup ukazu v nasledujici podkapitole
»Zakladni postupy pFi vypoctu limity funkce").
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3.2 Ulel a pouziti vypoctl pomoci limity

Zatim jsme si sice vysvétlili, co limita funkce vyjadfuje. K ¢emu ndm vdak muize
poslouZit? Limita funkce je v matematice nesmirné dlleZity nastroj. V této podkapitole je
nutno seznamit ¢tenare s praktickym uzitim, pro néz byla limita funkce objevena.

Pfi vysvétlovani vyznamu pojmu limita funkce jsme si ukazali, Ze pfi vypoctu
limity funkce pro X — X, vUbec nezéleZi na tom, jaka je funkéni hodnota dané funkce

v bodé X,, ba dokonce nezalezi ani na tom, zda dana funkce v bodé X, vibec né&jakou

funkéni hodnotu ma (neboli zda je pro X, definovana). Ztoho vyplyva velmi

pozoruhodny a nesmirné cenny zavér: Jelikoz pri vypoctu limit funkci nezalezi na
tom, zda je funkce v daném bodé definovana, umozni nam existence limity
vypocitat takové hodnoty, které bychom pouhym dosazenim za X do funkce a
naslednym vypoctenim jeji funkcéni hodnoty nespocitali. Takové situace jsou
v podstaté dvé:

1) Déleni nulou. Pfipad, kdy vypocet funkéni hodnoty dané funkce neni
mozny, protoze dosazenim daného cCisla za X by ve jmenovateli vznikla
nula. ProtoZze nulou nedélime, vypocteme nikoliv funkéni hodnotu dané
funkce pro Cislo X,, nybrz jeji limitu pro X — X,. Jinymi slovy, budeme-
li mit lomenou funkci f(X) s proménnou X ve jmenovateli takovou, ze

po dosazeni urcitého konkrétniho Cisla za X by se jmenovatel rovnal
nule, znamena to, ze funkce neni pro toto konkrétni Cislo definovana.
Pokud ovSem budeme i presto trvat na tom, ze potfebujeme zjistit, jaka
hodnota by po dosazeni X vysSla, kdyby v tomto bodé dana funkce
definovana byla, mame moznost vysledek vypocitat pravé pomoci
limity.

2) Vypocty s nekonec¢nem. V matematice plati, Zze nekonec¢no neni Cislo,
nybrz mnozstvi vét&i nez kterékoliv ¢&islo. V dUsledku toho je
opodstatnéné pravidlo, 7e nekonec¢no se do funkci nedosazuje,
nebot funkéni hodnoty nejsou pro nekoneéno definovany. Z toho
dlvodu v takovych situacich pocditdme pomoci limity, kde X se blizi
k nekonecnu.

Oba pfipady budou rozebrany v nasledujicich dvou podkapitolach.
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3.3 Pouziti vypoctu limity k , déleni nulou®

Jak uZ jsme se vysvétlili, ¢asto se mlZeme setkat se situaci, kdy funkce, s niz
pocitame, neni definovana pro nékteré konkrétni Cislo X, proto, ze dosazenim tohoto

Cisla za X by ve jmenovateli vznikla nula. To znamena, ze takova funkce neni v bodé X,
spojitd, nebot je pravé v bodé o souradnici X, prerusena (,chybi® v ni tento bod). Pokud
presto potfebujeme s takovym dCislem X, pocitat, poskytne nam reSeni pravé limita. Ta

nam vlastné rekne, jakd hodnota by po dosazeni X vysla, kdyby v tomto bodé dana
funkce definovana byla.

PFi odvozeni postupu k vypoctu limity funkce pro takovy pfipad doporucuji pouzit
jiz zminéné vysvétleni limity funkce:

Limita funkce f pro x se blizi ke konkrétnimu cislu X, je takové cislo,

které by odpovidalo funkéni hodnoté funkce f pro X, tehdy, kdyby funkce f
byla v tomto bodé spojita.
Co z uvedeného vysvétleni vyplyva? Pokud dana funkce v bodé X, spojita neni,

vypoteme limitu tim zplsobem, Ze si danou funkci prosté upravime na novou
funkci tak, aby nova funkce v daném bodé X, spojita byla, a poté pro dany bod

vypocteme funkéni hodnotu této nové vzniklé funkce. Demonstrujme si takovy vypocet
na nazorném prikladu. Jako reprezentativni vzor nam poslouzi nasledujici Uloha:

x> -9

Méjme funkci f(X) = 3

Vypoctéte: Iim3 f(X)
X

Jiz na prvni pohled vidime dlvod, pro¢ k tomuto vypoétu pouzivdme jako néstroj limitu a
nikoliv funkéni hodnotu: pokud bychom totiz dosadili za X cislo 3, vznikla by nam ve
jmenovateli nula. Z toho vyplyva, Ze funkce f neni v bodé X =3 definovana. Proto také
v tomto bod& neni spojitd (pravé v tomto jediném bodé& X =3 je jeji prib&h preruden,
nebot &islo 3 neni prvkem jejiho defini¢niho oboru). ProtoZe je vSak definovana pro
vSechna ostatni X, je jisté definovana pro okoli bodu X=3. Proto si tuto funkci
zakladnimi algebraickymi Gpravami pretvorime tak, aby nové vznikla funkce
v bodé 3 definovana byla. Poté postaci do nové vzniklé funkce dosadit cislo 3 a
vypocist jeji funkéni hodnotu v tomto bodé.

2_ —
X" =9 _ (x+3)(x 3):x+
X—3 X—3

3

30



2
v o v , X" =
MZeme tudiZ Fici, ze jsme z plvodni funkce f(X)=

algebraickymi Upravami

vytvofili novou funkci g(x) = x+3, kterd se od plvodni funkce lisi tim, Ze je definovéna
v bodé Xx=3. Pozor! Nesmime nikdy zapomenout, ze funkce f a g si nejsou rovny!

Vyplyva to pravé z definice o shodnosti funkci, ktera rika, ze dvé funkce jsou si rovny
pravé tehdy, kdyz maji stejny defini¢ni obor a jemu odpovidajici stejny obor hodnot.
Nade dvé funkce nejsou shodné pravé proto, Ze maiji riizné defini¢ni obory (a tim vlastné
i obory hodnot).

Nyni ndm jiz zbyvad pouze dosadit do nové vzniklé funkce g za X Cislo 3 a
vysledek bude na svété: 3+3=6

o . x*-9
Proto muZeme zapsat vysledek: IXIrT; —3 =6

Spravny zapis celého vypocetniho postupu by mél vypadat nasledovné:

2— —
|im><_9:|imw:”m x+3=3+3=6
x-3 X—3 X-3 X—3 X-3

Aby si &tenaf mohl rozdil mezi plvodni funkci a funkci modifikovanou predstavit
jesté snaze, pro Uplnost nize predkladam dva grafy vyse uvedenych funkci:

x> -9
X—3

GRAF 1: funkce y =

GRAF 2: funkce y=X+3

1 2 3 4 5 6 7 X

Jelikoz funkce znazornéna grafem 1. neni pro X =3 definovana, je v bodé [3;6]
prerusena (coz je vyznaceno prazdnym ,krouzkem"“). Oproti tomu funkce znazornéna
grafem 2. jiz pro x=3 definovana je, a tudiz i bod [3;6] je v grafu funkce obsazen,
(funkce je v daném bodé spojita).
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Zavérem bude uziteCné ctendrfe upozornit, ze ne vzdy lze vypocet limity
provést jednoduchou algebraickou Gpravou funkce. MiZe se totiz stit, ze zadani
bude obsahovat takovou funkci, kterou béznymi algebraickymi postupy upravit nelze.

. . oy - , vix, s SINX S , o e ww
Zadani muze kuprikladu znit: Vypoctéete Ilng—. K vypoctu takovych limit existuje jeste
X X

jeden ndstroj, ktery se nazyva L’Hospitalovo® (vysl. [lopitalovo]) pravidlo. Jeho pouziti
nebyva slozité, pouzivd se vsak k nému derivace funkce, kterou probereme az
v nasledujici kapitole téchto skript. Proto se k L'Hospitalovu pravidlu vratim az po
probrani derivaci.

Zajimavé je, Ze k vypoctu limity funkce matematika pfili€ mnoho néstroji nema.
Popravdé receno, algebraickymi Upravami a zminénym L'Hospitalovym pravidlem jsou
nastroje k vypoctu limity funkce vlastné vycerpany.

Vztahy mezi limitami

NeZ se pustime do daldich vypoltd s limitami, bude potfeba ujasnit si uréité
jednoduché vztahy, které plati mezi limitami vice funkci:

1) Limita souctu je rovna souctu limit.
im(f+g)=Ilimf +limg
X Xg X = Xg X Xg

2) Limita rozdilu je samozifejmé rovna rozdilu limit.
Im(f-g)=Ilimf-Ilimg
X Xg X Xg X Xg

3) Limita podilu je rovna podilu limit.
f lim f
lim (=) ===
x-% g limg
X=X

4) Limita soucinu je rovna soucinu limit.
lim(f.g)=Iim fllimg
X Xg X Xg X Xq

5) Limita funkce sloZené:
Iim(f (g)) = f(lim g), je-li f definovana pro vSechna redlna Cisla
X Xg X - Xg

2 x> -9

3)

- .. X°=9 -
Priklad: limsin ) =sin(lim
X-3 X—3 X-3 X —

® Guillaume Francois Antoine de L’Hospital (1661-1704), francouzsky matematik. Sestavil prvni u&ebnici
diferencialniho a integralniho poctu.
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3.4 PouZiti limity k vypoétdm s nekonednem

Nejdfive ze vSeho si ujasnéme, jak matematické védy definuji nekonecno.
Nekonecno neni Cislo. Nekonecno je mnozstvi vétsi nez jakékoliv Cislo (protoze
jakékoliv cCislo je konecné). Stejné tak plati analogie, Ze minus nekonecno je
mnozstvi mensi nez jakékoliv cislo (protoze jakékoliv Cislo je konec¢né).

Proto je opodstatnéné dodrzovat pravidlo, ze plus nekonecno ¢i minus
nekonecéno se za X do funkce nedosazuje, nebot dosazovat mizeme jen ¢&islo a
nekonecno Cislo neni. S tim také souvisi fakt, ze zadna funkce neni definovana pro
X =00, jinymi slovy zadna funkce nema v bodé X=o funkcéni hodnotu. Protoze
limita funkce je nastroj, ktery nam umoziuje vypodist, jaka by byla funkéni hodnota,
kdyby pro konkrétni X, definovana byla (priCemz ovSem neni), je limita tim pravym

nastrojem, ktery nam umoziuje s nekonec¢nem pocitat. Budeme tedy pocitat limitu
dané funkce pro X — to, coz bude takové cislo, k némuz se bude pfiblizovat
funkéni hodnota dané funkce, bude-li se X stale vice blizit + o ¢i — .

Na tomto misté je potfeba jesté uvést, ze ani limita pro X — *o neni definovana

u kazdé funkce. Napf. neni definovéna limsin(x) - pokud si ¢tenaf pribéh dané funkce

X — 00
predstavi, zfejmé ihned pochopi proc.
V jinych pripadech je limita pro X — xo0 rovna * o . Jako pfiklad mohu uvést
napr. lim 3X. K vysledku snadnou dospéjeme logickou Uvahou: Protoze nekonecno je

X — 00
mnozstvi vétsi nez jakékoliv Cislo, je i trojnasobek takového mnozstvi vétsi nez jakékoliv
Cislo, je tedy roven o,

Zamérme se tedy nyni na takové funkce, jejichz limita pro X — oo je rovna
konkrétnimu cislu. Takovym typickym prikladem jsou cCasto nékteré lomené funkce,
tedy funkce takové, kdy v citateli i ve jmenovateli je polynom. Vypoctem limity takovych
lomenych funkci pro X — *o0 se nyni budeme zabyvat.

Zcela zasadnim predpokladem, z néhoz se pFi vypoctech limity pro
X — o0 vychazi, je nasledujici poznatek:

.k L s xr
lim— =0, kde K je libovolné realné ¢islo (konstanta).
X — 00 X

Jak jsme k tomuto predpokladu dospéli? Vyjdéme z definice nekonecna: Nekonecno je
mnoZstvi vetsi nez jakékoliv Cislo. Nyni si zvolme jakoukoliv konstantu, tfeba Cislo 7, a
postupné ji délme stale vétsim a vétsim cislem. Cim vétSim cislem ji budeme délit, tim
vice se bude vysledek priblizovat nule. Vydélime-li konstantu Cislem velmi velkym, bude
podil téméF roven nule. Z toho logicky vyplyva, Ze pokud tuto konstantu vydélime
mnozstvim, které je vétsi nez sebevétsi Cislo, bude vysledek roven nule. Z tohoto
predpokladu budeme p¥i vypoctech limity pro X — oo vychazet.
Nyni si napiSme obecny postup, jak takové limity pocitat. Podobné jako v pripadé
,dé&leni nulou® pljde vlastn& jen o vhodné algebraické Upravy.
1) Ze jmenovatele dané lomené funkce zvolime takzvany prevladajici ¢len. Jde o
proménnou X v té nejvétsi mocning, v jaké se ve jmenovateli vyskytuje.
2) Timto prevladajicim ¢lenem podélime jak Citatele, tak i jmenovatele dané funkce.
3) Provedeme takovou algebraickou Upravu, kterd nam umozni dostat co nejvice
zlomkU s konstantou v itateli a X ve jmenovateli, aby se po dosazeni nekoneéna
za X mohly tyto zlomky rovnat nule.
4) Vyraz prevedeme tak, ze limitu zapiSeme jen v takto vzniklych zlomcich
s konstantami v Citateli a X ve jmenovateli. Tim se limita té&chto zlomk( bude
rovnat nule.
5) Ze zbyvajicich prvkd dopocitdme vysledek.
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Jelikoz aplikaci vySe uvedeného obecného postupu si jen tézko predstavime bez
konkrétniho praktického pfikladu, ukazme si nyni feSeni postupnym provadénim téchto
krokd na nasledujici tloze.

5x% +3

Zadani: Vypoctéte lim

x-m 2%% —3x+ 4

Reseni:

1)

2)

3)

4)

5)

Ze jmenovatele dané lomené funkce zvolime prevladajici ¢len. Jelikoz proménna
X se ve jmenovateli vyskytuje nejvyse ve druhé mocniné, bude prevladajici ¢len

X2,

Prevlddajicim ¢lenem Xx? podélime jak Citatele, tak i jmenovatele dané funkce.

5x° +3
2
Dostaneme: Iimzx— =
x-o 2x° —3x+4
X2

Provedeme takovou algebraickou Upravu, ktera ndm umozni dostat co nejvice
zlomk{ s konstantou v ¢itateli a X ve jmenovateli, aby se po dosazeni nekoneéna
za X mohly tyto zlomky rovnat nule (pdjde o jednoduchy rozklad zlomkd). Tim
dostaneme:

5x2 3
D S

2 2
=lim—*—X*— =
e 2xT 3 4

x> x? X2

Zjednodusime vhodnymi algebraickymi Upravami kracenim:
3
5+ —
i X’
=lim——-——=
X 3 4
2-—+—
X X
Vyraz prevedeme tak, Ze limitu zapiSeme jen ve zlomcich s konstantami v Citateli
a X ve jmenovateli. Tim se limita t&chto zlomk{ bude rovnat nule:

+lim—
o SHlime: 540
. 4 2-
2=lim—=+lim— 2-0+0
XﬂOOX Xﬂoox
, ) 5
Vysledek je tedy E
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Pro lepsi predstavu nabizim jesté nasledujici dvé vyresené ulohy:

ULOHA 1:

. v x , 5x+3
Zadani: Vypoctéte lim———
x-0 2X° =3x+4

Reseni:
5x+3 5 3 5,3
_ Bx+3 N XX i X
Ilm > :|| > =Im > :“m =
o2 Bxrd e -Sxrd ne2C B 4 xe, 3.4
52 2 X2 x2 x X
Iim§+limi
X—00 ¥ XaooXZ - 0+0 =O
.3, . 4 -0+0 =
2=lim—=+lim— 2-0+0
x_,ooX X—»OOX
ULOHA 2:
. e 5x° +3
Zadani: Vypoctéte |m ————
B} - 2x° = 3X+4
ResSeni:
5x° +3 5x° N 3 Sy + 3
. 5x° +3 : X2 - X x : X’
lim > =1 5 = lim 5 =lm——=>—=
w2 =Bha e =3x+4 e 2C B 4w, 34
52 2 x2 X2 X x°
. .3
SUim x+lim = |im x+0 lim x
= =7 X —xew =X = |im X = -

2—|im§+|imi2 2-0+0 2  xemw o =
X— =00 ¥ X =00

Viele Ctenafri doporucuji, aby si takovych Uloh ve vilastnim zajmu vypocital co
nejvice! Tato skripta nejsou cvicebnici, nybrz vykladem; proto je potfeba najit si
k takovému Ucelu vhodnou sbirku Uloh. Jesté mnohem lepsi vSak pro ¢tenare bude
trochu experimentovat tim, Ze si bude vymyélet rizné takové Glohy sdm a pozorovat, jak
se budou pfi Feseni chovat.
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3.5 Limita zprava, limita zleva

V predchozich podkapitolach jsme hovofili o limité funkci ve dvou zakladnich
pfipadech, kdy X se blizi k hodnoté, v niz funkce neni definovana:

1) pro X se blizi k plus nekonec¢nu ¢i minus nekonecnu. V tomto pripadé je logické,
ze k +o se X blizi vzdy zleva (smérem doprava), neboli pocitdme limitu pro takovou
situaci, kdy se X bude rovnat stale vétsimu &islu. Ze stejného ddvodu Ze je také logické,
ze k —oo se X blizi vzdy zprava (smérem doleva), neboli pocitdme limitu pro takovou
situaci, kdy se X bude rovnat stale mensimu dCislu. Jelikoz tyto souvislosti jsou zcela
jasné, nebudeme se jimi v této podkapitole jiz dale zabyvat.

r~r

2) pro X se blizi ke konkrétnimu ¢islu X,, pficemz primym dosazenim hodnoty
X, by nam ve jmenovateli vznikla nula (takzvané ,déleni nulou™). V tomto pripadé je

nutno si uv&domit, Ze jsme se dosud vibec nezabyvali tim, zda se X bude k danému X,

blizit zleva nebo zprava, nebot u funkci, jejichz limitu jsme dosud Ffesili, na sméru

nezdlezelo - limita byla stejna, at se X blizilo k X,zleva ¢i zprava. Typicky pfipad jesté
2

jednou ukazuje nasledujici graf funkce y = 3 Je dobfe vidét, ze at se X pfiblizuje
X_

k ¢islu X, =3 z kterékoliv strany, vzdy se jemu odpovidajici y bude bliZit Cislu 6:

Y
8 1 f
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MdZeme se v3ak setkat i s funkcemi, jejichZ limita zprava se limité zleva nerovna,
¢i dokonce s takovymi funkcemi, které maji pouze limity zleva &i pouze limitu zprava.
Nasledujici graf je grafem takové funkce, jejiz limita pro X —» 3 je zleva rovna péti,
zprava vsak Sesti. Matematicky zapis se v takovych pripadech provadi takto:

lim f(x) =5, kde znaminko - znamena zleva

X3

lim f(x) =6, kde znaminko + znamena zprava

X -3+

Y
8 1 f

Mohou nastat i pripady, kdy se limita zprava Ci zleva rovna plus nekonecnu ¢i minus

y . o . 1 v w -

nekonecnu. Velmi vhodnym pfikladem je funkce f(X) == (v tomto pfipadé je vhodnéjsi
X

ilustrace grafem z kapesni matematické laboratore):

Pokud se X bude rovnat velmi malému kladnému c¢islu, bude

. - .1 _
y velmi velké cislo, proto Iln(;l—:oo. Bude-li se naopak X
X-0+ ¥

rovnat velmi malému zapornému Ccislu, bude Yy velmi velké

4 ’ wvr - 1
N T L T zaporné dislo, Iln(;l —=—00,
x-0- X

Velmi ddlezitd je pouzivand terminologie! Rikdme, Zze funkce ma limitu, pouze
kdyz ma limitu zprava i zleva a tyto limity se sobé rovnaji. Pokud ma funkce limitu
pro X — X, jen zleva &i jen zprava, pak fikdme, Ze nema limitu. Pokud ma funkce limitu
zleva i limitu zprava, avsak tyto dvé limity si nejsou rovny, pak také nema limitu.

Nyni, kdyz jsme si vysvétlili, co je limita zprava a limita zleva, ¢tenar se bude
zfejmé zajimat o to, jak limitu zleva i zprava vypocitat. Neni zrovna potésujici fakt, Ze
limita pouze zleva ¢&i pouze zprava se zadnym ,klasickym" vypoétem nezjistuje - kyzeny
vysledek se odvozuje Usudkem. V kazdém pripadé nejdfiv provéfime vypoctem, zda
funkce ma v bodé X, limitu. Teprve pokud ne, je vhodné vzorec dané funkce co nejvice
zjednodusit algebraickymi Upravami, takto vzniklou novou funkci si peclivé prohlédnout a
posoudit jeji vlastnosti. Rovnéz je vhodné dosadit si za X vhodna Cisla (dostatecné blizka

X, z kazdé strany) a vypocist funkéni hodnoty.
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4. DERIVACE FUNKCE

4.1 Vyznam pojmu ,derivace funkce"

V Gvodu této kapitoly bych rad pozadal ctenare, aby na chvilku omluvil méné
akademicky charakter ilustrac¢niho prikladu, kterym tuto kapitolu zahajim.

Predstavme si, Zze cestujeme autem kdesi v horach. Silnice vede chvili do kopce,
chvili z kopce, tu mirnéji a tu zase prikreji, v nékterych okamzicich jedeme dokonce po
rovince. A nahle nam zatelefonuje kamarad a zeptad se nds, jak je nase cesta prikra a
v jakém sméru (vzhru & dold). NejspiSe bychom odpovédéli, ze jak v kterém misté nasi
cesty. Kamarad se nas tedy zeptd, jak je prikra pravé tam, kde zrovna jsme. Budeme-li
mit naladu mu odpovédét, zastavime a zjistime, jak strma je na daném misté podlaha
naseho vozu - zda je vlz vySe predni kapotou, & zadnim zavazadlovym prostorem. Da
se Fici, ze pokud bychom vedli podlahou od vyfuku k predni znacce pfimku, odpovidala by
strmost této pfimky zhruba strmosti silnice v tom konkrétnim misté&, kde praveé stojime.

Pfenesme nyni tento ilustracni pfiklad do podivuhodného svéta analytické
geometrie. VSe, co k tomu budeme potfebovat, je nize uvedeny obrazek:

0 X0 X

Prib&h cesty a tudiz vertikdlni &lenitost silnice jsou v tomto pfipad& zndzornény funkci
f(X). Vidime, Ze ze zacatku mirné stoupd, poté nahle jeji strmost prudce stoupne

smé&rem vzhlru. Na vrcholku se jakoby narovna, poté ma klesajici tendenci a tak dale.
Misto, kde jsme autem zastavili, je v grafu znazornéno jako bod na kfivce o souradnici

X, . Chceme-li zjistit, jak strma je kfivka pravé v bodé o soufadnici X, (nebo radé&ji jaky
ma kfivka v bodé o souradnici X, smeér), nejsnazsim reSenim bude ,prilozit" k této

kfivce v daném bodé& teénu (znazorné&no pfimkou t) a vyjadFit jeji smérnici. MGZzeme tedy
fici, ze smér krivky v konkrétnim bodé lze pfesné vyjadrit smérnici tecny v tomto bodé.
Cislo vyjadFujici smérnici teény k funkci f(X) v bodé o soufadnici x, se nazyva

derivace funkce f vbodé Xx,. Tuto vétu si vryjte do paméti! Je jednim
z nejdlleZit&jsich poznatk( v celém prvnim roéniku ESF pfedmétu matematika.

Shrnuti: Derivace funkce f v bodé X, je Cislo, které odpovida smérnici

tecny k funkci f(X) v bodé o soufadnici X,.
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4.2 Typické ptiklady souvislosti prib&hu funkce a
derivace

Derivace funkce je schopna o pribé&hu funkce mnohé Fici. Nize uvedeny obrazek
¢tyf grafl tuto souvislost ukazuje:

GRAF 1. GRAF 2.
y
0
GRAF 3. GRAF 4.
y y
f
t
| f !
| | t
0 ! 0 !
X0 X X0 X

V bodech, kde mé funkce rostouci prib&h (GRAF 1.), je derivace kladné ¢islo
(neboli smérnice tecny je kladna, protoze sklon tecny je rostouci). Naopak v bodech, kde
je funkce klesajici (GRAF 2.), je derivace Cislo zaporné (neboli smérnice te¢ny je zaporna,
protoZe sklon tecny je klesajici). Obzvlasté vyznamna je také skutecnost, Ze v mistech,
kde ma funkce extrémy (maximum - GRAF 3., minimum - GRAF 4., v grafu pfipominaji
»vrcholky kopce" ¢i naopak ,dna prohlubnit) je derivace rovna nule (neboli smérnice
teCny je rovna nule, protoze tecna je vodorovna, jeji sklon je horizontalni).

Tyto poznatky nam v dalSich kapitolach poslouzi pravé k takzvanému ,vysetiovani
prabé&hu funkci*. Pljde zhruba o to, Ze student dostane zadadnu funkci a jeho Ukolem
bude zjistit, kde ma funkce minimum, kde maximum, v kterych bodech je rostouci,
v kterych klesajici, atd.
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4.3 Vypocet derivace funkce

Jakmile jsme si vysvétlili, co pojem ,derivace funkce" znamend a co derivace
funkce vyjadfuje, je nutno si vysvétlit, jak se derivace funkce vypocte. Otazka tedy
vlastné zni: Jak vypocitam smérnici tecny k funkci f v bodé X,?

Zkusme na to jit troSku Salamounsky a podivat se na to ponékud ,od lesa".
Zacnéme tim, Ze si polozime otdzku: Nevime-li zatim, jak spocitat smérnici tecny,
dovedli bychom alespon vypocitat smérnici se€ny? To jisté ano, kdybychom ovSem
meli druhy bod, v némz sec¢na kfivku nasi funkce protne. A protoze takovy bod nemame
a na druhé strané jej nutné potrebujeme, tak si jeho souradnici na osu x prosté nékam
vyznaéme a nazvéme ho X. Ze zvyku z kapitoly o smérnici primky si jej pro prehlednost

nakresleme tak, aby byl od bodu [0;0] vzdalenéjSi, nez nas bod X,. Secna bude funkci
protinat ve dvou bodech: jednak v bodé o souradnici X,, jednak v bodé o soufadnici X.
Znazornéno je to na nize nacrtnutém grafu:

Kdyz mame ted vSe prehledné znazornéno v grafu, napiSme si rovnhou nam jiz znamy
vzorec, jak smeérnici této seCny vypocitat. JelikoZz body, v nichz sec¢na s protina funkci
f (X) jsou se&né i kfivce dané funkce spole¢né, miZeme bez ostychu napsat:

f(x)- (%)

smérnice se¢ny funkce f(x) =
0
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Nyni se pozorn& podivejme na nize uvedené nacrtky C&tyf grafl a zkusme si
predstavit, ze bod X budeme pomalu pfiblizovat k bodu X,. Co se bude dit se secnou?

Jak obrazky nazorné ukazuji, seCna se bude jakoby pootacet po sméru hodinovych
rucicek tak, Zze se svym smérem zacne ¢im dal tim vice ,podobat" tecné. A jak ukazuje

posledni ze &tvefice grafl, v okamZiku, kdy bod X splyne s bodem X, se z této sedny

stane te¢na k funkci f v bod& X,. Proto si miZeme Fici, 2e misto abychom hledali

zptlisob, jak vypocist smérnici tecny, budeme hledat zpisob, jak vypocdist
smérnici secny, a to takové, pro niz plati, ze Xx=X,. Jinymi slovy, mzeme pouZit i

nasledujici amatérskou definici: Te€na k funkci f v bodé X, je takovy specificky

pripad se¢ny funkce f, pro niz plati, Ze x= X,.

GRAF 1. GRAF 2.

y y f

4l 4l

3t 3| S
2+ 2+

1t 1t !

0 T x

0 1 2x0=x4 5 6

Nyni prejdéme k samotnému vypocltu této smérnice. Pokusime-li se totiz smérnici
f(x) = f (%)

X=X,

vypocitat tak, Zze do vzorce pfimo dosadime X takové, které se bude rovnat

X,, ihned narazime na problém, Ze ve jmenovateli nam vznikne 0. Pro takové pripady

jsme se v predchozi kapitole vybavili silnym nastrojem - limitou. Jelikoz kyzeny
vysledek nejsme schopni spocitat pfimo jako funkcéni hodnotu, pouzijeme limitu:

smérnice tecny = lim M
X=X X=X,
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Tento vzorec si urdité zapamatujte! Dlvod je prosty: Pravé jsme si totiz odvodili oficialni
definici smérnice tecny k funkci f v bodé o soufadnici X,, tedy jde o oficialni definici

derivace funkce f v bodé X, .

Pojdme si nyni ukazat pouziti tohoto vzorce na konkrétnim ptikladu:
Zadani: M&me funkci f(X) = x*. Nagim Gkolem nyni bude vypocist smérnici te¢ny k této
funkci v bodé o soufadnici X, = 3.

Reseni: Vime, Ze smérnice te¢ny k funkci f v bodé o souradnici X, (neboli derivace

. v . . f(X)— f(Xo)
funkce f v bodé Xx,) se vypocitd jako lim ————=
=% X=X,

prvky obsaZzené v tomto vzorci a poté si je do vzorce konkrétné dosadme:

. Proto si vypiSme jednotlivé

X je X

Xy =3
f(x) = x°
f(x,)=3"=9

2

Provedme vlastni

, . Y . . . X
Po dosazeni: derivace v bodé X, =3 se vypocte jako IIrT; 3
X— X—

vypocet s Upravami:
x? -9

im X2 =i XZ*Y) 3234326
X-3 X—3 X-3 X—3 X—3

Odpovéd: Smérnice te¢ny k funkci f(x) = x* v bodé o soufadnici X, =3 je rovna 6.

Zavérem si jesté jednou shriime poznatky ziskané z této kapitoly. Derivace
funkce f je dislo, které odpovida smérnici teény k této funkci v konkrétnim

bod& o soufadnici X,. Toto &slo ndm muze umoznit vy$etfit, jaky prib&h funkce

v daném bodé ma: je-li derivace (neboli smérnice tecny) kladna, je funkce v daném bodé
rostouci; je-li naopak zaporna, je funkce v daném bodé klesajici. Je-li derivace rovna
nule, je tecna v daném bodé vodorovna a je zde tudiz podezieni, Ze jde o extrém.
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4.4 Derivacni vzorce, obecna derivace

V zavéru predchozi podkapitoly je uveden ndzorny priklad, jak lze vypocitat
derivaci funkce v konkrétnim bodé X, presné podle jeji definice. Dnes se vSak derivace
uz tak slozité nepocitd. Moderni matematika totiz disponuje pohodinéjSimi a
vykonné&jsimi nastroji, jak derivaci funkce vypocitat. Princip spocivan v tom, Ze ke kazdé
funkci lze vytvoFit jinou specialni funkci, jejiz funkéni hodnotou pro X je
derivace pdvodni funkce v bodé o soufadnici X. Tato specidlni funkce se nazyva
obecna derivace a zapisuje se jako plvodni funkce s pfidanym apostrofem. Jinymi
slovy, hleddme-li derivaci funkce f v bodé o soufadnici X,, vytvofime z plvodni funkce

f specidlnim postupem funkci f' (neboli obecnou derivaci), dosadime do ni za X dané
Cislo X, a vypocteme jeji funkéni hodnotu; vysledkem bude derivace funkce f v bodé
X,. MUzeme také fici, ze derivaci funkce f v bodé o soufadnici X, vypoteme jako

funkéni hodnotu funkce f' pro X, .

Nejdrive si pojdme ukazat pouziti obecné derivace na jednoduchém pfrikladu. Pro
ilustraci pouzijme zadani Ulohy uvedené v predchozi podkapitole, tedy vypocet derivace
funkce f(X)=x* v bodé o soufadnici 3. Nau¢ime-li se vytvaret obecné derivace, snadno

si odvodime, Ze obecnou derivaci funkce X? je 2x, coz mlZeme zapsat také jako
(x?)'=2x neboli f'(X)=2x. Do funkce f'(X)=2x nyni dosadme konkrétni bod X,,

v némz chceme smérnici teCny vypocitat, tedy cislo 3. Vyjde nam 2[3=6.
Co z toho pro nas vyplyva? Naucdime-li se vytvaret obecnou derivaci f' k jakékoliv

dané funkci f, budeme schopni jednoduse vypocist derivaci funkci f v konkrétnim

bodé. Proto tato kapitola pojednava o tom, jak vytvaret k danym funkcim obecné
derivace.

K vytvareni obecnych derivaci slouzi takzvané derivacni vzorce. Tyto derivacni
vzorce jsou obecnymi derivacemi elementarnich funkci. Jinymi slovy, pro elementarni
funkce mame jiz prfimo k dispozici jejich obecné derivace. Pro Uspésné absolvovani
predmétu matematika v prvnim roCniku ESF je naprosto nezbytné nutné, aby se
student vsSechny derivacni vzorce naucil a osvojil si praci s nimi. Znalost derivacnich
vzorcl pradvem patH k nejzékladné&jdim znalostem, které jsou po studentech vyzadovany.
Proto derivacni vzorce uvadim nize. Pro vSechny z nich plati, Ze X je redlnd proménna

dané funkce, n je redlné Cislo a k je konstanta z oboru redlnych Cisel.

(x")'=nx"*

Priklad: f(X)=x>, f'(x)=2x
k'=0

Priklad: f(x) =63, f'(x)=0
sin'(x) = cos(x)
cos{(x) = —sin(x)

tani(x) = —;
COs” X
1
cot'(xX) =-—;
sin® x
arcsin(x) =
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1

arccogX) = ————
1-x?
arctan(x) =
(X) 11
In'(x) -1
X
(e')y=¢'

(k*)'= In(k) k*

Vztahy mezi derivacemi funkci:

Jak jsme si jiz vysvétlili, vySe uvedené derivacni vzorce jsou obecnymi derivacemi
elementarnich funkci. Co kdyz ale dostaneme za Ukol vypocist derivaci takové funkce,
které neni elementarni funkci? V takovém pfipadé si musime danou funkci rozlozit na
vice funkci elementérnich a derivaci celé funkce vypocist podle vztaht, které mezi sebou
derivace maji. K tomu slouZi pravé nize uvedené vzorce. V nich se mohou vyskytnout az
dvé funkce. Tyto funkce jsou obecné oznaceny U a V.

(ku)'=ku'
Priklad: (2x?)'= 2.(x?)'= 2.2x = 4x
(u * v)' =u'tVv'

Priklad: (sin(x) + X2 )= sin'(x) + (x*)'= cos) + 2x
(uv)'=u'v+uVv
Priklad: (x*.sin(x))'= (x?)'.sin(x) + x>.sin'(X) = 2x.sin(x) + x*.cos)

u _uv-uv
v v?

Priklad: [

(uv)'=u(v)v

Priklad: sin'(x?) Ize napsat jako (sin(x*))'= sin'(x%).(x?)'= cosi?).2x

(Rikdme, Ze derivace slozené funkce je rovna soucinu derivace vnéjsi funkce a
derivace vnitini slozky.)

X\ _ (x).sin(x) - x2.sin'(x) _ 2x.sin(x) - x*.cos)
sin(x) sin®(x) sin®(x)

Neni jisté nutné pripominat, Zze k dobrému osvojeni vySe uvedenych operaci (obzvlasté
pak jejich kombinaci) by si mél ¢tenar v kazdém pripadé vyhledat ve vhodné sbirce uloh
dostatek ptiklad( tykajicich se této problematiky a dle svych ¢asovych moZnosti jich co
nejvice vyresit.
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Je velmi dilezité, aby si ¢tenarF umél predstavit vzajemny vztah funkce a
jeji obecné derivace graficky. Proto prosim vénujte maximalni pozornost nasledujicim
odstavcim. Docela dobFe je takovy vztah vidét napfiklad na vzédjemném vztahu funkce
sin(X) a jeji obecné derivace cos(x). Peclivé si nyni prohlédnéte graficky pribéh téchto

dvou funkci - funkce f(X) =sin(X) a jeji obecné derivace f'(X)=cos).

Na grafu vidime, Ze v bodé X =0 funkce sinus stoupa - pfi shodné kalibraci os x a y ma
te¢na v tomto bod& U(hel 45°. Jeji smérnice je proto v po¢atku rovna jedné, neboli
derivace funkce f je v tomto bodé rovna jedné. Proto je také

funkéni hodnota jeji obecné derivace f' v tomto bodé rovna
jedné, neboli f'(0) =1 (vime, ze cosQ) =1). Ve svém dalSim
Sn’;f

v . . T . .
prﬁbehu v intervalu mezi XD(O;—) funkce f stoupd stale
flixy=cosixd 2
MR RAD AT FURC méné a proto smérnice jeji teCny bude mensi nez jedna. To

.y ) . v . Y n . Y
znamena, ze v tomto intervalu klesa funk¢ni hodnota funkce f'. V bodé X:E je tecna

k funkci f vodorovna, neboli jeji smérnice je rovna nule. Proto je v tomto bodé rovna

v . . o T vi 0w i
nule funkéni hodnota obecné derivace, neboli f (E) = 0. Dalsi prubéh funkce v intervalu

s , v y . . . . L
XD(E;IT] je klesajici, smérnice teCny v tomto intervalu je tedy zaporna. Proto ma i

funkce f' v tomto intervalu zaporné funkéni hodnoty. V bodé X =7 je smérnice teény
k funkci f rovna minus jedné, takZe funkcni hodnota f'(n): -1. Vintervalu

XD(]T,EITJ funkce f inadale klesa, smérnice jsou i nadale zaporné a proto ma i funkce
f' stale zaporné funkéni hodnoty. V bodé XZEIT je te¢na k funkci f opét vodorovna,

3
jeji smérnice je tedy rovna nule. Proto f'(aﬂjzo. Za timto bodem funkce f opét

roste, jeji smérnice je kladna a s ni samozrejmé i funkcéni hodnoty jeji obecné derivace
f'. Vbodé x=27m je smérnice tecny k funkce f opét rovna jedné a s ni i funkéni

hodnota funkce f' v tomto bodé.

Shrime si nyni tyto nesmirné cenné poznatky do nasledujici tucné vytisténé véty:
Obecna derivace funkce f je takova funkce f', jejimiz funkénimi hodnotami pro

dosazena X, jsou derivace funkce f v téchto bodech Xx,. Jinymi slovy, funkéni
hodnotou funkce f' pro ¢islo X, je derivace funkce f v bodé o souradnici X,. Také

mlZeme Fici, pokud dosadime za X konkrétni ¢&islo do funkce f, vyjde nam funkéni
hodnota této funkce v tomto bodé, zatimco pokud dosadime toto Cislo za X do funkce
f', bude funkéni hodnotou derivace funkce f v tomto bodé.
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5. L'HOSPITALOVO PRAVIDLO ANEB LIMITA
JESTE JEDNOU

Derivace funkce ma velmi Siroké moznosti vyuziti. Samotny objev souvislosti mezi
vlastnostmi funkci a jejich derivaci oteviel matematikim obrovskou sféru novych
moznosti. Tato kapitola pojednava o specidlnim postupu, ktery vyuziva derivaci k
vypoctu limity funkce. Tento postup se nazyva L'Hospitalovo pravidlo a pouziva se
v takovych pfipadech, kdy postupy vysvétlené v prfedchozich kapitolach téchto skript
k vypoctu limity nestadi.

5.1 K ¢emu slouzi L'Hospitalovo pravidlo

V kapitole LIMITA FUNKCE se ctenar seznamil s jednoduchymi postupy, jak
vypocitat limitu funkce pro X jdouci ke konkrétnimu X,. Pfipomefime si, ze postupy

spocivaly ve vhodnych algebraickych Upravach dané funkce. Prikladem byla lomena
funkce, kdy v Citateli i ve jmenovateli polynomy, které bylo mozné kratit.

V zavéru zminéné kapitoly jsem se zminil, ze u nékterych lomenych funkci takova
metoda vypoctu limity neni moznd, nebot samotny vzorec definujici takovou funkci
neumoznuje provést potfebné algebraické Upravy, kterymi bychom mohli funkci spojitou

v , v , ;o . SInX
v bode X, ziskat. Jako priklad byla uvedena uloha na vypocet Ilrrg—.
X -

X
V této kapitole se seznamime se zajimavym nastrojem, umoznujicim takové
pripady resit. A jak uz sdm nazev napovida, tento nastroj se po svém objeviteli nazyva
L'Hospitalovo pravidlo.

L'Hospitalovo pravidlo ma nasledujici formulaci:

. . u e e u T
Mame lomenou funkci tvaru f(Xx) =—. Existuje-li limita funkce y =—, pak existuje
\ \

s ore - o . u _— v _— « o
také limita pivodni funkce f(X) =—, pFi€emz tyto limity se sobé rovnaji.
\

PouZziti tohoto pravidla je zndzornéno v nasledujicich podkapitolach.
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5.2 Podminky pro pouziti L'Hospitalova pravidla

Kdy pouzijeme k vypoctu limity L'Hospitalovo pravidlo?

Nejdrive si jesté jednou vymezme, u kterych funkci je L'Hospitalovo
pravidlo vhodnym nastrojem k vypoctu limity. Jde vzdy o takzvané lomené
funkce, jejichz vzoreek ma tvar zlomku. Za takovych okolnosti mdZeme brat Citatele
jako jednu samostatnou funkci (oznacujme ji tfeba U) a jmenovatele jako druhou
samostatnou funkci (oznadujme ji V). Obecné tedy miZeme napsat, e lomena funkce

4 u 7 7 e 4 4 v ’ - u
ma tvar f(X) =—. Obecné zadani Ulohy k vypoctu ma tedy tvar lim —.
\% X=XV

Podminka pro pouziti L'Hospitalova pravidla je, Ze limita funkce ve jmenovateli
pro X - X, je rovna plus nekone¢nu nebo minus nekonecnu, nebo ze limita

funkce v Citateli i funkce ve jmenovateli pro X - X, je rovna nule. Matematicky
tuto podminku miZzeme zapsat takto:

(limu=0C limv=0)C lim v = %o
X Xy X Xg X Xg

Nez L'Hospitalovo pravidlo pouzijeme, musime vzdy provéfit, zda vySe uvedena
podminka plati.
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5.3 Pouziti L'Hospitalova pravidla

Aplikované L'Hospitalovo pravidlo zni: Limita podilu dvou funkci je rovna
limité podilu jejich obecnych derivaci. Matematicky mizeme pravidlo zapsat véetné
vstupni podminky uvedené v predchozi podkapitole takto:

: . u : . .
lim—==Ilim—= | (imu=0CIlimv=0)LC limv=zc0
X X Xo X— Xg X Xo

Princip tedy vyuZivd toho, Ze derivovadnim Citatele i jmenovatele se mlZeme zbavit
nezadouciho nekonecna v lomené funkci ¢i neprijatelné nuly v jejim jmenovateli.

Postup si mGzeme ukézat na jiz zmin&ném prikladu:

- vy . sin(x
Zadani: Vypoctéte: IlmJ
x-0 X
. L, . sin(x) . . .
Reseni: Funkci f(X) =——— nelze zaddnymi algebraickymi Upravami upravit na funkci
X

v bodé O spojitou, jejiz funkéni hodnota by odpovidala limité dané funkce. Jako jedina
moznost nam zbyva L'Hospitalovo pravidlo. Musime ovSem nejdfive provéfit, zda jej
muzeme aplikovat.

Vime, Ze L’Hospitalovo pravidlo miZeme aplikovat pouze tehdy, kdyz dand limita
pro Citatele se rovna nule, nekone¢nu nebo minus nekonecnu, a zaroven dana limita pro
jmenovatele se rovna nule, nekonecnu nebo minus nekonecnu. V tomto pripadé plati:

letrg) sin(x) =sin(0) =0

limx=0

X-0
Obé& podminky jsou tedy spinény. L'Hospitalovo pravidlo aplikovat mdzeme:

lim sin(x) —lim sin'(x) —lim coi(x)

= [!ET(I) cos) =cosQ) =1

Xx-0 X Xx—0 X' X-0
. o Sin(X
Odpovéd: Ilng ) =1
X X =

Ctenar se zcela urdité setkd také s ulohami, kdy L'Hospitalovo pravidlo aplikovat
mzeme (podminky spinény budou), nicméné na prvni pohled to zdanlivé nepovede k
Feseni, nebot i po derivaci Citatele a jmenovatele se stéle bude ve jmenovateli vyskytovat
O nebo kdekoliv ve funkci se stadle bude nachazet nepohodiné . Nuze, v takovém
pfipadé prosté L'Hopitalovo pravidlo aplikujeme opakované (budou-li pro
opakovanou aplikaci splnény podminky), dokud nam nevyjde prijatelna funkce. To si
ukazme na nasledujici FeSené Uloze:
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sin(x) — x

Zadani: Vypoctéte: 3

lim

x-0 X
Reseni: Algebraické Upravy nepfipadaji v GUvahu, proto provéfime, zda je mozno
aplikovat L'Hospitalovo pravidlo:

Iin?) sin(x)—x=sin(0)-0=0

X—

limx*=0°=0

x-0

L'Hospitalovo pravidlo tedy aplikovat mdZzeme:
. sin(X)—x _ .. (sin(x)—x) ' _ . cosk) -1
lim (2 :Ilm( ()3 ) =lim (Xz
x-0 X x-0 (X )' x-0 3X

Tim jsme sice zatim vysledek neziskali, zkusime vSak L'Hospitalovo pravidlo zopakovat.
Nezapomeneme samozfejmé nejdfive provéfit, zda jej mdZeme znovu aplikovat:
Iirrgcos(x) -1=cosQ)-1=1-1=0

X

lim3x*=30° =0

x-0

Aplikace L'Hospitalova pravidla je tedy mozna:

. cosx)-1 . lcos)-1) ' . —sin(x

lim (Xg =lim ( (x)2 ) =lim t

x-0  3X x-0  (3x°)' x-0  BX

Jak je vidét, stdle to jesté nestadi, nebot dosazenim bychom opét ziskali ve jmenovateli
nulu. Proto provéfime, zda je mozno proces jesté jednou opakovat:

Ixim)—sin(x) =-sin(0) =0

Iirrg) 6x=60=0

X

Podminka je splnéna, proto pokracujeme:

im =sin(x) _ i =sin'(x) _ i —cosk) _—cosQ) _ 1
x-0  BX x=0  (6x)' x-0 6 6 6

Na zaveér si uvedme jesté jednu péknou FesSenou Ulohu s nekone¢nem:

- Yox . In(x)
Zadani: Vypoctéte: lim———
. xoe—x+11
Reseni: Provérime, zda Ize aplikovat L’'Hospitalovo pravidlo:

limIn(x) =

X — 00

lim-x+11= -

X — 00
Podminka je tedy splnéna, proto vypocteme:

1
. In(x . In'(X oy .1 .1
TR LLL GO NPT L C YN QTR T
xeo =X +11 x-e(=X+1D)" xoe -1 x-o X = x-oX
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6.

VYSETROVANI

PROBEHU FUNKCE JEDNE

REALNE PROMENNE

Nyni, kdyz je Ctenar jiz zvykly na zobrazovani funkci v grafech, je Cas vysvétlit,
jakym zplsobem Ize pribéh funkce zjistit vypocetnimi metodami. Jde o velmi zajimavou
a poutavou latku; proto si myslim, ze by se ctenafi mohla libit. Jak si brzy ukazeme,
vydetfovani pribéhu funkci méa iroké uplatnéni v praxi.

6.1 Co znamena vysetfit pribéh funkce

Vys&etfit konkrétni funkci znamend provést nékolik Gkond, které ndm umozni zjistit
jeji vlastnosti a utvorit si pfedstavu o tom, jak kfivka dané funkce vypada. To nam
umozni mimo jiné nacrtnout graf dané funkce.

Celkové vysetieni funkce se da shrnout do péti zakladnich krokd. Je tfeba:

1. krok
a)

b)

)
d)
2. krok
a)
b)
)
3. krok
a)
b)
c)
4. krok
a)
b)
5. krok

zjistit nejvétSi podmnozinu redlnych Cisel, na které Ize
definovat funkci zadanou vzoreckem

zjistit, pro kterd X se funkcni hodnota rovna nule (takzvané
nulové body)

zjistit, kde je graf funkce nad osou

zjistit, kde je graf funkce pod osou

zjistit, kde jsou extrémy funkce
zjistit, kde je funkce rostouci
zjistit, kde je funkce klesajici

zjistit, kde ma funkce inflexni body
zjistit, kde je funkce konvexni
zjistit, kde je funkce konkavni

zjistit, zda ma funkce asymptotu bez smérnice a kde
zjistit, zda ma funkce asymptotu se smérnici a kde

nacrtnout graf

O tom, jaké nastroje a postupy nam k takovému vysetfovani funkci slouzi, bude
pojednavat cela tato kapitola.
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6.2 K Cemu se hodi vysetrovani vlastnosti funkce

NeZ se pustime do podrobnéjsiho vykladu obecného vysetrovani vlastnosti funkci,
bude dobré védét, k ¢emu nam tato cinnost vlastné bude. Proto v této podkapitole
predkladam ctenafi docela péknou Ulohu s feSenim, ktera nam poslouzi jako ukazka
moznosti praktického vyuziti vysetfovani nékterych vlastnosti funkce. Patfi mezi takzvané
slovni Glohy na extrémy. Je sice pravda, Ze konkrétni postupy vysetfovani pribé&hu
funkce budou vyloZzeny az v nasledujici podkapitole; nasledujici loha vsak bude snadno
logicky odvoditelnd, a proto si ji mizeme vytesit uZ nyni za pomoci znalosti, které jsme
ziskali v predchozich kapitolach. Tim, ze si ji vyreSime, si prirozenou cestou odvodime
dilezitou ¢ast postupl, které se pti vysetfovani funkci pouzivaji.

Zadani: Pri uklidu bytu potrebujeme krabici bez vika, kterd ma co nejvétsi objem.
K dispozici mame jen lepici pasku a kartén tvaru obdélniku 50 x 80 cm. Krabici z néj
mUZeme vyrobit tak, Ze v rozich vystfihneme &tyfi shodné &tverce a ze zbyvajiciho tvaru
sloZzime krabici, jejiz stény slepime lepici paskou. Jak dlouha musi byt strana vystfizenych
¢tvercl?

Reseni: Nakresleme si nacrtek:

| E—
r——-

> 50 50-2x

F——9 r——-
|
|
1

— _ — _/
Y Y

80 80-2x

Nezndmou délku strany &tvercl oznadime jako X. Vime, Ze objem kvadru vypoéteme
jako soucin jeho délky, Sifky a vysky. Proto v nasem konkrétnim pripadé objem krabice
vypocteme:

V = 80-2x)[ 50— 2x) [x

Jde vlastné o funkci a objem je jeji funkéni hodnou. MGZeme ji tedy tak zapsat:
f(x) = 80—2x)[ (50— 2x) [x

Aby se nam s funkci Iépe pracovalo, upravime jeji zapis odstranénim zavorek:
f (x) = 4x® - 260x* + 4000«

51



Zamysleme se nyni alespofl v hrubych rysech nad prdb&hem této funkce.
Z nadértku kartéonu je ziejmé, Ze strana vystfizeného ¢tverce nemiZze byt del$i neZ
polovina kratSi strany krabice. JelikoZz kratSi strana karténu ma rozmér 50 cm, je
(alespon teoreticky) nejvétsi mozna délka strany Ctverce 25 cm. Bude-li hodnota X tak
vysoka, ze se bude blizit 25, bude Sitka krabice nepatrnd, takZe i objem bude nepatrny.
Pokud bude hodnota X naopak blizkd nule, bude zas velmi mald vyska krabice a s ni
i objem. Nejvétsiho mozného objemu krabice tedy dosahneme tehdy, zvolime-li optimalni
hodnotu nékde mezi 0 a 25. Lze tedy odhadnout, ze graf nasi funkce bude vypadat
priblizné takto:

f(x)

Maximalni objem pfi hledaném X neboli maximum funkce

0 X 25 X

Z dosavadniho rozboru vyplyva, ze hledanym fFesSenim je takové X, vnémz ma
funkce f(X)=4x>—-260x*+4000x maximum. Jak takovy bod najdeme? Dobfe si

v grafu prohlédnéme bod, v némz ma nase funkce maximum. Tento bod ma totiz
jedinecnou vlastnost, a sice ze te¢na k dané funkci je v ném vodorovna. A je-li primka
vodorovna, je jeji smérnice rovna nule. Jinymi slovy, smérnice te¢ny k funkci v bodég, kde
ma funkce maximum, je rovna nule. Jak uz dobfe vime, smérnice te¢ny k funkci se
nazyva derivace funkce. MdZeme tedy kone&né vyvodit nasledujici zavér: V bodé&, kde
ma funkce maximum, je jeji derivace rovna nule. Tento zavér je nesmirné dlleZity
(mimochodem, o této skutecnosti je zminka jiz v kapitole ,Typické priklady souvislosti
prabé&hu funkce a derivace").

Pro feSeni nasi Ulohy tedy vyplyva, Ze budeme hledat takové X, némz je

derivace funkce f(x) =4x®-260x* + 4000 rovna nule. To Ize zapsat rovnici:
(4x® - 260x* + 4000x)'= 0
Vytvofime obecnou derivaci:

12x* —520x + 4000=10
Vznikla ndm obycejna kvadraticka rovnice. Vypocteme jeji koreny:

_ 520+ +/(-520)° - 4[12[2000 _ 520 +/270400-192000 _
L2 2012 24

_ 520+ 270400~ 192000 _ 520+ 78400 _ 520+ 280

24 24 24
240 800 _100
X =——= 0 X, = ——=—
i = 24 3
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VySly nam tedy dva koreny: X, =10 a X, :33,1_3. Druhy kofen ovsem feSenim byt

nemlZe, nebot strana &tverce nemilZe byt deldi neZ 25 centimetr(’. ReSenim je tedy
x=10.

Odpovéd: Maximalniho objemu krabice dosahneme, vystfihneme-li z kartonu ctverce o
délce strany 10 cm.

Pro Uplnost pridavam jeété graf funkce f(X) =4x®-260x* +4000x, narysovany
kapesni matematickou laboratofi:

MAIN KAD AUTO FUNC

Hleddni extréml funkce nepfedstavuje zdaleka jediné praktické vyuziti
v v r e o v v - v v r Ve r LV IV v .
vysetrovani prubehu funkce. V soucasnosti se vysSetrovani funkci nejsire uplatnuje ve
stavebnictvi, strojirenstvi, jaderné fyzice a ,kralovné véd" - synergetice®.

7 Tato Uloha byla UmysIné navrzena tak, aby bylo na prvni pohled zfejmé, Ze druhy kofen nepfipadd diky své
pfilis vysoké hodnoté v Uvahu a maximem musi byt tedy kofen prvni. Obecné je vSak nutno provést jesté dalsi
Setreni, abychom se ujistili, Ze konkrétni kofeny skutec¢né odpovidaji maximu funkce. O tom bude podrobnéji
pojednano v dalsi podkapitole.

8 Synergetika je jednou z nejmladsich, nejkrasnéjdich a nejsloZitéjSich véd. Zabyva se synergiemi neboli
souvislostmi mezi pri¢inou a disledkem. Zkoumda obecné zakonitosti vzniku, stability a zaniku usporadanych
Casoprostorovych struktur ve slozitych systémech, samocinné i vynucené regulovanych. Pracuje napr. s vyssi
kombinatorikou, naro¢nou matematikou, ndhodnymi jevy a simulaci zkoumanych systémid poéitacové
kompilovanymi algoritmy (napf. v mnohorozmérnych neuronovych sitich). VyuZivd hlubinnych poznatkl ze
vSech dostupnych véd - pocinaje humanitnimi (sociologie, psychologie, historie) a konce ryze exaktnimi
(jadernd fyzika, biochemie). Vysledky synergetického vyzkumu se uplatiuji predevsim pfi analyzach
paradoxnich jevl a vysoce sofistikovanych prognézéach. Na celém svété existuje jen nékolik desitek firem, které
se zabyvaji synergetikou, pricemz zakazky ziskavaji napf. od zpravodajskych sluzeb v ramci pfisné utajenych
vladnich programd, nejsiln&jsich svétovych korporaci za U&elem dlouhodobych marketingovych prognéz,
asociaci pro kosmicky vyzkum apod. Ceny zakazek se &asto pohybuji v hodnoté desitek miliénG dolarG.
Nadsenéjsi Ctenari si mohou zkusit sami naprogramovat jednoduché pocitacové programy pro synergetickou
simulaci zkoumanych systéml, napf. v jazyce C, C++4, Pascal & Bash nebo v programech typu MatLab
(napfiklad takzvany model ,lisky a zajici*).
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6.3 Obecné postupy k vysetrovani funkci

NadeSel ¢as odvodit si prirozenou logickou Uvahou postupy, které se pouzivaji
k vySetfovani funkci. V této podkapitole si tyto postupy odvodime a vysvétlime obecné,
v pristi podkapitole si ukazeme jejich aplikaci prakticky na konkrétni funkci.

Projdéme si nyni postupné jednotlivé kroky potfebné pro kompletni vysetreni
prabé&hu funkce.

1. KROK

Nejdfive je tfeba zjistit nejvétsi podmnozinu realnych cisel, na které lze
definovat funkci zadanou vzoreckem. Cilem je vlastné zjistit, pro kterou mnozinu
Cisel ma dana funkce smysl. Postupujeme vylucovaci metodou - najdeme takova cisla,
ktera by po dosazeni za X dala vzniknout nule ve jmenovateli. Body, v nichz funkci nelze
definovat, si peclivé zapiSeme.

Dale je nutno zjistit, pro ktera x se funkc¢ni hodnota rovna nule (takzvané
nulové body). Tim vlastné provéfime, jestli se graf funkce protind s osou x, nebot
nulové body jsou pravé takové body, v nichz funkce protind osu x. Jak je zjistime?
Odpovéd' si snadno odvodime, uvédomime-li si, ze hledat bod, v némz funkce protind osu
X, znamena hledat takové X, pro které se funkcéni hodnota dané funkce bude rovnat nule
(nebot osa x je vlastn& mnozinou bodl s ypsilonovou soufadnici rovnou nule). Z toho
logicky plyne, ze staci vzorecCek dané funkce polozit rovno nule a vzniklou rovnici vyresit.
Pokud rovnice nema ani jeden kofen, znamena to, Ze funkéni hodnota dané funkce neni
nikdy rovna nule a graf funkce se tudiz nikde neprotina s osou x.

Zavérem prvniho kroku je potfeba zjistit, kde je graf funkce nad osou x a kde pod
osou x. Ctenafi je jisté jasné, ze nad osou je funkce tam, kde jsou jeji funkéni hodnoty
kladné, a pod osou naopak tam, kde jsou jeji funkéni hodnoty zdporné. Proto je jednim
z moznych postupl fesSeni pomoci nerovnice — polozit vzorecek funkce vetsi nez nula
(tam je funkce nad osou x) a men&i neZ nula (tam je pod osou x). A¢koliv tento zptsob
reseni je matematicky perfektné korektni, je do jisté miry zbytec¢né pracny. Existuje na
to pfijemny trik: Nac¢rtneme si Ciselnou osu x a na ni vyznacime nulové body a
body, v nichz funkce neni definovana. Tim vlastné rozdélime osu x na Useky mezi
jednotlivymi vyznacenymi body. Poté si v kazdém useku zvolime libovolny bod X,
v némz se nam bude co nejsnaze pocitat funkcéni hodnota dané funkce. Je samoziejmé,
ze vyjde-li funkéni hodnota kladna, je funkce v daném uUseku nad osou x; vyjde-li
naopak zaporna f(X), svéd¢i to samoziejmé o poloze kfivky funkce v konkrétnim Useku

pod osou x. Useky si podle vyslednych hodnot oznaéte podél osy znaminky + a -.
Pozor! Mnoho studentl se dopousti ¢asté chyby, a sice Ze si polohu kFivky vypoctou jen
u jediného Useku a ostatni Useky oznaci tak plusy a minusy stfidavé, nebot mylné
predpokladaji, ze se useky funkce nad osou x a pod osou x pravidelné stfidaji. To ovsem
rozhodné nemusi platit! Napfiklad obycejna parabola je funkce, ktera ma nulovy bod
Xx=0 a nalevo i napravo od né&j je nad osou x. Proto nikdy nepredpokladejte, ze se
kladny Usek se zapornym strida! Vzdy si poctivé v kazdém Useku zvolte vhodné Cislo
mezi nulovymi body a vypoctéte pro né funkcéni hodnotu.
VySetiené hodnoty a intervaly zapiste do odpovédi.
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2. KROK

V druhém kroku musime zjistit, ve kterych intervalech je funkce rostouci, ve
kterych je klesajici a kde ma extrémy. Jak jsme se jiz dopatrali v minulé podkapitole,
extrémy jakékoliv funkce maji jednu specifickou vlastnost, a sice Ze te¢na k funkci je
v extrémech vodorovna a jeji smérnice je tedy rovna nule. Jinymi slovy, v extrému je
derivace funkce rovna nule (viz graficky nacrtek).

Y y

~

Xmax X Xmin X

Pozor! Castou chybou, které se mnoho studentd dopousti, je mylny predpoklad, Ze
v kazdém bodé, v némz je derivace funkce rovna nule, je extrém. To ovsem rozhodné
nemusi byt pravda! Na nize uvedeném nacrtku je znazornén priklad, kdy derivace je
rovna nule, avSak o extrém nejde:

Y

0 X0 X

Z vy$e uvedeného dlvodu pouzivdme pojem podezieni na extrém. Rikame, Ze
v bodech, kde je derivace funkce rovna nule, je podezieni na extrém. Proto pro
takové body s nulovou derivaci zavadime samostatny pojem stacionarni body.
Stacionarni body jsou tedy takové body, v nichz je derivace funkce rovna nule a proto je
v nich podezieni na extrém.

Jak tedy zjistime, zda v bodé, kde je derivace rovna nule, se nachazi extrém?
Zamyslime-li se nad tim, co extrém je, uvédomime si, ze je to takovy bod, v némz se
rostouci pribé&h funkce méni na klesajici (v takovém ptipadé jde o maximum) &i klesajici
pribé&h na rostouci (pak jde o minimum). Za extrém tedy povazujeme takovy bod,
v némz je derivace rovna nule a vnémz se zaroven méni priibéh funkce
z rostouciho na klesajici ¢i z klesajiciho na rostouci. Z toho vyplyva, Ze abychom
nadli extrémy funkce, musime také zjistit, kde je prtibéh funkce rostouci a kde klesajici.
V téch stacionarnich bodech, v nichz se bude pribéh funkce stfidat, budou
extrémy.
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Zacneme tedy tim, Ze si najdeme takové body, v nichz je na extrém podezfeni.
Jak uz vime, pljde o takové body, kde je derivace funkce rovna nule, neboli takzvané
stacionarni body. To provedeme jednoduse tim, Ze si vytvoFime obecnou derivaci
plivodni funkce, polozime ji rovno nule a takto vzniklou rovnici vyreSime. Vysledné

kofeny jsou takova X,, v nichz je derivace rovna nule. Opét si nacrtneme osu x a tyto

stacionarni body si na ni vyznac¢ime. Dale na tuto Ciselnou osu opét vyznacime ty
body, v nichz funkce neni definovana.

Nyni musime rozlidit, které ze stacionarnich bodl jsou extrémy. K tomu je tieba
zjistit, kde je funkce rostouci a kde klesajici, nebot jsme si odvodili, Ze v extrému se
rostouci pribéh stfida s klesajicim & naopak. Jak jiz vime z pfedchozich kapitol, smérnice
teény k funkci je kladnd tam, kde je funkce rostouci, a zaporna tam, kde je funkce
klesajici. Jinymi slovy, funkce je rostouci v bodech, v nichz je derivace kladna, a
naopak klesajici v bodech, kde je derivace zaporna (viz nasledujici nacrtek).

X0 X0

Jelikoz vSechny body, které by mohly byt hranici mezi kladnym a zapornym pribéhem
derivace, jsme si jiz na nacrtnutou Cciselnou osu x vyznacili, staCi opét vybrat
v jednotlivych intervalech mezi vyznacenymi body cisla, s nimiz se nam dobre pracuje,
dosadit v kazdém z Usekl jedno takové &islo do obecné derivace a vypodist jeji funkéni
hodnotu. V téch Usecich, kde vyjde derivace kladnd, je funkce rostouci. Naopak
v Usecich, kde vyjde derivace zapornd, je funkce klesajici. Rostouci a klesajici Useky si

podél osy opét vyznacme (pro rostouci Usek je zvykem pouzivat znacku t a pro klesajici

znacku | ). Nyni se staci podivat na osu a najit ty stacionarni body, v nichz se méni
pribé&h rostouci na klesajici (tam pljde o maxima) a pribé&h klesajici na rostouci (tam
pljde o minima). VySetifené extrémy a intervaly rostouci a klesajici zapiste do odpovédi.
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3. KROK

V tomto kroku je potreba zjistit, kde je funkce konvexni (tvaru [, jakoby
»promacknuta dold"), kde je konkdavni (tvaru n , jakoby ,vyboulend nahoru") a kde jsou
inflexni body neboli body, v nichZ dochazi ke zvratu pribéhu konkavniho v konvexni &i
konvexniho v konkavni.

Nyni bych se rad &tendre zeptal, zda by dokazal sdm pfijit na zplsob, jak tyto
vlastnosti vysetfit. Neni totiz tak slozité si odpovéd’ logicky odvodit, ackoliv se na prvni
pohled mlZe zdat, Ze fedeni je velmi daleko. Nejdllezit&j$i je uv&domit si, jaké
matematické vlastnosti stacionarni bod ma. K tomu ndm pomohou nasledujici grafy:

y t t1 y | t1 t

t2 t2

V prvnim grafu jsou znazornény teény k funkci f v rlznych &astech Useku, kde je tato
funkce rostouci. Te¢ny t1 a t2 se dotykaji funkce f v ,obycéejnych" bodech, zatimco
tecna t se dotyka funkce f v inflexnim bodé. VSechny tfi teény maji rostouci sklon a

tudiz kladnou smérnici. VSimnéme si, Ze ani pred inflexnim bodem, ani za nim, nema
teCna tak strmy sklon jako pravé v inflexnim bodé. Jinymi slovy, smérnice tecny
v inflexnim bodé je vétsi nez v jinych bodech, neboli je extrémni. A jelikoZz smérnice
tedny se nazyva derivace, miZeme Fict, Ze v inflexnim bodé je derivace extrémni.

Ve druhém grafu jsou zndzornény teény k funkci f v rznych &astech Useku, kde je tato

funkce klesajici. Te¢ny t1 a t2 se opét dotykaji funkce f v ,obycejnych" bodech, zatimco
teCna t se dotykd funkce f v inflexnim bodé. VSechny tfi teény maji klesajici sklon a

tudiz zapornou smérnici. VSimnéte si, ze ani pred inflexnim bodem, ani za nim, nema
teCna tak strmy sklon jako pravé v inflexnim bodé. Smérnice teCny v inflexnim bodé je
nizéi nez v jinych bodech. A pon&vad? smérnice te¢ny se nazyva derivace, mizeme fict,
ze v inflexnim bodé je derivace extrémni.
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Uvedme si jesté nasledujici dva modelové pripady:

t2 t1

0 X0 0 X0

V pripadé prvniho grafu jde o funkci, jejiz kiivka ma od bodu X, doleva tvar ¢asti Gtvaru
N, je zde tedy konkavni. Od bodu X, doprava ma kfivka tvar &asti utvaru L1, je zde

tedy konvexni. Bod X, je inflexni bod. Vidime, Ze v tomto bodé je tecna sice rostouci,

avSak ve vsSech ostatnich bodech jsou te¢ny rostouci jesté prikfeji. Funkce ma tedy ma
tedy v bodé X, nejmensi derivaci. MiZeme proto konstatovat, Ze v inflexnim bodé je

derivace extrémni.
Ve pripadé druhého grafu jde o funkci, jejiz kfivka ma od bodu X, doleva tvar casti
utvaru U, je zde tedy konvexni. Od bodu X, doprava ma kfivka tvar ¢asti utvaru n, je

zde tedy konkavni. Bod X, je inflexni bod. Vidime, ze v tomto bodé je tecna sice

......

tedy mé tedy v bodé X, nejvétsi derivaci. MUzeme proto konstatovat, Ze v inflexnim
bodé je derivace extrémni.

Z vy$e uvedenych poznatkl muzeme nyni vyvodit dlleZity zavér: Inflexni bod je
takovy bod, v némz je derivace funkce extrémni. Jinymi slovy, hledame-Ii inflexni
body, musime zjistit, ve kterych X ma dana funkce f extrémni derivaci. Uvédomme si,

Ze vlastné hledame extrémy té funkce, jejimiz funkénimi hodnotami pro dosazena X jsou
derivace funkce f v téchto bodech X. A takovou funkci je f' (obecna derivace funkce

f ). Nyni je jiz snadné se dovtipit, jak tyto body najdeme: Inflexni body jsou tam, kde
ma extrémy funkce f'. Jeliko? hledani extréml jsme si vysvétlili v pfedchozim kroku,
kde jsme hledali extrémy funkce f, nebude nic tézkého najit extrémy funkce f'.

PouZijeme vlastné stejny postup, jaky jsme pouzily v pfedchozim kroku - s tim rozdilem,
ze funkci, jejiz extrémy budeme hledat, nebude funkce f , nybrz funkce f'.
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Pojdme si postup zapsat. ZapiSeme si funkci f', coZz je funkce, jejiz extrémy
v tomto kroku hleddme. Jelikoz vime, Ze extrémy jsou body, kde je derivace rovna nule a
zaroven kde se stfida pribé&h rostouci s klesajicim & naopak, musime si vytvorit obecnou
derivaci funkce, jejiz extrémy hleddme. Protoze tedy jde o derivaci funkce f', zapiSeme
ji jako f''. Tato funkce je obecna derivace obecné derivace funkce f , a proto se nazyva
druha derivace funkce f (lidové mdzeme fici, ze je to dvakrét zderivovand funkce f ).
Vyraz funkce f' polozime rovno nule a rovnici vyfesime. Tim ziskame body, v nichz je
podezfeni na extrém funkce f' neboli na extrémni derivaci funkce f . Opét si nacrtneme
¢iselnou osu x a tyto podezrelé body na ni vyznacime. Nezapomeneme ani nyni na tuto
osu dale vyznacit body, v nichZ funkce nemlze byt definovéna. Tim mame vyznaéeny
véechny body, v nichZ by se pribé&h funkce f' mohl stfidat z rostouciho na klesajici ¢i
naopak. Abychom zjistili, kde funkce f' roste a kde klesa, zvolime si jiz tradi¢né
v kazdém Useku mezi vyznacenymi body na ciselné ose jeden bod, s nimz se nam bude
dobre pocitat, dosadime jej do f' a vypocteme. V asecich, kde vyjde kladné dislo, je
funkce f konvexni, a v Gsecich, kde vyjde zaporné éislo, je funkce f konkavni.

Tyto vlastnosti si opét oznacime podél Ciselné osy, zvykem je pouzivat znacky [ a N .
Inflexni body jsou samoziejmé ty body, kde je druha derivace rovna nule a kde se
zaroven strida konvexni Usek funkce s konkavnim ¢i konkavni s konvexnim.

VysSetrené inflexni body a intervaly zapiste do odpovédi.
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4. KROK

Nyni je potfeba zjistit, zda vySetfovana funkce f ma asymptoty, a pokud ano,
tak kde. Vysvétleme si nejdfiv pojem asymptota.

Nejdrive objasnim pojem asymptota co nejjednoduseji, ackoliv ne zrovna Uplné
korektnim matematickym jazykem: Asymptota je tecna k funkci v nekonec¢nu. Tuto
strohou vétu ihned upresnim: Asymptota je te¢na k dané funkci v bodé X =xc0 nebo
v bodé y==00. Je to tedy takova pfimka, ke které se graf funkce maximalné tésné
priblizuje, avSak v zadném redlném bodé [X;y] se ji nedotkne (dotkne se ji az
v nekonec¢nu nebo v minus nekonec¢nu). To vlastné znamena, ze ménime-li hodnotu X
takovym smérem, ze graf funkce v bodé X se bude k této pfimce neustdle priblizovat,
v zadném bodé o souradnici X se ji ,UpIné" nedotkne. Je samoziejmé, ze asymptotu maji
pouze nékteré funkce.

RozliSujeme dva druhy asymptoty. Prvnim druhem je takzvand asymptota bez
smérnice. Nazyva se tak proto, Ze je vertikalou, a jak vime, vertikalni pfimky nemaji
smérnici. Jde tedy o pfimku, ktera protina osu x kolmo v bodé X,. Je to tedy tecna
k dané funkci v bodé y=z0. Jedna z moznosti, jak muUze vypadat asymptota bez
smérnice, je znazornéna na nize uvedeném grafu jako pfimka w, ktera protind osu x

v bodé X,. V levém okoli bodu X, je dana funkce f definovéna, avSak pro samotny bod
X, definovdna neni. Cim blize se bude X nalezici do definiéniho oboru funkce f
priblizovat zleva k Cislu X,, tim blize k asymptoté w se pochopitelné bude pfiblizovat
jemu odpovidajici bod na funkci f . ProtoZe funkce f je v levém okoli bodu X, rostouci
az do y=o, plati, ze ¢im blize bude X k bodu X,, tim vyssi bude funkcni hodnota

funkce f . Jinymi slovy, ¢im blize bude X k bodu X,, tim vice se bude f(x) blizit
nekonecnu. Proto plati matematicky vztah: Pokud se limita funkce pro X jdouci

zleva ci zprava k X, blizi k nekone¢nu nebo minus nekonecnu, pak v bodé X, se
nachazi asymptota bez smérnice.
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Abychom si nyni odvodili, jak se asymptota bez smérnice hledd, shriime si nyni vSe, co o
ni vime: Asymptota bez smérnice je kolmici k ose x v bodé X,, v némz funkce f
neni definovana, pficemz plati, ze Xlirxr3+f(x):ioo nebo Xlinxz f(X) =x00. Ztoho
vyplyva jednoduchy postup, jak zjistit, jestli ma vysSetfovana funkce asymptotu bez
smérnice a kde: Nejdfive si vypiSseme vsechny body, v nichz funkce f neni
definovana, nebot jediné tam se mohou asymptoty nachazet (jde o takzvané
body s podezienim na asymptotu). Poté u kazdého z téchto bodti provérime, zda
limita vySetfované funkce pro X jdouci zleva ¢i zprava k tomuto bodu je rovna
plus/minus nekonec¢nu. Pokud ano, je v daném bodé asymptota bez smérnice.
Druhym typem asymptoty je takzvand asymptota se smeérnici. Je to tedy
jakakoliv asymptota, které neni vertikalou. Jde vlastné o te¢nu k funkci v bodé X =+,
Na nize naértnutych grafech jsou znazornény r(zné druhy asymptot se smérnici. Prvni
z grafl znazorfiuje ptipad, kdy se funkce f dotykd asymptoty se smérnici W v plus
nekonec¢nu. Jinymi slovy, bude-li se X blizit k nekone¢nu, bude se graf funkce f
priblizovat v bodé X velmi tésné k pfimce w. Pojmeme-li W jako afinni funkci, pak
vlastné plati, ze s rostoucim X smérem k nekonecnu bude f(X) stale blizsi w(X), avsak

neexistuje zadné X takové, v némzZ by se f(X) a W(X) rovnaly. Proto plati vztah, Ze
lim f(x) =limw(x).
X - 00 X — 00

Y
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U jinych funkci miZe naopak nastat ptipad, kdy se funkce f dotykd asymptoty se
smérnici W v minus nekonecnu; jde tedy o te¢nu k funkci f v bodé X =—co. Bude-li se
X blizit k minus nekone¢nu, bude se graf funkce f pfiblizovat velmi tésné k pfimce w.
Pojmeme-li opét W jako afinni funkci, bude platit, Ze s rostoucim X smérem k minus
nekonec¢nu bude f(X) stdle blizsi w(X), avSak neexistuje zadné X takové, v némz by se
f(X) a w(x) rovnaly. Plati vztah )(Iimoo f(x) :Xlimww(x).
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v . ) 1 g .
Pfikladem hodnym pozoru je funkce f(X)==. Jeji asymptotou bez smérnice je osa y a
X

asymptotou se smérnici (rovnou nule) je osa x, jak je dobfe vidét na nasledujicim grafu:

HMAIN EAD AUT FUMC

Nyni si vysvétleme, jak provérime, zda vysetrovana funkce ma asymptoty se smérnici, a
pokud ma, jaky maji asymptoty zapis jakozto afinni funkce. Protoze asymptoty se
smérnici jsou piimky, které se dané funkce dotykaji v bodé X =+ nebo X =-o, mlze
mit funkce asymptoty nejvySe dvé - jednu dotykajici se v minus nekonec¢nu a druhou
v plus nekonec¢nu. Plati, ze:

Funkce f ma asymptotu v nevlastnim bodé Xx=+o tehdy, pokud

lim(f(x)-alx-b)=0, pFicemz a=|imw a b=lim(f(x)-alx). Tato asymptota

X — 00 X X— 0

je grafem afinni funkce W(x) =alx+b.

Funkce f ma asymptotu v nevlastnim bodé Xx=-o tehdy, pokud

lim (f(x)-alx-b)=0, pFicems a=tm- ), b=lim(f(x)-alx). Tato

X - —00 X X — —00

asymptota je grafem afinni funkce w(x) =alx+b.

Zjisténé asymptoty zapiSeme do odpovédi.

Zavérem si jesté zopakujme srozumitelna vysvétleni pojmu asymptota:
Asymptota bez smérnice je tecna k funkci vbodé y=o i y=-w,

Asymptota se smérnici je te¢na k funkci v bodé X =0 ¢i X=-o,
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5. KROK

Ke kompletnimu vysetfeni prib&hu funkce zbyva uZ jen naértnout graf. Zaéneme
tim, Ze si na¢rtneme ciselnou osu x a na ni vyznac¢ime vSechny vyznamné body, které
jsme si vyznadili na ¢&iselné osy ve vsech predchozich krocich. Z téchto bodl vybereme
x-ové souradnice extréml a inflexnich bodl a vypoéteme pro né& funk&ni hodnoty
vySetfované funkce. Prikreslime osu y, vysledné funkcéni hodnoty na ni vyznacéime a do
takto vzniklé kartézské soustavy souradnic zakreslime extrémy a inflexni body [X; y],

které budou klicCovymi prvky vysSetfované funkce. Ma-li funkce asymptoty, nacrtneme je
nyni. Poté klicové body grafu funkce pospojujeme podle vlastnosti funkce, vysSetfenych
ve vSech predchozich krocich.

I kdyz cCtenar bezvadné vySetfi vSechny vlastnosti dané funkce v predchozich
krocich, je mozné, ze graf se mu nepodafri napoprvé ¢i ani napodruhé nakreslit spravné.
Neni to dvod k pesimismu - kresleni grafi vyzaduje cvik, pfiméFenou davku zkugenosti
a zfejmé taky trochu talentu. Proto doporucuji i v pisemkach kreslit grafy nejdfive tuzkou
a po ruce mit gumu; je-li po studentovi vyzadovano pouziti pera, postaci perem
obtahnout konec¢nou podobu grafu.

64



6.4 Praktické vysSetieni prib&hu funkce

V této kapitole predvedeme kompletni vySetfeni pribé&hu funkce prakticky.
2x+1

X2+ X

Pfistupme rovnou k véci. Zkoumanou funkci budiz f(x) =

1. KROK

Nejdrive ze vSeho zjistime nejvétsi podmnozinu realnych cisel, na které lze
definovat funkci zadanou vzoreckem. Vylou¢ime tedy takova disla, kterd by po
dosazeni za X dala vzniknout nule ve jmenovateli. Jmenovatel se bude rovnat nule,

pokud X =0 a X =-1; funkci Ize tedy definovat na mnoziné R—{O;—l}.

Nyni provérime, jestli se graf funkce protind s osou x, a pokud ano, pak ve
kterych bodech. Nulové body najdeme tak, Ze vzoreCek dané funkce poloZzime rovno
nule a vzniklou rovnici vyreSime (nevyjde-li nam ani jeden kofen, znamena to
samozrejmé, ze funkce osu x neprotind):

2;<+1:0
X° + X

Na prvni pohled vidime koren: XI—E. Funkce ma tedy jediny nulovy bod, a sice pro

X=-=.

2

Nyni je potreba jesté zjistit, ve kterych intervalech je funkce nad osou a ve
kterych je pod osou. Nacrtneme osu x a vyznacime na ni nulové body a body, v nichz
funkce neni definovédna. Tim rozdélime osu x na Useky. Poté si v kazdém Useku zvolime
libovolny bod X a vypocteme v ném funkéni hodnotu; kde vyjde kladna hodnota, je
funkce v daném Useku nad osou x; kde zaporna, je Usek funkce pod osou x. V nasem

o y 1 2
pripadé si jako zastupce bodu od -1 doleva zvolme tfeba -2, mezi -1 a _E treba —g,
1 . 1 y ' L _— . 3
mezi —5 a 0 tfeba —5 a od 0 doprava tfeba Cislo 1. Vypoctem zjistime, ze f(-2) = _E'
2) 3 1 3 3 1
fl-—|==, f|l-=|=—-—= a f(@ =—. Od -1 doleva je tedy pod osou, mezi -1 a ——
3) 2 3 2 2 2

1 y ue u
nad osou, mezi _E a 0 pod osou a od 0 doprava opét nad osou. Vyznacime na Ciselnou

osu:

(-) (+) () (+)
I I I
-1 -1/2 0

Odpovéd: Graf funkce je pod osou x v intervalu (—o;-1), nad osou x V intervalu

(—l;—%) , pod osou x v intervalu (—%;O) a osou x v intervalu (0;) .
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2. KROK

Dalsim ukolem je zjistit, kde ma funkce extrémy, kde je rostouci a kde klesajici.
K realizaci tohoto kroku budeme potfebovat obecnou derivaci dané funkce. Proto si ji
rovnou vytvorime:

2x+1) _ 2x? +2x+1

X% + X x* [x+1)?
Nacrtneme si druhou ciselnou osu a vyznacime si na ni body, pro které neni definovana
funkce f, tedy x=0 nebo x=-1.

Nyni vypoéteme stacionarni body neboli body, kde je derivace funkce f rovna nule.
VyreSme tedy rovnici:
_2X2 +2x+1 _
x> [x+1)?
Tato rovnice nema zadny redlny koren, funkce tedy nema stacionarni body. Na ciselné

ose nadm tudi¥ ?a4dné body neptibudou. Z kazdého z jednotlivych Usek( oddé&lenych
vyznacenymi body vybereme nyni Ccislo, s nimz se ndm bude dobfe pocitat, a dosadime

ho do obecné derivace vysetfovaneé funkce. Zvolme treba cisla -2, _E a 1. Vyjde:

f'(-2) = —g, f'(—%) =-8a '@ = —g. Zaporna derivace znamena klesajici pribéh,

funkce je tedy ve vSech trech intervalech klesajici. Vyznacime si to na osu x:

Odpovéd: Funkce je klesajici v intervalu (—o0;—1), v intervalu (—=210) i intervalu (0;).
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3. KROK

Nyni je tfeba vySetfit, kde ma funkce inflexni body, kde je konvexni a kde
konkavni. Jelikoz inflexni body jsou ty body, v nichz méa vySetfovana funkce extrémni
derivaci, budeme vlastné hledat extrémy funkce f'. A protoze se extrémy funkce hledaji

pomoci derivace, budeme potfebovat k realizaci tohoto kroku druhou derivaci funkce f .
Vypoctéme ji:

2x+1\' _2X2+2x+1 | _202x+D(x* + x+1)
(mj _( X2 EQx+1)2] - X3 x+1)°
Nacrtneme si druhou ciselnou osu a vyznacime si na ni body, pro které neni definovana
funkce f, tedy Xx=0 nebo x=-1. Déle budeme hledat body, v nichZz je podezfeni na
extrém funkce f', tedy body, v nichz je druha derivace rovna nule. Vyfesime rovnici:
22x+D(X* +x+1) _ 0

x® x+1)° -

Na prvni pohled vidime, Ze Citatel a tim i cely zlomek se bude rovnat nule pouze pfi

X= —E. Vybereme si vhodna Cisla reprezentujici intervaly, na néz je vyznacCenymi Cisly
y . y . . 1 .

osa x rozdelena. Pro usek od -1 doleva zvolme treba -2, pro usek mezi -1 a _E treba
2 , o1 y 1 y ” .

—5, pro usek mezi _E a 0 treba —5 a od 0 doprava treba cCislo 1. Hodnoty dosadime

2) 1
do druhé derivace a vypocteme funkéni hodnoty: f(—2)=—%, f[—EJZ%),

1 189 9
f(—gj = _T a fQ@ :Z. Kladné hodnoty znamenaji konvexni Usek, zdporné konkavni

usek. I tuto vlastnost funkce si v jednotlivych Usecich poznac¢ime podél Ciselné osy:

N O N |

| | |
-1 -1/2 0

N

ZapiSeme odpovéd: Funkce je konvexni v intervalech (— oo;—l) a (— ;Oj, konkavni je

v intervalech (—ZL‘—%) a (0;00).
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4. KROK

V tomto kroku zjistime, zda ma funkce asymptoty a jaké. Nejdfive provérme
asymptoty bez smérnice. Vime, ze asymptoty bez smérnice jsou kolmicemi k ose x
v bodech, v nichZz vysSetfovana funkce neni definovana. Dale vime, Ze asymptota bez

smérnice se nachazi vbodé X, tehdy, kdyz plati, Ze lim f(X) =0 nebo
X— Xo+

lim f(X) =xc0. V nasem pfipadé tedy provéfime, zda jsou asymptoty v bodech x=0 a
X Xg=
x=-1.

Vypocet v bodé x=0:
. 2x+1
lim 5 =
X0t X° 4+ X
2x+1
lim = -

x=0- X% + X

Pfimka X =0 je asymptotou bez smérnice.

Vypocet v bodé x=-1:
. 2X+1
lim 5 =
X =1+ X + X
. 2X+1
lim 5 =
X--1- X< + X

Pfimka X =-1 je asymptotou bez smérnice.

Nyni provéfme asymptoty bez smérnice. Vypocitame:

2x+1
2
a=lim ) o fim XX oy 2Ly 2
Xoo X xoo X x-o XT(X+1D  x-=3X°+2X =
+ +
b:Iim(f(x)—a&):Iim(Z;( 1—OD<j:Iim 2x+l_g
X xol X2 + X oo X2+ X =

Provérime, zda funkce ma asymptotu v nevlastnim bodé + o ;

iim(f () -ak-b)=lim 2"t =g
X~ X X2 4 X =

PfFimka y =0 (neboli osa x) je asymptotou se smérnici v bodé + .

2x+1
2
a:|m1i99:|m1l_i£:|m1_§§il_: i —7;L——:O
e S R Xm0 X7(X+1) x-=3X°+2X =

X2 + X X X% 4 X
Provérime, zda funkce ma asymptotu v nevlastnim bodé —oo:

iim (£ () -alx-b)= lim 21 =g

X ¥2 4 =
PfFimka y =0 (neboli osa x) je rovhéz asymptotou se smérnici v bodé — .

b = lim (f (x) - a[X) = Iinj(ZXJrl—OD(j: iim 2L -9
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5. KROK

Jelikoz nemohu Ctenare provazet prFi tvorbé nacrtku funkce, nabizim alespon ke
kontrole graf vytvoreny kapesni matematickou laboratofi:

o x 2x+1
Prubéh funkce f(X)=——— (v&etné asymptot).
X~ + X

HMAIN KAD ALTO FUNC

Ctenér si jisté povsiml, Ze vySetfeni pribéhu funkce je Ukolem pomérné pracnym
a naroénym na cas. Zajimavé je, ze pravé vysSetfovani funkci je ¢innost, na niz se az
nezvykle vyrazné promitd mira zkuSenosti, které reSitel ma. Je obrovsky rozdil mezi
dobou, kterou zabere vysetreni funkce zacatecCnikovi, oproti Casu, ktery ke stejnému
Ukolu postaci zkusSenéjsimu. Jelikoz pisemné zkousky mohou byt naro¢né na (cas,
doporucuji ¢tenafi, aby si ve vhodnych sbirkach vyhledal co nejvice Uloh na vysSetfovani
funkci a ve svém vlastnim zajmu si jich co nejvice vyresil. Da se predpokladat, ze bude
sam prekvapen, kolik nepfenosnych zkusenosti pfi tom ziska.
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7. VYUZITI DERIVACE K NUMERICKYM
VYPOCTUM

7.1 Co jsou numerické vypocty a k cemu nam
mohou poslouzit

Pfi praci s funkcemi se casto setkavame s pripadem, kdy u urcité dané funkce
zname jeji funkéni hodnoty pro néktera ,zakladni* Cisla (budeme je obecné oznacovat

X, ), avéak v daném pfipadé potfebujeme spocitat funkéni hodnotu pro takové x, které
se zadnému ze ,zakladnich® vstupnich hodnot X, nerovna. Jako dobry pfiklad nam
poslouzi funkce sin(x). Ze stfedoskolské matematiky jsou nam znamy funkéni hodnoty

v . . . 7 7 7l 7l
pro nékterd X,, jmenovité pro X, =0, pro X, :E' pro X, :Z' pro X, :E, pro X, :E

a pro X, =71. (Ma-li ¢tendr potiebu ¢i chut si tyto funkéni hodnoty zopakovat, nabizim je
. ., 1 . T, 2 . T, 3 i

vtomto fadku: sin(0)=0, sin=)==, sin-) :£, sin(=) :i, sin(=) =1,
6" 2 4 2 3 2 2

sin(7) =0.) Co kdyz se ale stane, ze budeme potfebovat znat funkéni hodnotu sinu pro

takové X, které se zadné z téchto znamych X, nerovna? Konkrétné, co kdyz budeme

potfebovat vypocitat napfiklad sin(3)? Vétsina z nds v tomto pfipadé pochopitelné sdhne

po kalkulacce. O tom, co se v kalkulaéce po zadani takového Ukolu déje, zfejmé vétsina
z nas pak ani nepremysli. Nyni se vSak na chvilku pozastavme a nahlédnéme pod
pokli¢ku pozoruhodnych postupl, které kalkuladka pti fedeni takovych Uloh provadi,
abychom podstatu toto tajemstvi okusili.

Napadlo vas nékdy, jak to vlastné deéla kalkulacka, Zze vypocte napf. hodnotu
funkce sin(X) pro jakékoliv pFipustné Cislo, které do ni zadame? V nedavné dobé, kdy

jsem zacinal poznavat zaklady matematiky, mé tato otdzka zaujala. Zacal jsem tedy
patrat po tom, jaky je ,vzorec na vypocet hodnoty funkce sinus". Ke svému zklamani
jsem vsSak brzy seznal, ze zadny ,vzorec na sinus" neexistuje a ze sinus je sam o sobé
elementarni funkci. S timto poznanim jsem se nespokojil, nebot jsem usoudil, Ze neni
realné, aby kapesni kalkulacka méla ve své malé paméti ulozené hodnoty
goniometrickych i jinych funkci pro upiné vsechna Cisla, ktera jsou prvkem definicniho
oboru (véetné stamiliéniG desetinnych), a ze pfece musi existovat algoritmus, ktery
k takovému vypoctu poslouzi. Nakonec jsem se dopatral, Zze kalkulacka k tomu skute¢né
jisté postupy ma a Ze se tyto postupy nazyvaji numerické podetni metody. DlleZitym
poznatkem je pFi pouziti téchto metod je fakt, Zze hodnoty, které kalkulacky jako vysledky
vygeneruji, jsou ve vétsiné pripadd u takovych funkci jen pfiblizné, ackoliv jejich
presnost je pomérné vysoka a pro dany ucel plné postacujici.

NeZ s témito postupy seznamim cCtenare a zodpovim na otazky podobné té, jiz
jsem zahajil pfedchozi odstavec, musim nejprve konstatovat velmi dlleZitou skutednost:
Matematika a jeji vypocetni metody nejsou zdaleka jednotvarné. Z urcitého
hlediska m@zZeme rozliSovat mezi dvéma zcela rozdilnymi p¥istupy k vypoctim
rlznych zadanych Uloh. Jsou jimi: 1) metoda obecnych Feseni pfesnych hodnot a 2)
metoda numerickych freseni pribliznych hodnot. Pojdme si tyto metody popsat
podrobnéji.
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Metoda obecnych FeSeni presnych hodnot

Jak jiz nazev napovida, tato metoda produkuje vzdy vysledky ve formé naprosto
presnych hodnot. Jako pfiklad mohu uvést nasledujici zadani a vysledek:

Zadani: Kolik je arcsir{l)?
Y 71
Odpoved: —
2

Vyhoda je samoziejmé stoprocentni presnost vysledkl. Nevyhodou véak je, Ze si ¢lovék
pfi pohledu na nékteré presné vysledky tézko vybavi, ,jakou kvantitu vysledné Ccislo
vlastné vyjadruje®, jinymi slovy si dané vysledné Cislo nékdy jen s obtiZzemi pfedstavime
na Ciselné ose. Necht si ¢tenaf sam rozhodne, zda je schopen si ihned bez pocitani

predstavit na ciselné ose treba Ccislo 7773. Pozor! Tento zapis zminéného Ccisla je

skute¢né nejjednodudsim zplsobem, jak danou hodnotu zapsat v reZimu presnych
hodnot! Jeho prepis do desetinného Cisla by byl jiz nepfesny. Pfi pohledu na tento zapis
Cisla se vSak vétsina lidi zfejmé neubrani usmévné dodatecné otdzce ve stylu ,No dobra,
ale to je vlastné kolik?" Navic se pfi poéiténi s presnymi hodnotami nékdy mize stat, Ze
nemame Sanci ani na to, aby se vysledek néjak odliSoval od zadani. Napfriklad:

Zadani: Kolik je Sin(;)?
. (2
Odpoveéd: sin 7

Jiny zapis presného vysledku prosté neexistuje (pomineme-li bezvyznamné alternativy
s rozsirenymi zlomky).

Navic existuje jesté jeden fakt: Metoda vypoctd presnych hodnot
predpoklada vzdy existenci obecného freseni. To v praxi znamena, ze mame-li
Uspésné pocitat s pfesnymi hodnotami, musi byt mozné vytvorit (odvodit) vzorec, ktery
po dosazeni pfislusnych vstupnich hodnot vzdy vygeneruje spravny vysledek. To vsak
rozhodné& neni mozné vzdy! Pro nékteré laiky mdze byt navic prekvapivy fakt, Ze nékteré
(na prvni pohled leckdy i velmi jednoduché) ulohy neni matematika schopna dodnes
obecné vypocitat, pricemz se v mnohych takovych pfipadech jiz s jistotou vi, Ze to
nebude mozné ani v budoucnosti, nebot obecné Fe$eni nékterych takovych je
prokazateln& nemozné. Proto resitelé rozlicnych matematickych problém{ museji ¢asto
pouzivat metody odlisné, jejichz podstata je nastinéna v nasledujicim odstavci.
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Metoda numerického reseni pribliznych hodnot

Z nadzvu vyplyva, e kvalita vypoétenych hodnot muZe byt negativné ovlivnéna
nepfesnosti, nebot vypoéty feSené touto metodou mohou v mnohych pfipadech
generovat jen priblizné hodnoty. Jako pfiklad si uvedme numerické (pfiblizné) vysledky
zadani, ktera jsme pouzili jako vzor pfi vysvétlovani hodnot presnych:

Zadani: Kolik je arcsir{1)?
Odpoveéd: 1,57079630 (zaokrouhleno na 8 desetinnych mist)

Vyhoda spocivd predevSim ve snadné srozumitelnosti vysledné hodnoty, ktera nam
usnadnuje okamzité si predstavit vyslednou kvantitu, samozfejmé i na Ciselné ose.

’ 7 . 7 . - V.V 4 . WV -V 7 5
Zajima-li nas z tohoto hlediska srozumitelnéjsi, byt jen priblizna hodnota 1/7773,

muzZeme se spokoijit s &islem 4,7060961. Nevyhodou je samoziejmé fakt, Ze tento zapis
neni presny (je zaokrouhleny). PFi pocitani s pfesnymi hodnotami se pochopitelné
setkdme mnohem Uspésnéji s vysledky na prvni pohled odliSnymi od zadani. Napriklad:

(2
Zadani: Kolik je SIh(;)?
Odpoveéd: 0,28184285 (zaokrouhleno na 8 desetinnych mist)

Pro zajimavost se slu$i dodat, Ze i elektronické matematické pomdicky (kapesni a
stolni pocitacky ¢i softwarové produkty pro pocitace) se vesmés déli na typy, které
pocitaji jen s hodnotami ziskanymi numerickymi postupy, a na typy, které dovedou
pocCitat i s hodnotami presnymi. Jako pfiklad mohu uvést program Matlab, ktery je
vhodny pouze pro numerické vypocty, oproti programu Maple, ktery zvlada vypocty
s presnymi hodnotami. Kapesni a stolni elektronicka zarizeni vétSinou pocitaji pouze
numericky a tudiz pfiblizné, a proto se nazyvaji kalkulatory ¢i zdomacnéle , kalkulacky"
(kalkulovat = pocitat priblizné, tipovat). Existuji vSak i SpiCkové pristroje urcené pro
nejnaro¢néjsi vypocty, které sice svym vzhledem kalkulacky pfipominaji, avSak dovedou
pracovat s hodnotami pfesnymi a dokonce umoznuji uzivateli, aby si zvolil mezi vypocty
pfesnymi a numerickymi. Takové pfistroje lze pomérné vystizné nazyvat ,kapesni
matematické laboratore". S naprostou samozrejmosti obvykle zvladaji i kresby dvoj- a
tfirozmérnych grafl, plnohodnotné vypocty s komplexnimi ¢&isly, maticové operace,
integralni a diferencialni pocet, diferencialni rovnice a nekonecné fady, obsahuji tabulky
pro Laplaceovu transformaci, umoznuji programovani v nékolika jazycich, synchronizaci s
pocitatem a tisice dalSich uzite¢nych funkci, pficemzZ jejich ceny byvaji oproti cenam
kalkulatorl raddové deseti- aZ stonasobné vyssi (napf. $pickovy pristroj TI-89).

Vratme se nyni k otdzce uvedené v Uvodu této kapitoly: Jaky postup pouziva
kalkulacka, Ze vypocte napf. hodnotu funkce sin(x) pro jakékoliv Cislo, které do ni

zadame? Odpovéd ma kli¢ovou duleZitost pro cely obsah této kapitoly: Kalkulatory nam
jako vysledek ve skutecnosti neposkytnou hodnotu funkce sinus pro dané cislo,
nybrz hodnotu jiné funkce, jejiz funkéni hodnota je pro cislo X velmi blizka
funkc¢ni hodnoté funkce sinus. Jinymi slovy, kalkulatory ve skutec¢nosti s funkci
sinus nepocitaji, nybrz ji nahrazuji jinou funkci, ktera ma pro X velmi podobnou
funkéni hodnotu jako funkce sinus. Tato metoda se pouziva proto, Ze ona
nahrazkova funkce obsahuje vZzdy jen nejzakladnéjsi matematické operace
(sc¢itani, zlomky a mocniny), takze tim padem umozinuje snadny vypocet pro
jakoukoliv vstupni hodnotu X. Tento princip je zakladem numerickych
pocetnich metod. Pokud vysledek neni celé cislo, je zobrazen vzdy jako dislo
desetinné (neni tedy zobrazen ve tvaru zlomku ¢ jinych znakd predstavujicich presné
hodnoty).
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Ackoliv  je v téchto skriptech jako priklad pouzita funkce sinus,
samoziejmé se tato metoda nepouziva zdaleka jen u goniometrickych funkci,
nybrz pfi numerickych vypoctech hodnot vsech ,védeckych™ funkci, které
kalkulacka zvlada, napf. logaritma apod.

Prijemné je, Ze nahrazkovou funkci (obecné ji oznacujme tfeba (), které

pavodni funkci f zastane, Ize vétSinou pomérné snadnym zptisobem vytvoFit, a
to pravé za pouziti ptvodni funkce f . Celd tato kapitola bude proto pojednavat o

tom, jak kyzenou nahrazkovou funkci vytvorit tak, aby byla schopna ptvodni funkci
s dostatecné vypocetni presnosti nahradit.

Nejdfive je nezbytné nutné objasnit, jak cely proces funguje v jednotlivych
obecnych krocich. Dikladné si nyni prostudujme ndsledujici scéna¥, podle kterého
kalkulacky postupuji — brzy podle néj budeme postupovat i my:

1) Uzivatel zada do kalkulacky, Zze chce znat hodnotu néjaké konkrétni
funkce pro konkrétni cislo x. Jako priklad uved’'me treba zadani vypoctu

sin@).

2) Ze skupiny zakladnich cisel, pro néz jsou znamy piesné funkéni hodnoty
dané funkce, vybere takové cislo X,, jehoz hodnota je zadanému cislu X
co nejblizsi. V nasem pripadé je danou funkci sinus a hodnota X rovna 3.

. ; . . . . i , v n n n
Pifesna funkéni hodnota funkce sinus je definovana pro cisla 0, —,

6" 4" 3’
71 < X % £ %o < = L X¢
> a 71. Kalkulator vybere z téchto cCisel takové Cislo X,, které je k Cislu 3

v wvrs

nejblizsi. Tim cislem je v nasem pripadé cislo 771 (je obecné znamo, ze
sin(1) = 0). Proto se zvolené X, bude rovnat 7.

3) Z pavodni funkce a zjiSténého cisla X, kalkulator specialnim postupem
vytvori jinou, nahrazkovou funkci, ktera ma v okoli cisla X, velmi
podobny prlibéh jako funkce pdvodni, a tou poté plvodni funkci nahradi.
V nasem konkrétnim prFipadé vytvofi tedy z funkce sin(x) a zjisténého
Cisla X, =71 specialnim postupem jinou, nahrazkovou funkci, ktera ma
v okoli ¢isla X, =71 (do néhoz pat¥i i dané cislo 3) velmi podobny priibéh
jako funkce sinus.

4) Nové vytvoiena nahrazkova funkce ma velmi jednoduchou strukturu,
takze na rozdil od funkce plvodni neni problém vypocist jeji funkcni
hodnotu pro jakékoliv pripustné X. Do nové vytvorené funkce kalkulacka
dosadi uzivatelem danou vstupni hodnotu X a vypocte funkéni hodnotu.
V nasem prFipadé dosadi za X vstupni hodnotu 3 a vypoctenou funkcéni
hodnotu nahrazkové funkce zobrazi na displayi, pricemz ji bude vydavat
za hodnotu funkce sinus, ackoliv ve skutecnosti jde o hodnotu funkce
jiné, simulujici. Tento drobny podvod milé kalkulaéce radi promineme, nebot
nahrazkova funkce ma v okoli bodu X, =71, do néhoz cislo 3 jisté patri,
velmi podobny prilibéh jako funkce sinus, a proto vysledek, ac priblizny, je
pro nase ucely dostatecné presny.
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Ackoliv rychlost kalkulacky je clovékem vétSinou naprosto nedostizitelna, byla by
Skoda nenaucit se provadét takové pékné ,triky" jen s pomoci tuzky a papiru. Nauci-li se
Ctenar tyto postupy, bude pro néj hrackou vypocist bez kalkulacky, kolik je napf.
In(1,24) . Podle vyse uvedeného postupu totiz staci si uvédomit, ze i kdyz zatim nevime,
jaké je funkéni hodnota funkce In(x) pro X =124, vime alespon, jaké jsou funkéni
hodnoty pro Cisla 1 a € (je obecné znamo, Ze In(1) =0 a In(e) =1). Protoze Cislo 1 je
Cislu x =124 bliz8i nez &islo € (€ je pfiblizné 2,7182818), zvolime X, =1. Poté staci
pomérné jednoduchym postupem vytvofit ndhrazkovou funkci, kterd bude mit v okoli
&isla X, =1 prdbéh velmi podobny funkci In(X) a bude tudiz schopna funkci pfirozeného

logaritmu nahradit a poskytnout pro X =124 dostatecné presny vysledek. A pravé

navod k tomu, jak tvorit takové nahrazkové funkce k béznym védeckym funkcim,
nam poskytnou nasledujici dobife minéné podkapitoly.
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7.2 Numerické vypocty pomoci diferencialu

NeZ se naucime tuto nejjednodussi numerickou vypocetni metodu, pfipomernme si
pro jistotu jesté jednou, ze zakladnim postupem numerickych metod pro vypocet
pFiblizné hodnoty funkce f pro cislo X je:

1) Vybrat ze ,,zakladnich" Cisel, pro které je znama piesna funkcni
hodnota dané funkce, takové cislo X,, které je cCislu X co
nejblizsi.

2) Poté vytvoFit novou nahrazkovou funkci g, ktera ma v okoli

bodu X, podobny pribéh jako funkce pavodni.
3) Nakonec nahradit plivodni funkci nahrazkovou funkci g tim, ze

do nahrazkové funkce dosadime Cislo X a vypocteme jeji funkcni
hodnotu g(X). Ta bude pFibliZnym Fesenim.

Nejjednodussim, avSak také nejméné presnym nastrojem numerickych metod je
takzvany diferencial, o nédmz pojednava tato kapitola. Princip feSeni vypoctd pomoci
diferencidlu spociva v tom, Zze grafem nahrazkové funkce bude pfimka, konkrétné
tecna k pavodni funkci v bodé o souradnici X,. Jinymi slovy, nahrazkovou funkci

g k pavodni funkci f bude afinni funkce, které bude odpovidat rovnici te¢ny
k ptivodni funkci v bodé X,. Velmi zjednodusené mizeme tedy Fici, Ze kFivku pavodni

funkce nahradime pfimkou a vypoclet provedeme na ni. Pokud se cCtenafi zda toto
v ’ VeV .y 7 Ve, W O v . r_r r s s v
vysvetleni prilis spletite, urcité pomuze ilustrace, kterou nabizi graf na nasledujici strané:
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Pfesna, le¢ neznama funkéni hodnota f(x)

Funkéni hodnota nahrazkova funkce g(x)

| (d=diferencial

4

Funkéni hodnota f(x0)=4 {————===============--- A !
P
A X i

0 1 x0=|2 x|=2,4 X

Podivejme se pozorné na vyse nacrtnuty graf (neni tfeba se niceho obavat, jeho
pochopeni je ve skuteCnosti mnohem jednodussi, nez by se mohlo na prvni pohled zdat).
Mame danu né&jakou zcela konkrétni funkci f, o niz jiz pfedem vime, jaké jsou nékteré

jeji funkéni hodnoty. Dejme tomu, ze v tomto konkrétnim pripadé zname zakladni
hodnoty této funkce pro X, =0, X, =1, X, =2 a X, =3, jmenovité¢ f(0)=0, f@) =1,
f(2 =4 (vyznateno pfimo vgrafu) a f(@B)=9. A dejme tomu, Ze my ovsem
potfebujeme zjistit, kolik je jeji funkéni hodnota pro X= 24, a tuto hodnotu nemame

moznost z povahy dané funkce vypocitat. Proto ji musime vypodcitat alespon pfiblizné
numerickou metodou.
Postupujme proto podle jiz dvakrat zminéného procesu: Protoze nezname funkéni

hodnotu dané funkce pro x= 24, vybereme si alespori takové X,, pro které hodnotu
funkce zname a které je danému X = 24 co nejbliz8i. Tomu odpovida Cislo X, =2. Nyni
se pozorné zadivejme na graf. V grafu je znazornéna funkce f, jejiz funkéni hodnotu
zndme pro X, =2 (ze zadani vime, ze f(2) =4). Pokud v bodé o soufadnici X, =2
vytvoFime k funkce f teénu, bude tato teéna vlastné nahrazkovou funkci g,
ktera bude mit v blizkém okoli bodu X, pribéh podobny pribéhu plvodni
funkce f (z grafu je na pohled patrné, Ze se od plvodni funkce v okoli bodu o
soufadnici X, =2 sice odchyluje, avSak ,pomérné malo"“). Jelikoz presna funkcni
hodnota f(X) pro dané Xx=24 je obecné nezjistitelna, spokojime s FeSenim

v podobé priblizné hodnoty, ktera bude odpovidat funkéni hodnoté nahrazkové
afinni funkce g pro x=24.
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Na grafu je vidét, Ze se tato hodnota g(x) liSi od pFesné hodnoty f(X) jen o
maly rozdil, takZze hodnotu g(X) budeme povaZovat za dostatecné pfesnou (aby
se Ctenafi dobfe pracovalo a nemusel obracet na prfedchozi stranu, nacrtl jsem tentyz
graf nize jesté jednou). Za hledané priblizné Feseni budeme tedy povazovat
funkéni hodnotu nahrazkové funkce g pro x=24. Jak tuto funkéni hodnotu
vypocteme?

y f g

Presnd, le¢ neznama funkéni hodnota f(x)

Funkéni hodnota nahrazkova funkce g(x)

d=diferencial

[,

Funk¢ni hodnota f(x0)=4 1=————~~-—===========—-

L

0 1 x0=2 x=2,4

VSimnéme si nejprve, Ze nami hledana funkéni hodnota g(x) v bodé x= 24 se
rtizni od funkéni hodnoty funkce f v bodé X, =2 o jistou hodnotu, ktera je
v grafu oznadena jako d (takzvany diferencial). Kdybychom dovedli tento

vevrs

diferencial vypocitat, stacilo by jej pricist k funkéni hodnoté f(X,) a vysledek by
se rovnal hledanému numerickému Fe$eni. MiZeme tedy zapsat: g(x) = f(x,) +d

Z této myslenky budeme vychazet. K fe$eni v8ak potfebujeme védét, kolik je d, neboli
potfebujeme znat hodnotu diferencidlu. Podivejme se jesté jednou pozorné na graf.
Dovedli bychom diferencial vypocitat? Vzpomeneme-Ili si na pojem ,smérnice primky",
jisté si uvédomime, Ze smérnice funkce g (oznacujme si ji tfeba S) je vlastné

d N N L.
rovna ~ A protoze AX=X-X,, mliZzeme rovnou napsat: S= . Nam jde
X

X=X,
ovsem o to, vypocitat d, a proto si jej z daného vzorce vyjadieme: d =s.(X-X,)

K pouziti tohoto vzorce ovSem potfebujeme znat smérnici S. To ovSem neni zadny
problém! KdyZ si uvédomime, Ze S je smérnici funkce g, kterd je tecnou k funkci f

v bodé X,, vyplyva z toho logicky, Zze S je smérnici te¢ny k funkci f v bodé X, neboli
s je derivaci funkce f v bod& Xx,. MiZeme tedy zapsat: s= f'(x,). Z toho tedy
vyplyva, Ze vyse odvozeny vzorec pro vypocet diferencialu d =s.(X—X,) mizeme
zapsat jako d = f'(x,).(Xx—X,). Nyni tedy mlizeme konec¢né zapsat vzorec pro
vypocet funkéni hodnoty g(x), ktera je numerickym pFiblizZznym Fesenim hodnoty
funkce f pro éislo x:
Konecné Feseni: g(x) = f(X,)+ f'(X,).(X—%,)

Tim jsme vilastné vytvofFili obecny zapis funkce, ktera je teénou k funkci f
v bodé X,. Do této funkce dosadime konkrétni hodnoty a mame vysledek.
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Po tomto odvozeni povazuji za vhodné cely postup shrnout do jakési rekapitulace
v podobé tradi¢niho postupu pfi numerickych vypoctech, ktera ctenafi poslouzi jako
prehledny postup pro feSeni Uloh na vypocet pfiblizného feSeni funkénich hodnot
metodou diferencialu:

Obecné zadani: Madme danu funkci f, jejiz pfesné funkéni hodnoty zndme jen pro

néktera zakladni Cisla X,. Mame za ukol vypocitat hodnotu této funkce pro Cislo X, které

se zadnému zakladnimu X, nerovna.

Reseni: Protoze z povahy dané funkce vyplyvd, Ze jeji presnou funkéni hodnotu nelze
obecnymi postupy vypocist, pouzijeme numerickou metodu pfiblizného fesSeni. Zatim
zname metodu diferencialu, aplikujeme tedy tu:

1) Ze ,zakladnich" ¢&isel, pro které je znama presna funkéni hodnota dané funkce,
vybereme takové Cislo X,, které je Cislu X co nejblizsi.
2) Poté vytvorfime novou nahrazkovou funkci ¢, ktera ma v okoli bodu X,

podobny pribéh jako funkce plvodni. Touto funkci bude afinni funkce, jejimz
grafem je tena k plvodni funkci f v bod& X,. Jak jsme si v pfedchozich
odstavcich této kapitoly odvodili, tato nahrazkova funkce ma tvar:
9(x) = f (%) + £'(X)-(X= %)

3) Do nahrazkové funkce dosadime cislo X a vypocteme jeji funkéni hodnotu
g(X) . Ta odpovida pfibliznému numerickému feseni.

Prakticka uUloha na numerické vypocty pomoci diferencialu

Nyni, kdyz jsme si odvodili numerickou metodu vypoctu priblizného Feseni pomoci
diferencidlu a zvladli jsme postup fesSeni Uloh teoreticky, vyfeSme si prakticky jeden
vzorovy priklad. Na tomto misté samozrejmé ctenari radim, aby si vyhledal ve sbirkach
cviceni takovych uUloh vice a vypocetl si je. Velmi cCtenafi doporucuji, aby si na tuto
metodu zkusil vymyslet sdm nékolik Uloh, hral si s nimi, experimentoval a samostatné
badal - ani jako zabava to neni Spatné a ohromné to zvysSuje dusevni potencial.

Pristupme tedy k reseni konkrétni Ulohy:

Zadani: Vypoctéte hodnotu sin(3)

Redeni: Funkce sinus sama o sob& nenabizi zadny obecny zplsob, jak vypodist svoji
funkéni hodnotu pro X=3. Budeme proto muset vypocist pfiblizné reseni numerickou
metodou. Pouzijeme metodu diferencialu.

Nejbliz§im Cislem Ccislu 3, pro které zname presnou funkcéni hodnotu, je 71 (asi
3.14159265). Proto za X, zvolime 71. Pro poradek uhledné zapiSeme:

x=3

Xo =171

Nyni vytvofime nahrazkovou funkci @, kterd pfi vypoctu zastoupi plvodni funkci
f (X) =sin(X) .Tou bude afinni funkce, jejimz grafem je te¢na k funkci Sin(x) v bodé o

soufadnici X, = 71. Jak jiz vime (a jak si Ize snadno odvodit), jeji obecnou rovnici je:

9(x) = (X)) + (%) (X = %)
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Obecnou rovnici upravime do konkrétni hodnoty: g(X) =sin(n) +sin'(77).(X — 1)
Vime Ze derivaci sinu je cosinus, proto: g(X) =sin(77) + cosgi).(X — n)

Zname hodnoty doplnime: g(X) =0-1.(x — n)

Nakonec zjednodusime: g(x) =71—Xx

Do této nahrazkové funkce dosadime za X a vysledek numericky vyjadrime:

g(x) = n-3[ 3141592653 = 014159265

Protoze je vSak feSeni metodou diferencialu jen pfiblizné, nema smysl rozepisovat
vysledek na pfiliS mnoho desetinnych Cisel, protoZze desetitisiciny a drobnéjsi desetinné
cifry stejné nebudou odpovidat skutecnosti. Proto se spokojme s cislem 0,141.

Odpovéd: Hodnota funkce sinus pro Cislo 3 je pfiblizné 0,141.
Pro ilustraci prikldddm vyobrazeni prib&hu obou funkci

(plvodni i ndhrazkové). Sikma piimka se zapornou smérnici je
grafem ndahrazkové funkce g(X)=7m—-Xx. Jak je Vvidét,

4 v kratkém Useku v okoli Cisla X, =71 ma skutecné podobny
prabéh, jako funkce sinus.

HMAIN EAD AUTO FUMC

Praktickd poznamka

Mate-li kalkuldtor, ktery pocitd goniometrické funkce, mdZete si priblizné
numerické vysledky vzdy porovnat s vysledky kalkulatoru. Pozor! Pfi takovém porovnani
v mnoha pripadech Zzjistite, ze vysledky kalkulatoru se s Vasimi vysledky shoduji také jen
pFiblizné! Napfiklad pokud zadame kalkulatoru Feseni vySe uvedené Glohy sin(3), vétsina
pristrojl vrati hodnotu 0,14112001, nikoliv nade 0,14159265. Dulezité nyni je odpovédét
si na otdzku, pro¢ tomu tak je. DGvodem je skute¢nost, Ze kalkulatory k numerickym
vypoétiim obvykle nepouzivaji metodu diferencialu, nebot ta je pouze zakladni,
jednoducha a malo presna. Kalkulatory maji pro numerické vypocty k dispozici silnéjsi a
chytrejsi nastroje, takze vysledné hodnoty jsou podstatné presnéjsi. Hlavnim takovym
nastrojem je Taylorliv polynom. Pokud se Ctenar na tomto misté obava, Ze bude
odizen o tajemstvi tohoto postupu, mize byt klidny. Vysvétleni se do¢kd jiz v nasledujici
kapitole. Stadi otodit list...
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7.3 Taylortv polynom

V predchozi podkapitole o numerické metodé vypoétd pomoci diferencidlu jsme si
ukazali, jak Ize numerickou vypocetni metodou vypocitat pribliznou hodnotu urcité funkce

pro Cislo X, zname-li funkcni hodnotu dané funkce pro Cislo X,, které je bodu X blizké.
Vysvétlili jsme si, ze za urcitych podminek mizeme tuto hodnotu ziskat tim, ze pdvodni
funkci f nahradime funkci g, jejimz grafem je tecna k funkci f v bodé Xx,, a za
priblizny vysledek mizeme povaZovat funkéni hodnotu této ndhrazkové afinni funkce pro
Cislo X.

Nevyhoda vypoctl pomoci diferencialu je zfejma na prvni pohled. Protoze
grafem nahrazkové funkce g je zde pfimka, mize tato funkce s dostatecnou
presnosti nahradit plivodni funkci f jen v takovém omezeném okoli bodu X, v
némz ma plvodni funkce pribéh podobny této pfFimce. Stadi vSak, aby krivka
pavodni funkce f byla v okoli bodu X, vice zakfivena, a te¢na k ni rdzem bude o¢ividné
pfiléhat jen bodé X,, takZze metoda diferencidlu nam bude poskytovat vysledky velmi
nepresné, ne-li Uplné zcestné.

Logicka otazka tedy zni: NesSla by nahrazkova funkce g néjak upravit tak,
aby svym zakfivenim lépe kopirovala priibéh piivodni funkce f ? Tuto otdzku si uz

pred zhruba tfemi sty lety poloZil anglicky génius Brook Taylor®. Za sv{j (bohuZel kratky)
zivot stacil dokazat pozoruhodny objev, ktery ma dodnes v matematice dalekosahly a
nenahraditelny vyznam.

Pan Taylor vysSel z nam jiz zndmé metody vypocltu pomoci diferencialu, kdy
nahrazkovou funkci je teéna  kfunkci plvodni a ma obecny tvar
g(x) = f (%) + F'(X).(X—X%,). Zjistil, Ze pokud tuto nahrazkovou funkci
g(x) = f (%) + f'(%).(Xx—X%X,) dodatec¢né wupravi tim, Ze ji rozsifi pFic¢itanim
specialnich dalsich ¢lendi, bude se kfivka takto upravované funkce v okoli bodu
X, s kazdym dalSim pFictenym clenem stale vérnéji tvarovat podle ptlivodni
funkce f . Nahrazkova funkce, kterd takovou Upravou vznikne, se po svém objeviteli
jmenuje Taylorav polynom. Bude-li vytvorena rozsirenim funkce
g(x) = f(X,) + f'(%,)-(Xx—X,) o dostate¢né mnozstvi dalich specidlnich ¢lenl, bude mit
v okoli bodu X, prdbéh velmi podobny plvodni funkci f . Ddlezité je naudit se v tomto
kontextu pouzivat sloveso konvergovat - korektné fikdme, ze funkce g v okoli bodu
X, konverguje k ptivodni funkci f (konvergence znamena sbihavost). Cim vice

dodatecnych specidlnich ¢lenl pri¢teme, tim deldi bude interval, v némZ bude takto
vznikld funkce konvergovat k funkci plvodni. Proto bude Taylorlv polynom jakozto
funkce schopen velmi dobfe nahradit funkci plvodni pfi numerickych vypoctech, nebot
jeji funk&ni hodnota pro X bude velmi blizka funké&ni hodnoté pdvodni funkce.

° Brook Taylor (1685-1731), anglicky matematik. Zabyval se zejména vyuZitim teorie Fad v matematické
analyze.
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Pro srovnani si znazornéme, jak graficky vypadaji dvé rizna numericka feseni
ulohy, jejiz zadani nam poslouZilo jako vzorovy priklad v predchozi kapitole. Ukolem bylo
vypocist pfiblizné numerické FeSeni hodnoty sin(@). Prvni uvedené feseni, znamé jiz
z predchozi kapitoly, je feSeni pomoci diferencidlu, kdy nadhrazkova funkce ma tvar tecny
k funkci f v bodé& X,. Druhé teSeni je takové, kdy je jako ndhrazkova funkce pouZit

Taylordv polynom. Obé& situace jsou zndzornény v nasledujicich dvou grafech,
vytvofenych kapesni matematickou laboratofi:

Graf 1. - numerické reseni pomoci diferencialu. Nahrazkovou
funkci je g(x) = f(X,)+ f'(X,).-(X—X%,), jejimz grafem je tecna
/_ k plvodni funkci sin(x) v bodé X, =71. Z obrazku je patrné, Ze

rozsah, v némZ tato funkce konverguje k plvodni funkci, je
znacné omezeny.

HMAlMN EAD AUTO FUNC

77| Graf 2. - numerické reSeni pomoci Taylorova polynomu. Jako
% nahrazkovd funkce je pouzit Taylorlv polynom. KFivka této

funkce konverguje k plvodni funkci mnohem Iépe a
v podstatné veétSim rozsahu, nez tecCna pouzitd k vypoctu
v pomoci diferencidlu. Proto je Taylorlv polynom schopen
poskytnout v roli ndhrazkové funkce podstatné vyssi presnost.

HMAlN EAD AUTO FUNC

Abychom tedy mohli ziskavat vysoce presna numericka reseni funkcnich hodnot
rozmanitych funkci, musime pouzit numerickych metod vypoctl, které spocivaji

ve vytvoreni takové nahrazkové funkce g, kterd bude k funkci f v okoli boduXx, co

nejlépe konvergovat. Je matematicky dokazano, Ze takovou funkci je pravé Taylorliv
polynom. Jak jiz Ize o&ekdvat, cilem této kapitoly je vysvétlit, jak vytvofit Taylorlv
polynom konvergujici k funkci f , budeme-li mit k dispozici ptvodni funkci f a vhodné

zvolené Cislo X, .

o, £ (x,) k
Taylordv polynom ma obecné tento zapis: ZT(X - Xo)
k=0 :

Pokud ma ¢&tendr s podobnymi typy matematickych zdpisd malo zkuSenosti,
mozna v ném pohled na vy$e uvedeny vzorec vyvold smés rlznych neblahych pocitd,
zdrzenlivosti pocinaje a obavami konce. Abychom seznali, ze jakykoliv pesimismus je
zcela zbytecCny, rozeberme si nyni vzorec tak, abychom jej byli schopni pouzivat
s nalezitou lehkosti.

Ve skutecnosti jde o jednoduchy vyraz, ktery je tvofen souctem urcitého poctu

(%)
k!

¢lentl. Kazdy élen ma vzdy tvar (X—%,)", kde vyraz f®(x,) v itateli

znamena hodnotu k-té derivace plvodni funkce f v bodé X, , pricemz Cislo K se rovna u

prvniho ¢lenu 0, u druhého 1, u tfetiho 2, u ¢tvrtého 3, u 1+ntého n. Celkovy pocet
¢lend je tedy roven n+1 (nikoliv n, nebot k pocitdme od nuly do n, nikoliv od jedné do
n). Celkové n (pochopitelné celé kladné cislo) zavisi na nas - ¢im vyssi n si zvolime,
tim ,del3™ TaylorQv polynom bude, tim Iépe bude konvergovat k plvodni funkci a bude
schopen ji pfi numerickych vypoctech nahradit, a tim delsi bude také rozsah, v jakém
bude k plvodni funkci konvergovat. Na druhé strané& vysoké N znamend rovnéz vyssi
obtiznost nejen pfi samotném tvoreni Taylorova polynomu, nybrz také pfi praci s nim.
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Ze zapisu je patrné, ze ¢im vyssi n si zvolime, tim vysSSi mocnina se nachazi
v poslednim ¢lenu a tim vyssi je také takzvany fad Taylorova polynomu. Proto hovofime
o Taylorovu polynomu n-tého Fadu. Rozepidme si nyni Taylordv polynom pro
obecnou funkci f, tfeba tfetiho Fadu:

U prvniho ¢lenu se k rovnd 0, proto mizeme prvni &len zapsat takto:

(%) f (%) 0

T(X_Xo)= a (X=%y)" = f(x,)

V pfipadé druhého ¢lenu se k rovna 1, proto druhy ¢len ma tvar:
f O (x f'(x ,

960 (=) = 0 (- 1= 1) (=)

Podobné vytvofime ¢len pro k=2

£09(x.) £ (X,) SO &) PV
T(X_XO)=T(x—XO) _T(X Xo)

Zakonéime ¢lenem pro k =3:

F%0%) (%) F™ (%)
! 3

—(X_Xo)= (X_Xo)s=T(X_Xo)3

K

Jelikoz Taylordv polynom je souétem t&chto &lenti, miZzeme zapsat:

F" (%)

Taylor, f(X) = f(x,) + f'(X,)(X=X,) +T(X_ Xo)2 + (x- Xo)3

f™ (%)
6

Dtlezité!"! Urcité si prohlédnéte, jak vypada obecny tvar Taylorova polynomu
prvniho Fadu! Jde totiz o vyraz f(X,)+ f'(X,)(X—X,), ktery odpovidd ndhrazkové
funkci pfi numerickych vypoctech pomoci diferencialu, jejiz rovnici je te¢na k funkci f
v bodé X,. Tim se potvrzuje to, co bylo jsem naznacil uz na pocatku této kapitoly:
Taylorlv polynom vysSich Fadd tvofime tak, ze funkci g(x) = f(X,)+ f'(X,)(X—X,)
rozifujeme pricitanim dalSich specidlnich ¢lend, &mz se zvySuje presnost a rozsah,
v némz takto vznikla funkce konverguje k pdvodni funkci f v okoli bodu X,. Funkce
g(x) = f(x,)+ f'(X,)(X—X,), kterou pouzivame p¥i aplikaci metody diferencialu,
je vlastné Taylorovym polynomem 1. fadu.
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V tomto okamziku bude jisté uzite¢né nahlédnout do praxe. Vypoctéme si cvicné
nasledujici Ulohu:

Zadani: Vypoctéte pfibliznou hodnotu Sln(z).
Regeni:
Z Cisel, pro kterd zname presnou funkcni hodnotu funkce sinus, vybereme takové cislo

vvvvvv

X, , které je co nejblizsi Cislu X = j-l . Takovym Ccislem je X, =0. Nyni si musime vytvorit
ndhrazkovou funkci @, kterd bude k funkci f(x)=sin(x) v okoli bodu X, dobre
konvergovat. Touto funkci budiz Taylorlv polynom. Protoze ¢&islo X=% je ¢islu x, =0
pomé&rné blizké, predpokladejme, Ze postadi Taylorlv polynom 5. Fadu.

Nyni si rozepidme vzorec pro Taylorlv polynom 5. faddu a doplfime zndmé hodnoty a
funkce:

Taylor, sin(x), . ZS: (k)(xo)(x %) =

189 (- + f'(l,x°) (x= )+ (x=x,)7 ¢
AL ST L LA

Sin(x) + COS{lg)(X — Xp) +—nC0) (x )2 1+ ZOOSK) (3o

SiNGG) o va, COSEG) o vs

tTog KTX) Ty (%)

sin(0) + cosQ)(x - 0) - 5'”2(0) (x-0)? —Lz@(x—of’ +

LS00 064990 s gu 0oLy ros b2y X4 X
24 120 6 12 6 120

Jako nahrazkova funkce k funkci sinus nam tedy poslouzi funkce:

3 X5

=x-_+ 2
909 = x 6 12C

1
Do této funkce dosadime za X Cislo, pro néz hledame funkéni hodnotu, tedy Z :
1) (1)
4 4
—_ + o
6 12C

1 1
_(64)+(1024j:1_ 1, 1 _ 30401
6 12C 4 384 12288( 12288

L L =0,24740397
4 4 —_—
Zadame-li za G&elem porovnani vysledkl do kalkulacky sin(05), vyjde nam: 0,24740396

Porovnédme-li vysledky, zjistime, Ze acékoliv 5. fad neni mnoho, poskytl ndm Taylorlv
polynom 5. Fadu jiz velmi uspokojivou presnost numerického reseni.
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Pfedvedme si nyni graficky na funkci f(X)=sin(x), jaky vliv ma vyse fradu
Taylorova polynomu na rozsah, v némZ Taylorlv polynom konverguje k plvodni funkci
f v okoli bodu X, =0. Na kazdém z graf( jsou zakresleny dvé funkce - funkce sin(x) a
pfisluény Taylorlv polynom:

Funkce sin(x) a TaylorGv polynom 1. fadu (odpovida Fedeni
metodou diferencialu).
N T | 9(%) =%

MAIN KAD AUT FUNC

Funkce sin(X) a TaylorQv polynom 3. Fadu.

1.
X) =X——X
g(x) 3

MAIN RAD AUT FUMC

Funkce sin(X) a TaylorGv polynom 5. Fadu.

1., 1.
X) =X——X +—X
g(x) 3 g

MAIN KAD AUT FUNC

Funkce sin(X) a TaylorQv polynom 7. Fadu.

1, 1. 1,
X)=X-=X"+=x>—-=X
909 3 5 7
Funkce  sin(x) a Taylordv  polynom 9.  Fadu.
g(x):x—1x3+1x5—ix7+1x9
3 S 7 a

Funkce sin(X) a Taylorlv polynom 11. fadu.

g(x) = x—tysplys Lyl L
3 3 7 a 11

Funkce sin(X) a Taylorlv polynom 13. fadu.
VIS S S SR SR SO
3 5 7 a 11 13

MAIN RAD AUT FUMC
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Zajimavost: Kdyby se n rovnalo «© (vyraz by byl souétem nekoneéného poctu prvki),
$lo by o takzvanou Taylorovu fadu. Jeji pribé&h by byl naprosto totozny s plvodni funkci
f . Proto miZeme zapsat, ze pro kazdou analytickou funkci plati:

o f09

109 =31 0 ()t

JelikoZz je prib&h nekone&né Taylorovy fady plné totozny s prib&éhem dané funkce
v celém jejim rozsahu, nezileZi vlastné vibec na tom, jakou hodnotu bude mit X -

A protoZe je zapis Taylorovy Fady z pochopitelnych dlvodd nejjednodussi pro X, =0,
muzeme si za X, skute¢né dosadit nulu'®. Proto plati:

w £ (K)
) :Zf k!(O) d

Z toho plyne pozoruhodny poznatek: Kazdou analytickou funkci Ize definovat nekonecnou
Fadou. NapFiklad funkci sinus miZeme rozepsat takto:

sin(x) = x—Sxtrlye Lyl Loy
3 S 7 g 11

0 pro x, =0 se Taylorova fada nazyva Maclaurinova Fada.
0

85



7.4 Logické odvozeni Taylorova polynomu

Nyni, kdy? jsme si ukdzali, jak Taylorlv polynom sprdvné& pouzivat, mize se
mnohy zvidavy c¢tenar zacit zabyvat otadzkou, jak vlastné pan Taylor tak chytrou véc
objevil. A¢koliv to miZe znit prekvapivé, osobné se domnivdm, Ze v této fazi je jiz ctenar
schopen pochopit logické odvozeni Taylorova polynomu. Pomoci mu v tom ma tato
kapitola.

Obecny cil

Pan Taylor si vzal za cil najit vyraz obsahujici proménnou X, ktery by obsahoval
pouze scitani a nasobeni a ktery by mél jakozto funkce stejnou funkcni hodnotu pro X,
jako méa plvodni funkce f . Pfipomefime si stfedoskolskou pouc¢ku, Ze vyraz obsahujici
jen sc&itdni a nasobeni (ndsobeni se samozfejmé& muZe projevit také jako mocnina) se
nazyva polynom. Tak tfeba polynomem je vyraz:
2x3 +x% +8x+4
Nékdy byva zvykem zapisovat polynom od nejvysSiho fadu (mocniny) proménné X
smérem k nejmensimu tak, jak je to uvedené na nasem prikladé. Dohodnéme se vsak
nyni, ze zde budeme pro lepsi prehlednost zapisovat polynomy v opaéném poradi ¢lend,
tedy vySe uvedeny polynom zapiSeme takto:
4+8x+ x? +2x°

Pfipomenme si pro jistotu také, Ze Cisla 4, 8, 1 a 2 se nazyvaji koeficienty.
Kazdy ztéchto koeficientl ndsobi néjakou mocninu Xx. CtendP jisté chape jako
samoziejmost, Ze i Cislo 4 je koeficientem proménné X, ackoliv to na zapisu neni vidét -
proménna X je zde umocnéna na nultou, cozZ je rovno jedné.

Nyni si co nejpodrobnéji napiSme obecny tvar polynomu. Polynom n-tého radu je
vyraz v obecném tvaru:

a, X’ +ax +a,x* +ax’..+a x"

Shrime si jesté jednou cil, ktery sledujeme: Hledame takovy konkrétni vyraz
tvaru a0x°+aixl+a2x2+asx3...+a1x“ (neboli polynom), jehoz funkéni hodnota pro X
bude pokud mozno co nejpresnéji odpovidat funkéni hodnoté f(X). Uvédomme si, Ze to

jediné, co o nasem hledaném polynomu nevime a co proto budeme hledat, je
konkrétni podoba koeficientd a, az a,. Az budeme konkrétni podobu téchto

koeficientl znat, budeme mit k dispozici potfebny polynom.
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Hypoteticky predpoklad

Zakladni myslenka, z niz pan Taylor vychdzel a z niz budeme pfi odvozovani
Taylorova polynomu vychazet i my, je nasledujici pozoruhodny predpoklad: Pokud dvé
funkce f a g maji shodné vSechny derivace (nultou, prvni, druhou, tfeti az

nekonecnou) v néjakém bodé, pak maji také shodné funkcéni hodnoty.
(Poznamka: Nultd derivace znamena, Ze nederivujeme, takze funkce je v podobé svého

zapisu f(X). Hodnota nulté derivace v bodé X, pochopitelné odpovida jeji funkéni
hodnoté v témz bodé.)

Jelikoz nemizeme pocitat nekonecné mnozstvi derivaci, spokojime se jen
s uréitym poctem derivaci, ktery oznaCme n. Pak si ovSem vySe uvedeny predpoklad

mdZeme upravit do nasledujiciho znéni: Maji-li tedy funkce f a g shodnou nultou,

prvni, druhou, tieti aZ n—tou derivaci v néjakém bodé&, maji v okoli tohoto bodu
i velmi podobnou funkc¢ni hodnotu.

Praktické nalezeni Taylorova polynomu

V tomto okamziku uz musime vychazet z vyse uvedeného predpokladu a uvédomit
si jiz presn&ji, co hleddme: Hledame vyraz tvaru ax’+ax +a,x’+a,x’...+ax",
jehoz nulta derivace (funkéni hodnota) v bodé X, je shodna s nultou derivaci
pGvodni funkce f v bodé X,, prvni derivace v bodé X, shodna s prvni derivaci
pGvodni funkce f v bodé x,, druha derivace v bodé X, shodna s druhou
derivaci pavodni funkce f v bodé X,, tfeti derivace v bodé X, shodna s tfeti
derivaci plivodni funkce f v bodé Xx,, az n-ta derivace v bodé X, shodna s n-

tou derivaci pévodni funkce f v bodé& X,. Tento pozadavek mizeme tedy jednodude
matematicky zapsat:

FO(%) = (A% +aXy + % +apX ..t a,%")
FO(x) = (g% +aXy +8,%° +as%, ..+ a,%")?
f (%) = (agX," +aX, +a,X, +aX, ...+a x,")?
f® (%) = (aoxo0 + aixol + a2Xo2 + asxoa---"' anxon)(g)
Obecné tedy: ™ (x,) = (agX," +aX, +a,%, +a3%, ...+ a x,")"
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Kdyz uz mame vse tak prehledné zapsané, proc¢ si derivace rovnou nevypocitat? Ihned si
zapiSme:

FO(X) = (B%” +auXy +a,%" +agXy .+ a,%")

FO(%) = (B% +aXy +8,X, +8% .t 8,%") Y =8, +28,%, +3a:%, +...+na, X"

fA(x,) = (agX," +aX, +a,X, +a%, ...+a x,")? =2a, +6a,x, +...+n(n—-Na_x,"

f&(x) = (aoxoO + aixol + a2Xo2 + asxog-""' a,%,")? =6a, +..+n(n-(n- 2)anX0n_3

Obecné tedy: ™ (x,) = (agX," +aX, +a,X,  +a%, ...+ a X" )" =
=n(n-)(n-2)(n-3)...n-(n-1)a,x, " =na, (Zajimavé!'!)

Nyni si pfedstavme, Ye pro zacatek budeme chtit, aby na polynom k plvodni funkci f
konvergoval v okoli bodu O, neboli pro X, =0. Dosadme si:

f©0)=(a,0° +a,0' +a,0° +a,0%..+a,0") =a, (neboli f©(0)=04a,)
f¥(0)=a, +2a,0+3a,0°+...+na,0" =a, (neboli f®(0)=1a)

f @) =2a, +6a,0+...+n(n-1)a,0"* =2a, (neboli f?(0)=2a,)

f @) =6a, +..+n(n-1)(n-2)a,0"> =6a, (neboli f@(0)=3a,)
Obecné tedy: ™ (0)=nla,

Prohlédneme-li si pozorné vyse uvedeny zapis, vSimneme si, Zze v kazdém radku pred
kazdym a, (kde k je index) stoji koeficient rovny k!. To samoziejmé obecné shrnuje

posledni Fadek vyse uvedeného zépisu: f ™ (0) =nla,

V této chvili si pfipomenme, Ze to, co hleddme, je konkrétni podoba
koeficientd a, az a,, abychom si je mohli dosadit do obecného polynomu a tim
vypocditat nas konkrétni hledany polynom. Proto si ted z vySe uvedeného zapisu
vyjadreme jednotliva a,. Ackoliv to nékomu mUQze pfipadat malicherné, napidme si dany
zapis opravdu detailng, tedy i se soudiny faktoridll nuly a jedni¢ky, které se rovnaji
jedné:

fO0)=0la, = a, = f“zl(o)
f(l)(O):l'al:>al:$

@) =2a, =a, = f(;(o)
f<3>(0)=3!a32>33=@

Obecné tedy: ™ (0)=nla, = a, :%

11 Tento poznatek je obzvlasté zajimavy. Vyplyva z ného pozoruhodny zavér o faktoridlu, a sice ze N-ta

derivace funkce X na N -tou je rovna faktoridlu N. MdZeme zapsat:

(x")" =nl
Ukazme si to jesté nazornéji na nasledujicim prikladu:

(x°)"'= (Bx*)""'= (45x°)"'= (345%%)"= (2345X)'= 2345="5|
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Ted uz neni nic snazsSiho, nez si vyse vyjadrené koeficienty dosadit do obecného
polynomu ax° +ax* +a,x* +a,x’...+a,X". Kone¢na podoba tedy bude:

(] (2 (3) (n)
(00, 1 e+ L2002, 170 o 170,
o 1 2 3 n!

Takovy polynom Ize samoziejmé zjednodusSené zapsat takto:

Xk

Z": f“
k=0 k!

Podivame-li se pozorné na vyse uvedeny zapis, zjistime, Ze jsme si pravé snadno odvodili
vzorec na Taylorlv polynom n-tého fadu tak, aby konvergoval k funkci f v okoli bodu

0, tedy pro X, =0.

Abychom Taylordv polynom dotvorili do podoby umozfujici aproximaci funkce v okoli
libovolného bodu X,, staci provést dve Upravy:

1) Vime, Ze nula ve vyrazu f® (0) v ¢&itateli je v roli konkrétniho X, . Aby byl vyraz

upraven pro libovolné X,, musime tedy tento vyraz v ¢itateli upravit na f “(x,).

2) Je nutno si uvédomit, Ze pokud ma Taylorlv polynom konvergovat k pdvodni
funkci v okoli libovolného X,, musime jeho graf do tohoto bodu posunout. Obecné

plati, ze u jakékoliv funkce docilime posunu jejiho grafu k urcitému bodu X, vzdy
odectenim Cisla X, od proménné X. Proto vyraz X, nahradime ve vzorci vyrazem
(X=%,) .

Vysledny vzorec tedy bude:

(x- Xo)k

ALY
2k

Tim jsme Uspésné zavrsili postup logického odvozeni Taylorova polynomu.
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8. INTEGRALNI POCET

8.1 Vyznam integralu aneb k ¢emu to slouzi

V matematice, obzvldété aplikované, se pomérné ¢&asto mizeme setkat
s pozadavkem zjistit plochu mezi kfivkou dané funkce a urcitym Usekem osy X, ktery je
zleva i zprava vymezen konkrétnimi body na ose x (ty oznacujme r a S). Obsah takto
vymezené plochy se pocitd nastrojem, ktery se nazyva urcity integral a zapisuje se

S
znakem _[f(x)dx. Body I a S se nazyvaji integraéni meze. Pfitom plati, ze hodnota
r

integralu Useku funkce nad osou x je kladna a hodnota integralu Useku funkce pod osou
X zaporna. Prohlédnéme si niZe otisténé grafy:

Plocha mezi krivkou funkce sinus a osou X, ohrani¢ena body
r=0 a s=7. Rikame, Ze jde o urcity integral funkce sinus
v integraCnich mezich od O do 7n1. Matematicky zapis je

J.Sin(x)dx. JelikoZ je nad osou X, je jeho hodnota kladna.

MAIN KAD AUTO FUNC 0

Plocha mezi kFivkou funkce f(X)=x* a osou X, ohrani¢ena
body r =1 a s=3. Rikdme, Ze jde o urdity integral funkce
f (X) = x* v integra¢nich mezich od 1 do 3. Matematicky zapis

3
je Ixzdx. Jelikoz je nad osou x, je jeho hodnota kladna.
1

HMAIN EAD AUTO FUMC

Plocha mezi krivkou funkce f(X)=In(X) a osou x, ohrani¢ena
body r =3 a S=6. Rikdme, ze jde o urdity integral funkce
f(X) =In(x) v integraénich mezich od 3 do 6. Zapis je

6
Iln(x)dx. Jelikoz je nad osou x, je jeho hodnota kladna.
3

MAIN KAD AUTO FUNC

Plocha mezi kfivkou funkce f(X) =cos() a osou x, ohrani¢ena

3 5
f’\ / body r :Zﬂ a S:Zﬂ. Urdity integral funkce f(X) =In(x)

\ﬂﬂﬂmmmnﬂ/ S
3 5

4
v integracnich mezich od Zﬂ do Z}T. Zapis je J.COS(X)dX.
3

MAIM EAD AUTO FUMC

=
4

JelikoZ je pod osou X, je jeho hodnota zaporna.
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8.2 Primitivni funkce, vypocet integralu

V této kapitole se Ctenaf dozvi pozoruhodny postup, kterym vypocteme plochu
mezi kfivkou dané funkce a Usekem osy X, vymezenym zleva bodem r a zprava bodem
S. Klicem ktomuto postupu je takzvany Newtonlv-Leibnizlv vzorec'?!3, Nez si
NewtonGv-Leibnizlv vzorec zapieme korektnim matematickym zapisem, rad jej ¢tenafi
priblizim nejdfive slovy:

Plocha mezi kfivkou dané funkce f a Usekem osy x ohraniéenym zleva
bodem r a zprava bodem je rovna rozdilu funkéni hodnoty F pro cislo < a
funkéni hodnoty F pro dislo r, pricemz F je takova funkce, jejiz derivaci je
funkce f.

Matematicky zapis vyse Newtonova-Leibnizova vzorce je tedy nasledujici:

Js'f(x)dx:F(s)—F(r) | F'=f

Z vySe uvedeného postupu a vzorce vyplyva, ze k vypoctu urcitého integralu dané
funkce f je zapotfebi umét vytvofit specidlni funkci F takovou, jejiz derivaci je funkce

f . Funkce F, jejiz derivaci je funkce f, se nazyva primitivni funkce k funkci f
neboli neurcity integral funkce f . Ten se znaci j f(x)dx.

Abychom si ukdzali feSeni jednoduché ulohy na integral na pékném konkrétnim
pripadé, pristupme nyni k feSeni nasledujiciho prikladu:

Zadani: Vypoctéte velikost plochy mezi kfivkou funkce sinus a osou x, ohrani¢ené body
0 a 71 na ose x.

Reseni: Plochu vypoéteme urditym integralem v integracnich mezich 0 a 71. Zapi$me si
znama fakta:

f (X) =sin(x)
r=0
s=n

S
Pouzijeme Newtonuv-LeibnizQv vzorec: J. f (X)dx = F(s) = F(r)

K pouziti tohoto vzorce musime vytvofit primitivni funkci F k funkci f, neboli musime

vytvofit neurcity integral funkce sinus. Tou je takova funkce, jejiz derivaci je sinus.
Z derivaénich vzorci vime, Ze c0s(X)=-sin(x), neboli —cos(x)=sin(x). Z toho

samozfejmé vyplyva, Ze J'sin(x)dx: —cos() neboli F(X) =-cosf). Vypocet tedy bude
nasledujici:

].Tsin(x)dx =F(s)—-F(r) =-cos@) +cosQ) =—(-D) +1=1+1=2

Odpovéd' Dana plocha ma obsah 2 jednotky.

12 Sir Isaac Newton (1643-1727), anglicky matematik, fyzik, astronom a filosof. Vzorec pro vypoclet uritého
integralu objevil nezavisle na Leibnitzovi v ramci svého fyzikaIniho vyzkumu.

13 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), némecky matematik, filosof a diplomat. Za hlavni cil si kladl vytvofit
systém pojmové logiky tak, aby byla zarucena dohoda mezi lidmi a mir mezi narody. Byl autorem mnoha
technickych vynalez8 a konstruktérem prvniho poéitaciho stroje, jehoZ princip byl zaloZen na mechanice.
Zabyval se také fyzikou, biologii, geologii, historii a jazykovédou. Nezavisle na Newtonovi vybudoval integralni a
diferencialni pocet vcetné vzorce pro vypocet urcitého integralu a jako prvni tyto vysledky publikoval.

91



8.3 Integracni vzorce

Jak uZ nazev napovida, integracni vzorce nam poslouzi k vytvareni primitivni
funkce neboli neurcitého integralu jednoduché elementarni funkce pQvodni. Jelikoz
neurcity integral je vlastné opacny postup k derivaci, Ize si zna¢nou cast integracnich
vzorClZJ odvodit ze vzorcl derivaénich. Nize uvadim seznam zakladnich integraénich
vzorcu:

n+l

X
n+1

j'x"dx:
2

Priklad: f(X)=x, F(X) =X7

J'k dx = k.x
Priklad: f(x) =3, F(x) =3x

J'sin'(x)dx = —cos(¥)

J'cos'(x)dx =sin(x)

%dx = tan(x)
COs” X

%dx = —cot(x)
sin‘ x

J';dx = arcsing)

V1-x?
1
sz—ﬂdx = arctang)
J'exdx =e"

J'%:In|f|

1
j-—dx =In(x) (vyplyva z pfedchoziho vzorce)
X

Vztahy mezi integraly:
V nasledujicich vzorcich je Kk libovolnd konstanta z oboru redlnych ¢isel, u a v jsou
funkce.

j(u+v)zju+jv
j(k.u):k.ju
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8.4 Problematika neurcitého integralu

V minulé podkapitole jsme si ujasnili, ze pfi vypoctech urcitého integralu musime
umét vytvofit integral neurcity neboli primitivni funkci k funkci plvodni. K vytvoFeni
funkce F musime byt tedy schopni podrobit funkci f opaénému postupu, nez jaky

pouzivdme pfi derivaci. Lidové fikdme, e musime umét integrovat. Mnoho studentd se
zpocatku mylné domniva, ze dovedou-li derivovat, dovedou i integrovat - ,jde prece
pouze o opacCny postup". Predstava o tom, Ze je to tak prosté, bohuzel odpovida
skutec¢nosti pouze u nékterych jednoduchych elementarnich funkci, coz je bezpochyby
mnozstvi jen velmi omezené. Kdyby to bylo tak snadné u vsSech funkci, byl by zivot jisté
snazsi; vyssi moc to vSak zaridila jinak. Umét integrovat je daleko naroc¢néjsi.

V okamziku, kdy mame neurcity integral k dispozici, jiz neni problém aplikovat jej
napr. do Newtonova-Leibnizova vzorce. Hlavni problém ovsem spoclivd v samotném
tvoreni samotného neurcitého integralu. Pro nékteré Ctendre bude mozna prekvapenim,
ze k nékterym funkcim (a nemuseji byt ani slozité) vytvofit primitivni funkci prosté nelze.

V nasledujicich podkapitolach priblizim c¢tenafi nastroje k integrovani slozitéjsich
funkci. Je mozné a dokonce velmi pravdépodobné, ze Ctenadr bude muset vyresit pri
pisemnych zkouskach z matematiky takové typy uloh, v nichz bude nezbytné nasledujici
nastroje nejen pouzit, nybrz i vhodné zkombinovat. V této souvislosti bych chtél ¢tenare
poprosit, aby k rfesSeni slozitéjsich Uloh na integraly pfistupoval s chladnou hlavou, bez
zbytecnych emoci a hlavné s nadhledem. Své pripadné pocatecni neuspéchy berte
sportovné a nedélejte si z nich prilis téZkou hlavu - vérte, Ze i zkuSenéjsi matematiky
dovedou nékteré integraly pékné potrapit.

Nez pristoupime k jednotlivym metodam, které slouzi k vytvoreni neurcitého
integralu, je nutné, aby si Ctenaf zapamatoval jisté logické pravidlo. Jelikoz derivace
konstanty je vzdy rovna nule a zaroven derivace souctu je rovna souctu derivaci, plati:
(u+k)=u+k'=u+0=u'

Pokud tedy provedeme zpétné integrovani funkce U', je vysledkem samoziejmé U,
ovéem také to miZe byt u+k. Proto je nutno zapisovat koneény vysledek
neurditého integralu ve formé u+k, nikoliv jen u. Bude-li zadanim napfiklad

J-COS(X)dX, Uplné korektni feseni musi obsahovat navic pfi¢tenou konstantu; spravny
vysledek je tedy J-COS(X)dX =sin(X) +k. To ovéem plati jen pro neurdity integral; pfi

vypoctech integralu urditého se samoziejmé pocita jiz bez vyrazu +K.

Slusi se jes$té dodat, Ze rQzni matematici zapisuji pfi¢tenou konstantu rizné& -
nékdo pise +Kk, nékdo +cC, nékteré matematické programy a kapesni matematické
laboratofe pi$i dokonce + @ (nejde o chybu tisku, skute¢né je tam ,zavinac").
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8.5 IntegraCni metoda per partes

Integracni metoda per partes (Spanélsky ,po castech“) je postup, ktery slouzi
k vypoctu integralu soucinu dvou funkci. Tato metoda je zaloZzena na pouziti
nasledujiciho vzorce (odvozeni je k dispozici v zavéru této podkapitoly):

j(u'.v) :u.v—j(u.v'), kde U a Vv jsou funkce.

Prvni pohled na vy$e uvedeny vzorec mlze pFipadat ¢tenafi ponékud zvldstni.
Prvni zajimavosti je, Zze leva strana obsahuje nikoliv funkci U, nybrZz jeji derivaci.
Podstata spociva v tom, ze pFi vypoctu soucinu dvou funkci si z nich vhodné
zvolime jednu, kterou budeme povazovat za derivaci funkce U, pFicemz druhou
budeme samozrejmé povazovat za V. Jak je ze vzorce patrné, funkci U budeme
pouzivat pfi vypoCtu (prava strana vzorce). Az se tedy pfi vypoctu bude pracovat se
samotnou funkci U, bude potfeba ji ziskat tim, ze vytvofime integral té funkce, kterou si
zvolime za U'. Brzy si to ukdzeme prakticky.

Pokud si ¢tenar vysSe uvedeny vzorec peclivé prohlédne, mozna si jesté vSimne, ze
vzorec, ktery slouzi k feseni integralu soucinu dvou funkci, nabizi jako reSeni vyraz, ktery
obsahuje I(u.v'), coz je opét integral soucinu dvou funkci, byt jinych. Po takovém

zjisténi mnohy student pojme podezieni, ze vzorec ndm nebude k nicemu. Vérte vsak, ze
takové podezreni by bylo kfivdou. V ¢em tedy spociva princip pouziti tohoto vzorce?
Vymezme si zakladni situace, kdy nam vzorec poskytne feSeni. Prvni situaci jsem si zvykl
nazyvat ,derivovani funkce v na konstantu™ a druhou situaci pfezdivam ,,cyklicky
integral® (tyto nazvy nam mohou pomoci pfi studiu, avSak u zkouSek je radéji
neopakujte, nebot nejde o oficidlni pojmy). Tyto situace jsou popsany v nasledujicich
odstavcich. V zavéru popisuji jesté jeden velmi pékny pfipad, ktery by si snad zaslouzil
nazev ,utajeny soucin™.
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,Derivovani funkce V na konstantu"

V tomto pfipadé vyuzivame vztahu I(k.u) = k.ju, neboli skutecnosti, ze integral
soucinu konstanty a funkce je roven soucinu konstanty a integralu funkce.
Prohlédneme-li si pozorné vzorec na per partes j(u'.v):u.v—j(u.v'), uvidime, Zze

zatimco integral v zadani j(u'.v) obsahuje funkci Vv, integral obsazeny v feSeni I(u.v')

obsahuje ,uz jen“ jeji derivaci. Uvédomme si, Ze derivaci mnohych funkci (byt
M v . O v ’ ’ r . . z

i nekolikerou) muzeme ziskat konstantu. A ziskame-li derivaci funkce VvV konstantu,
muzeme ji klidné vytknout pred integral - a v fe$eni uz mame rdzem pouze integral

jedné funkce U. Neboli miZzeme napsat, e pokud V' je konstantou K, bude _[(U-V')

odpovidat J(k.u) , COZ se rovna k.'[u. Tim se zbavime integralu soucinu v Feseni.

Neni nad praxi. Ukazme si nejdfive feSeni jednoduchého pfikladu, kdy jiz po prvni
derivaci ziskdme konstantu:

Zadani: Vypoctéte jSX.COS(X)dX
Reseni: Jde o integrél soudinu funkci 5X a cos(x). JelikoZz vzorec per partes k fedeni

integralu soucinu dvou funkci j(u'.v) = u.v—J(u.V') predpokladd, Ze jedna z danych funkci

je U a druhd Vv, musime si vhodné zvolit, kterou =z funkci prohlasime za
U' a kterou za V. Jelikoz cilem je ziskat derivovanim funkce VvV konstantu, zvolime si za
V tu funkci, jejiz derivaci je konstanta. A protoze (5X)'=5, mizeme zvolit, Ze vV =5X.
Velmi ddleZité pro prehlednost je po zvoleni funkci okamzité napsat, ¢emu se rovna u',
vV, ua\vVv:

u'=cos(x)

V =5X

u= Ju' = sin(x)
V=5

Nyni si vySe vypsané funkce prosté doplnime do vzorce:
J'cos(x).5x dx = sin(x).5x - J'sin(x).5 dx

Konstantu vytkneme pred integral:

= sin(x).5x - 5[ sin(x) dx

Vyresime integral:
= sin(x).5x — 5.(- cos(x)) = 5xsin(x) + 5cos(x)

V odpovédi bychom neméli zapomenout zapsat vysledek s pfidanym +K.

Odpovéd: j 5x.cos)dx = 5xsin(x) + 5cos() + k
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Urcité se viak setkdme také s takovou Ulohou, kdy konstantu mdZeme ziskat aZ
druhou ¢i dokonce vicerou derivaci. V takovém pripadé prosté postup integrace per
partes opakujeme, dokud nam konstanta nevznikne. Poté ji opét vytkneme pred integral
a ulohu normalné doresSime. To ukazuje nasledujici priklad:

Zadani: Vypoctéte Ixs.sin(x)dx
Reseni: Jde o integral soucinu funkci x* a sin(x). A¢koliv konstantu nem(Zeme ziskat

derivaci ani jedné z téchto funkci, mtzeme ji ziskat nékolikerou derivaci funkce x3. Proto

prohlasime v =Xx* a budeme integrovat souciny funkci metodou per partes tak dlouho,
dokud ndm konstanta nevznikne.

Prvni aplikace per partes:

Nejdrive si samozrejmé vypiSeme seznam vsech potfebnych funkci:
u'=sin(x)

v=x®

u= ju' = —cos(X)

v'=3x2

J'sin(x).xsdx = —cos(x).x* —_[— cos(x).3x*dx = — cos(x).x® + 3_[ cos(x).x*dx

Druhd aplikace per partes:
V predchozi aplikaci per partes ndm ve vysledku zlstal nedofedeny vyraz JCOSQ().XZdX,

proto na né&j aplikujeme per partes znovu.
u'=cos(x)

v =x?

u= Ju' = sin(x)

V'=2X

j cos().x dx = sin(x).x? - j sin(x).2x dx = x2.sin(x) - 2j sin(x).x dx

Abychom nezapomnéli, ze tento dil¢i vysledek je pouhou ¢asti vysledku prvni aplikace per
partes, napiSeme si radéji dosavadni FeSeni celé:

- cos(x).x* + 3_[ cos(x).x*dx = —cos(x).x> + 3(x2.sin(x) - 2J'sin(x).x dx) =

3x2.sin(x) — 6_[sin(x).x dx — x® cos(x)

Zbyva nam doresit integral Jsin(x).x dx. UZ na prvni pohled pljde o posledni aplikaci per

partes, nebot derivaci V=X ziskdme V'=1. Takovou péknou konstantu nebude potfeba
ani vytykat.
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Treti aplikace per partes:
Doresime J'sin(x).x dx.

u'=sin(x)

V=X

u= ju' = -cos(x)

v'i=1

jsin(x).x dXx = —CcoS(X).X - I ~cos(x).1 dx = —cos().x + Icos(x)dx = sin(x) — X.cos(x)

Tento dil¢i vysledek vlozime do celého dosavadniho feSeni a zapis ,kosmeticky"
dokoncime provedenim vhodnych algebraickych Uprav:

3x%.sin(x) - 6J'sin(x).x dx — x® cos(x) = 3x?.sin(x) — 6(sin(x) - x.cosx)) - x* cos(x) =

3x2.sin(x) — 6sin(X) + 6x.cos) — x° cos) = 3sin(x)(x* — 2) + cosK)(6x — x°)

Odpovéd:

jx3.sin(x)dx = 3sin(x)(x* — 2) + cosix)(6x — x*) +k
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«Cyklicky integral®

Ne vzdy se pfi zadani Ulohy na integral soucinu dvou funkci vyskytuje takova
funkce, jejiz derivaci (byt nékolikerou) Ize ziskat konstantu. Typickym pFikladem funkci,
kterd se derivacemi nijak nezjednodusuji, jsou funkce sinus, cosinus & tfeba €. Co kdyz
dostaneme za Ukol integrovat soucin dvou funkci, z nichz obé se budou vyznacovat
takovouto ,neoblomnosti"?

I v mnohych takovych pfipadech ndm muizZe metoda per partes pomoci. Princip
takového reseni spociva v tom, Ze nasledkem postupné aplikace per partes se jako Cast
dil¢iho resSeni objevi tentyz integral, jakym je zadani. Takovou situaci Ize nasledné resit
jako rovnici. Nejlépe nam to ilustruji nasledujici dvé dlohy s resenim:

Zadani: Vyreste Isin(x).cos(x)dx

Reseni: Zdanlivym vzhledem nefesitelnosti se nenechdme odradit a zahajime fedeni
metodou per partes. Za¢neme pochopitelné volbou vhodnych pfifazeni funkci U' a Vv.
Vzhledem k povaze obou funkci je v tomto pripadé zcela lhostejné, jak dané funkce
prifadime. Zvolme si tfeba toto:

u'=sin(x)

Vv = cos)

u= ju‘ = —-cos(x)
V'=—sin(x)

Pristupme k zapisu pomoci vzorecku:

J‘sin(x).cos(x)dx =—-cos (X) - '[sin(x).cos(x)dx

Nyni si vy$e uvedené dil¢i fedeni dlkladné prohlédnéme. Ctenarfové pozornosti jisté
neunikl pozoruhodny jev: Zadanim je ISih(X).COS(X)dX, ktery se v nezménéné podobé

objevil také jako soucast rfeSeni! Cyklus se uzaviel. Proto se na vysSe uvedeny radek
podivejme jako na rovnici:

J'sin(x).cos(x)dx =-cos*(X) - J.sin(x).cos(x)dx
Vyraz .[Sin(x).COSQ()dX pfevedeme na levou stranu rovnice pfi¢tenim k obéma stranam:

stin(x).cos(x)dx = -Cc0S*(X)

Obé strany rovnice vydélime dvéma:
. X
J.sm(x).cosc()dx = —ﬁz()

Tim jsme ziskali reseni.

Odpovéd: Isin(x).cos(x)dx = —iz(x) +k
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U nékterych podobnych uUloh musime aplikovat per partes vicekrat, abychom
ziskali v dil¢im reSeni integral identicky se zadanim (neboli aby se cyklus uzavrel). Jako
vzor nam dobfe poslouzi nasledujici pfiklad:

Zadani: Vyreste jsin(x) e*dx
Reseni:

Prvni aplikace per partes:

Opét je vzhledem k povaze obou funkci je v tomto pfipadé zcela lhostejné, jak dané
funkce prifadime. Zvolme si tfeba takto:

ul: eX

Vv =sin(x)
us= J'u' =e
V'=cos(x)

Zapisme podle vzorce:
['sin(x).e*dx = e”.sin(x) - [ " cos)dx

V dosavadnim feSeni zbyvd nedofeseny prvek J'excos(x)dx. Rozepiseme jej podle

vzorce:

Druha aplikace per partes:

Budeme integrovat prvek J-ex cos()dx. Volba funkci musi byt tentokrat stejna, jako

v prvnim pripadé. Proto zvolme:

u|: eX

vV =cos(x)
u= ju' =e
V'=-sin(x)

ZapisSme podle vzorce:
J.ex.cosc()dx =e*.cos() — J.eX (=sin(x))dx = e*.cos(x) + Iex sin(x)dx

V tomto okamziku nam jiz vznikl takovy integrdl, jaky je v zadani ulohy. Cyklus se
uzavrel. VloZme si tedy tento dil¢i vysledek do celého dosavadniho feseni:

J'sin(x).exdx = e*.sin(X) - J'eX cos)dx = e*.sin(x) - (ex.cos(x) + _|'eX sin(x)dx) =

e*.sin(x) — e*.cos() —jex sin(x)dx

Postavme si nyni zadani a toto posledni dosavadni feseni do rovnice:

jsin(x).exdx = e*.sin(x) —e*.cos(x) — '[ex sin(x)dx
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VyreSme rovnici:

stin(x).exdx = e*.sin(x) — e*.cos()

e”.sin(x) — e*.cos(x)
2

j sin(x).e*dx =

e’.sin(x) —e".cosf)
2

Odpovéd: [sin(x).e*dx =

,Utajeny soudin"

Metoda per partes nam ve specifickych pfipadech umoziuje integrovat i takové
funkce, u nichz na prvni pohled soucin nevidime. ReSenim uloh takového typu nelze upfit
jistou davku diplomatického garmu. Velmi elegantnim trikem je kupfikladu dGvtipna
aplikace per partes k vyreseni nasledujici Ulohy:

Zadani: Vyreste Iln(x)dx.

Reseni: Integrac¢ni vzorec pro prirozeny logaritmus se obvykle v tabulkdch neuvadi.
Zkusme se na dany problém podivat trosku jinak - ne vzdy spociva moudrost v
jednoduchosti. Kli¢ k feSeni nalezneme, uvédomime-li si, Ze integrovana funkce je také
soucinem dvou funkci:

[In()ex = [In(x).1 dx

Koeficient v podobé jednicky je tak cenny, Zze si samoziejmé& nemuzeme dovolit jej ztratit
nesmysinym vytknutim &i nezobrazenim. Vime totiz, Ze pfi aplikaci per partes funkci U'
vzdy integrujeme a funkci V derivujeme. Pro¢ bychom tedy nemohli prohlasit,
Zze U'=1a v=In(x) a funkci In(X) misto integrovani derivovat? ZapiSme si rovnou:

u=1

v =In(x)
u:ju':x
1
V==

X

J'In(x).l dx = x.In(x) —J.x.%dx = x.In(x) —Il dx = x.In(x) — x

Odpovéd: j In(x)dx = x.In(x) = x + K
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Odvozeni vzorce pro integraci per partes

Zavérem této podkapitoly bych chtél pro zajimavost ctenafri navrhnout, aby si
zkusil vzorec pro per partes odvodit sdm. Napovim, ze vyplyva jednoduse z pravidla pro
derivaci soucinu.

Pokud si chce ¢tenaf svlij postup zkontrolovat, odvozeni vzorce jsem rozepsal
nize:

Jak jsem uz sdélil, vychazime z pravidla pro derivaci soucinu, ktery rika:
(uv)'=u'v+uv
Rovnaji-li se dvé funkce, rovnaji se samozirejmé i jejich integraly. Jinymi slovy, pokud
plati, Ze leva strana se rovna pravé, pak i integral levé strany se rovna integralu pravé:
J'(uv)' = .[(u'v+ uv')
Jelikoz leva strana ve vysSe uvedené rovnici je integralem derivace, zjednodusime ji tim,
Ze odstranime znacku integralu i znacku derivace:
uv = J'(u'v+ uv')
Prava strana rovnice je integralem souctu. ProtoZe integral souctu je roven souctu
M 710 O v .o .
integralu, muzeme ji takto upravit:

uv = j(u'v)+J'(uv')

Jeden z integral soucinu prevedeme na levou stranu rovnice:
w=[(wv)=[(uv)

Strany pro lepsi prehlednost prohodime:

[(uv)=uw-[(uv)
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POZNAMKY:
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POZNAMKY:
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MATE RADI PEJSKY?

A vazne jste si jisti,
ze svemu pejskovi
z neznalosti neublizujete?

Autor téchto skript doporuéuje véem majiteldm pejskd
knihu vynikajiciho znalce psi psychiky Ing. Viktora Dostala
,PFirozena komunikace a Zivot se psy",
dostupnou prostrednictvim pozoruhodnych internetovych

PSICH STRANEK na adrese:

http://psiskolafalco.web3.cz

MoZna budete velmi prekvapeni.
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