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Predmluva

Tato skripta jsou urcena pro vyuku diferencialniho a integralniho poc¢tu funkci jedné pro-
ménné v redlném oboru. Jsou doplnéna prehledem zékladnich vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel
a jejich posloupnosti a dale zavedenim funkci a jejich vlastnosti.

Jednéd se o matematickou latku, kterd byla jiz mnohokrat rtiznymi zptisoby zpracovana.
Snazil jsem se, aby text byl pfehledny, jednoduchy a srozumitelny, k ¢emuz maji ptispét cetné
hloubavéjsim ¢tenaram osvétlit podstatu a souvislosti.

Jedné se o druhé pfepracované vydani, které bylo upraveno a doplnéno podle pfipominek
vyucujicich i studentii a podle zmén v osnovach predmeéti, které toto skriptum vyuzivaji. Nejvétsi
zménou je doplnéni kapitoly o numerické integraci.

Pres veskerou snahu se v praci takového rozsahu objevi riizné zavazné chyby. Na internetové
strance

http://math.feld.cvut.cz/skripta/difint12/

najdete pripadné opravy a dopliky.

Dékuji Vlasté Sedlackové, Veronice Sobotikové, Jozefu Bobokovi, Petru Habalovi, Petru Ol-
sakovi, Alesi Némeckovi a Mirko Navarovi za cenné pripominky.

Josef Tkadlec



Kapitola 1
Realna cisla

O Uvedeme zakladni vlastnosti mnoziny redlnych cisel a zavedeme dalsi pojmy, které budeme
dale potifebovat: nevlastni ¢isla, intervaly, okoli bodu, supremum, infimum.

O Zac¢neme prehledem c¢iselnych obort.

e Mnozina pfirozenych cisel
N={1,2,3,...}.

Prirozend ¢isla jsou poéty prvkd koneénych mnozin. Nékdy se mezi né zahrnuje i ¢islo 0
(pocet prvku prazdné mnoziny).

e Mnozina celjch cisel
Z=A{0,£1,£2,...}.

Sklada se z 0, z prirozenych cisel a z ¢isel k nim opac¢nych. Je to nejmensi nadmnozina
mnoziny prirozenych ¢isel uzaviend na operace s¢itani a od¢éiténi (soucet a rozdil kazdych
dvou prvki mnoziny patii do této mnozZiny).

e Mnozina raciondlnich c¢isel a
@:{E: acZ beN}.

Je tvofena vSemi podily celych a prirozenych ¢isel. Je to nejmensi nadmnozina mnoziny
celych ¢isel uzaviena na operace nasobeni a déleni nenulovym ¢islem.

vvvvvv

e Mnozina redlnych ¢isel R. Zavedeni redlnych ¢isel je slozitéjsi. Pro nasi potfebu je budeme
brat jako ¢isla, kterd lze vyjadfit desetinnym rozvojem (uzavienost na limity). Daji se
zavést také doplnénim suprem a infim mnozin racionalnich ¢isel. Mnozina realnych ¢isel
se sklada z cisel raciondlnich a z ¢isel iraciondlnich. Dalsi déleni redlnych cisel je na ¢isla
algebraickd (kofeny algebraickych rovnic s celo¢iselnymi koeficienty, kromé racionédlnich
naptiklad v/2) a transcendentni (nap¥iklad Ludolfovo &islo 7, Eulerovo &islo e). Pokud
nebude upfesnéno jinak, pod pojmem ¢islo budeme rozumét realné cislo.

e Mnozina komplexnich cisel
C={z+jy: z,yeR}, j>=-1.

Je tvofena dvojicemi redlnych ¢isel (redlnd a imaginarni ¢ast). Je to nejmensi nadmnozina
mnoziny redlnych cisel uzaviena na feseni algebraickjch rovnic.
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1.1. Poznamka. Raciondlni ¢isla maji oproti iracionélnim ¢islim koneény nebo periodicky
desetinny rozvoj (koneény desetinny rozvoj lze brat jako zvlastni ptipad periodického s periodou
slozenou z 0). Periodicky desetinny rozvoj racionalnich ¢isel vyplyva z algoritmu celociselného
déleni — v urcéitém okamziku se uz budou ke zbytkim pripisovat jen nuly, je jen kone¢né mnoho
zbytkt, takze po nékolika krocich se za¢nou tyto zbytky opakovat a tim i cifry podilu. Racionalitu
¢isla s periodickym desetinnym rozvojem lze ukazat pomoci souctu geometrické rady, ukazeme
jednodussi a nazornéjsi postup.

1.2. Priklad. Ukazte, Ze ¢islo 0,823 je racionalni.

ReSeni. Ozna¢me z = 0,823. Pak 100z = 82,323 a dostaneme
99z = 100z — = = 82,323 — 0,823 = 81,5

(spolecna ¢ast desetinného rozvoje se vyrusi). Je tedy

_ 81581
99 990"

1.3. Poznamka. Nenulova ¢isla s koneénym desetinnym rozvojem maji dva rizné desetinné
zapisy. Lze je totiz zapsat také s nekoneénym periodickym rozvojem sloZzenym z cifer 9 (posledni
nenulové cifra se pfitom o 1 snii). Napiiklad 0,2 = 0,19.

1.4. Poznamka. Mnoziny pfirozenych, celych a racionalnich ¢isel (i ¢isel algebraickych) jsou
spocetné — existuji vzdjemné jednoznacné zobrazeni téchto mnozin na mnozinu ptirozenych cisel.
Spocetné mnoziny jsou v tomto smyslu nejmensi nekoneéné mnoziny (existuji mensi nekoneéné
mnoziny nez N ve smyslu vlastni podmnoziny, ale i ty jsou spocetné). Mnozina redlnych ¢isel je
nespocetna, v tomto smyslu jsou skoro vSechna realna ¢isla iracionalni (dokonce transcendentni).
Prakticky ale pracujeme s velmi omezenou mnozinou nékterych racionalnich ¢isel, s iracionalnimi
¢isly se setkame spiSe jen v teoretickych tivahach.

1.5. Priklad. Ukaite, ze v/2 je iracionalni &slo.

ReSeni. Ditkaz provedeme sporem. Piedpokladejme, 7e /2 je racionalni ¢islo a odvodme
spor. Je-li /2 racionélni &islo, pak ho lze napsat jako podil dvou nesoudélnych pfirozengch
gisel v/2 = a/b. Po vynasobeni této rovnosti ¢islem b a po umocnéni dostaneme 2b2 = a2. To
znamena, ze Cislo a je délitelné 2, existuje tedy prirozené Cislo ¢ tak, ze a = 2¢. Po dosazeni
a zkraceni 2 dostavame b? = 2¢?, tudiz i ¢islo b je délitelné 2, coz je spor s nesoudélnosti &isel
a,b.

0 Na mnoziné realnych ¢isel mame definovany operace scitani, odcitani, nasobeni a déleni,
jejich vlastnosti zde rozebirat nebudeme. Podivejme se podrobnéji na uspotadani redlnych cisel.
Rozlisujeme ostré uspordddni ,<“ a neostré usporaddini ,<* (x < y pravé tehdy, kdyz = < y
nebo z = y). Misto z < y (resp. z < y) piSeme také y > x (resp. y > x).

1.6. Tvrzeni (vlastnosti ostrého uspotradéani realnych ¢isel).

(1) Pro kazdé x,y € R plati prdvé jedna z moznosti: x <y, x =y, y < x (trichotomie).
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(2) Pro kazdé x,y,z € R plati: je-li x <y a y < z, pak x < z (tranzitivita).
(3) Pro kazdé z,y,z € R plati: je-li x <y, pak z+ z < y+ z (monotonie scitani).
(4) Pro kazdé x,y,z € R plati: je-li x <y a z >0, pak xz < yz (monotonie ndsobens).

O Podle usporadani s cislem 0 zavadime nasledujici pojmy.

1.7. Definice. Reéalné cislo = se nazyva:

1) kladné, pokud z > 0;

2) zdporné, pokud x < 0;
3) nezdporné, pokud = > 0;
4) nekladné, pokud = < 0.

1.8. Definice. Absolutni hodnota realného ¢isla = je

m:{x, x>0,

-z, x<0.

O Rozborem moznosti znamének vyraztu v absolutnich hodnotéach se snadno odvodi nasledujici
vlastnosti absolutni hodnoty.

1.9. Tvrzeni. Pro kaZdé x,y € R plati

—lz[ <@ <af,

|-yl = |a] -yl
|z +y| < |x| + |y (trojuhelnikova nerovnost) .

1.10. Poznamka. Reéalné éisla znazornujeme na takzvané redlné ose — na piimce zvolime
pocatek (odpovida ¢islu 0), orientaci a jednotku (oboje naptiklad volbou bodu odpovidajiciho
¢islu 1). Kazdé realné ¢islo = odpovida bodu piimky ve vzdalenosti || od pocatku, pro kladna =
ve zvolené orientaci od bodu 0, pro zdporna x na druhou stranu:

+ Dl
N
o)
3

O Pro oznaceni intervali a pro vypoc¢ty limit je vhodné zavést takzvana nevlastni Cisla.
1.11. Definice. Rozsitend mnoZina redlnych ¢isel je R = R U {—o0, +o0}, kde +00 a —oo
se nazyvajl nevlastni cisla. Uspofddani a absolutni hodnotu rozsifujeme na R nésledujicim
zplusobem:

1) —oo < & < 400 pro kazdé realné ¢islo z, —oo < 400,

2) | —o0| = |+o0| = +oc.
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1.12. Poznamka. Misto +oo se nékdy piSe struénéji oo.

1.13. Definice. Pro kazdé a,b € R, a < b, rozeznavame tyto typy intervali s krajnimi
body a,b:

1) otevreny (a,b) ={x € R: a <z < b};

2) uzavreny (a,b) = {x € R: a <z < b} pro a,b € R;

3) polouzavrieny (polootevieny)

(a,b) ={zr €eR: a<x<b} probelR,
(a,b) ={reR: a<z<b} proacR.

Body intervalu, které nejsou krajni, nazyvame wvnitini body.
1.14. Definice. Okoli bodu a € R o poloméru r > 0 je
Ula,r)={z€R: |z —a|<r}=(a—r,a+r).
Prstencové okoli bodu a € R o poloméru r > 0 je
P(a,r)=U(a,r)\{a} ={z eR: 0< |z —a|<r}=(a—r,a)U(a,a+7).

Jednostrannd okoli jsou nasledujici: levé a pravé okoli (resp. levé a pravé prstencové okoli)
bodu a € R o poloméru r > 0 jsou intervaly

P_(a,r) = (a—r,a), P (a,r) = (a,a+r).

U (CL, T) = ((I - CL> ) U+((Z, T) = <(I, a+ 7”) s resp.

Okoli bodi £oo jsou (r je realné ¢islo):

U(—oo,7) ={zx €eR: z <r}=(—00,1),
U(4+oo,r)={x eR: z>r} = (r,+00).

Pro jednodussi vyjadrovani v definicich limit a spojitosti tato okoli oznacujeme zaroven jako
prstencova a jednostranné: pro bod —oo pravé, pro bod +oo leva.

1.15. Priklady. Piiklady rtznych typt okoli:

U(=o0,-5) P,(~4,6) = U(~1,3) = P_(2,6) P(4,1) U(+0,6)
. . o0——© . . . . . 0—0O O o0—© .
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

1.16. Poznamka. Casto neupiesiiujeme polomér okoli — mluvime jen o (prstencovém) okoli.
Prunik dvou (prstencovych) okoli jednoho bodu je opét (prstencové) okoli tohoto bodu (mensi
z nich). V literatufe se muZete setkat s obecnéjSim pojetim — okolim se rozumi kterdkoliv
nadmnozina vyse definovaného okoli.

O S pojmem okoli bodu souvisi pojem hromadného bodu mnoziny.
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1.17. Definice. Bod a € R se nazjva hromadny bod mnoZiny A, pokud v kazdém okoli bodu a
existuje nekone¢né mnoho prvkt mnoziny A.

O Pro operace s limitami je vhodné zavést dalsi operace s nevlastnimi ¢isly.

1.18. Definice. Pro kazdé a € R definujeme:

(+0) £a =400, (—o0) £ a=—o0,
(+00) + (+00) = 400, (—00) + (—0) = —00,
(+00) = (—00) = +o00, (—00) = (+00) = —o0,
e R R T}
(+50) - (+00) = +00, (+00) - (~00) = —00,
(—00) - (+00) = —00, (—00) - (~00) = 450,
Ly oy
“+00 —00

1.19. Poznamka. Podobné jako u realnych ¢isel nékdy vypoustime nékteré zavorky pripadné
symbol +, takze napiiklad misto +00 + (—o0) piSeme oo — co. Nedefinujeme soucet riznych
(rozdil stejnych) nevlastnich ¢isel (typ oo — o), soucin 0 s nevlastnim ¢islem (typ 0-00), podily
nevlastnich ¢isel (typ 22) a déleni nulou.

O Z vlastnosti uspotfddani odvodime nekteré vlastnosti readlné osy.

1.20. Tvrzeni. Mezi kazdymi dvéma &isly lezi nekoneéné mnoho cisel raciondlnich i nekonecné
mnoho ¢isel iraciondlnich.

Dukaz. Dukaz jen naznacime v nékolika krocich. Uvazujme rizna redlna cisla x,y. Podle
vlastnosti trichotomie je bud x < y nebo y < z. Pfedpokladejme x < y (opacny pfipad by se
dokazoval podobné).

1) Ukazeme, ze mezi Cisly x,y je ¢islo (z +y)/2. K nerovnosti = < y mizeme pri¢ist x,y a
pak ji vydélit 2 (monotonie s¢itdni a nasobeni):

2r<z+y, z+y <2y,
T+y T4y
< , <
TS 2 =Y

2) Jsou-li éisla z,y, racionalni, pak i ¢islo (z + y)/2 je raciondlni.

3) K nalezeni racionalniho (nebo iracionalniho) ¢isla z € (z,y) muiZeme vyuzit desetinny
rozvoj ¢isla (z + y)/2 — vezmeme takovou ¢ast, aby uz bylo jisté, ze bez ohledu na zbyvajici
desetinny rozvoj bude ¢islo z lezet v intervalu (z,y) a pak bud rozvoj ukonéime (pro z € Q)
nebo doplnime neperiodicky (pro z ¢ Q).

4) Vyse uvedené konstrukce mizeme pouzit pro nové dvojice bodu z,z, a z,y, ...

1.21. Poznamka. Uvedli jsme, Ze racionalnich ¢isel je oproti readlnym ¢islim malo, pfesto jich
je podle pfedchéazejiciho tvrzeni dost na to, abychom jimi mohli kazdé realné ¢islo aproximovat
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s libovolnou pfesnosti. V kazdém intervalu existuji jak racionalni tak iracionalni ¢isla — fikame,
Ze racionalni i iracionalni ¢isla jsou husta v R.

1.22. Tvrzeni. Nechf a,b € R jsou riznd ¢isla. Pak existuji disjunktni okoli U,, U, bodii a,b.

Dukaz. Zvolme libovolné ¢islo ¢ € R mezi a,b (ruzné od a,b). Staci najit takova okoli, kterd
neobsahuji bod ¢. Ukazme to pro bod a (pro bod b je to podobné). Pro a € R mtzeme vzit
U(a,|a —c|), pro a = +oo mizeme vzit (c,+00), pro a = —oo muzeme vzit (—oo,c).

O Pristupme k dulezitym pojmtm suprema a infima.

1.23. Definice. Nechtf mnozina M C R je neprazdna. Cislo k € R se nazjyva:
1) horni mez mnoziny M, pokud x < k pro kazdé x € M,
2) dolni mez mnoziny M, pokud = > k pro kazdé x € M.

Mnozina M se nazyva:
1) shora omezend, pokud ma horni mez;

2) zdola omezend, pokud mé dolni mez;
3) omezend, pokud mé horni i dolni mez.

1.24. P¥iklady.

1) Mnozina N je zdola omezena (napiiklad ¢islem 0), neni shora omezena.
2) Mnozina Z neni omezend ani zdola, ani shora.
3) Interval (0,1) je omezena mnozina.

O Mnozina redlnych ¢isel muze (ale nemusi) mit nejvétsi (resp. nejmensi) prvek, tj. takovy, ze
vSechny ostatni prvky mnoziny jsou mensi (resp. vétsi).

1.25. Definice. Necht mnozina M C R je neprazdna.
1) Mazimum mnoZiny M (max M) je nejvétsi prvek mnoziny M (pokud existuje).
2) Minimum mnoZiny M (min M ) je nejmensi prvek mnoziny M (pokud existuje).
3) Supremum mnoziny M (sup M) je nejmensi horni mez mnoziny M (pokud existuje).
4) Infimum mnoziny M (inf M) je nejvétsi dolni mez mnoziny M (pokud existuje).

1.26. Priklady. Pro intervaly (0,1), (0,1) dostédvame:

1) max(0,1) =1, sup(0,1) = min(1,+00) =1,
min(0,1) =0, inf(0,1) = max(—o00,0) =0.
2) max(0, 1) neexistuje, sup(0,1) = min(1,+00) =1,
min(0, 1) neexistuje, inf(0,1) = max(—o00,0) =0.

1.27. Poznamka. Jestlize existuje maximum mnoziny, pak je zaroven supremem této mnoziny.
Podobné jestlize existuje minimum mnoziny, pak je zaroven infimem této mnoziny. Supremum
je tedy zobecnénim maxima a infimum je zobecnénim minima.
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O Zatimco maximum ani minimum existovat nemusi, supremum a infimum existuji vzdy.

1.28. Véta. Kazdd neprazdnd shora omezend (resp. zdola omezend) mnoZina redlngjch ¢isel md
v R supremum (resp. infimum).

1.29. Poznamka. VySe uvedend véta charakterizuje redlna Cisla, v oboru racionélnich ¢isel
neplati. Napifklad mnozina {x € Q: 22 < 2} nem4 v oboru racionalnich ¢isel nejmensi horni
mez — mezi kazdym racionalnim ¢islem vétsim nez v/2 a &islem /2 existuji dalsi racionalni &isla.

O Predpoklad omezenosti mnoziny mtzeme vypustit, pokud rozsifime definici suprema a infima
nasledujicim zptisobem.

1.30. Definice. Pro shora neomezenou mnozinu M poklddame sup M = +oo, pro zdola
neomezenou mnozinu M pokladame inf M = —oco.

1.31. Véta. Kazdd neprdzdnd mnozina redlngjch cisel md supremum i infimum.

1.32. Poznamka. Ani pfedpoklad neprazdnosti v pfedchézejici vété neni nutny. Pro prazdnou
mnozinu ale dostavame bizarni hodnoty:

sup ) = —o0, inf ) = +o0.
Je to jediny pripad, kdy supremum mnoziny je mensi nez jeji infimum.
1.33. Priklad. Plati inf N=minN =1, supN = 400, maxN neexistuje.
1.34. Priklad. Urcete maximum a supremum mnoziny M = {®=1: n € N}.

Reseni. Plati "Tfl =1- % < 1, takze ¢islo 1 je horni mezi mnoziny M. Ukazeme, Ze to
je nejmensi horni mez mnoziny M, tedy Ze zddné ¢islo x < 1 neni horni mezi mnoziny M.
Hledame pfirozené ¢islo n, pro které plati 2=1 > z. ReSenim této nerovnice jsou pfirozena éisla
spliujici podminku n > ﬁ (takova existuji). Je tedy sup M = 1, max M neexistuje (muselo
by byt rovno supremu, ale 1 ¢ M).

O Na zavér ukazme dulezity dtsledek véty o supremu a infimu.

1.35. Véta (princip vnofenych intervali).  Jestlize pro uzavrené intervaly I, (n € N) plati
I, DI, D13 D -, pak (\,en L, # 0. Jestlize navic délky intervali I, klesaji k nule, pak je
tento prinik jednobodovy.

Dukaz. Ozna¢me I, = (a,,b,) pro kazdé n € N. Z pfedpokladu vyplyvd, ze

n»-n

a1§a2§a3§---§b3§52§b1.
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Mnozina {a, : n € N} je neprazdné, shora omezena kazdym ¢islem b, (n € N), mé tedy v R
supremum, ozna¢me ho a. Protoze a < b, pro kazdé n € N, ma mnozina {b,: n € N} v R
infimum, ozna¢me ho b. Protoze a < b, je

ﬂ[n:{xER: a<z<b}#0.
neN
Jestlize délky intervalt I, klesaji k nule, pak a = b.

O Jak ukazuje nasledujici priklad, podminka uzavienosti intervali ve vySe uvedené vété je
podstatna.

1.36. Priklad. Oznacme I, = (0,2) prokazdé n € N.Pak I; DI, D I3 D -+ a (\,en 1, = 0.

Neresené ulohy
1. Vyjadrete racionélni ¢isla jako podil celych ¢isel:
a) 1,2, b) 0,124; «¢) 0,18; d) 0,1234; e) 0,29.
2. Dokazte, ze nésledujici ¢isla jsou iracionalni:
a) ¥5; b) log2; «¢) &/p pro p prvocislo a n > 1 piirozené &islo.
3. Pomoci nerovnosti s absolutni hodnotou zapiste nasledujici okoli:
4. Pomoci nerovnosti zapiste néasledujici okoli:
a) U(4+00,3); b) U(+oo,—-1); ¢) U(—o0,—5).
5. Uréete maximum, minimum, supremum a infimum nésledujicich mnozin:
a) Z;
)
c)
)

)
)

=3

Q.

0,3)N{2™": neN};

(-1)" 271 n e N},

[¢)

M= (
M =
M={1+2"":neN};
M =
M = {
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Vysledky
1. a) 6/5; b) 31/250; «¢) 2/11; d) 137/1110; e) 3/10.
3.a) [x—1/<2; b) Jzr—4]<3; ¢ |z+2/<1l; d) |[z+3/<5; e |z|<2.
4. a) ©>3; b) z>-1; ¢) x<-b.
5. a) maxZ ani minZ neexistuji, supZ = +oo, inf Z = —oo;
b) max M =5 =sup M, min M neexistuje, inf M = —1;
¢) max M neexistuje, sup M =+/2, min M = 0 = inf M ;
d) maxM = % = sup M, min M neexistuje, inf M = 1;
e) maxM = i = sup M, min M neexistuje, inf M = 0;
f) max M ani min M neexistuji, supM =1, inf M = —1.



Kapitola 2

Posloupnosti realnych cisel

Posloupnost je usporfadany soubor nejvyse spocetné mnoha prvkid. Pojmem usporadany rozu-
mime to, ze mame dan poéateéni prvek a ke kazdému prvku (s vyjimkou posledniho, pokud je
posloupnost kone¢nd) jeho naslednika. Prvky posloupnosti mizeme pak indexovat pfirozenymi
Cisly tak, Ze néslednik mé vétsi index nez jeho pfedchtidci. Toto pojeti je nazorné, ale korekt-
néjsi je definovat posloupnost jako zobrazeni na mnoziné prirozenych ¢isel. Nas budou zajimat
nekonecné posloupnosti redlnych cisel.

2.1. Definice. (Nekonecéna) posloupnost redlnijch cisel je zobrazeni N — R. Oznac¢ime-li a,, ob-
raz ¢isla n (n-ty ¢len posloupnosti), pak posloupnost zapisujeme jako (ay, ay,as,...) = (a,),—; -
2.2. Poznamky.

1) V literatufe je mozné setkat se s ruznym oznacenim. Nékdy se misto kulatych zavorek
pouzivaji slozené zavorky jako pro mnoziny ({a, }° ), u mnozin vSak na rozdil od posloupnosti
nezalezi na poradi uvedenych prvki a na tom, kolikrat se prvek v zapisu mnoziny objevi. Kulaté
zavorky se pouzivaji u kone¢nych posloupnosti, coz neni nic jiného nez tzv. aritmetické vektory.
Nékdy se pouziva zapis (a,,),cn, n€kdy se oznaceni indexu vypousti, nékdy se vypousti i oznaceni
mezi (pokud jsou tyto tidaje z kontextu zfejmé). Obecnéjsi definice pfipousti, aby se nezacinalo
indexovat zrovna ¢islem 1, takze mtze byt napiiklad posloupnost (as,ay,as,...) = (a,)0;.
Pro nase tvahy to vSak neni podstatné.

2) Kromé ¢iselnych posloupnosti mizeme mit posloupnosti i jinych objekti. Naptiklad ve vété
o vnofenych intervalech (véta 1.35) jsme pracovali s posloupnosti intervali (I,,)>. ;. Podstatné
je, ze objekty ,indexujeme” prirozenymi ¢isly.

3) Posloupnost mtizeme zadat riznym zpusobem: popisem n-tého ¢lenu, netiplnym vyctem
nebo rekurentné (zaddme nékolik prvnich ¢lentt a pfedpis, jak pocitat ¢leny posloupnosti z pred-
chazejicich). Neuplny vycet je prehledny, jeho nevyhodou je, Zze neni jednoznacné uréeno, jak
vypadaji dalsi prvky. Pouziva se proto jen v jednoduchych situacich, kdy se predpoklada, ze do-
plnéni je viceméné jasné, nebo pokud chceme pro nézornost nékolik ¢lent posloupnosti vypsat.
7 rekurentniho zadani mizeme nékdy popis n-tého ¢lenu ziskat.

2.3. P¥iklady.
D () =150 5--).
2) ((1+1/m)"), = (2,212, ).

277
3) a; =1, a,,1 = 2a,, je to posloupnost (1,2,4,...) = (2”_1)20:1; obecné predpis a; = a,

1
ani1 = qa, (a,q € R), ddva tzv. geometrickou posloupnost (a, aq,aq?,...) = (aq”fl):}:l

14
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s kvocientem q (¢° pokladame rovno 1 pro kazdé q).

4) a; =3, a,,1 = a,+2, je to posloupnost (3,5,7,...) = (2n +1);° ;; obecné predpis a; =
=a, a,.1 = a,+d (a,d € R), dava tzv. aritmetickou posloupnost (a,a+d,a+2d,...) =
= (a+ (n—1)d);” s diferenci d.

5) aj =ay =1, a,,9 = a, +a,,;, je to tzv. Fibonacciova posloupnost (1,1,2,3,5,8,...),

n-ty ¢len lze popsat
W L[(LEVBN (1-VBY
"B 2 2 '

2.4. Poznamka. Posloupnosti lze séitat, od¢itat, nasobit konstantou ¢i porovnévat ¢len po
¢lenu (stejné jako ostatni funkce nebo aritmetické vektory).

O Dalsi vlastnosti (tzv. monotonie) zaviseji na porovnani prvki uvnitf posloupnosti. Je to
specialni pfipad situace pro funkce (definice 3.17).

2.5. Definice. Posloupnost (a,),-; se nazyva:

1) rostouct, pokud a,, < a,_; pro kazdé n € N;
2) klesajict, pokud a,, > a,_,, pro kazdé n € N;
3) neklesajici, pokud a,, < a, ; pro kazdé n € N;
4) nerostouct, pokud a, > a,_, pro kazdé n € N.

Posloupnosti vsech téchto typu se nazyvaji monotonni, rostouci a klesajici posloupnosti se na-
zyvajl ryze monotonni.

2.6. Priklady.

1) (2")>°, =(2,4,8,...) je rostouci posloupnost.

2) (—n);2q =(—1,-2,-3,...) je klesajici posloupnost.

3) Fibonacciova posloupnost (1,1,2,3,5,...) (viz pfiklady 2.3) je neklesajici, neni ryze mo-
notonni.

4) ((-1)");2; =(-1,1,-1,1,...) neni monotonni posloupnost.

2.7. Definice. Posloupnost je omezend (resp. zdola omezend, shora omezend), pokud je ome-
zend (resp. zdola omezena, shora omezend) mnozina jejich ¢lent.

2.8. Poznamka. Posloupnost je omezend pravé tehdy, kdyZ je omezend zdola i shora.

2.9. Priklady.

1) (2")02, =(2,4,8,...) je zdola omezend, neni omezend shora.

2) (-n)y2y =(~1,-2,-3,...) je shora omezend, neni omezena zdola.
3) (1)), =(-1,1,—1,1,...) je omezena.
4) ((-2)");2; =(—2,4,-8,16,...) neni omezend ani zdola ani shora.

2.10. Definice. Vybrand posloupnost z posloupnosti (a,),-; je posloupnost (akn)oo kde

n=1"
(ky,)pey je rostouci posloupnost pfirozenych éisel.
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2.11. Piiklad. Mgéjme posloupnost (a,) >, = (n2)20:1 = (1,4,9,16,...), chceme z ni vybrat

n=1 "
kazdy druhy prvek. Pro rostouci posloupnost vybiranych indexi

(kn)zozl = (27 4,6, ... ) = (2n);.zo:1

dostaneme (akn)io:l = (agp)rey = ((2n)2)zo:1 = (4,16,...).

O Budeme se zabyvat limitami posloupnosti. Zavedeme najednou vlastni (z R) i nevlastni
limity (rovny 4o00) pomoci pojmu okoli bodu.

2.12. Definice. Posloupnost (a,)52; ma limitu a € R, pokud pro kazdé okoli U bodu a
existuje ny € N tak, Ze pro vSechna prirozend n > ny je a, € U. Znacime

1. _ n—oo
m a, =a, a, —— a, a, — a pron — oo.

n—oo

n

Posloupnost s vlastni limitou se nazyva konvergentni, s nevlastni limitou divergentns.

2.13. Poznamka. Definice iikd, Ze af zvolime jakkoliv malé okoli predpokladané limity, pak
pocinaje nékterym indexem vSechny c¢leny posloupnosti lezi v tomto okoli. Jinak feceno, jen
kone¢né mnoho ¢lend v tomto okoli nelezi. Pfi vypoctu limity nezalezi tedy na kone¢ném poctu
¢lenti posloupnosti.

2.14. Poznamka. Limitu posloupnosti mizeme odvodit z pojmu limita funkce (definice 4.1).
Limitu funkce lze obecné definovat v hromadném bodé defini¢niho oboru, coz je pro posloupnosti
pouze bod +o0o. My zavedeme limitu funkce ve specidlnim piipadé, kdy funkce je definovana
v nékterém prstencovém okoli uvazovaného bodu. Abychom vyzili tuto specialni definici, mizeme
nejprve posloupnosti (a,),-; pfifadit funkci f definovanou predpisem

f(z)=a, proz e (n,n+1), neN,

pak je lim,  a, =lim,_  f(x).
Ve zbytku této kapitoly se budeme casto odkazovat pravé na tento pfepis a na prislusné véty

pro limity funkei.

O Pfi ovéfovani limity posloupnosti postupujeme takto: pro kazdé okoli U ovéfované limity
zjistime, které ¢leny a, posloupnosti (a,),~, patii do okoli U. Podminku a, € U miiZzeme
piepsat jako nerovnici (pro n € N), kterou vyfesime. Resenim maji byt vSechna ptirozena é&isla
vétsi nez néjaké prirozené Cislo ng, tj. vSechna prirozend ¢isla az na konecné mnoho.

2.15. T'vrzeni.

neexistuje, a < —1,

0, a<0,
: : a . an)=0, ac(-1,1),
1) ima=a. 2) limn*=<1, a=0, 3) lima
n—00 n—00 n—00 :1, a:1,
400, a>0. N o1
= 400, a .

Dukaz. Dtkaz ¢asti 1), 2) a ¢asti 3) pro a > 0 viz poznamka 2.14, tvrzeni 4.5 a tvrzeni 4.12.
Zbyva dokazat ¢ast 3) pro a < 0.
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Pro a < —1 je a® € (—oo0,—1) pro liché n, a™ € (1,+00) pro sudé n. Pro kazdé b € R
existuje jeho okoli U(b,r), které je disjunktni s alespon jednim z téchto intervali (pro b € R
napitklad U(b, 3)), takze v U(b,r) nelezi nekone¢né mnoho ¢lentt posloupnosti (a™); ;. Zadné
b € R tedy neni limitou této posloupnosti.

Necht a € (—1,1). Pro kazdé £ > 0 hleddme a,, € U(0,¢), feSime tedy nerovnici |a"| < €,
tj. [a|" <e. Pro a =0 je feSenim n € N, pro a # 0 je feSenim n > logy, €. V obou piipadech
tedy vSechna pfirozena cisla az na kone¢né mnoho.

O Uvedme zakladnich véty o limitach posloupnosti.

2.16. Véta. Kazdd neklesajici posloupnost md limitu rovnu supremu mnoZiny jejich clend.
Kazdd nerostouct posloupnost md limitu rovnou infimu mnoziny jejich clent.

Dukaz. Viz poznamka 2.14 a véta 4.11.

O Ukazme vyuziti této véty pro dilkaz existence limity, kterou se da definovat Fulerovo cislo
e=2,718281 ... =lim, .. (14 1/n)" pouzivané mimo jiné jako zaklad pfirozenych logaritm.

2.17. Priklad. Dokazeme existenci vlastni lim,, ,_(1+1/n)". Nejprve ukazme, ze posloupnost
(an)oey pro a, = (1 +1/n)"" je klesajici:

i1 (1+1/(n+ 1))n+2 T ot i(n 42t

— (14— : :
n(n + 2) n+1

Vyuzijeme Bernoulliovu nerovnost (1 + 2)¥ > 1+ kz pro 2 > 0 a k € N\ {1} (umocnénim
(1+2)F ziskdme kromé 1+kz jesté kladné séitance s vy$simi mocninami u z), takZe dostaneme:

a 1 n
o> 1+ =1.
Gyt n n+1
Protoze a,, > 0 pro kazdé n € N, je posloupnost (a, )~ klesajici a zdola omezend, ma tedy
vlastni limitu, kterou oznac¢me e. Vyuzitim véty o limit€ podilu dostavame

n+1
lim (l—i—l)n: lim &zgze.

n—00 n

a, QA+t 4+ ((+1)2\" n
<n(n—|—2)> ‘n+1

2.18. Véta (o jednoznac¢nosti limity). KaZdd posloupnost md nejvyse jednu limitu.
Dukaz. Viz poznamka 2.14 a véta 4.13.
2.19. Véta. Konvergentni posloupnost je omezend.

Dukaz. Viz poznamka 2.14 a véta 4.14.
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2.20. Véta (o limité souétu, rozdilu, souc¢inu a podilu). JestliZe existuji limity posloupnosti

(an)ory a (by)o2 (vlastni nebo nevlastni), pak

lim (a, £b,) = lim a, £ lim b, ,

n—oo n—oo n—oo
lim (a,, -b,) = ( lim an> . ( lim bn) ,
n—oo n—oo n—oo
lim on — im0 O
== ,
n—oo b, lim, b,

pokud je vyraz na pravé strané definovdn (véetné operaci s nevlastnimi cisly).
Dukaz. Viz poznamka 2.14 a véta 4.24.

2.21. Priklad.

. l+2m 14 (3)" 140 1
lim ——— = lim = = =0.
n—oo 3 —2n? n—003—2-n2 3—-2-(+o0) —0

2.22. Tvrzeni. Necht limita posloupnosti (a,,),-, neexistuje. Pak plati:

1) Jestlize existuje vlastni limita posloupnosti (b,),~,
(an + bn)?:l .
2) Jestlize existuje nenulovd vlastni limita posloupnosti (b,).~,, pak neexistuji limity po-

sloupnosti (a,b,)e 1, (a,/b,) .

pak neexistuji limity posloupnosti

Dukaz. Viz poznamka 2.14 a tvrzeni 4.41.

O V nékterych piipadech nelze vétu o limité souc¢tu, rozdilu nebo soucinu pouzit pfimo a je
nutno pouzit ur¢ité tpravy. Napfiklad pro linedrni kombinaci funkei tvaru n® (resp. a™) lze
limitu vySetfit po vytknuti funkce s nejvétsim exponentem (resp. s nejvétsi absolutni hodnotou
zékladu). Strucéné feceno, takové mocniny jsou podstatné, na ostatnich nezalezi.

2.23. Priklady.

1)  lim (2n* — 7n) = |[+o0 — 00| = lim n?(2 — Tn"!) = (4+00) - 2 = +00.

n—oo n—oo

2)  fim (237 = 28) = oo = oo = lim (4 (6+ ()" = 1)) = (+o0) - (-1) = —o0.

n—oo n—oo

3)  lim ((—=3)" +2") = |neex. 4+ oco| = T}ergo<(—3)” (1+ (—%)n)) = |neex. - 1| neex.

n—oo

O V podilech posloupnosti s nevlastni limitou mizeme vytykat (a kratit) ,nejvétsi mocniny*
(v absolutni hodnoté) v ¢itateli i jmenovateli.

2.24. Priklady.

A v i e

n?+2n+1 ’—i—oo hm”—Q-H%Jr#:hmH%Jr”_l?:
400 n—oo n? 2—1—%4—% n—><>02+%+%
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C142.041-0 1

243.0+4-0 2°

4 _ 3 4 1 1—41
2) limn2 n:'—i—oo: imn—Z-irf:limn2 T =
n—oo m4 +1 +o00 n—oo n 1+ﬁ n—oo + =5
1-0
(400) 150 (+00) +00
3n _ g4n _ 4qn 3\" _ 4\" §n_1
3) im . o0 i h = (Aé) — hm = . (4)n —
n—oo 2" 43" |4oo| n—ee3" (Zn41 n—ee\3/)  (2)" 41
0-1
(00) - g = (+00) - (=) = —o0

O Rozdily druhych odmocnin lze upravit rozsifenim souc¢tem téchto odmocnin.

2.25. Piiklady.

1) Jirrolo(\/n—k —\/ﬁ)znllnéo(\/n+ —\/ﬁ)'\/%:
1 1

lim = =
n—ooy/n+1+y/n +0o0

) ) vVn24+3n+n

_ 3n _ 3

3
lim —— = lim ——— = —.
n—ooy\/n2 +3n+n n—oe/1+3/n+1 2

O Ukézali jsme, jak spocitat limity nékterych posloupnosti. Zabyvejme se ted otazkou, zda a jak
se da urcit existence limity. Nejprve bez diikazu uvedeme kriterium konvergence posloupnosti.

2.26. Vé&ta (Bolzanovo—Cauchyovo kriterium konvergence).  Posloupnost (a,,),-, konverguje
pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje ny € N tak, Ze pro vsechna m,n > nqy je |a,,—a,| < €.

O Zhruba Feceno, v posloupnosti se mizeme dostat tak daleko, zZe rozdily zbyvajicich ¢lent jsou
malé. Ukazme ptiklad pouziti tohoto kriteria.

2.27. Priklad. Posloupnost ((—1)")>?, nekonverguje, protoze pro ¢ < 2 nemaji zadné dva
sousedni ¢leny vzdalenost mensi nez ¢ (lisi se o 2). Tato posloupnost ani nediverguje (protoze

je omezend), takZe jeji limita neexistuje.
O Podivejme se nyni podrobnéji na posloupnosti, které limitu nemayji.

2.28. Definice. Bod a € R se nazjva hromadnd hodnota posloupnosti (a,),—, pokud v kaz-
dém okoli bodu a lezi nekoneéné mnoho ¢lentt posloupnosti (a,,)r ;.
2.29. Poznamka. Pro kazdou posloupnost (a,),.; je kazdy hromadny bod mnoziny {a,, :
n € N} hromadnou hodnotou posloupnosti (a,),~ ;. Obracené to neplati: napiiklad bod a je
hromadnou hodnotou konstantni posloupnosti (a),- ;, ale neni hromadnym bodem mnoziny {a}.
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O Vazba hromadné hodnoty k limité€ je ddna nasledujicimi tvrzenimi.

2.30. Tvrzeni. Limita posloupnosti je hromadnou hodnotou posloupnosti. Hromadnd hodnota
posloupnosti je limitou nékteré vybrané posloupnosti.

Dukaz. Prvni ¢ast je ziejma (v okolich limity musi lezet az na konefné mnoho vsechny
¢leny posloupnosti, tedy nekoneéné mnoho z nich). Druhé éast vyplyva z toho, Ze miizeme najit
posloupnost okoli (U,,)>? ; smrstujicich se do pfislusného hromadné hodnoty a. Pro kazdé n € N
muzeme napiiklad polozit U,, = U (a, %) (pokud a € R), U, = (n,+00) (pokud a = +00) nebo
U, = (—oo,n) (pokud a = —o0). Z téchto okoli mizeme postupné vybirat ¢leny posloupnosti,
dostaneme tak vybranou posloupnost, jejiz limitou je dany bod.

2.31. Priklad. Ne kazd4 hromadné hodnota posloupnosti je limitou posloupnosti, naptiklad
posloupnost ((—1)”);;0:1 nema limitu, ale mé dvé hromadné hodnoty: +1.

O Na rozdil od limity hromadné hodnoty posloupnosti vzdy existuji.

2.32. Véta. Kazdd posloupnost md v R alespori jednu hromadnou hodnotu (omezend posloup-
nost vlastni).

Dukaz. Pokud neni posloupnost omezené shora, je hromadnou hodnotou 4oo. Pokud neni
omezena zdola, je hromadnou hodnotou —oc. Pokud je omezenda, muZzeme hromadnou hodnotu
dostat nasledujicim zplisobem: Vezméme uzavieny interval I;, ktery obsahuje vSechny cleny
dané posloupnosti a rozdélme ho na poloviny. V jednom z polovi¢nich uzavienych intervalt
(mize i v obou) lezi nekoneéné mnoho ¢lent dané posloupnosti. Oznaéme tento interval I,
rozdélme ho na poloviny a postup opakujme. Dostaneme posloupnost vnorenych uzavienych
intervalii. Podle principu vnofenych intervali je jejich prinik neprazdny a obsahuje jediny bod.
Ten je hromadnou hodnotou dané posloupnosti.

2.33. Tvrzeni. Supremum i infimum mnoZiny hromadnich hodnot posloupnosti jsou hromad-
nymi hodnotami této posloupnosti.

Dukaz. V kazdém okoli suprema (infima) mnoziny hromadnych hodnot lezi hromadna hodnota
a spolu s ni nekone¢né mnoho ¢lent dané posloupnosti.

O Mnozina hromadnych hodnot posloupnosti méa tedy maximum a minimum, tyto hodnoty
maji zvlastni oznaceni.

2.34. Definice. Nejmensi hromadna hodnota posloupnosti (a,),”; se nazyvé limes inferior
N . . NN , . [e’e) 7 .
a znaci se liminf, ,  a,, nejvétsi hromadna hodnota posloupnosti (a,),.; se nazyva limes

superior a znadi se limsup,, . a,,.

2.35. Priklad. Plati: liminf,,  __(—1)" = —1, limsup,,_,.(—1)" = 1.

O Shrime do jedné véty razné charakterizace existence limity.
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2.36. Vé&ta. Posloupnost (a,),-; md limitu prdvé tehdy, kdyz md jedinou hromadnou hodnotu,
tj. pravé tehdy, kdyz vSechny z ni vybrané posloupnosti maji stejnou limitu, tj. pravé tehdy, kdyz

liminf a, = limsupa,, .
n—oo n—0oo

Neresené ulohy

1. Vysetfete monotonii posloupnosti:

n \~ 1\ 2\ 57\
) IR G R ) R N ) IR
n+1 n=1 L+27 n=1 n3 n=1 n! n=1

3n
n—00 nt1

2. Ovérte podle definice, ze lim = 3. Od kterého ¢lenu se vSechny cleny této po-

sloupnosti lisi od limity o méné nez % ?
3. Spoctéte:
a) lim (3n% —2n% 4+ 4n —1); b) lim (n* +n3 - 5n?);
n—00 n—00
¢) lim (—n® +6n+2); d) lim (—4n® + 8n* + n?);
n—oo n—oo
e) lim (3" —4-2"3); f) lim (2-(=3)*"' —5.7"%%);
n—o0o n—oo
g) lim (2-5""1 +3.(-2)*); h) lim (2-(=5)""!1 —5.22"%2),
n—00 n—00
4. Spoctéte:
R | n+3
a) nh~>nolo 3 b) 2 o1
3n3 —2n? +1 2n? — 3
c) lim n nt ; d) I " ;

Iim ——.
n—oo 1 4 2n2

5. Spoctéte:

23" 4 (=1)" 3-2" 4+ (=3)"
a) lim ﬁ; b) lim # :
n—o0 4n N—060 3n — 922n
. 5.3 —-3.2nt2 . 2-(=B5)" 434"
o) fm L T Sy B T
3t (—q)n 25" 4 (—4)"
e) lim (=4) f) lim #

n—oo 2 - 3" 4 22n—1 g =00 2N 4 4n
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6. Spoctéte:

) i n®+1\* b) i 3n2—n+5\"
a) lim | ——) ; im [ —————— ;
n—oo\2n5 +1) ' n—oo\ 2n3 + 5n — 3 ’
2 2 -1 3 3
c) lim (n+2)+(n—1) ; d) lim M;
n—oo (2n +1)3 — (n +1)2 n—oo n —44/n
. VAn? +n—vn?2—n
e) lim .
n—oo n
7. Spoctéte:
a) limvn(Vn+1-—vn); b) lim (Vn?+4n —n);
n—oo n—oo
¢) lim (n—2)(V4n?+3 —2n); d) lim\/ﬁ(\/n3+2n—\/n3—1).
n—oo n—oo
8. Urcete lim,, (1 + 5)2".
9. Urcete mnozinu hromadnych hodnot posloupnosti:
1 —1)"\* n
a) <7+ (2 ) >n: ; b) (n(*l) )Zil ; c) (sin %n)zo:l ;
3 o, 010120123
d) (5+nsingn),~, ; ) (112328553 )

Vysledky

1. a) rostouci; b) klesajici; ¢) neni monotonni (a; >--->ay <ags<---); d) neni
monotonni (a; < --- < ay=as >ag>---).

2. Od élenu s indexem 100.

b
=

neexistuje.

>
©

o
o

0; b) 0; ¢ —35; d) 2; e) neexistuje; f) +oo.

o
®

)
)
) 0; b) 0; ¢ 35 d) 3 e 4oo; f) —oo.
)
)
)

7. a
8. e (vybrand posloupnost z (1+ )™).

9.a) {0,1}; b) {0,4c0}; <¢) {-1,0,1}; d) {—o00,5,+00}; e) (0,1).



Kapitola 3

Realné funkce realné promeénné

O V této kapitole uvedeme zékladni vlastnosti funkci a pfehled rtznych druht funkei (takzvané
elementarni funkce). Za¢neme obecnéjsim pojmem zobrazeni.

3.1. Definice. Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je neprazdna podmnozina f kartézského
sou¢inu A x B spliujici nésledujici vlastnost: pro kazdé x € A (vzor) existuje pravé jedno y € B
(obraz x) takové, ze (x,y) € f (zna¢ime obvykle y = f(x)). PouZivdme oznaceni

fi A B, AL B,

Mnozina A se nazyva defini¢ni obor zobrazeni f, zna¢ime ho D(f). Mnozina f(A) = {f(z):
x € A} se nazyva obor hodnot zobrazeni f, znac¢ime ho R(f).

Obraz mnoziny M C A pfi zobrazeni f je mnozina f(M) = {f(x): x € M}, vzor mnoZiny
M C B pfi zobrazeni f je mnozina f_(M)={x € A: f(x) € M}.

3.2. Poznamka. Na zobrazeni f se divime jako na predpis, kterym jsou ke vzorum pfifa-
zeny obrazy. Takto budeme zobrazeni obvykle definovat, k popisu predpisu se pouziva i zapis
x +— f(x). Zatimco stanoveni mnoziny A (defini¢niho oboru zobrazeni) je nutnou soucasti defi-
nice zobrazeni, pro mnozinu B tomu tak neni, mtize to byt libovolnd nadmnozina oboru hodnot.

3.3. Definice. Zobrazeni f: A — B se nazyva

1) prosté, pokud riznym vzorim odpovidaji rizné obrazy, tj. pro z,y € A, x # y, je

() # F(0) .
2) na B, pokud jeho obor hodnot je B (zapisujeme f: A — B);
3) vzdjemné jednoznacné (bijekce), pokud je to prosté zobrazeni na B.

3.4. Priklady.

1) Zobrazeni f: R — R definované pfedpisem f(x) = x
f(1) = f(=1), obor hodnot je R(f) = (0,00) # R.

2) Zobrazeni f: R — R definované predpisem f(x) = e” je prosté, neni na R: obor hodnot
je R(f) = (0,00) £ .

3) Zobrazeni f: R — R definované piedpisem f(z) = 23— 22 neni prosté, je na R: napiiklad
7(0) = (1).

4) Zobrazeni f: R — R definované piedpisem f(z) = 23 je vzajemné jednoznacéné.

2 neni prosté ani na R: napiiklad

23
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O Zobrazeni miizeme sklddat, obrazy pfi jednom zobrazeni mohou byt vzory pii dalsim zobra-
zeni.

3.5. Definice. Mé&jme zobrazeni f: A — B, g: B — C. Zobrazeni go f: A — C definované
predpisem

(g0 f)x)=g(f(x))

nazyvame sloZenym zobrazenim, zobrazeni f se nazyva vnitini zobrazeni, zobrazeni g se nazyva
vnéjst zobrazend.

3.6. Poznamka. VySe uvedenym piedpisem definujeme sloZzené zobrazeni i v pfipadé, kdy
R(f) ¢ D(g). Pak je ovSem definiénim oborem slozeného zobrazeni g o f mnozina {z € A:

f(z) € B}.

O Jak ukazuje nésleduji ptiklad, zdménou vnitiniho a vnéjsiho zobrazeni mtizeme dostat jiné
slozené zobrazeni.

3.7. P¥iklad. Mgéjme zobrazeni f,g: R — R definovana piedpisy f(z) = 2z, g(x) = 2. Pak

(go f)x)=g(f(x))
(fog)(x)=f(g(x)) =

(f(2))* = (20)? = 427,
29(z) = 22*

3.8. Definice. Méjme zobrazeni f: A — B. Zobrazeni ¢g: R(f) — A nazyvame inverzni
k zobrazeni f, pokud
(go f)(z) =x prokazdé x € A.

Znacime g = f_;.
O Jednoduchym ovéfenim vlastnosti dostaneme nasledujici vétu.

3.9. Véta. Zobrazeni f: A — B md inverzni zobrazeni prdavé tehdy, kdyz je prosté, tj. kdyz
. /. v o v s , na , v, v . . . .o ,
je to vzajemné jednoznacné zobrazeni A — R(f). V takovém pripadé existuje jediné inverzni
zobrazeni f_;: R(f) — A, které je také vzajemné jednoznacné a plati

(fof1)y) =y prokazdé yc R(f).

O Zobrazeni lze skladat se zobrazenim k nému inverznim dvéma zptisoby, v obou pripadech
dostaneme identické zobrazeni (z — x), které ale mize byt definovéano na riznych mnozinéch.

3.10. Priklad. Méjme zobrazeni f: R — R definované predpisem f(z) = e”. Obor hodnot
zobrazeni f je R(f) = (0,+00), f je prosté zobrazeni a tedy vzajemné jednozna¢né zobrazeni
R 2% (0, +00). Existuje proto inverzni zobrazeni f_;: (0, +00) = R. Toto zobrazeni znaéime

f_1(y) = Iny. Plati
(f_1of)(z) =lne* ==z, reR,
(fof)y) =e™ =y, y € (0,+00).
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O Budeme se zabyvat hlavné zobrazenimi mezi ¢iselnymi mnozinami — takovymto zobrazenim
se Tika funkce.

3.11. Definice. (Redlna) funkce (redlné proménné) je zobrazeni A — R, kde A je podmno-
zina R.

3.12. Poznamky.

1) Speciélnim piikladem funkce je posloupnost (definiéni obor je mnozina pfirozenych ¢isel).
Néas budou obvykle zajimat funkce definované na intervalech nebo jejich sjednocenich.

2) Symbol f(z) oznacuje hodnotu funkce f v bodé x. Nékdy se tim oznacuje i funkce
sama, napiiklad misto ,funkce f definovana predpisem f(x) = z2“ iikdme struénéji ,funkce
f(z) = 2% pifpadné mluvime o ,funkci 2.

3) Pokud pfi zadavani funkce funkénim predpisem neni stanoven defini¢ni obor, uvazujeme
nejvétsi mozny. Napiiklad za definiéni obor funkce f definované predpisem f(x) =./x bereme

interval (0, +00) (pokud neni stanoveno jinak).

O Neékdy pracujeme s funkcemi, které maji stejny funkéni predpis, ale 1isi se defini¢nim oborem.
Napriklad pfi hledani inverzni funkce se budeme omezovat na podmnozinu defini¢niho oboru.

3.13. Definice. ZuzZeni funkce f: A — R na mnozinu B C A je funkce g: B — R, pro kterou
je g(x) = f(x) pro kazdé = € B.

O Mnozinu realnych ¢isel znadzornujeme pfimkou — redlnou osou. Podobné funkci miizeme zné-
zornit body v roviné.

3.14. Definice. Graf funkce f: A — R je mnozina {[z, f(x)]: z € A} bodi v roviné.

3.15. Tvrzeni. Graf inverzni funkce (pokud ezistuje) je symetricky s grafem puvodni funkce
podle osy proniho a tretiho kvadrantu (primky o rovnici y = x).

3.16. Piiklad. Funkce f(z) = 22 neni prostd (f(—1) = f(1)), nema tedy inverzni funkci.
Pokud se omezime na defini¢ni obor D(f) = (0,+00), pak je prostd a existuje k ni inverzni
funkce f_;: (0,+00) — (0,+00), kterou oznac¢ujeme /. Grafy jsou znazornény na obrazku 3.1.

O Dalsi dulezité pojmy jsou pojmy monotonie a omezenosti funkci. Abychom nemuseli v nékte-
rych tvahach zuzovat defini¢ni obor, zavedeme tyto pojmy pro podmnoziny defini¢niho oboru.

3.17. Definice. Funkce f se nazyva omezend (resp. zdola omezend, shora omezend) na mnoziné
A C D(f), pokud je omezena (resp. zdola omezend, shora omezend) mnozina f(A). Pokud neni
mnozina A upfesnéna, mame na mysli cely defini¢ni obor funkce f.

3.18. Poznamka. Funkce je tedy omezend pravé tehdy, kdyZ je omezend zdola i shora.

3.19. Priklady. (Viz obrazek 3.2.)
1) Funkce 2% neni omezena ani zdola, ani shora.
2) Funkce 277 je omezena zdola (2% > (), neni omezena shora.
3) Funkce 1 — 22 je omezen shora (1 — 22 < 1), neni omezen4 zdola.
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Obrazek 3.2: Ilustrace k pojmim omezenosti, monotonie, sudosti a lichosti funkce.

4) Funkce
-1, <0
signx =<0, z=0
1, x>0

je omezend (—1 <signz <1).

3.20. Definice. Funkce f se nazyva rostouci (resp. klesajici, neklesajici, nerostouct) na mno-

ziné A C D(f), pokud f(x) < f(y) (resp. f(z) > f(y), f(z) < f(y), f(x) > f(y)) pro vSechna
z,y € A takova, 7ze © < y.

Funkce se nazyvd monotonni (resp. ryze monotonni) na mnoziné A C D(f), pokud je na
mnoziné A neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici).
Pokud neni mnozina A upfesnéna, mame na mysli cely defini¢ni obor funkce f.

O Rostouci funkce je neklesajici, klesajici funkce je nerostouci, ryze monotonni funkce je mo-
notonni. Konstantni funkce jsou jediné funkce, které jsou zaroven nerostouci i neklesajici.
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3.21. Priklady. (Pro 1)—4) viz obrazek 3.2.)
1) Funkce z? je rostouci.
2) Funkce 277 je klesajici.
3) Funkce 1 — 22 neni monotonni, je rostouci na (—oo,0), klesajici na (0, +00).
4) Funkce signz je neklesajici.
5) Funkce 1/z je klesajici na (—00,0) i (0,+00), ale neni klesajici: f(—1) =—-1<1= f(1).

O Snadno nahlédneme, ze plati nasledujici véta.

3.22. Véta. Rostouct (resp. klesajict) funkce je prostd a md inverzni funkci, kterd je rovnéz
rostouct (resp. klesajict).

O Pri hledani inverzni funkce se tedy obvykle omezime na interval, na kterém je funkce ryze
monotonni.

O Dalsi vlastnosti funkci popisuji uréitou symetrii grafu.

3.23. Definice. Funkce f se nazjva

1) sudd, pokud f(—x) = f(x) pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce f;
2) lichd, pokud f(—x) = —f(z) pro kazdé = z defini¢niho oboru funkce f.

O Definice sudosti a lichosti v sobé obsahuji i podminku, aby hodnota —z byla v defini¢nim
oboru funkce, pokud je hodnota x v tomto definiénim oboru. Defini¢ni obory sudych a lichych
funkci jsou tedy na redlné ose symetrické vzhledem k pocatku. Graf sudé funkce je symetricky
vzhledem k ose y, graf liché funkce je symetricky vzhledem k poc¢atku souradnic. P¥iklady sudych
(lichych) funkci jsou sudé (liché) mocniny:

3.24. Priklady. (Viz obrazek 3.2.)
1) Funkce f(x) = 2? je licha: f(—x) = (—z)® = —23 = —f(x) pro kazdé = € R.
2) Funkce f(z) =1— 22 jesuda: f(—z)=1—(—2)?> =1— 22 = f(z) pro kazdé = € R.

3.25. Poznamky.
1) Je-li f licha funkce, ktera je definovana v bodé 0, pak f(0) = f(—0) = —f(0) a tedy
f(0)=0.
2) Soucet sudych (lichych) funkci je funkce suda (licha).
3) Soucin a podil sudych funkei je funkce sud4, soucin a podil dvou lichych funkei je funkce
sud4, soucin (podil) sudé a liché funkce je funkce licha.

3.26. Definice. Funkce f se nazyva periodickd s periodou p > 0, pokud pro kazdé x € D(f)
plati

flx+p)=flz—p)= f(z).

3.27. Poznamka. Z podminky vyplyva, Ze je-li funkce definoviana v bodé x, pak je definovana
i v bodech x +p, = &+ 2p, ..., tedy v nekone¢né mnoha bodech. Je-li p perioda funkce, pak
i jeji kladné celociselné nasobky jsou periodou. Nejmensi perioda se nazyva zdakladni perioda.
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Zékladni perioda nemusi pro periodickou funkci existovat — napfiklad pro konstantni funkci
na R je periodou kazdé kladné ¢islo, nejmensi perioda neexistuje.

3.28. Priklad. Funkce sinz je periodicka se zékladni periodou 2.
O Funkce mtzeme ,bod po bodu“ porovnavat, séitat, odé¢itat, nasobit a délit.
3.29. Definice. Uspordddni funkci f,g:

1) f < g na mnoziné A znamena, ze f(x) < g(x) pro kazdé x € A;
2) f < g na mnoziné A znamena, ze f(z) < g(z) pro kazdé = € A.

3.30. Definice. Pro funkce f,g definujeme soucet, rozdil, soucin a podil:

(f+9)(x) = f(z) £ g(z), z € D(f)ND(g),
(f9)(x) = f(x)-g(z), z € D(f)ND(g),
(%)(x):%, x e D(fynD(g) N{z eR: g(x) # 0}.

O Uvedli jsme, co se stane s grafem funkce, pokud pfejdeme k inverzni funkci. Podivejme se
ted na vysledky skladani s linedrni funkci.

3.31. Véta. Necht [ je funkce, c je redlné cislo.

1) Graf funkce f(x)+ ¢ dostaneme z grafu funkce f(z) posunutim o |c| v kladném sméru
osy y pro ¢ >0 a v zdporném sméru osy y pro ¢ < 0.

2) Graf funkce f(x+ c) dostaneme z grafu funkce f(x) posunutim o |c| v zdporném sméru
osy x pro ¢ > 0 a v kladném sméru osy x pro ¢ < 0.

3) Graf funkce ¢ f(x) dostaneme z grafu funkce f(x) dilataci vzhledem k ose x (tj. roztazenim
ve sméru osy y) s koeficientem ¢ (pro |c| < 1 jde o staZent, pro ¢ < 0 navic o preklopent
vzhledem k ose x).

4) Graf funkce f(cx) pro ¢ # 0 dostaneme z grafu funkce f(x) dilataci vzhledem k ose y
s koeficientem 1/c (pro |c| > 1 jde o staZeni, pro ¢ < 0 navic preklopeni vzhledem
k ose y). Je-li funkce f definovina v bodé 0, pak pro ¢ = 0 dostaneme graf konstantni
funkce.

3.32. Priklad. Grafy funkci f(z) = 22, f(z)+1=2?+1, f(z+1) = (z+1)2, -1 f(2) = —1 22
a f(% x) = %xQ jsou znazornény na obrazku 3.3 na strané 29.

O Uvedme ted prehled zékladnich funkei.
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3Ak
flz) = a?
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Obrazek 3.3: Ukazky transformace grafu pro skladani s linearni funkeci.
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Mocniny

0 Hodnoty funkce 2™ pro n € N dostaneme opakovanym nésobenim. Funkce z'/™ pro n € N
je inverzni funkce k funkci 2™ (pro n sudé jen k jejimu zuzeni na interval (0,+00)). Zaporné
celociselné mocniny dostaneme prechodem k pfevridcené hodnoté: x™" = :%n (pro = # 0),
,nultou” mocninu 2° pokldddme rovnu 1 (i pro z = 0). Pfehledy grafi a vlastnosti téchto
funkei i funkei k nim inverznich jsou uvedeny na obréazcich a pfipojenych tabulkach 3.4 a 3.5 na
strandch 31 a 32. Inverzni funkci k 2° neuvazujeme — pro konstantni funkci bychom se museli

omezit na jednoprvkovou mnozinu.

O Racionalni mocninu 27/¢ pro nesoudélné &sla p € Z a ¢ € N dostaneme slozenim funkce
2P a funkce z'/7. Iracionalni mocninu 2 bychom mohli pro z > 0 definovat nésledujicim
zplsobem: existuje (viz kapitola 2) posloupnost racionalnich éisel (a,,)-; konvergujici k a; da
se dokazat, Zze existuje ¢islo, které je limitou posloupnosti (x**) 7, pro kazdou posloupnost
(a,)o>, raciondlnich ¢isel s limitou a; toto ¢islo znac¢ime pravé x*. S vyhodou budeme pouzivat
vyjadfeni pomoci exponencialni funkce a logaritmu (viz dale):

% = etnT x>0.

Grafy funkci 2% (a € R) jsou znazornény na obrazku 3.6 na strané 33.

O Kombinaci nezdpornych celociselnych mocnin dostavame tzv. polynomy (mnohoéleny). Po-
lynom stupné n > 0 ma tvar

n
P(x) :Zaixi =a,z" 4+ a, 12"+ Fax+ay, a, #0.
=0

Stupen nulového polynomu (nulové funkce) pokldddme roven —1. Polynomy hraji vyznamnou
roli napriklad pfi aproximaci funkci, protoze hodnoty polynomii se dobre pocitaji.

Exponencialni a logaritmické funkce

O Exponencialni funkce jsou jistym opakem mocnin, pfi umocnovani mame konstantni zaklad
a méni se exponent. Fxponencidlni funkce se zdkladem a > 0 je funkce a®. Pokud neurcujeme
zéklad, méame na mysli Eulerovo ¢islo e = 2,718 ..., funkci e znacime také expx. Opét
nardzime na problém s definici a® pro iraciondlni exponent. Jeho feSeni uvedené pro mocniny
bychom mohli formulovat tak, ze existuje jediné spojité (viz kapitola 4) dodefinovani a® pro
iracionalni ¢isla. MiZeme se ale obejit i bez limit, existuje totiz i jediné monotonni dodefinovani

a”®.

O Pro a #1 (a > 0) je funkce a” ryze monotonni, mé tedy inverzni funkci. Tu nazyvéme
logaritmus se zdkladem a, znacime ji log, z. Logaritmus se zdkladem 10 nazyvame dekadicky
logaritmus a zna¢ime jednoduseji log = (zdklad vypoustime), logaritmus se zakladem e (Eulerovo
¢islo) nazyvame prirozeny logaritmus a zna¢ime Inx. Pokud nezminime zéklad, médme na mysli
prirozeny logaritmus. Grafy exponencialnich funkci a logaritmi jsou na obrazku 3.7 na strané 34.



Obrazek 3.4: Piehled funkci 2 (n € NU{0}) a funkci k nim inverznich.
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x° 23 xl
Y Yy
1+ 1 20
~1 1 r —2 -1 0
14 1 4
_9 1 _9 1
7l
Yy Yy
1/ 21/2
1+ zt/5 1+ '/t
—1 1 r —2 -1 0
1 4+ 1 4+
_9 4 _9 1
funkce 2™ | n € N liché | n € N sudé n=>0
defini¢ni obor | R R R
obor hodnot | R (0,400) {1}
omezenost | ne zdola omezena
monotonie | rostouci (—00,0) klesajici | konstantni
(0, +00) rostouct
dalsi vlastnosti | licha suda suda
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14 1+
PASS 92 41
funkce 27" | n € N liché n € N sudé
defini¢ni obor | R\ {0} R\ {0}
obor hodnot | R\ {0} (0,400)
omezenost | ne zdola
monotonie | (—oo,0) klesajici | (—oo, 0) rostouci

dalsi vlastnosti

(0, +00) klesajici

licha

(0, +00) klesajici

suda

Obrazek 3.5: Prehled funkci 27" (n € N) a funkei k nim inverznich.
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a>1 a=1
)
ac(0,1)

1 a=20

|

|

|

|

} a<0

|

|

|
0 1 T

Obrazek 3.6: Grafy funkci z¢ (a € R).

O Pro operace s exponencialnimi funkcemi a logaritmy plati dilezité rovnosti.
3.33. Tvrzeni. Pro kaZdé x,y € R a kazdé a > 0 plati
a*V =a" - aY, (a®)¥ =a™.
Pro kazdé a € (0,1) U (1, +00) plati
log,(zy) = log, x + log, v, z,y >0,

log, ¥ = ylog, =, x>0.

3.34. Dusledek. Pro kazdé a,b € (0,1) U (1,400) plati (druhy tadek je zvldstni pripad pro

b=e):
a® = b:vlogba log T = logbx
’ “ log, a’
Inx
T zlna
a’ =e , 08, T =1 —

3.35. Poznamka. Grafy rtznych exponencialnich funkci se tedy lisi (véta 3.31) jen dilataci
vzhledem k ose y (tomu odpovidd zména méfitka na ose x a pripadné orientace této osy)
a grafy ruznych logaritmickych funkei se lisi jen dilataci vzhledem k ose x (tomu odpovidd
zména méfitka na ose y a pfipadné orientace této osy).
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a>1
Yy
a=1
ac(0,1)
0 T
Yy
a>1
0 1 v
ac(0,1)

Obrazek 3.7: Grafy funkci a”, log, .
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sing r—————————————

Obrazek 3.8: Zavedeni goniometrickych funkei.

Goniometrické a cyklometrické funkce

O Goniometrické funkce sinus (sinx) a kosinus (cosx) lze zavést jako soufadnice bodu jed-
notkové kruznice pro dany thel privodi¢e (viz obrazek 3.8). Dale se definuji funkce tangens a
kotangens predpisy:

sinx cos T

tgx = , cotgx =
cos T

sinz
Pfehled zakladnich goniometrickych funkei a k nim inverznich cyklometrickych funkei arkussinus

(arcsinx), arkuskosinus (arccosz), arkustangens (arctgz) a arkuskotangens (arccotgz), je na
obrazcich 3.9 a 3.10 na stranach 36 a 37.

3.36. Tvrzeni (ve druhém fadku tzv. souctové vzorce). Pro kaZdé x,y € R plati:

sin(—z) = —sinx, cos(—z) =cosz,
sin(xz + y) = sinx cosy + cosx siny, cos(z +y) = cosx cosy — sinx siny,
sin?x +cos?zx =1.
O Z téchto identit dostaneme dalsi identity.
3.37. Dusledky. Pro kazdé x € R plati:
sinz = cos(xz — %), cosx = sin(z + §),
sin(x +7) = —sinx, cos(x +m) = —coszx,
sin2x = 2sinx coszx, cos 2z = cos® z — sin® T,
. 9 1—cos2x 9 1+ cos2z
sin“x = ——— | cos’x = ———

2 2
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) )
- | arcsinz
1 sinz ? !
77777777777777 T T < _______ 00— |
! \
\
| | | |
-7 -z | 0 z ™ z -1 | 0o 1 =
,,,,,,,, e~
-1 ‘
———-
2
Yy
Y
arccos x
1
\cos x
l
\/_% ’ %\\J_V%ﬂ- B L
~ < S R bl
sinx ‘ Ccos T
defini¢ni obor R
obor hodnot (—1,1)
omezenost omezena
monotonie (k € Z) | (-5 + 2km, § + 2km) rostouci (—m + 2k7, 2km) rostouci
(Z +2km, 3 7+ 2km) klesajici (2km, ™+ 2km) klesajici
dalsi vlastnosti licha suda
periodicka, zakladni perioda 27

z|0| w/6 | n/4 | ©/3 | 7/2
sinz [ 0| 1/2 |v2/2 [V3/2| 1
cosz | 1+v3/2v2/2| 1/2 | 0

Obrazek 3.9: Piehled funkci sinz, cosz, arcsinx, arccos.
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oy ; ; y ;
| | | |
| | | |
\ \ \ \
\ \ \ \
\ tgx \ \ \
| | | |
} } } cotgx }
| | | |
| | | |
| | | |
/ _T | | — | s [
2 0 2 . ™ 0 72r " ‘ac
| | | |
\ \ \ \
\ \ \ \
| | | |
\ \ \ \
\ \ \ \
| | | |
| | | |
\ \ \ \
| | | |
Y Y
,,,,,,,,,,, e i
s
2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, R
2 arccotg x
arctgx
0 € 0 €
,,,,,,,,,,, e
2
tgx cotgx
defini¢ni obor R\{Z +kr: keZ} R\ {kr: k€ Z}

obor hodnot
omezenost
monotonie (k € Z)

dalsi vlastnosti

R

ne

(=% + km, § + km) rostouci

(km, 7+ k) klesajici

periodicka, zakladni perioda w

licha

Obrazek 3.10: Piehled funkci tgx, cotgx, arctgx, arccotgx.
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O Nékdy se uvadéji vzorce pro vypocet sinu a kosinu rozdilu, ty dostaneme ze soucétovych
vzorcu a z toho, ze funkce sinus je licha a funkce kosinus je suda.

O Pii vypoctu nékterych integralti (napiiklad koeficientt Fourierovych fad) se daji s vyhodou
pouzit nasledujici identity, které 1ze ovérit dosazenim do souctovych vzorct.

3.38. Tvrzeni. Pro kazdé x,y € R plati:

cos(z — y) — cos(xz + y) cos i cosy = cos(x — y) + cos(x + y)
2 ' 2 '

sin(z — y) + sin(z + y)
5 .

sinx siny =

sinx cosy =

O Pii odvozovani derivaci funkci sinus a kosinus vyuzijeme dalsi identity.

3.39. Tvrzeni. Pro kazdé x,y € R plati:

_ 24y g 224 — sty o a—y
sinz — siny = 2 cos sin %54 cosx — cosy = —2sin ¥ sin 5L
Dukaz. PouzZitim souctovych vzorci pro sinus a kosinus souc¢tu dostaneme
sinz — siny = sin(m + ﬂ) - sin(m -5 =
= sin ZX¥ cos L3¢ + cos ZHY sin 25 — sin ZE¥ cos Z5¥ + cos ZHY sin IY =
= 2cos % sin Ty ,
CosST — Cosy = COS(% + &) — cos(xT—H’ -5 =
= cos £ cos L3¥ — sin 2 sin 25 — cos T3 cos Z5Y¥ — sin ZHY sin IY =

= —2sin $+y sin =54 .

Hyperbolické a hyperbolometrické funkce

O Goniometrické funkce cosz a sinx se daji vyjadfit jako redlnd a imaginarni ¢ast komplexni
funkce realné promeénné
el¥ =coszr+ jsinz,

tedy
el — e~ el? e i
sinsz—j, COST = ————
Podobné se v realném oboru daji zavést hyperbolické funkce: hyperbolicky sinus (sinhz), hyper-
bolicky kosinus (coshx), hyperbolicky tangens (tghz), hyperbolicky kotangens (cotghx):

e’ —e™ " e’ +e " sinh cosh
sinhy = —— | cosha::;, tghox = m x, cotghr = — z
2 2 coshx sinh x
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cosh x y
Yy
argsinh
1 argcosh z
0 z 0 1 z
sinh
Y
| y |
! !
cotghx | ‘
I o R } } argcotgh x
! !
! !
tghx ! !
! !
! !
0 @ —1 | 0 | @

! !
| argtgh x |
! !
! argcotgh x } }
cotgh x } }
! !
! !

Obrazek 3.11: Grafy hyperbolickych a hyperbolometrickych funkci.
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Prehled grafa téchto funkci a k nim inverznich hyperbolometrickych funkci je na obrazku 3.11
na strané 39.

O Stejné jako pro goniometrické funkce, i pro hyperbolické funkce plati fada identit, které se
daji ovérit prepisem pomoci exponencialni funkce. Vypadaji podobné, obcas se 1isi znaménkem.

3.40. Tvrzeni. Pro kazdé x,y € R plati:

sinh(xz + y) = sinh 2 coshy + coshx sinhy,
cosh(z + y) = coshx coshy + sinhz sinhy,

cosh?z —sinh®z = 1.
Dukaz. DokéZeme jen posledni identitu (ostatni se dokazuji podobné):

T —z\ 2 T —z\ 2 2z —2x 2z —2x
+ — +2+ -2+
cosh? z — sinh?z = (_e 2e > — (e 2e > = 1 © _ ¢ 1 ¢ =1.

O Hyperbolometrické funkce 1ze vyjadrit pomoci logaritmu.
3.41. Piiklad. Ukazte, Ze plati

argcoshz =In(z +va? — 1), z € (1,+0).

ResSeni. Ozna¢me argcoshz =y, e¥ = z. Pak

L e¥+e Y z—i—% 2241
x = coshy = = = .
2 2 2z

Upravou dostaneme kvadratickou rovnici pro z
2 _
2z —=2x24+1=0,

kterd ma dvé kladnd feSeni z = x +v/22 — 1, pro ktera dostaneme y = Inz = In (:L‘ V2 -1 ) .
Dostali jsme dvé feSeni rovnice coshy = x (ovéfte si, Ze jsou navzijem opacnd), funkce argcosh x
vybird nezadporné z nich, tedy argcoshx = In (w +Vax? -1 ) .

Neresené ulohy

1. Uréete defini¢ni obor funkce:

2
2
a) v b) T+l : c) V2+x—22;

x+1;

d) v3z — a3, e) 1 f) Va2 —1+v1—uz;
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1_
\/+2 \/ = h) 1 —|z[; i) log,logszlog, x;
X

1+=x

In( 1) 2 1
%, k) Inlsinz|; 1) arcsin :E;_ ;

j)

m) (arctg(z — 1))1/(173) ;1) log(1—log(z® — 4z + 13))..

2. Vysetfete omezenost funkce:

a)

3. Dokazte:

a) Kladny nasobek rostouci (resp. neklesajici, nerostouci, klesajici) funkce je funkce ros-
touci (resp. neklesajici, nerostouci, klesajici).

b) Zaporny nasobek rostouci (resp. neklesajici, nerostouci, klesajici) funkce je funkce kle-
sajici (resp. nerostouci, neklesajici, rostouct).

c) Soucet rostoucich (resp. neklesajicich, nerostoucich, klesajicich) funkei je funkce ros-
touci (resp. neklesajici, nerostouci, klesajici).

d) SloZeni dvou rostoucich i dvou klesajicich funkei je funkce rostouci, slozeni rostouci
a klesajici funkce je funkce klesajici.

4. Urcete, zda je funkce suda nebo licha:

a) br —a’; b) a4+ 322 — 1; ¢) 22 + 3z —2;
1- v

d) 2 —277; e) In p f) ° ;
1+x’ e?+1

g) log( x2—|—1—|—x); h) Slnx; i) 27362;
x

j) sinz —cosz; k) 3/(1—2)24+ /(1 + )2

5. Dokazte:

a) Néasobek sudé (liché) funkce je funkce suda (lichd). Soucet sudych (lichych) funkei je
funkce suda (licha). (Jak sudé tak liché funkce na dané mnoziné tvoii linearni prostor.)

b) Souéin (podil) dvou sudych i dvou lichych funkei je funkce sud4, souc¢in (podil) liché a
sudé funkce je funkce licha.

c¢) Slozeni dvou funkci je suda funkce, jestlize vnitini funkce je suda. Slozeni dvou lichych
funkci je funkce lichd, sloZeni sudé a liché funkce je funkce suda.

6. Vysetfete, zda je funkce periodicka, a pokud ano, urcete jeji periodu:

a) sin3z; b) 5cos2z; c) 4dsinrwzx;
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d) —3cos(4z +5); e) Vigx; f) tgyx;

g) 2sin3x + 3sin2x; h) sin(5mz + §) — cos(5 — 37z) .

7. Urcete periody Dirichletovy funkce

1, ,
d($)2{0 z;g

8. Dokazte:
a) Soucet (rozdil, soucin, podil) periodickych funkei se stejnou periodou ma tutéz periodu
(mize mit i mensi).
b) Je-li podil period dvou periodickych funkci racionalni ¢islo, pak tyto funkce maji spo-
le¢nou periodu.

9. Dokazte:

a) sinx+siny:2sinx;—y cosx;y; b) cosx+cosy:2005x;y cosx;y.

10. Dokazte:

a) sinh(x + y) = sinhx coshy + cosh z sinhy;

b) cosh(z + y) = coshx coshy + sinhx sinhy.

11. Odvodte néasledujici vztahy:

a) argsinhz =In(z +va2 +1), r €R;
1 142
ho=-1 “1,1);
b) argtgh SInT— z e (—1,1);
1 1
c) argcotghz = — In Tt x € (—o0,—1) U (1,400).

2 -1’

Vysledky
1. a) (—OO, _1) U (_17+OO); b) (—OO, _2) U (_273) U (37 +OO); C) <_112>;
d) (=00, =V3)U(0,V3); e (—o0,1)U(2,+00); f) (—oo,—)U{l}; g) 0
h) (-L1); i) (4+400);  J) (=LO)U(0,4+00); k) Upeg(km (k+1)7);
1) <_%7%>; m) (173)U(37+OO)§ n) (173)'
2. a) neni omezena ani zdola, ani shora; b) omezend zdola; c) omezend shora,

d) omezena.
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4. a) licha; b) suda; c) ani suda ani liché; d) licha; e) licha; f) licha;
g) lichd; h) sudd; i) sudéd; j) anisudd anilichd; k) suda.
6.a) 2m; b) m; ¢) 2; d) $m; e) m; f) neniperiodickd; g) 2m; h) 2.
7.a) QN(0,+00).



Kapitola 4

Limity a spojitost funkci

O Pojem limity funkce je jednim ze zakladnich pojmt matematické analyzy. Popisuje vlastnost
urcitého ,blizeni se* funkéni hodnoty, pokud se argument ,,blizi“ néjaké hodnoté. Pojem ,blizeni
se“ muzeme zavést pomoci ,blizkosti“, tj. pomoci malych (zmensujicich se) okoli bodu.

Napiiklad pro funkei f(z) = \Tll (viz obr.4.1), pokud se z blizik 0 (piseme x — 0), vidime, ze
funkéni hodnoty rostou nade vSechny meze, tedy f(x) — +oc. To je charakterizovano vlastnosti,
ze pro kazdé okoli U bodu 400 existuje prstencové okoli P bodu 0, které se funkci f zobrazi do
okoli U, tj. graf graf funkce f lezi v mnoziné R x U. Jinymi slovy k okoli U bodu +oc na ose y
hleddme vzor f_;(U), tedy pro kterd z graf funkce f padne do mnoziny R x U, a vyzadujeme,
aby tento vzor obsahoval nékteré prstencové okoli bodu 0.

Podobné pro z — +oo vidime, ze f(z) — 0, neboli pro kazdé okoli U bodu 0 existuje
prstencové okoli P bodu +oo takové, ze f(P) C U.

Je tfeba podotknout, Ze hodnota funkce v bodé, ve kterém zjistujeme limitu, nas vilbec
nezajima, funkce v tomto bodé nemusi byt dokonce definovana (viz oba uvedené piipady), proto
na ose r uvazujeme prstencova okoli.

4.1. Definice. Rekneme, 7e funkce f definovana v prstencovém okoli bodu a € R ma v bodé a
limitu b € R, pokud ke kazdému okoli U bodu b existuje prstencové okoli P bodu a tak, ze
f(P) C U. Znagime

lim f(z) =0, flz) =% b, f(z) = bproz —a.

r—a

4.2. Poznamka. Pfiovéfovani limity uvazujeme libovolné okoli U uvaZzované limity, podminka
f(z) € U vede na nerovnici pro x.

4.3. P¥iklad. Dokazme, Ze lim, (2% + 1) = 1. Podle definice mame ke kazdému okoli U =
= U(1,¢) najit prstencové okoli P bodu 0, pro které je f(P) C U. Urceme, pro kterd = € R
je 22 +1 € U(1,¢), tedy |(2? + 1) — 1| < &. ReSenim nerovnice je x € (—\/,+/¢ ). Za hledané
prstencové okoli muzeme tedy vzit P(0, /).

4.4. Poznamka. Ve vysSe uvedeném piikladu jsme vyfeSenim nerovnice dostali dokonce okoli

bodu a. To nemusi vzdy platit — jednak nemusi byt mnozina feSeni symetricka, jednak vibec
nemusi obsahovat bod a. V definici je podstatné, Ze prstencové okoli P muZzeme najit pro

44
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/ . / VR TR T . 1
Obrazek 4.1: Znazornéni limit lim alim, ., T -

1

libovolné malé okoli U . Jestlize nékteré takové prstencové okoli najdeme, pak podmince vyhovuji
i vSechna mensi.

O Dokazme podle definice dvé zakladni limity.

4.5. Tvrzeni. Pro ka#dé a € R plati

1) lim, ., c=c pro kaZdé c € R (limita konstantni funkce).
2) lim,_ .,z = a (limita identity).

Dukaz. 1) Pro okoli U = U(c,¢) je f_1(U) = R, mizeme vzit libovolné prstencové okoli
bodu a.
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2) Pro okoli U = Ul(a,r) je f_1(U) = U, za prstencové okoli bodu ¢ mizeme vzit naptiklad
P(a,r).

O V definici limity jsme pfedpokladali, ze funkce je definovana v nékterém prstencovém okoli
prislusného bodu. Limitu lze obecnéji definovat v hromadnych bodech definiéniho oboru, coz
je pro nase ucely zbytecné komplikované — nas budou zajimat hlavné funkce definované na
nékterém intervalu (pfipadné na jednoduchych sjednocenich intervali). Schazi ndm jen definice
limity v krajnich bodech takovychto intervali (a to jen pro vlastni ¢isla). K tomu slouzi tzv.
jednostranné limity — v mnoziné€ vzorid se omezime jen na body na ,,jedné strané“ od bodu a.

4.6. Definice. Rekneme, 7e funkce f definovand v levém (resp. pravém) prstencovém okoli bodu
a € R mé v bodé a jednostrannou limitu zleva (resp. zprava) rovnu b € R, pokud ke kazdému
okoli U bodu b existuje levé (resp. pravé) prstencové okoli P bodu a tak, ze f(P) C U. Znacime

li,m, f(z) =10, fla—) =1, resp.
i ()= b, flat) =b.

Pokud pottfebujeme zduraznit, Ze se nejedna o limitu jednostrannou, mluvime o oboustranné
limité.

4.7. Véta. Limita funkce ve vliastnim bodé existuje prdvé tehdy, kdyz v tomto bodé existuji obé
jednostranné limity a jsou stejné (pak se jim rovnd i limita funkce).

Diikaz. =: Pokud lim, ., f(z) = b € R, pak k libovolnému okoli U bodu b najdeme prsten-
cové okoli P, které se do okoli U funkci f zobrazi. Prstencové okoli P je sjednocenim levého
a pravého prstencového okoli, kterd miizeme vzit pro ovéfeni podminky z definice jednostrannych
limit.

«<: Pokud lim, ,,_ f(z) = lim,_,,, f(z) = b € R, pak k libovolnému okoli U bodu b
najdeme levé prstencové okoli P_ a pravé prstencové okoli P, , kterd se do okoli U funkci f
zobrazi. Jejich sjednocenim dostaneme mnozinu obsahujici prstencové okoli bodu a (za polomér
miizeme vzit mensi z délek intervali P_, P, ), které mtizeme vzit pro ovéfeni podminky z definice
limity.

4.8. Priklad. Plati lim, ,, signz = —1 a lim, 5, Si% =1, takze lim, ,,signx neexistuje.

O Uvedme souvislost limity funkce s limitou posloupnosti.

4.9. Véta. Necht f je funkce definovand v prstencovém okoli bodu a. Pak lim,_,, f(x) = b
pravé tehdy, kdyz pro kaZdou posloupnost (a, )., ¢isel z D(f)\ {a} s limitou rovnou a plati

lim, ., f(a,) =0.

Dukaz. =-:Pro kazdé okoli U bodu b existuje prstencové okoli P bodu a takové, ze f(P) C U.
Az na kone¢né mnoho n € N je a, € P, tedy f(a,) € U.

<: Predpokladejme, ze neplati lim, ,, f(x) = b (limita neexistuje nebo je rtznd od b)
a dokazme, Ze existuje posloupnost (a,),, takovd, ze lim, a, = a a pfitom neplati b =
= lim,_, . f(a,,). Uvazujme posloupnost prstencovych okoli P, bodu a definovanych pro kazdé
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n € N takto:
P _ P(a,%), a€R,
" | P(a,£n), a=+oo.

Existuje okoli U bodu b takové, ze zadné prstencové okoli bodu P se do néj funkci f nezobrazi.
Pro kazdé n € N tedy existuje a,, € P, N D(f) takové, ze f(a,) ¢ U. Posloupnost (a,);~; je
hledanou posloupnosti.

O Uvedenou vétu muzeme pouzit riznym zpusobem: k dikazu neexistence limity funkce, pro
vypocet limity posloupnosti pomoci limity funkce (viz pozndmka 6.18).

4.10. Priklad. Limity lim, ., sinz, lim, ,  cosx neexistuji.

ResSeni. DokéZeme neexistenci lim sinz (ostatni pfipady se dokazuji podobné). Pro po-

Tr—00
sloupnosti (7n)p”;, (5 + 27?71)20:1 je
lim 7n = lim (% + 27m) = +oo,
n—-4o0o n—-+00

pritom dostaneme rizné limity posloupnosti funkénich hodnot:

lim sin7n= lim 0=0,
n—-+o0o n—-+00

lim sin(3 +27n) = lim 1=1.
n—-+o0o n—-+o00

O Hodnota fady limit vyplyva z monotonie a oboru hodnot funkce.

4.11. Véta. Necht f je neklesajici (resp. nerostouct) funkce na intervalu I = (a,b). Pak plati

Jim f(z) = inf £(1), i f(x) = sup f(7) resp.
dim f(x) = sup f(1) i f(x) = inf (7).

Dukaz. Dokazme, 7e lim, ,,  f(z) = sup f(I) pro f neklesajici (ostatni pfipady se dokazuji
podobné). Pro kazdé okoli U bodu sup f(I) existuje ¢islo = € I tak, ze f(x) € U. Interval (z,b)
je pak levé prstencové okoli bodu b. Protoze funkce f je neklesajici, je jeho obraz ve funkci f

casti (f(z),sup f(I)) CU.

O Vyuzitim této véty dostaneme nasledujici limity elementarnich funkei. (Pro periodické funkce
jsou uvedeny limity jen v zékladnim intervalu.)

4.12. Tvrzeni.

+o0, a<0, 0, a<0,

lir(r)1+x“: 1, a=0, hI—P =<1, a=0,

0, a>0, 400, a>0,
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+o00, a€(0,1), 0, ac(0,1),
lim a®* =<1, a=1, lim a* =<1, a=1,
T——00 r—+00
0, a>1, 400, a>1,
lim Inx = —o0, lim lnz = +o0,
z—0+ x—+00
lim tgax=—o0, lim tgx =400,
r——7/24 T—7/2—
lim cotgx = +o0, lim cotgax = —o0,
z—0+ LT —
wli)r_noo arctgr = — 3, IEIEOO arctgr = 3,
lim arccotgz =7, lim arccotgz =0.
r——00 r—+00

O Dokazme fadu tvrzeni o limitach funkci. VSechna tvrzeni plati i pro jednostranné limity, pro
jednoduchost je formulujeme jen pro limity oboustranné.

4.13. Véta (o jednoznacnosti limity). KaZdd funkce md v kaZdém bodé nejvyse jednu limitu.

Dukaz. Mé&jme funkci f a uvaZzujme jeji limity v bodé a. Pokud funkce f v bodé a Zadnou
limitu nema, jsme s dtikazem hotovi. Pfedpokladejme, ze b € R je uvazovanou limitou, a ukazme,
7e 74dné jiné ¢islo ¢ € R uvazovanou limitou neni. Existuji okoli U, bodu b a U, bodu c, kterd
jsou disjunktni. Podle definice limity existuje prstencové okoli P, bodu a tak, ze f(FP,) C U,.
Pak ale f(P,) NU, = 0 a neexistuje zadné prstencové okoli P, bodu a tak, aby f(P.) C U,.
Cislo ¢ tedy neni uvazovanou limitou.

4.14. Véta. Mad-li funkce f v bodé a vlastni limitu, pak je omezend na nékterém prstencovem
okoli bodu a.

Dukaz. Oznacme lim,_,, f(z) = b. Podle definice limity existuje k okoli U = U (b, 1) prstencové
okoli P bodu a tak, ze f(P) C U. Na tomto prstencovém okoli bodu a je funkce f omezena.

4.15. Véta (o zachovani znaménka). Ma-li funkce f v bodé a kladnou (resp. zapornou) limitu,
pak je na nékterém prstencovém okoli bodu a kladnd (resp. zdpornd).

Diuakaz. Ma-li funkce f v bodé a nenulovou limitu, pak existuje okoli U této limity, které
neobsahuje bod 0 (tvrzeni 1.22). Podle definice limity k okoli U existuje prstencové okoli bodu a,

na kterém funkcni hodnoty padnou do okoli U. Funkce f méa tedy na tomto prstencovém okoli
stejné znaménko jako dané limita.

4.16. Véta. Plati: lim, ., f(xz) =0 pravé tehdy, kdyz lim,_,, |f(x)| = 0.
Dukaz. Pro kazdé okoli U bodu 0 je f(x) € U pravé tehdy, kdyz |f(z)| € U.

4.17. Véta (o monotonii limity). Je-li lim, ., f(x) =b, lim,_,, g(x) = ¢ a f < g na nékterém
prstencovém okoli bodu a, pak b < c.
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Dtikaz. Predpoklddejme, ze b > c. Pak existuji disjunktni okoli U, bodu b a U, bodu c.
Z definice limity existuji prstencovd okoli Py, P, bodu a tak, ze f(P;) C Uy, g(P,) C U,.. Na
prstencovém okoli Py N P, bodu a je f > g, coz je spor s pfedpoklady véty.

4.18. Poznamka. Vyse uvedend véta by neplatila pro ostré nerovnosti. Napiiklad pro funkce
f(z) =0, g(x) = 22 je f < g na kazdém prstencovém okoli bodu 0, pfitom lim, ,, f(7) =
=0#0=1lim, ,g(x).

4.19. Véta. Je-li lim,_,, f(x) = 400 a f < g na nékterém prstencovém okoli bodu a, pak
lim, ., g(z) = +oo. Je-li lim, ,,g(x) = —o0 a f < g na nékterém prstencovém okoli bodu a,
pak lim,_, f(x) = —oc.

Dukaz. Dokazeme prvni ¢ast (dukaz druhé ¢asti je podobny). Ozna¢me P, prstencové okoli
bodu a, na kterém je f < g. Pro kazdé okoli U bodu +oo existuje prstencové okoli P; bodu a
tak, ze f(Py) C U. Pak P, = P; N P, je prstencové okoli bodu a a plati g(P,) C f(P,) C
C f(Py) CU.

4.20. Véta (o sevieni). Je-li lim, ., f(z) = lim,_,g9(z) = b a f < h < g na nékterém
prstencovém okoli bodu a, pak lim, ,, h(z)="0.

Dukaz. Méjme okoli U bodu b, mame najit prstencové okoli P bodu a tak, aby h(P) C U.
Oznac¢me P, prstencové okoli bodu a, na kterém je f < h < g. Podle definice limity existuji
prstencovd okoli Py, P, bodu a tak, ze f(P;) C U a g(P;) C U. Polozme P = P; N P, NPF,.
P je prstencové okoli bodu a a pro kazdé = € P je f(x),g(x) € U a h(x) je mezi f(x) a g(x),
tedy h(z) e U.

O Vétu o sevieni vyuzijeme k diikazu jedné z nasledujicich limit.

4.21. Tvrzeni.

i T _ 1 In(1
1) lim ¥ o1, 2) lim S . i 2L+ )
z—0 X z—0 X z—0 T

Dukaz. DokéZeme jen prvni limitu.

1) Funkce (sinx)/x je suda, staci tedy spocitat limitu zprava a uvazovat hodnoty z € (0, 5).
7 obrazku 4.2 je vidét, ze obsah kruhové vysece jednotkového kruhu se stfedovym thlem x je
zdola omezen obsahem vepsaného trojuhelniku a shora obsahem trojihelniku, ktery je vymezen
prodlouzenim polomérid a te¢nou jednotkové kruznice:

sinx x tgz

2 <2<2

Vynéasobime-li nerovnosti kladnym ¢islem 2/sin z, dostaneme

T 1

1< = < .
sinx  cosz

Pfechodem k prevracenym hodnotam (vSechna ¢isla jsou kladnd) ziskame

sin x
1>

> Ccosx.
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tgr b -————————————— ——
simx F———————————————

Obrazek 4.2: Odvozeni lim, o 2% (tvrzeni 4.21).

Funkce (sinz)/x je ,seviena“ mezi dvé funkce, které maji v bodé 0 zprava stejnou limitu 1
(vyuzivame uz spojitosti funkce kosinus, viz dale), podle véty o sevieni jei lim, , (sinz)/z = 1.

4.22. Poznamka. Limity vySe uvedeného typu budeme pocitat pomoci I’'Hospitalova pravidla
(véta 6.10). Pro jeho pouziti je ale t¥eba pocitat derivace, které se odvodi pomoci vyse uvedenych
limit. Je tedy nutné urcit tyto limity bez 'Hospitalova pravidla.

O Uzitecné je nasledujici pozorovani.

4.23. Tvrzeni. Necht funkce f je definovdna na prstencovém okoli bodu a € R. Pak existuje
vlastni lim,,_,, f(x) = b prdvé tehdy, kdyz lim,_,,|f(z) — bl =0.

Duikaz. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

f(z) e U(b,e), flz)—beU(0,¢), |f(z) —bl € U(0,¢).

O K vypoctu limit pouzivime uz znamé limity a rizné véty.

4.24. Véta (o limité souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu). Jestlize pro funkce f,g existuji limity
lim, ., f(z) alim, ,g(x) (viastni nebo nevlastni), pak

lim (f + g)(2) = lim f(x) £ lim g(a).
lim (f - g)(@) = (lim /(@) - (1im g(2)),

) lim, .,
tiny () (0) = el

pokud je vyraz na pravé strané definovdn (véetné operaci s nevlastnimi ¢isly).
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Duikaz. Pokud maji funkce f,g limitu v bodé a, pak je kazda z nich definovana v nékterém
prstencovém okoli bodu a, obé spoleéné v mensim z nich. Funkce f+g¢, f—g, f-g jsou na tomto
prstencovém okoli definovany. Pro podil f/g si sta¢i uvédomit, ze pokud je definovan podil limit,
pak limita jmenovatele je nenulové, funkce ¢ je pak nenulovd na nékterém prstencovém okoli
(véta 4.15) a tedy funkce f/g je definovana na nékterém prstencovém okoli bodu a.
Provedeme dikazy v pfipadé vlastnich limit. Ozna¢me b = lim,_,, f(x), ¢ =lim,_,, g(x).
1) Zvolme okoli U(b+ ¢, e) bodu b+ c. Podle definice limity existuji prstencova okoli P, P,
bodu a tak, ze f(z) € U(b, 5) na Py a g(x) € U(c, 5) na P,. Pro x € Py N P, dostaneme

€

(7 +9)@) = 0+ 0)l = |(F2) = 8) + (9(2) — )| < | (@) — bl +lg(a) e < 5+ 5

= £ y
tedy (f + g)(xz) € U(b+ ¢,e). (Pro rozdil je diikkaz podobny.)

2) Zvolme okoli U(ab,e) bodu ab. Funkce g je omezena na nékterém prstencovém okoli Pé
bodu a (véta 4.14), existuje tedy ¢islo M > [b] takové, Ze |g(x)| < M na P,. Podle definice limity
existujf prstencova okoli P;, P, bodu a tak, ze f(z) € U(b,e/2M) na P a g(z) € U(c,e/2M)
na P,. Pro x € P; N P, N P, dostaneme

|(f9)(@) — ab| = |g(x) (f(z) — b)+b(g(z) — )| <

€ €
< lg(a)| - 1£(x) ~ b + 10l (o) — el < M- g+ M- =,
tedy (fg)(z) € U(ab,¢).

3) Zvolme okoli U(b/c,e) bodu b/c. Funkce g je omezend na nékterém prstencovém okoli P,
bodu a (véta 4.14), existuje tedy cislo M > [b] takové, Ze |g(z)] < M na P, a tedy i
¢ < M. Aby byl vyraz na pravé strané definovan, musi byt ¢ # 0, je tudiz g(z) € U(e,|c|/2),
tedy |g(z)| > |c[/2 na nékterém prstencovém okoli P; bodu a. Podle definice limity exis-
tuji prstencové okoli Py, P, bodu a tak, ze f(x) € U(b,ec’/4M) a g(z) € U(c,ec’/4M). Pro
x € PpNP,NP,NP; dostaneme

'm b Jef(@) —bg(@)| _ |e(f(z) = b) —blg(x) — )| _
g(z) ¢ lcg(@)] lcg(z)] -
le| - | f(x) — bl +[b] - |g(z) — ¢ - M - ec?/AM + M - ec?/AM .
B lcg()| /2 ’

tedy (f/g)(z) € U(b/c,e).

4.25. Priklad. Vyuzitim tvrzeni 4.21 dostaneme

sinz

4.26. Poznamka. Zvlastnim pfipadem véty o limité soucinu je vypocet limity nasobku —
jestlize existuje lim,_,, f(z), dostaneme:

limc f(z) = <lim c) : (lim f(a:)) =c- lim f(x).

Tr—a r—a Tr—a Tr—a
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O Vétu nemizeme pouzit, pokud bychom dostali nedefinovanou operaci (déleni nulou, vyrazy
typu co—o0, 0-00, 00/00). To neznamend, Ze by limita neexistovala — mtizeme ji nékdy spocitat

po vhodné tprave.

O Limita polynomu stupné alesponn 1 v nevlastnim bodé je nevlastni, je rovna limité s¢itance

s nejvétsi mocninou.

4.27. Tvrzeni. Necht P(x) = a,z" + --- + a;x + a, je polynom stupné n > 1 (4. a,, # 0).
Pak

lim P(z)= lim a,z" € {—o0,+00}.
z—+o00 z—+o00

Dukaz. Pouzitim véty o limité souctu, soucinu a podilu a vyuzitim limit konstantni funkce
a identity (tvrzeni 4.5) dostaneme

lim P(z)= lim a,z" (1 gty o ) =a, (£c0)"-1= lim a,z".

r—F00 r—Fo00 a, T anx" T—£o0

Znaménko je urCeno znaménkem a,,, pro limitu v bodé —oo zalezi navic na tom, zda stupen n
polynomu je sudy nebo lichy.

O Limitu raciondlni funkce v nevlastnim bodé lze spocitat vytknutim (a zkrédcenim) nejvyssich
mocnin z Citatele i jmenovatele. Lze také zkratit nejvyssi mocninou ve jmenovateli nebo, neni-li
stupen Citatele vétsi nez stupen jmenovatele, nejvyssi mocninou v citateli.

4.28. Priklady.

(.1 2-2 12— 2-0
wEIPoogll—kl:—oo 14+ —1L 110
z? (—00)?
2 1
 2-1 |-o0 2L S 0-0
1) lim — = || = lim = = n = =0,
pmmcox? 1 |Hoo| oo ld g 14 mp 140
2- 1 - = 2-0 2
mEriamﬂc—i—gi:—<>o+_ool —oo+0:—oo:0'
\ X
2)  lim — :‘JFOO = I A _
z—too 1% +1 +00 x_’+°°1+x—2 1+R 140
223 — 1 2 — L 2. (—c0) — L —00—0
3) lim 372 = & = lim 112 ( )1 +oo © —
r——oco x2 41 +00 z——o00 ] 4 = 1_{_% 140
2t — 23 9_1 g _ 1

4.29. Poznamka. Limita racionalni funkce v nevlastnim bodé je bud nulova (je-li stupen ¢i-
tatele mensi nez stupen jmenovatele), vlastni nenulova (je-li stuperi ¢itatele roven stupni jmeno-
vatele, limitou je pak podil koeficienti u nejvyssich mocnin) nebo nevlastni (je-li stupen ¢itatele
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vétsi nez stupen jmenovatele, znaménko je urceno znaménky koeficientti u nejvyssich mocnin a
pro limitu v bodé —oo i tim, zda je rozdil stupnu citatele a jmenovatele sudy nebo lichy).

O Limitu racionélni funkce v nulovém bodé jmenovatele pocitdme vytknutim (a pripadné zkra-
cenim) prislusného kofenového ¢initele.

4.30. Priklad.

lm — = lim —— =
e—l(x—1)(x+1) a—=12+1 141

1
=3

r—1 0 . r—1 _ 1 1
a—122—1 |0

lim —'— =

O Pri vypoctu limity racionalni funkce v nulovém bodé jmenovatele se nemusi prislusny kore-
novy Cinitel jmenovatele zkratit. V takovém pfipadé mtzeme vyuzit nasledujici vétu.

4.31. Véta. Je-li lim, ., f(z) >0, lim,_,,g(x) =0 a g > 0 na nékterém prstencovém okoli
bodu a, pak lim, ., f(x)/g(x) = +o0.

Dukaz. Oznacéme lim,_,, f(x) = b. Existuje prstencové okoli P; bodu a, na kterém f(z) €
€ U(b,2) atedy f(z) > 2. Pro kazdé okoli U(+00,r) bodu +oo (r > 0) existuje prstencové
okoli P, bodu a, na kterém g(z) € U(0 b ). Na prstencovém okoli Py N P, bodu a pak je

) or

f(x)

9(@)

tedy f(x)/g(z) € U(+oo,7).

4.32. Poznamka. VysSe uvedenou vétu muzeme schematicky (s moznym pienasobenim nenu-
lovou konstantou) zapsat jako

1
il [
’01 >
4.33. Priklady.
2 2
1 li =|—| =%400.
) ol 7z — 1 ‘Oi >
-2 -2
2) lim — = = || = —c0,
a—1 (x — 1)2 0+
. In(2-12) —00
3) :rliglf :L‘2—4 _‘0—‘_—’_00

4.34. Poznamka. Limita racionélni funkce v nulovém bodé jmenovatele je bud vlastni (je-li
nulovy bod i kofenem ¢itatele alespoini stejné nasobnosti) nebo nevlastni (je-li ndsobnost kofene
ve jmenovateli o sudé prirozené ¢islo vétsi, nez v ¢itateli) nebo neexistuje (je-li ndsobnost kofene
ve jmenovateli o liché pfirozené ¢islo vétsi, nez v ¢itateli) — v takovém piipadé existuji rtzné
nevlastni jednostranné limity.



54 4. Limity a spojitost funkci

O Ukézeme dvé véty, které umoznuji urcit limitu i v pfipadé, Ze jedna z funkci limitu nema,
ale je omezena.

4.35. Véta. Je-li lim, , f(x) = b nevlastni, g je omezend na nékterém prstencovém okoli

bodu a, pak lim,_,(f(z) + g(z)) =b.

Dukaz. Uvazujme b = +oo (pfipad b = —co se dokazuje podobné). Funkce ¢ je omezend na
nékterém prstencovém okoli Py bodu a, existuje tedy ¢islo K € R tak, ze g > K na P;. Na
tomto prstencovém okoli je tedy f(z)+g(z) > f(x)+ K. Protoze lim,_, (f(z)+K) = co+ K =
= 00, je lim,_,(f(z) + g(z)) = oo (véta 4.19).

4.36. Poznamka. Ve vySe uvedené vété stacila jednostrannd omezenost funkce g: zdola pro
limitu 400 funkce f a shora pro limitu —oo funkce f. Schematicky ji mtzeme zapsat

|£00 + omez.| = +00.

4.37. Priklad.

lim (x + sinx) = |[400 + omez.| = +00.
r—00

4.38. Véta. Je-li lim, ., f(z) =0 a je-li g omezend na nékterém prstencovém okoli bodu a,

pak lim,_, f(z) g(x) = 0.

Dukaz. Existuje konstanta K € R takova, ze |g| < K na prstencovém okoli bodu a. Na tomto
okoli je 0 < |fg| < K |f]. Protoze lim,_,,|f(z)| = 0 (tvrzeni 4.23) a lim, ,,0 = 0, podle véty
o sevieni dostavame lim,_,, |f(z) g(x)| = 0 a tedy lim,_,, f(z) g(x) = 0 (opét tvrzeni 4.23).

4.39. Poznamka. VySe uvedenou vétu mizeme pouzit i pro podil omezené funkce a funkce
s nevlastni limitou — takovy podil g(z)/h(z) mizeme prepsat jako (1/h(z)) - g(z), pFi¢emz
podle véty o limité podilu je limita 1/h(x) rovna 0. Schematicky ji mizeme zapsat

0 - omez.| = I~ 0.
4.40. Piiklad.
I sinx omez.
im = =
r—+o00 I +00

O Veétu o limité souctu, rozdilu, soucinu a podilu miizeme pouzit i k diikazu neexistence limity.

4.41. Tvrzeni. Necht lim,_,, f(z) neexistuje.

1) Je-li lim,_,, g(x) vlastni, pak lim,_,, (f ) neezistuje.
2) Je-li lim,_,, g(z) vlastni a nenulovd, pak hmxﬂa(f( )-g9(x)) alim, ,(f(z)/g(x)) nee-
Tistugi.
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Dukaz. Kdyby prislusné limity existovaly, pak by podle véty o limité souc¢tu, rozdilu, soucinu
a podilu existovala v bodé a i limita funkce f — ta se da v jednotlivych pfipadech vyjadrit

f@) = (f(2) £g(@)) F 9(2), f(2) = (f(2) - 9(x))/9(x), f(z) = (f(2)/9(x)) - g(=).

4.42. Priklady.

1) hm <cosac + > = |neex. + 0| neexistuje.
T——+00
sin
2) lim ’ ‘ neexistuje.

r—4o0 1 — 272

4.43. Véta (o limité slozené funkce). Necht a € R a

(1) lim,_,, f(x) =10 Gi@,
(2) lim,_; 9(y) =c€R,
(3) g(b) = c nebo f(x) # b na nékterém prstencovém okoli bodu a.

Pak lim,_,,(go f)(z) =c.

Dukaz. Ke kazdému okoli U, bodu ¢ existuje prstencové okoli P, bodu b tak, ze g(P,) C U,.
K okoli Uy = P, U {b} existuje okoli P, bodu a tak, ze f(P,) C U,. Dostavame tedy

p,Lu,=pup}, PLU

Je-li g(b) = ¢, pak
p,Lu %LU,

Existuje-li prstencové okoli P’ bodu a na kterém je f(x) # b, pak pro prstencové okoli P =
= P, N P’ plati

4.44. Priklad. Spoctéme lim,_, +Ooel/ *. Pocitame limitu sloZzené funkce, vnitini funkce je

f(x) =1/x, vnéjsi funkee je g(y) = e¥, plati

(1) Jm =0,
(2) lime? =1,
y—0
1 . .
(3) — # 0 na prstencovém okoli +oo.
x
Je tedy limx_ﬂrooel/x =1.

O Aby zavér véty o limité slozené funkce neplatil, je nutné (a staci), aby funkéni hodnota vnéjsi
funkce byla rizna od jeji limity a aby v kazdém prstencovém okoli bodu a existoval bod, ve
kterém vnitini funkce nabyva své limity.
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4.45. Priklad.

f(x):xsmg, ili%f(a;)zo,
1, y=0, :
= lim =0,
9(y) {07 s lim. 9(y)

1, ze{l/(kn): ke€Z},
0, z¢{1/(km): ke Z},

lin(l)(g o f)(z) mneexistuje.
Tr—

4.46. Poznamka. Pozadavek g(b) = ¢ v podmince (3) véty o limité slozené funkce znamena,
ze funkce ¢ je takzvané spojita v bodé b.

O Dostavame se tak k vyznamnému pojmu spojitosti funkce. Nazorné feceno, grafy nékterych
funkei jsou ,pfretrzené” (signx, 1/x), zatimco nékterych ne — malé zméné proménné odpovida
mald zména funkéni hodnoty, vzory okoli funkéni hodnoty obsahuji okoli bodu.

4.47. Definice. Rekneme, Ze funkce f je spojitd v bodé a € D(f), pokud ke kazdému okoli U
bodu f(a) existuje okoli V' bodu a tak, ze f(V ND(f)) CU.
Rekneme, Ze funkce f je spojitd, pokud je spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.
Rekneme, 7e funkce f je spojitd na mnoZiné A C D(f), pokud je spojita funkce g(z) = f(x),
D(g) = A.

4.48. Priklady.

1) Funkce signz je spojitd v bodech R\ {0}, neni spojitd v bodé 0. Pro a # 0 obsahuje
vzor kazdého okoli bodu f(a) redln ¢isla stejného znaménka jako a, obsahuje tedy napiiklad
okoli bodu a o poloméru |a|. Vzorem okoli U (f(0),1) je mnozina {0}, kterd neobsahuje zadné
okoli bodu 0.

2) Dirichletova funkce

0, z¢Q.

neni spojitd v zddném bodé. Mé&jme a € R a zvolme U(f(a), %) Vzor tohoto okoli bodu f(a)
se skladda jen z racionélnich nebo jen z iracionélnich cisel, pfitom v kazdém okoli bodu a jsou
jak cisla racionalni, tak ¢isla iracionalni.

d(:c):{l’ zeQ,

4.49. Poznamka. Oproti definici limity jsme se zde neomezovali na funkce, definované v prs-
tencovém okoli daného bodu. Mame tedy zavedenu spojitost i na (polo)uzavieném intervalu.
Podobné jako pro limity muzeme uvazovat spojitost ,jednostrannou“: funkce f je zleva (resp.
zprava) spojitd v bodé a € D(f), pokud ke kazdému okoli U bodu f(a) existuje levé (resp.
pravé) okoli V' bodu a tak, ze f(V N D(f)) C U. Spojitost pak znamené soucasné spojitost
zleva i zprava.

4.50. Priklad. Funkce
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je v bodé 0 spojita zprava, neni v ném spojita zleva, takZze neni v bodé 0 spojitd. Skutecné,
pro kazdé okoli U bodu f(0) = 1 najdeme pravé okoli (0,+o0c0) bodu 0, které se do okoli U
zobrazi. Na druhou stranu napiiklad pro okoli U(1,1) neexistuje zadné levé okoli bodu 0, které
by se do okoli U(1,1) zobrazilo.

O Definice limity a spojitosti jsou velice podobné, u spojitosti hraje roli i funkéni hodnota
v prislusném bodé. Bez diikazu uvedeme pfislusnou souvislost.

4.51. Véta. Funkce f definovand v okoli bodu a je v tomto bodé spojitd prdve tehdy, kdyz
lim,_, f(z) = f(a).

4.52. Poznamka. Funkce f definovand v levém (resp. pravém) okoli bodu a je v tomto bodé
spojita zleva (resp. zprava) pravé tehdy, kdyz lim, ,  f(z) = f(a) (resp. lim, ., f(z) = f(a)).

O Podobné jako pro limity plati fada tvrzeni i pro spojité funkce. Dukazy zde uvadét nebu-
deme — byly by podobné, navic pro funkce definované v (jednostrannych) okolich bodu jsou
bezprostfednimi disledky vét o limitach.

4.53. Véta. Necht funkce f,g jsou spojité v bodé a. Pak plati:
1) Funkce f+g, f-g, |f| jsou spojité v bodé a; je-li g(a) # 0, pak i funkce f/g je spojita
v bodé a.

2) Ezistuje okoli bodu a, na kterém je funkce f omezend.
3) Je-li f(a) >0, pak f > 0 na nékterém okoli bodu a.

O Ukézali jsme, Ze konstantni funkce a identita (f(z) = x) jsou spojité funkce (véta 4.51,
tvrzeni 4.5). Uzitim véty o spojitosti souctu, rozdilu souéinu a podilu dostavame spojitost raci-
onalnich funkci. Bez diikkazu uvedeme tvrzeni o spojitosti dalsich funkci.

4.54. Véta. Mocniny, exponencialni, goniometrické a hyperbolické funkce a funkce k nim
nverzni jsou Spojite.

O Vyuzitim véty o limité slozené funkce dostaneme nasledujici vétu.

4.55. Véta. Je-li funkce [ spojitd v bodé a, funkce g spojitda v bodé f(a), pak funkce go f je
spojitd v bode a.

4.56. Poznamka. Vyuzitim véty o limité slozené funkce lze pocitat limity funkci typu f9, kde
f je kladna funkce, pfepisem pres exponencialni funkci

f(x)9®) = 9@ Inf@)

Protoze jak logaritmus tak exponencidlni funkce jsou funkce spojité, da se leckdy ,dosadit® a
muzeme rozsifit operace s nevlastnimi ¢isly néasledujicim zptisobem:

(+00) T = 400, (400)™>®° =0
a—OO

0 — 0, a€(0,1), +oo, a€(0,1),
400, a>1, 0, a>1,
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a 0, a<0,
(+00)* =
400, a>0.

Nedefinované jsou vyrazy 17, (+00)? a 0°.

4.57. Poznamka. RozliSujeme rtzné typy nespojitosti funkce v bodé podle toho, jaké jsou
vztahy mezi jednostrannymi limitami a funkéni hodnotou v piislusném bodé (nasledujici vycet
neni uplny):

1) Odstranitelnd nespojitost: funkce mé v daném bodé limitu (rtiznou od funkéni hodnoty
nebo funkéni hodnota neni definovana), takze ji lze spojité predefinovat nebo dodefinovat. Napii-
klad funkce f(x) = (sinx)/x neni definovana v bodé 0, 1ze ji tam spojité dodefinovat limitou 1.

2) Skok: funkce mé v daném bodé rtizné vlastni jednostranné limity. Naptiklad funkce sign x
v bodé 0.

3) Asymptotickd nespojitost: funkce ma v daném bodé alespon jednu nevlastni jednostrannou
limitu (nemusi byt v tomto bodé definovana). Naptiklad f(x) =1/z v bodé 0.

O Zatim jsme se zabyvali tzv. lokdlnimi vlastnostmi — vlastnostmi v nékterém okoli. Uvedme
nékolik dulezitych vlastnosti spojitych funkci, které jsou globalniho charakteru — tykaji se celého
intervalu.

4.58. Véta (véta o maximu a minimu funkce). Spojitd funkce na uzavieném intervalu nabyvd
nejuetst a nejmensi hodnoty.

Dukaz. Dokazme ¢ast o maximu (dikaz pro minimum je podobny). Mé&me spojitou funkci f
na uzavieném intervalu I;. Ozna¢me sup f(I[;) = M. Existuje posloupnost funkénich hod-
not s limitou M (jinak by supremum bylo mensi) a tedy i posloupnost ¢éisel z, € I; tak, ze
lim, . f(z,,) = M. Opakujme ted nésledujici konstrukci: interval I; rozputlime, vybereme ten
z polovi¢nich intervalii, ve kterém je nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (), (mohou to
byt oba), ten oznacime I, a vratime se na zaGatek konstrukce s intervalem I,. Dostaneme tak
posloupnost uzavienych intervald I; D I, D I3 D ---, jejichz délka se blizi k 0. Podle prin-
cipu vnofenych intervali (véta 1.35) je jejich prunik jednobodovd mnoZina, oznacme ji {z}.
Piejdéme k vybrané posloupnosti (z,, )32, takové, ze x, € I pro kazdé k € N (vybereme
r,, € I, mezi dalsimi ¢leny posloupnosti vybereme xz,, € I, ...). Tato vybrana posloupnost
ma za limitu x,. Protoze funkce f je spojita, je f(z) = limy_,, f(z,,) = lim,,_,, f(x,) = M.
Sestrojili jsme bod z € I;, ve kterém se nabyva suprema funkénich hodnot, je to tedy maximum
funkece f.

O Jak ukazuji néasledujici priklady, predpoklady spojitosti funkce a uzavienosti intervalu se
nedaji vypustit.

4.59. Priklady. 1) Funkce
z, x€(0,1),
fla) = { -y
z=0,

nabyva maxima (max f = f(0) = f(1) = 1), nenabyva minima (obor hodnot je (0,1)).
2) Funkce f(x)=1/z na intervalu (0,1) nenabyva ani maxima ani minima, obor hodnot je
(1,400).
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4.60. Véta (o mezihodnoté). Je-li funkce f spojita na intervalu I a nabyvd-li v ném hodnot
m a M, m < M, pak v tomto intervalu nabyvd vSech hodnot z intervalu (m,M).

Dukaz. Zvolme ¢ € (m, M) a dokazme, ze funkce f nabyva této hodnoty v nékterém bodé
intervalu I. Ozna¢me I; = (a;,b;) C I interval s krajnimi body, ve kterych funkce f nabyva
hodnot m, M. Opakujme nasledujici konstrukci: interval I; rozpulime, oznacime I, = (ay, by)
ten z polovi¢nich intervald, pro ktery ¢islo ¢ lezi mezi f(ay), f(by) (miZe byt i stejné) a vratime
se na zacatek konstrukce s intervalem [,. Dostaneme tak posloupnost uzavienych intervalt
I, DI, D I3 D -+, jejichz délka se blizi k 0. Podle principu vnofenych intervalt (véta 1.35)
je jejich prinik jednobodova mnozina, ozna¢me ji {a}. Protoze lim, , a, = lim, , b, = a
a protoze funkce f je spojitd, je f(a) = lim,_ . f(a,) = lim,_,  f(b,). Protoze ¢ je mezi

f(a,), f(b,) pro kazdé n € N, je ¢ = f(a).

4.61. Dusledky.

1) Je-li f spojitd funkce na intervalu (a,b), f(a)- f(b) <0, pak funkce f mad v intervalu
(a,b) nulovy bod.

2) Pro spojitou funkci je obrazem intervalu jednobodovd mnozina (pro konstantni funkci)
nebo interval.

4.62. Priklad. Pro nespojitou funkci véta o mezihodnoté platit nemusi, napiiklad obor hodnot
funkce signz je {—1,0,1}.

4.63. Véta. Spojita funkce na intervalu je prostd (md inverzni funkci) prdvé tehdy, kdyz je
ryze monotonni. Inverzni funkce je pak spojitd.

Dukaz. <«: Ryze monotonni funkce je prosta.

=: Dokazeme, Ze pokud funkce neni ryze monotonni, pak neni prostid. Méjme spojitou
funkci f na intervalu I, kterd neni ryze monotonni. Pokud nabyva stejné hodnoty v rtznych
bodech, tak prostd neni. V opaéném piipadé existuji x,,zq, x5 € I, x; < 9 < x5 tak, Ze bud
f(z1) < f(zg) > f(x3) nebo f(x;) > f(xy) < f(z3). Uvazujme prvni piipad (druhy se dokaze
podobné). Vyberme libovolné ¢islo ¢ mezi max{f(x), f(z3)} a f(z5) (rizné od obou hodnot).
Podle véty o mezihodnoté (véta 4.60) se této hodnoty nabyva v intervalu (z,,x,) i v intervalu
(9, x3), funkce f tedy neni prosta.

Méjme spojitou ryze monotonni funkci f na intervalu I, obor hodnot funkce f je interval,
ozna¢me ho J. Inverzni funkce f_;: J — I je spojitd, jestlize pro kazdé a € I a pro kazdé
okoli U bodu a existuje okoli V' bodu f(a) tak, ze f_(VNJ)CU,tj. VnJ cC f(UNI).
Je-li a vnitini bod intervalu I, pak f(a) je vnitini bod intervalu J, existuje okoli U’ C U NI
bodu a, f(U’) je otevieny interval obsahujici bod f(a), existuje tedy okoli V' C f(U’) C f(UN
N I) bodu f(a). Je-li a krajni bod intervalu I, pak f(a) je krajni bod intervalu J, UNI je
jednostranné okoli bodu a, f(U NI) je jednostranné okoli bodu f(a), existuje tedy okoli V'
bodu f(a) tak,ze f(UNI)=V NJ.
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Neresené ulohy

1. Dokazte podle definice limity

. . 9 322 +5
a) lim (2z+5)=3; b) lim (32°+1)=+oc0; ¢) lim = +00;
z——1 T——00 z—1+ x—1
Q) 2z — 1 9 )i ign [sin 2| st
im =2; e) lim sign|sinxz| neexistuje.
z—+oo T+ 4 T——+00 & J
2. Spoctéte (vyuzijte tvrzeni 4.21):
. 2
t 2T —1
a) lim 2> 2. b) lim 22, ¢) lim — .
z—0 T z—0 2% x—0 ln(m + 1)
3. Spoctéte:
.ozt +2r -1 . 223 -1 472 — 27 + 1
a) lim ; b) lim ; c) lm ———;
z—+oo0 a3 43 r——oco x4 41 z—to0 222 + 3z — 1
d) 1 33 —2x+5 ) 23+ 2z B 203 + 22 + 1
i e im ; im —————;
e——co 1342 +1"’ z—foo g2 41’ z——o0 22 +x+3 "’
5 3 5
. z° +x° + 2 11—z
8) ml{r—noo 23 —1 b) r——oo 1 4+ 22’
4. Spoctéte:
) 22 4+2r—1 b) I 22— 31+ 2 ) I 22 —r—2
a) lim ———; im ; ¢) lim ————;
-1 22 4+ 2 -2 —2 x241 232 —3r+2’
z+3 z—4 z+2

d) lim

x~>21‘2—$—2;
2 1
li —_ = .
g>£3<x%—1 x—l)

5. Spoctéte:

1
a) lim T

w00z — 142
vr—2-—2

I

R Ry

g) lim (\/ x? 4+ 2x — x) ;
T—+00

6. Spoctéte:

. T +sinx
a) lim ———;
T—+00 T 4+ COS T

t
d) lim are ga:;

T——00 i

g) lim (4e® —sinz);
r——00

b) i 3z —2

im —

w—tooy/z2 —4 -2’

) i T+ 1

e) lim ——;
z——1\/x +2—1

h) lim ( x2—|-2—|—x);
T——00

2
b)  lim

z—+7r/2 1 —sinx ’

e) lim (lnz+ cosz);
T——+00

lim e cosz;
r——+00

f)

im —————«>«—
xa—1x2—|—2m+1

) . 2r +1

c im ——;
z——o0y\/4x? — 241

. Vr—1+Vz+1
1 )

f) 1
T—+00 x
i) lim ( x2—|—2—x).
r——00
1
c) lim

a—1/1 — 22
22+ xsinx

f) lim ;
z+1

T——00

i) lim e *%cos(3x +1).

r—-+00
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7. Spoctéte:

1 1
a) lim /222 +3z—-5; D) limux—i_l; c) limsin—;
x_

T——00 r—1 z—0 €
1

d) lim cos—; e) lim In?(1 + cosz); f) lim zel/?;

T—+00 €T T—T r—+00

e l1—-2z
li ; h) 1 i ; i) lim *%/z.
g) z—1>I-&I-1<>o e2r 41’7 ) z—1>r-&{loo arest 1+2’ 1) zl—% \/E
8. Spoctéte limity funkce v hrani¢nich bodech definiéniho oboru:
1

a) ST b) arctg T ; ¢) (tghz)¥/@1

10.

2z — 1’ 1—=z
Dokazte, ze periodicka funkce ma v nevlastnim bodé limitu praveé tehdy, kdyz je konstantni.
Rozhodnéte, zda je funkce f spojita:

1—cosz, z€(0,3m),
0, x ¢ (0,3m);
x, x€(0,1),

0, x>1.

sinz, x€(0,7),
0, x ¢ (0, m);
0, <0,
1—e™, x>0;

11. Dodefinujte funkci f v bodé 0 tak, aby byla spojita:
22 _q
a) f(z) =1n|o]; b) f(@) =sinz-cost; <) f(r) =
12. Dokazte, ze Riemannova funkce
(2) = {%, re€Q, v=7%, a,b€Znesoudélnd, b>0,
0, z¢Q,

je spojita pravé v iracionalnich bodech.

13. Dokazte, ze kazdy polynom lichého stupné ma alespon jeden koten.
Vysledky

2.a) 0; b) 3; ¢ In2.
3.a) 0; b) 0; ¢ 25 d) 3; e +oo; f) —oo; g) +oo; h) +oo.
4. a) %; b) 0; c) 3; d) neexistuje, oo v 2+; e) neexistuje, Foo v 3+;

f) +oo; g —3.
5.a) 4o0; b) 3; ¢ —-1; d) }1; e) 2, f) 0; g 1; h) 0; i) oo,
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6. a) 1; b) —oo; c) nelze pocitat, +oo v 1—; d) 0; e) +oo; f) —oo;
g) neexistuje;  h) neexistuje; i) 0.

7. a) +oo; b) nelze pocitat, +00 v 1+; c) neexistuje; d) 1; e) —+oo;
f) 4+o0; g) 3; h) —%TF; i) neexistuje, 0 v 2—, 400 v 2+.

8. a) mneexistuje v.—oo, 0o v 0+, 0 v +o0;
b) —i?TV:l:OO,:F%’ZTvlﬂ:;
c) toov0+avl—, 0v 1+, 1v 4oo.

10. a) spojitd; b) neni spojitd v 3w;  ¢) spojitd;  d) neni spojitd v 1.

11. a) nelze; b) f(0)=0; «¢) f(0)=2.

12. Pro a € Q je f(a) > 0, vzor U(f(a), f(a)) neobsahuje zadné iracionalni ¢slo a tedy ani
zadné okoli bodu a. Pro a ¢ Q je f(a) = 0; pro libovolné okoli U(0,¢) (¢ > 0) existuje
n € N takové, ze % < €; mezi celo¢iselnymi nasobky cisel 1, %, cee % existuje nejblizsi k a
a tedy i okoli V' bodu a, které zadny takovy nasobek neobsahuje, tedy f(V) C U(0,¢).
Plati dokonce lim, ., f(z) = 0 pro kazdé a € R.

13. Polynom je spojity, limity v +o0o maji opacna znaménka, pouzije se véta o mezihodnoté.



Kapitola 5

Derivace funkce

vvvvvv

zménu funkce v nékterém bodé jejiho defini¢niho oboru.

O Mg¢jme funkci f definovanou na okoli bodu a. Jestlize zménime proménnou o néjakou hod-
notu A, zméni se funkéni hodnota o f(a+ h) — f(a), pramérnd zména funkéni hodnoty (geome-
tricky smérnice se¢ny grafu funkce vedené body |[a, f(a)] a [a + h, f(a+ h)]) je pak

fla+h) - f(a)
- :

»,Okamzitou“ zménu (smérnici teény grafu v bodé [a, f(a)]) dostaneme jako limitu tohoto vyrazu
pro h — 0 (pokud existuje).

Obrazek 5.1: Zavedeni derivace funkce.

63
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5.1. Definice. Necht f je funkce definovand na okoli bodu a. Derivace funkce f v bodé a je

9F () — ey — i T = F0)

dx h—0 h

Pokud uvazujeme jednostranné limity, pak staci, aby funkce f byla definovana na prislusném jed-
nostranném okoli bodu a. V takovém ptipad€ mluvime o jednostranné derivaci zleva nebo zprava:

fla+h) - f(a) fla+h)— fla)

!/ — l
- , fi(a) Jim, 5

fo( = Iy

5.2. Poznamky.

1) Znaceni ve tvaru podilu ,diferencidla* % se s vyhodou pouziva jako mnemotechnicka
pomucka. Ve formulacich nékterych tvrzeni to vypada, jako bychom s timto symbolem pracovali
formalné stejné jako s podilem, derivovani odpovidé nasobeni diferenciadlnim operatorem %.

2) Pokud oznac¢ime a + h = x, dostaneme ekvivalentni vyjadieni

fa) =t 1) = 1)

r—a Tr—a

(Podobné pro jednostranné derivace.)

3) Derivace funkce v bodé muze byt vlastni nebo nevlastni.

4) Funkce mé v bodé derivaci pravé tehdy, kdyz ma obé jednostranné derivace a ty jsou
stejné.

5.3. Piiklad. Pro funkci f(z) = {/z je
Vh—R0 _ . 1 ‘ 1

—‘:—i—oo.

£(0) = lim or

= l1m =
h—0 h h—0 3/p2

O Pokud ma funkce derivaci v riznych bodech, mizeme uvazovat novou funkci, ktera kazdému
bodu ptifadi hodnotu derivace v tomto bodé. Budeme mluvit o derivaci funkce (na intervalu)
a budeme uvazovat pouze vlastni hodnoty.

5.4. Definice. Necht funkce f mé v kazdém bodé otevieného intervalu I vlastni derivaci.
Derivace funkce f na intervalu I je funkce f': z +— f’(z) pro z € I.

O Pokud pracujeme na (polo)uzavieném intervalu, uvazujeme v pfipadnych krajnich bodech
prislusné jednostranné derivace.

5.5. Poznamka. Derivace sudé funkce je lichéd funkce:

derivace liché funkce je suda:
f(=z+h)— f(==) —flz—h)+ f(z) fle—h)— f(z)

1o — 1
Fi=z) }1113% h h—0 h ~h—0 —h
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O Pfi vypoétu derivaci vychazime ze znamych derivaci zédkladnich funkci. Odvodime nékteré
z nich podle definice.

5.6. Tvrzeni.

1) ()'=0 xz € R (c € R je konstanta).
2) (%) = az®? z€R (proaeN), x#0 (proa €Z), >0 (pro a € R).
3) (e®) =e” reR.
4) sinz) = cosx z €R.
5) (cosz) = —sinx z €R.
Dukaz. 1)
— 0
/= lim “ = lim — = im0 = 0.
(<) heo b Ko h hlg(l)o 0

2) Dokézeme tvrzeni pro a € Z (pro redlné a viz ptiklady 5.21). Pro a = 0 je to pfedchézejici
pripad, pro n € N dostavame

h)" — " n nflh R ()
() = fi TN " @ T Y —a”

h—0 h h—0 h

= }lLin(l)(ng;”_l et h”—l) .

1 1 n »
e h he0 hat(x+ by B0 han(z 4+ h)"

= lim —na" - -k = —na"! = —px "L,

h—0 x”(x + h)n 72n

3)-5) Vyuzijeme lim,_o(e® — 1)/h = 1, lim;,_ ((sinh)/h = 1 (tvrzeni 4.21) a vzorce pro
rozdil sint a kosint (tvrzeni 3.39):

h T h
.oeTth e . e —1
(e®)’ = lim = lim e” —e%.1=¢"
h—0 h h—0
. .. sin(+h)—sinz _ 2cos(z+L)sinl . L sin%
(Sln Cl',') = lim = |lim = lim COS(.%' —+ 5) 7 —
h—0 h h—0 h h—0 h
=cosxr-1l=coszx.
, .. cos(x+h)—cosz . —2sin(z+%)sin2 . 5\ Sin 2
(COSZL’) = lim = l1m = lim —sm(a: + 5) — —
h—0 h h—0 h h—0 b
= —sinz-1=—sinz.

5.7. Poznamka. Je-li a racionélni éislo, které lze vyjadrit jako podil celych éisel s lichym
délitelem, pak je derivace funkce z* definovdna i na intervalu (—oo,0). Pro a > 0 existuje
derivace funkce z® i v bodé 0 (pfipadné jen zprava): pro a € (0,1) je rovna 400, pro a > 1 je
nulova.
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5.8. Priklady.

1) (23) = 32371 = 322, zeR.
2) (%)/ _ (1_1/3)/ _ %1’1/3_1 _ %1'_2/3 _ 1 T 7& 0.

RN
Derivaci funkce {/z v bodé 0 jsme spocitali uz diive podle definice, dostali jsme +oo, coz je
lim, o, ({/x)". Tato skuteénost neni ndhodna, jak uvidime dale (tvrzeni 6.7).

O Vztah mezi derivaci a spojitosti funkce dava nasledujici véta, kterou lze formulovat i pro
jednostranné pripady.

5.9. Véta. Funkce je spojita v kaZdém bodé, ve kteréem ma vlastni derivaci.

Duikaz. Necht funkce f ma v bodé a vlastni derivaci. Pak je definovana v okoli bodu a a
staci ukazat, ze lim,_,, f(z) = f(a), coz dostaneme pouzitim vét o limité souc¢tu a soucinu:

(z—a) == f(a) + f'(a) - 0= f(a).

O V nasledujicich piikladech ukazeme, zZe podminka vlastni derivace v predchézejici vété je
podstatné (existuje nespojité funkce s derivaci, kterd musi tedy byt nevlastni), Ze ke spojitosti
neni nutnd (existuje spojita funkce, kterd ma nevlastni derivaci) a Ze spojitd funkce nemusi mit
derivaci.

5.10. Priklady.
1) Funkce signz je nespojitd v bodé 0, pfitom v ném ma derivaci (nutné tedy nevlastni):

signh —sign0 . 1 ‘ 1

a‘:“’o'

. / .
sign’(0) = lim = lim — =
& ( ) h—0 h h—0 ’h‘
2) Funkce {/z je spojitd v bodé 0, pfitom v ném ma nevlastni derivaci (pfiklad 5.3).
3) Funkce f(x) = |z| je spojita v bodé 0, pfitom v ném nemé derivaci (jednostranné derivace
jsou rizné):

~ lim -1 — — P 1] el (U [T
h—0— h _hli%l_ 1=-1, f+(0)—hli%l+ W —hli%lJrl_l.

vvvvvv

rozdilu, sou¢inu a podilu dvou funkei. (I tuto vétu lze formulovat pro jednostranné derivace.)

5.11. Véta (o derivaci souctu, rozdilu, souéinu a podilu). Jsou-li f,g funkce, které maji viastni
derivace v bodé a, pak plati:

1) (f+9)(a) = f'(a) £ g'(a);
2) (f-9)(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a);
3) je-li g(a) # 0, pak
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Dukaz. Protoze funkce f, g maji v bodé a derivaci, jsou definovany v jeho okoli a tedy i funkce
f+g, f-g jsou definovany v okoli bodu a. Protoze f’(a),g'(a) jsou vlastni, jsou obé funkce
spojité v bodé a. Je-li g(a) # 0, je funkce g nenulovad v okoli bodu a (véta 4.15), a tedy podil
f/g je definovan v okoli bodu a. Pouzitim vét o limité souctu a soudinu a vyuzitim spojitosti
funkce g dostaneme po prepsani zlomku z definice derivace:

(f£9)(z) ~ (f£9)(a) _ f(2) = fla) , g(z)—g(a) +—a

—= f'(a) £ 4'(a);
(f-9)(@) = (f-9)(a) _ f(z) = fla) g(2) + fa) 9(x) — 9(a) s—a

r—a r—a r—a

= f'(a) g(a) + f(a) g'(a);

r—a ~ g(a) g() r—a g(a) r—a
5[ @(0) ~ @5 (@)

5.12. Poznamky.

1) VysSe uvedend véta je formulovdna pro derivaci v bodg, plati ale i pro derivaci funkce
(pouZije se pro jednotlivé body).

2) Je-li ¢ € R, pak podle véty o derivaci sou¢inu a s vyuzitim toho, Ze derivace konstanty je
nulovd, dostaneme (cf) = (¢)'f + ¢f’ = ¢f’ — ,derivace nasobku je ndsobek derivace®.

3) Zobrazeni : f — f’ je linearni.

4) Opakovanym pouzitim vét o derivaci souc¢tu a souéinu pro dvé funkce dostaneme

(itfot-+f) =A+fH++ 1,
(fifor - fo) = fifo ot fifofot o+ fifo 1o

(v kazdém soucinu je zderivovana pravé jedna funkce, sectou se vSechny takové souciny).
5) V piipadé sou¢tu a rozdilu neni nutné predpokladat, Ze derivace jsou vlastni. Staci, aby
jejich soucet (rozdil) byl definovén.

5.13. Priklady.

D (234322 +7) = (@3 + 3% + (7)) =322 +3- 22 =322 + 62.

2) (x sinz) = (z) -sinx + 2 - (sinz)’ =1-sinx + 2 -cosx = sinz + x - cosz .
3) (x-e"-cosz) = (x)  -e¥ cosx+x-(e”) cosx+x-e”(cosz) =
=e”cosw —i—a:e cosx —xe’sinz.
sin z (sinz) cosz —sinx (cosz)  cos?x +sin’x 1
4) (tgz) = = = =
cos cos? x cos? x cos? x

O Dalsi dilezitou vétou je véta o derivaci slozené funkce.
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5.14. Véta (o derivaci slozené funkce). Mad-li funkce f vlastni derivaci v bodé a, funkce g
vlastni derivaci v bodé f(a) = b, pak funkce h = go f ma v bodé a vlastni derivaci

Dukaz. Funkce f je definovdna v okoli bodu a, funkce g je definovana v okoli bodu b.

Pomocné funkce (¥)—o(B)
{—”yzz YA,

W=y, y—b

je definovana v okoli bodu b, je spojitd v bodé b a v okoli bodu b plati
9(y) —9(b) =t(y) (y = b).
Protoze funkce f je spojitd v bodé a, je funkce h definovana v okoli bodu a. Ozna¢me y = f(x).

Dostaneme
t h(@) ~ hia) _ o) o) _t) =8 _, 1)~ fla)

r—a r—a r—a r—a

Pro x — a je y = f(x) — f(a) = b (funkce f je spojitd v bodé a) a t(y) — t(b) (funkce ¢ je
spojitd v bodé b), tedy

W(a) = lim MO =MD _ g 1@ = 1)

r—a T —a T—a Tr—a

=g'(b) f'(a).

5.15. Poznamka. Schematicky zapis pomoci diferencidlniho znadeni je

d d dy

de  dy dz’
Vétu muzeme pouzit i pro vétsi pocet do sebe slozenych funkei, sklddani se derivaci méni na
nasobeni (pro pfislusné argumenty). Schematicky

(fno"'of2°f1),:f7/~b"'féf{-

5.16. Pfiklady. Spoctéte derivace funkci
1) e, 2) sinz?; 3) sine”’ .

Reseni. 1) Funkce je slozenim funkce f(z) = az (vnitini funkce) a funkce g(y) = e¥ (vn&jsi
funkce). Derivace je

() =) f/(@) =" -a =" a.
2) Funkee je slozenim funkci f(z) = 22 a g(y) = siny. Derivace je

(sinz?) = ¢'(y) - f'(x) = cosy - 2z = cosx? - 2x .



5. Derivace funkce 69

3) Funkce je slozenim funkci f(z) = 22, g(y) = e¥ a h(z) = sin z. Derivace je

(Sinexs)/ =N (2)-g'(y) f'(x) =cosz-e¥ 3a” = cose” -e” - 322 .

O Kombinaci s vétou o derivaci souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu mtzeme odvodit derivace
dalsich funkci, naptiklad vzorce pro derivovani hyperbolickych funkci. Vzorce pro hyperbolicky
sinus a kosinus jsou podobné vzorctim pro goniometrické funkce, jsou vSak symetri¢téjsi (nedo-
chézi ke zméné znaménka).

5.17. Tvrzeni.

(coshz)’ =sinhz, (sinhx) = coshz, z €R.
Dukaz.
(coshz) = (1 (e + e*“)), =1((e*) +(e7)) = §(e* —e™ ") =sinhw,
(sinhz) = (3 (e” — e_x))/ =1((e*) = (e™)) = 3(e" + e~ ") = coshz.

O Existuji-li vlastni derivace funkci f, f_;, pak podle véty o derivaci slozené funkce je

1= (2)' = (fo0f)(2) = (f1) (f(@)) - f'(2),

tedy )
(f-1) (f(x) = )

Vétu o derivaci inverzni funkce budeme formulovat tak, abychom méli zarucenu existenci derivace
inverzni funkce.

5.18. Véta (o derivaci inverzni funkce). Je-li funkce f spojitd a ryze monotonni na otevieném
intervalu I a existuje-li nenulovd derivace funkce f v bodé a € I, pak existuje derivace inverzni

funkce f_; v bodé b= f(a) a plati

Dukaz. Protoze f je spojitd a ryze monotonni na intervalu I, je f(I) otevieny interval a
existuje inverzni funkce f_; k funkci f na intervalu f(I). Funkce f_; je tedy definovana na
okoli bodu b. Ozna¢me y = f(x). Plati

Faly)—f.0)  f(f(@)

y—b f(z)

f—1(f(a)) N 1
7(a) T @@

r—a

Proy —bjex=f_1(y) — f_1(b) = a (funkce f_; je spojitd), takze limitnim pfechodem a
pouzitim véty o limité podilu dostaneme
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O Obvykle vychazime z funkce, jejiz derivaci chceme spocitat, takze podminky monotonie a ne-
nulovosti derivace ovéfujeme pro inverzni funkci.

5.19. Priklad. PouZitim véty o derivaci inverzni funkce miZeme odvodit derivace funkei

fla) = Va=a'ln

pro n € N\ {1} (definovanych na R pro n liché a na (0,+00) pro n sudé). Inverzni funkce
f_1(y) = y™ je rostouci na otevieném intervalu (0,+o0) (pro liché n i na intervalu (—oo,0)),

derivace (f 1(y)), = (y") = ny™! je na tomto intervalu nenulové, takze

1 1 1 1
f’((L‘) _= = = - = — gjl/n_l s

(fo)(y)  nym b p¥en1 n

coz odpovida obecnému vzorci (tvrzeni 5.6).
O Z véty o derivaci inverzni funkce vyplyvaji dalsi dilezité derivace.

5.20. Tvrzeni.

1
1) (Inz) = —, x>0.
x
1 -1
2) (arctgz) = — 1 (arccotg x)’ = PR reR.
x x
1 —1
3) (arcsinz)’ = (arccosz) = re(—1,1).

V1—22’ V1—22’

Dukaz. 1) Inverzni funkce k funkei f(z) =Inz je funkce f_;(y) = e¥ na otevieném intervalu
(—00, 4+00), zobrazi tento interval na interval (0,400), je rostouci a jeji derivace (e¥) = eV je
nenulova. Je tedy pro = € (0, +00)

1

_ _ 11
(Inz) = @) "oz

2) Inverzni funkce k funkci f(x) = arctgz je funkce f_;(y) = tgy na otevieném intervalu
(=%, %), zobrazi tento interval na interval (—oco, +00), je rostouci a jeji derivace (tgy)’ = cos 2y

(priklady 5.13) je nenulova. Je tedy pro z € (—oo, +00)

cos?y 1 1

2
=cos”y = = = )
(tgy)’ Y sin?y +cos?2y tgfy+1 2241

(arctgz)’ =

Dtikaz pro funkci arccotg x je podobny.

3) Inverzni funkce k funkci f(x) = arcsinz je funkce f_;(y) = siny na otevieném intervalu
(=%, %), zobrazi tento interval na interval (—1,1), je rostouci a jeji derivace (siny)’ = cosy je
nenulova. Je tedy pro = € (—1,1)

1 1 1 1

. /
arcsinxr) = - = = — .
( ) (siny)’  cosy /1 —sin?y V1-— 22

Dtikaz pro funkci arccosz je podobny.
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o

O Zvlastnim piipadem derivace slozené funkce je derivace funkci f(x)9®) = e9(@) /(=) M-
zeme tak dokazat vzorec pro derivovani redlné mocniny (tvrzeni 5.6).

5.21. Piiklady.

1) (2 = (63‘1111‘7”),263‘““:”-E =z 2 = az® !, z>0, (a€eR).
x x

2) (ax)’:(exlna)/:e‘“na-lna:axlna, reR, (a>0).

5.22. Poznamka. Pro funkce se kromé derivaci zavadi i takzvany diferencidl funkce. Diferenciél
funkce f v bodé a je linearni zobrazeni df(a): R — R definované predpisem

df(a)(h) = f'(a)-h, heR.

Vyznam ma hlavné pro funkce vice proménnych, pro funkci jedné proménné je jednoduse cha-
rakterizovan derivaci funkce. Misto proménné h se nékdy pise symbol dx, pfedpis je pak mozné
psat ve tvaru

df(z) = f'(z)dz,
coz je jen formélné prendsobend rovnost % (x) = f'(x).
O Derivaci funkce je funkce, kterou mizeme opét derivovat. Dostaneme tak tzv. derivace vyssich

radia. Mazeme je znacit tak, ze pridavame dalsi ,,¢arky* k oznaceni funkce. Pro derivace vyssich
fadt nebo pro obecné tivahy to ale neni vhodné.

5.23. Definice. Derivaci fadu n (n-tou derivaci) funkce f znacime f (") a definujeme reku-
rentné:

o=,
fO = (s neN.

5.24. Poznamka. Zavedli jsme i pojem derivace fadu 0 (je to ptuvodni funkce), coz je pro né-
které zapisy vhodné. Derivaci prvniho faddu znacime strucné jako derivaci. Pro oznaceni derivace
fadu n € N funkce f se pouziva i diferencidlni oznaceni

arf
dan’

které se formalné odvodi jako ,nasobeni* diferencialnim operatorem Cf—x (n-t4 mocnina ve jme-

novateli se vztahuje na cely symbol dx ), naptiklad pro derivaci druhého fadu je
d (df\ d?f
de \dz ) da?’

5.25. P¥iklad. Mgjme funkci f(z) = 1/x = 2~1. Postupné dostavame

fi(z) = (-1)a™2,
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n!

FO ) = (-1
Obecné vyjadfeni bychom mohli dokazat matematickou indukei.

5.26. Poznamky.
1) Derivace fadu n je linedrni zobrazeni, takze plati

(Fot ot )™ = K+ (7 4+ 1

2) Derivace soudinu dvou funkci se poéitaji nasledovné:

(f9)' = flg+ g,
(f9)" =g+ fd) =rf"g+2f9d+fq",
(fg)///: (f//g+2f/g/+fg//)/:f///g+3f//g/+3f/g//+fg///’

(F9)™ =Y (Z) Frg®).

k=0

Obecny vyraz (Leibnizovu formuli) lze dokdzat matematickou indukei. Je analogii binomické véty
pro vypocet mocniny dvojélenu, koeficienty u souc¢int derivaci (kombinaé¢ni ¢isla) jsou definovany

takto:
n\ n!
k) K (n—k)"

Neresené ulohy

1. Spoctéte derivaci funkce:

1 1 2
2 _ . _ . .
a) 3z° —br +1; b) 2vx = c) 5x3+$3,
r 2 4. 3
d) Bl e) (z°+1)%; f) Vad+1.
2. Spoctéte derivaci funkce:
a) Vzcosx; b) e“sinx; c) x?e%cosx;
e:l:
d) x-sinz - arctgz; e) f) cotgz.
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3. Spoctéte derivaci funkce
a) sin(2x +5);
d) Inz;

g) VIn?z +1;

4. Spoctéte derivaci funkce:

5. Spoctéte derivaci druhého radu:

1‘2

a) xe’ ;

6. Vyjadfete derivaci fadu n:

7. Vysetfete derivaci funkce f:

2 1

b) e—3x+1;
e) Intgx;

h) Incoshz;

b) <xil>x3

e) (xQ + 1)cos7rw'
b) (z%+1)arctgz;

b) ze®;

xésin=, xF#0,
a)f(x):{os Ty

c) 10%;
2r—1
\/g )

i) Inlnsinz.

f) arccos

C) xsinz :

¢) In(z+va2+1).

c) zlnz.

8. Dokazte pomoci véty o derivaci slozené funkce, ze derivaci sudé funkce je funkce licha a ze
derivaci liché funkce je funkce suda.

Vysledky
1. a) 6z — 5; b) 72 4z
e) 8u(a?+1)% f) E—,

2. a) 12734 cosz— {/rsinw;

d) (sinxz + xcosx)arctgx + fcglif ;e) ef(einz —cosx) (Si:iz;;()s m).
3. a) 2cos(2x +5); b) —3e 3771, c) 107 1n10;
—/2 . Inz . . ;
f) Viios 22 g) it h) tghz; i)

3..-8/5

2 c) —5x

x # —1.

b) e®sinz+e”cosz;

— 6274, x #£0;

c) (22+42r)e*cosx—x?e”sinx;
_ 1
sin? z *
2 . 1 .
d) Elnx’ e) sinx cosz ’

funkce neni definovana pro zadné x.
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e D) GEPGh ) 0 s e S,
Q) N @Ine41); 6 (o 4 19 (—sinme 7 In(e? 4 1) 4 cos - s - 20
2 3 . 2 . [ — —
. a) 2e%(2z° 4 3x); b) xzil + 2arctg x; c) ($2j_1)3'
.a) a"e™; b) e"(z+n); ¢ (-1)"(n-2)lz'"

a) f'(z) =2xsinl —cosi pro x #0, f/(0)=0.

T

. Napfiiklad pro sudou funkci f je f(z) = f(—=x), zderivovanim dostaneme

fl@) = f(=2)- (1) = = f'(-2).



Kapitola 6

Aplikace derivaci

O V této kapitole odvodime nékteré aplikace derivaci: rovnici teény a normaly grafu funkce,
I’Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit funkci, Tayloruv polynom.

O Derivaci jsme motivovali geometricky jako limitu smérnic secen grafu, ¢imz dostaneme smér-
nici teény. Ma-li funkce f v bodé a vlastni derivaci, pak pro soufadnice bodu teény ¢ grafu
funkce f v bodé [a, f(a)] plati

rovnice tecny tedy je

t: y=fla)+ f(a)(z—a).
Smérovy vektor tecny grafu v bodé [a, f(a)] je napiiklad vektor (1, f’(a)) . Tento vektor je kolmy
k normadle grafu funkce v bodé [a, f(a)], jeho soufadnice miizeme pouzit jako koeficienty u z,y

norméala n

Obrazek 6.1: Tecna a normaéla grafu funkce.

75
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pro rovnici normaély:
n: x+ f'(a)y = konst.

Konstantu na pravé strané dostaneme dosazenim soutadnic bodu [a, f(a)], ktery na normale
lezi:
n: x4 f(a)y=a+f(a)f(a).

Pokud je f’(a) # 0, miiZzeme tuto rovnici upravit na tvar

1
n: y=f(a)—m(x—a),

smérnice normély grafu funkce v bodé [a, f(a)] je tedy —1/f(a).

6.1. Poznamka. Rovnice teény ¢ a normély n grafu funkce f v bodé [a, f(a)] mizeme zapsat
ve tvaru

0
t: = f’(a) x + konst. , ’
v=1rla) x = konst. , f'(a)=0

)

{y = —%x—kkons‘c., f(a) #
n:

prislusné konstanty muzeme zjistit po dosazeni [z, y] = [a, f(a)].
6.2. Piiklad. Urcete rovnice teény a normaly grafu funkce f(z) =e” v bodé [1,7].
ResSeni. Protoze f(1) = e, hleddme te¢nu a normalu grafu funkce v bodé [1,e]. Spocitdme

derivaci funkce f v bodé 1: f'(x) =e®, f'(1) = e. Rovnice teény t a normaly n grafu funkce f
v bodé [1,€] jsou

1
t: y=fO)+f(1)(=-1), n: y=f(1)—m($—1)
Po dosazeni a tpravé
1 e+
t y=ex, n y=——x+
e e

O V nékterych pfipadech musime tecny bod teprve urcit.

6.3. Priklady.
1) Uréete rovnici teény grafu funkce f(z) = 22, kterd mé smérnici 2.
2) Uréete rovnici teény grafu funkce f(x) = 22, ktera prochazi bodem [2,3].

Reseni.
1) Smérnice teény v bodé [a, f(a)] je f'(a) = 2a, rovna 2 je pro a = 1. Te¢na ma rovnici
y=fO)+f(1)(@-1)=1+2(z-1), tj. y=2z—1.

2) Rovnice teény v bodé [a, f(a)] je y = f(a)+ f'(a) (x — a) = a® + 2a(zx — a). Bod [2,3] m4
leZet na hledané tec¢né, jeho souradnice tedy musi vyhovovat rovnici te¢ny. Dostavame

3=a%+42a(2 - a)
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Yy
/TN
fla) = f(b) A ‘
\ \ \
0 (‘1 (‘; [; x

Obrézek 6.2: Tlustrace k Rolleové a Lagrangeové vété (véta 6.4, véta 6.6).

a po upravé rovnici

a’>—4a+3=0,
kterd mé FeSeni a € {1,3}. Existuji tedy dvé te¢ny prochazejici danym bodem, jedna v bodé
[1,1], druha v bodé [3,9]. Jejich rovnice jsou

y=fM+f(D(xz-1)=1+2(xz-1), tj. y=2zr—1,
y=f3)+ f'3)(x—3)=9+6(x—3), tj. y=06z—9.

O Rada dilezitych aplikaci vychazi z Rolleovy a Lagrangeovy véty.

6.4. Véta (Rolleova). Necht pro funkci f definovanou na intervalu {(a,b) plati

(1) f je spojitd na intervalu {(a,b),
(2) f md derivaci v kaZdém bodé intervalu (a,b),

(3) fla) = f(b).
Pak ezistuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati f'(c) =0.

Dukaz. (Viz obrazek 6.2.) Funkce f je spojitd na intervalu (a,b), nabyva na ném tedy
maxima i minima. Pokud nabyva obou téchto hodnot v krajnich bodech intervalu (a,b), jedné
se o konstantni funkci, a tedy f’(¢) = 0 pro kazdé ¢ € (a,b). UkdZeme, ze pokud funkce nabyva
svého maxima nebo minima v bodé ¢ € (a,b), pak f’(¢) = 0. Predpokladejme, ze f(c) je
maximum funkce f na intervalu (a,b) (dikaz pro minimum je podobny). Pro kazdé x € (a,b)
je f(z) - f(c) <0, a tedy

f(z) = f(c)

>0, x € (a,c),
T —c
J@ =10 o peen
x—c ’
Limitnimi pfechody dostaneme
f/(c) _ f/,(c) — lim f(x) B f(C) > O,
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tedy f'(c) =0.
O Jak ukazuji nasledujici priklady, zadny z predpokladii Rolleovy véty nelze vypustit.

6.5. Priklady.
1) Funkce f definovana predpisem

nema v zadném bodé intervalu (0,1) nulovou derivaci (f’(z) = 1 na intervalu (0,1)), pfitom
spliiuje piedpoklady (2) a (3) Rolleovy véty. Nespliiuje predpoklad (1), neni spojitd v bodé 1.

2) Funkce f(x) = |z| na intervalu (—1,1) nemé v zddném bodé intervalu (—1,1) nulovou
derivaci (f(x) = —1 na intervalu (—1,0), f’(z) = 1 na intervalu (0,1), f’(0) neexistuje),
pfitom spliuje predpoklady (1) a (3) Rolleovy véty. Nespliiuje pfedpoklad (2), nemé derivaci
v bodé 0.

3) Funkce f(z) = x na intervalu (0, 1) nemd v zddném bod¢ intervalu (0, 1) nulovou derivaci
(f'(x) = 1 na intervalu (0,1)), pfitom splituje predpoklady (1) a (2) Rolleovy véty. Nespliuje
predpoklad (3), f(0) =0# 1= f(1).

O Rolleovu vétu miizeme zobecnit vypusténim podminky o rovnosti funkénich hodnot v kraj-
nich bodech intervalu a zabudovanim této podminky do tvrzeni véty.

6.6. Véta (Lagrangeova, o ptirustku funkce). Necht funkce f je spojitd na intervalu (a,b) a
ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b). Pak existuje bod c € (a,b) takovy, Ze plati

f®) = f(a) = f'(c)- (b—a).

Dukaz. Uvazujme funkci

o(@) = f@) — fla) - LD ()

(od funkce f odecteme linedrni funkci, kterd mé v bodech a,b stejné funkéni hodnoty jako
funkce f). Tato funkce je spojitd na (a, b), ma derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b) a g(a) =
= 0 = g(b). Splnuje tedy podminky Rolleovy véty na intervalu (a,b), takze existuje bod ¢ €
€ (a,b), pro ktery je ¢’(c) =0, tedy

odkud plyne dokazovana rovnost.

O Rovnost v Lagrangeové vété mizeme prepsat do tvaru

f(b) = f(a)

b—a '’

file) =
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coZ znamend, ze smérnice teny grafu funkce f v bodé [c, f(c)] je stejnd, jako smérnice seény
grafu funkce f vedené body [a, f(a)] a [b, f(b)]. V piipadé Rolleovy véty je tato smérnice
nulovd — tefna je rovnobéznd s osou z (viz obrazek 6.2).

O Dusledkem Lagrangeovy véty je tvrzeni, Ze pro spojitou funkci je derivace v limité rovna
limité derivaci. Toto tvrzeni zformulujeme pro pripad ,zprava“, ale podobné se da formulovat
»Zleva“ a ,oboustranné®.

6.7. Tvrzeni. Je-li funkce f spojitd v bodé a zprava a existuje-li f'(a+) =lim, ., f'(x), pak

fi(a) = f'(a+).

Diikaz. Pokud existuje lim,_,,, f'(z), pak funkce f ma vlastni derivaci na nékterém intervalu
(a,a+¢€) (¢ >0) a je tedy na tomto intervalu spojita. Protoze funkce f je navic zprava spojita
v bodé a, je spojita na intervalu (a,a+¢). Pro kazdé = € (a,a+ ¢) jsou tak splnény podminky
Lagrangeovy véty na intervalu (a,x), a tedy pro kazdé = € (a,a + ¢) existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f(z) = fa) = f'(c) (x —a).
Pro x — a plati ¢ — a, takZe dostavame

fi(a) = lim Ja) = Jla) lim flw=a) _ lim f'(c) = f'(a+).

r—a+ Tr—a r—a+ Tr—a c—a+

6.8. Priklady.
1) Funkce f(x) = |z| je spojitd, pro x > 0 je f(z) = = a tedy f'(z) =1, pro z < 0 je
f(z) = —z atedy f'(z) = —1. Dostavame tak
f2(0) = lim f'(z)= lim —1=-1,

z—0— z—0—
! = i () = lim 1=1.
0= g, 70 = lg,
2) Funkce f(z) = {/z je spojité, pro = # 0 je f'(z) = 1/(3Va?). Dostévame tak (viz
i piiklad 5.3)

1 1
/ . / . _ _
f(())—:lln(l)f(fc)—ilg(l)—?)w—‘—o_i_ = +00.

3) Funkce f(z) = arcsinz je spojitd na (—1,1), pro z # +1 je f'(z) = 1///1 — 2. Dosté-
vame tak

1 1
/ — ] ! — 3 _ = | — =
f+( 1)_$_I}I_nl+f(x)_$_131_n1+ 1 — 2 ’0"“ oo,
1 1
/ = / _— = | —| =

O Dulezitou aplikaci derivaci je I'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit. K jeho (¢4steénému)
odvozeni pouzijeme néasledujici vétu.
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6.9. Véta (Cauchyova). Necht funkce f,g jsou spojité€ na intervalu {(a,b), maji vlastni derivaci
na intervalu (a,b) a g’ # 0 v intervalu (a,b). Pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, Ze plati

Dukaz. Uvazujme funkci

Funkce h je spojitd na intervalu (a,b), mé derivaci na intervalu (a,b) (je to kombinace funkci
s témito vlastnostmi) a plati h(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b). Spliuje tedy podminky
Rolleovy véty na intervalu (a,b), takze existuje bod ¢ € (a,b), pro ktery je h'(c) =0, tedy

() — £(a)) d'(c) — (9(b) — g(a)) f'(c) =0.

Protoze ¢’ # 0 na intervalu (a,b), je ¢'(c) # 0 a také g(b) # g(a) (jinak by podle Rolleovy
véty pro funkci g existoval v 1ntervalu (a,b) bod, ve kterém by derivace funkce g byla nulova).
Mutizeme tedy rovnost vydeélit vyrazem (g b)—g(a ) )) ¢’ (¢), ¢imz dostaneme rovnost dokazovanou.

&.,

(@) e R. Jestlize

6.10. Véta (I'Hospitalovo pravidlo). Necht pro funkce f,g existuje lim,_,, @)

plati jedna z podminek:

(1) 1imz—>a+ f(l’) = limw—m—&- g(:E) =0,
(2) 11m:1:~>a+ |g($)’ = +OO7

pak

@) @)

it g(z)  a—at g/(x)

Diikaz. Dokézeme vétu pro lim, ., f(z) = lim, ., g(z) = 0. Protoze lim, ., f'(x)/g ()
existuje, je funkce ¢’ nenulovd a funkce f, g maji vlastni derivace na nékterém intervalu (a, a+-¢)
(¢ > 0). Na tomto intervalu jsou funkce f,g spojité. Dodefinujeme (p¥ipadné predefinujeme)
funkce f,g v bodé a jejich limitami f(a) = g(a) = 0, funkce f, g jsou pak spojité na intervalu
(a,a + ¢€). Pro kazdé x € (a,a + ¢) spliuji funkce f, g podminky Cauchyovy véty na intervalu
{(a,x), dostavame tedy

f@) _ f@) = fla) _ f(o)

9(z)  g(x)—gla) g'(c)
pro vhodné ¢ € (a,z). Pro x — a+ je ¢ — a+ a tedy

f@) @)

z—a+ g(gj) T r—ar g’(x) ’

6.11. Poznamky.
1) Podobné se 'Hospitalovo pravidlo formuluje pro limitu zleva a pro oboustrannou limitu.
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2) Pokud limita podilu derivaci neexistuje, nemizeme 1'Hospitalovo pravidlo pouzit, ale
neznamena to, Ze limita podilu funkci neexistuje. Napriklad
sin x

lim =
r—-+o0o I

omez.
+0o0

:()7

ale limita podilu derivaci lim, ,  (cosx)/1 neexistuje.
3) Varianta (2) se pouziva hlavné v pfipadé, kdy ¢itatel i jmenovatel maji nevlastni limitu.
4) Pfi pouzivani I'Hospitalova pravidla budeme pouZivat zépis

s /
lim _f(x) T lim (=)
v—a g(x)  a—ag'(z)
6.12. Priklady.
In(1 , 1
1) limg 2L+ 2) ‘9 i T2 — g
z—0 x 0 z—0 1
x , T
2) lim & = | X0 =t
z——400 T +o00 r—+oo 1

O L’Hospitalovo pravidlo mtizeme pouzit opakované — i limitu podilu derivaci miizeme pocitat
pomoci I’'Hospitalova pravidla.

6.13. Priklad.

. e® +00 z
lim —=|—

a—+o0 12 +00

g . €

| Foo

im —
T—+00 2% +0o0

I'H e”
= Im —=4+x.
r—4o00 2

O V nékterych piipadech I’Hospitalovo pravidlo vypocet limity nijak neuleh¢i.

6.14. Priklad.
sinh z 'H . cosh z PH . sinh z

lim im —
z—+oo cosh x z—+oco sinh x

im .
x—-+oo cosh x

Vratili jsme se k pivodni limité. Misto I’Hospitalova pravidla vyuzijeme v tomto piikladu k vy-
poctu limity , kraceni“:

sinh z . e¥—e7 " o l—e™® 1-0

lim = lim lim 5 = =
z—+o0o coshx z—+oce? +e % z—to0l e 27 1+0

O Limitu souc¢inu dvou funkci, z nichZ jedna mé limitu rovnou 0 a druh& nevlastni, mtzeme
pocitat pomoci I’'Hospitalova pravidla, pokud soué¢in upravime na podil (nékdy lze dvéma zpt-
soby):

T—a r—a ——

lim f(z)-g(x) =10 (£o0)| = lim —= = ‘—
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. . gz +o0
lim f(z)-g(x) = [(0£) - (£o00)| = lim —(1 ) = ‘—
T—a r—a +00
f(@)
6.15. Priklad.
: . Inz colre . 3 :
lim zlnz =[0-(~o0)| = lim —— =|——| = lim % = lim (-2) =0.
z—0+ z—0+ = +00 =0+ = o0+

O Limitu rozdilu funkci se stejnymi nevlastnimi limitami mutZeme na limitu podilu prevést
riznymi zpusoby.

6.16. Priklady.

ex
1) xgrfoo(e x) xll}:rkloox < . 1> (400) - ((+00)) — 1) = +00.
1 1 —_— b 1 b
%) i <——cotga:> _ sin z 'xcosxle I . rsinz 'H
z—0+\ T z—0+ rsmx z—0+ sinx + xr cosx

r . sinx + x cosx
= lim - =
x—0+ 2cosx — xrsinx

O Limity typu (4+00)?, 00, 1¥>° se pfepisem pomoci exponencilni funkce (f9 = e9!"/) pre-
vedou na vypocet limity typu 0 - (+00). Vyuzivame pfitom spojitosti exponencidlni funkce,
pripadné hodnoty jejich limit v nevlastnich bodech.

6.17. Priklad. Spoctéte lim, , (1 +1/x)".

Reseni. Jedna se o limitu typu 17°°. Funkci upravime na tvar (1+1/2)% = exp(zIn(1+1/x))
a spocitame limitu argumentu exponencialni funkce:

1 In(1+1
lim mln(l—l——) = |4+00-0| = lim M:
T—+00 xT r—400 o
1 -1
Ol ra . It1/z 22 . 1
=|=| = lim — = lim — =
0 T——+00 = a—+oo 14+ 1/x

Vyuzitim véty o limité slozené funkce dostaneme
. 1\* . 1 . 1
lim (1+—)] = lim explzln(1+4+— || =limeY =e" =e.
T——+00 T T—+00 T y—1

6.18. Poznamka. I’Hospitalovo pravidlo mizeme pouzit i pro posloupnosti. Jestlize pro po-
sloupnost (a,);>; najdeme funkci f, pro kterou je f(n) = a, pro kazdé (dostatecné velké)
n € N a pro kterou existuje lim,_, . f(x), pak plati (viz véta 4.9)

li = 1l .
A = B T
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[e.9]

-2 1 najdeme funkci f(x) = e%/z, kterd ma v +oo limitu +oo,

Napfiklad pro posloupnost (e"/n)
tedy lim, . €"/n = +oo.

O Dalsi dalezitou aplikaci je Taylortiv polynom.
6.19. Definice. Nechf funkce f mé v bodé a derivace az do fadu n. Tayloriv polynom Tddu n
funkce f v bodé a je polynom

f’a f”a f(n)a " n f
o+ P e o et S e =3

*) (g
k‘( ) (z —a)*.

6.20. Poznamka. Taylortiv polynom nechévime ve vyse uvedeném tvaru, mocniny (z — a)*
neroznasobujeme.

6.21. Tvrzeni. Tayloriv polynom Fidu n funkce f v bodé a je prdavé ten (jediny) polynom
stupné nejvyse n, ktery ma v bodé a stejné derivace aZ do tadu n (véetné nulté, tj. funkcni
hodnoty), jako ma funkce f.

Dukaz. Spocitame-li derivaci fadu k pfislusného Taylorova polynomu, pak jeho ¢leny s mocni-
nou (z —a) mensi nez k vypadnou, ¢leny s mocninou vétsi nez k zistanou s kladnou mocninou
a po dosazeni a daji 0, takze po zderivovani a dosazeni bodu a zlstane k-ty clen f(k)(a). Jed-
noznacnost takového polynomu plyne z algebraickych tvah (jediné feSeni soustavy linedrnich
rovnic pro koeficienty hledaného polynomu), kterymi se zde zabyvat nebudeme.

6.22. Véta (Taylorova). Necht funkce f ma spojité derivace aZ do tadu n > 0 na {(a,z) a
fOY) ezistuje v kazdém bodé intervalu (a,x). Pak existuje ¢ € (a,z) tak, e
f'(a) f"(a) f"(a) F(e)

f(x):f(a)+T(a:—a)+T(x—a)2+'--+ p (a:—a)”—l—m(a:—a)"“.

6.23. Poznamka. Vjyraz
f(n+1)(c)
(n+1)!

se nazyva zbytek v Lagrangeové tvaru.

(x —a)" ™!

Dukaz. Oznacme pismenem T Tayloruv polynom fadu n funkce f v bodé a a pismenem M
¢islo, pro které je
fla) =T(x) + M(z — a)"*

(z # a je dané ¢&islo, M = (f(z) — T(x))/(z — a)"**). Uvazujme funkci
g(t) = ft) =T(t) = M(t—a)"*",  te(a,m).

Funkce ¢ mé spojité derivace az do fadu n na intervalu (a,z) a g™t existuje v (a,b) (od
funkce f odecitdme polynom, ktery mé spojité derivace vSech fadi). Podle predchazejiciho
tvrzeni je pro kazdé k € NU {0}, k < n:

g¥(a) = f®(a) = T® (@) = M(n+1)--- (n+2—k)(z —a)""F =0.
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Opakovanym pouzitim Rolleovy véty pro funkce ¢, ¢, ..., g™ dostavame existenci

c; € (a,x), prokteré ¢'(c;) =0,
¢y € (a,cq), pro které ¢"(cy) =0,

¢, € (a,c,_1), pro které g(”)(cn) =0,
ce(a,c,) C(a,z), prokteré ¢mH(c)=0.
Protoze derivace fadu (n 4 1) polynomu 7' je nulové, dostaneme po dosazeni za funkci g
0=g"(c) = () =0 - M- (n+1)!,

tedy
f(”'H)(c)
(n+1)!°

coz jsme méli dokazat.

6.24. Poznamky.

1) Podobné zleva pro interval (z,a).

2) Pro n = 0 dostaneme f(z) = f(a) + f'(c) (x — a), Lagrangeova véta je tedy specidlnim
pripadem Taylorovy véty.

3) Taylortv polynom slouzi k aproximaci — misto hodnoty funkce bereme hodnotu Taylorova
polynomu (ta je jasné definovana a snadno a rychle se pocita).

4) Pro n = 1 dostavame linedrni aproximaci, jejim grafem je tecna grafu funkce f v bodé
0, £(a)].

5) Zbytek v Lagrangeové tvaru se podobé séitanctim ve vyjadieni Taylorova polynomu, jediny
rozdil je v tom, Ze derivace se nebere v bodé a. Pokud je derivace fadu (n+ 1) spojita v bodé a
a pokud je bod x blizko bodu a, pak i bod ¢ je blizko bodu a a f"*D(c) je blizko f*+1)(a).
Pfechodem k Taylorovu polynomu fadu (n+1) se tedy aproximace f(z) v okoli bodu a zpfesni.

6) Je-li funkce f polynom stupné n, pak T, =T, ; =---= f.

6.25. Piiklad. Urcete Taylorovy polynomy funkce f(z) = 22 —1 v bodé 2.

ResSeni. Postupné dostavame:

fla)=2®-1, f(2) =3, Ty(x) = 3;
fl(z) =2z, f'(2)=4, Ty(x) =3+ 4(z - 2);
) =2, f(2) =2, Ty(x) =3 +4(z - 2) + (¢ — 2)°

Derivace vyssich rada funkce f jsou nulové, takze To =15 = ---
6.26. Priklad. Odhadnéte /16,06 pomoci Taylorova polynomu fadu 2.

ReSeni. Oznaéme f(z) =+/z, najdeme Tayloriiv polynom 7 fadu 2 funkce f v bodé 16.
Spocitame derivace az do fadu 2:

f@) =V, f(16) = 4;
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oy 1 11y L
" _ -1 " _ -1
Dostaneme
_ f'(a) f"(a) a Yo e Lo
T(m)—f(a)+T(a:—a)+T(x—a)2—4+8(:5 16) 512(w 16)>

a po dosazeni x = 16,06

0,06 0,062
/16,06 =~ T(16,06) = 4 + ’T — 51)12 = 4,007 492 968 750.

Chybu odhadneme pomoci zbytku v Lagrangeové tvaru. Protoze f”(z) = 3/(8Vz®) a plati
predpoklady véty o Taylorové polynomu, je chyba odhadnuta:

" 3 3 3
\/16,06 — T(16,06)| = /o) (x —a)| = 0,06 < 006" _ 0’23 = 0,000 000 013 183.
3! 16Vcd ~ 16vV16° 2

Odhad /16,06 pomoci Taylorova polynomu fadu 2 je tedy dost pfesny, navic i odhad chyby
vychazi dost presné (skuteéna chyba je pfiblizné 13,153 - 107).

6.27. Priklad. Spoctéte sin § pomoci Taylorova polynomu fadu 3. (Vime, Ze sin § = %, takze
vypocet pomoci Taylorova polynomu nepotiebujeme — priklad je zvolen tak, aby bylo nazorné
vidét, jaké chyby se dopustime).

Reseni. Najdeme Taylortiv polynom funkce f(x) = sinz fadu 3 v bodé 0. Spocitame derivace
az do fadu 3:

f(z) = sina, £(0) = 0;
f(z) = cosx, f'(0)=1;
f'(x) = —sinz, f"(0) = 0;
f///(x) = —cosz, f///(o) - 1.
Dostaneme
o, FO) 7(0) £"(0) 1
T(x)—f(O)—i— 1 ($_0)+T($—0)2+T(.’E—0)2—$+3%3

a po dosazeni r =

ol

sing ~ T(%) =0,499 674 ...

Chybu odhadneme pomoci zbytku v Lagrangeové tvaru. Nejprve si vSimnéme, ze sin(4)(
= sin0 = 0, tedy T je zaroven Taylorovym polynomem fadu 4. Vyuzijeme toho, Ze |cos x|

sin® (¢) m b B
5! 6) |

Vidime, ze uz pomérné jednoduchym polynomem dostaneme pomérné presny vysledek. Odhad
chyby je v tomto piipadé velice presny (skute¢na chyba je 0,000 326 ...) — to znamend, ze

0) =
<1:

[sin§ — T = 5 \6) |~ 5.6

5 5
cose <3> |< T —0,000327 ...
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pouzitim Taylorova polynomu stupné 5 se vysledek zna¢né zpiesni (chyba pak bude pfiblizné
2-1079).

6.28. Poznamka. Podobné jako v predchazejicim piikladu lze pomoci Taylorova polynomu
dobte pocitat hodnoty goniometrickych funkci sinz a cosx. Pro presnéjsi vypocet se nejprve
pomoci vlastnosti téchto funkci prevede argument do intervalu (0, §): pomoci f(z) = f(x—2km)
(k € Z) do intervalu (0, 27), v pfipadé potfeby pomoci f(x) = —f(z — 7) do intervalu (0, ),

v piipadé potieby pomoci sinz = sin(m — ) nebo cosz = —cos(m — z) do intervalu (0, §)

N « ~ s . _ T ol us 3 s
a v piripadé p04t5reby poml%m sinz = gos(f - x?)) nebo cosx = sin(5 — z) do intervalu (0, 7).
Napiiklad cos g7 =cos §m= —cosgm=cosgm =sing.

6.29. Priklad. Spoctéte hodnotu éisla e s presnosti 0,001 (pfedpoklédejte e < 3).

ReSeni. Protoze derivace vech ¥adt funkce e® jsou e®, je Taylortv polynom fadu n funkce
e® v bodé 0

0 0 0 T x2 "

T T s T A S T I AT
Tn(x)—1+1!m+2!$+ —i—n!x —1—1—1!—1-2!—1- +n!'
Podle Taylorovy véty existuje ¢ € (0,1) takové, ze

(4

T(l)—elzm.

Protoze funkce e” je rostouci a e < 3, dostavame

el 3

T =l < Gy =

n

Dosahované piesnosti dosdhneme, pokud odhad na pravé strané bude nejvyse 0,001, tedy pokud
je (n+ 1)! > 3000, coz je pro n > 6. Staci tedy pouzit Taylortv polynom fadu 6:

. 12 6 _
e =Ty(1) =1+ gy + g7+ o+ g = 2,718 055

6.30. Poznamka. Taylortv polynom sudé (resp. liché) funkce v bodé 0 je sudé (resp. lichd)
funkce. Derivace lichého (resp. sudého) fadu sudé (resp. liché) funkce jsou funkce liché (viz
poznamka 5.5) a tedy v bodé 0 nulové. Napiiklad Taylorovy polynomy funkci kosinus a sinus
v bodé 0 jsou

2 4 2k
T R R Y
cosxz: 1 51 + o +--+(=1) ek
3 5 2k+1
inz: TN G Y
sinz: m—g—i—ﬁ—i— +(—1) GhE)

Obecnéji, je-li graf funkce f symetricky podle primky = = a, pak Taylortv polynom funkce f
v bodé a ma pouze sudé mocniny (x — a) (koeficienty u lichych mocnin jsou nulové), je-li graf
funkce f symetricky podle bodu [a,0], pak Taylorav polynom funkce f v bodé a mé pouze
liché mocniny (z — a) (koeficienty u sudych mocnin jsou nulové).
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Neresené ulohy

1. Spoctéte

i3 . B
a) lim STH x ; b) lim ST ; c) lim ¢ - ¢
z—0 sin 4x z—1 Ilnx z—0 sinx
In? 1 inh 2
d) lim ne ; e) lim _nr ; f) 1 S x;
z—1lx —1 rz—1 (ac — 1)2 z—0 3x
1 2z T
g) lim ne ; h) lim © ; i) lim L ;
z—+o00 T + 2 z—+o0 BT + 3 z—+oo0 2% 4 1
.~ .. arcsinx . x—arctgzw . Inz
) Jy— k) b —— ) tim ==
2. Spoctéte:
1-— 3 — 222 hz —
a) lim cos & ; b) lim x x ; ¢) lim coshx — cosz ;
z—0 12 z—+o0  e® z—0 x2
. In(z% - 8) . In(2? —8) . x—arctgx
d) ilg:l’) 22 —3x °) xggloo 22 —3x 2 x£r+noo a3 ’
) In sin 2z
im ———.
& 250 In sin 3z
3. Spoctéte:
a) limz3e™; b) lim xcotgx; c) lim z(m—2arctgz);
z—0 z—0 T—+00
d) lim(l—x)tgﬂ—x; e) lim z%lnz (a>0); f) lim z"e™ (neN).
z—1 2 z—0+ T——00
4. Spoctéte:
a) lim z%; b) lim = ; c) lim (sinz)®®%;
z—0+ z—1 xz—m/2
1\* .
d) 1l v li | f) 1 tgx)™n .
) lim 2% e) [lim <COS x> ; ) Jim (cotgx)
5. VySetfete derivaci funkce f:
sz y &L 7& 0 )
a x) = r
) () {1 T
6. Urcete rovnice teény a normély grafu funkce f v bodé A:
a) f(x)=sinz, A=][0,7]; b) f(z)=lnz, A=117];

¢) flz)=22> -1, A:[%,?].
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7. K hyperbole o rovnici y = i—:[g urcete rovnici tec¢ny prochéazejici poc¢atkem soustavy sou-
fadnic.
8. Urcete Taylorav polynom fadu n funkce f v bodé a:
1
a) f(a:)zl , a=0, n=3; b) f(z) =arctgx, a=0, n=3;
—x
c) flx)=In(1+2z), a=0, n=4; d) f(x)=V1+2 (keN),a=0, n=1;
e) f(x)=sinz, a=7%,n=3; f) f(x)=2%e*, a=-1,n=3.
9. Odhadnéte chybu aproximace:
a)\/l—i—x;wl—i—%a:, |x| <0,1; b) ex%1+x+%x2, |z| <0,1;
c) cosx~1— %xQ, |z| < 0,55 d) m(l+z)~x— %xQ, |z| < 0,05.
10. Urcete, pro kterd z je chyba aproximace mensi nez ¢:
1 2 -6
a) —— ~1l—z+a2*, £=10"";
14z
8 32
b) sin2x%2x—§m3+ax5, e=5-1075.
Vysledky
1. a) %; b) —m; c) 2; d) 0; e) neexistuje, oo v 1+; f) %; g) 0;
h) doo; 0) 05 §) L k) 1) o
2. a) %; b) 0; ¢ 1; d) 2; e 0; f) 0; g) nelze pocitat, 1 v 0+.
.a) 0; b) 1; ¢ 2; d) 2; e 0; f) oo pron sudé, —oo pro n liché.
) 1. . : ~1/2.
4.a) 1; b) 2; ¢ 1; d) 4oo; e) e 2. f) 1.
5.a) f(z)=LSLSINT bro £ 0, f/(0) =0.
6. a) teéna: y = x, normala: y = —x; b) teéna: y = x — 1, normala: y = —x + 1;
c) teéna: y =2z — 3, norméla: y=—Sz— 1.
7.a) y=—u, y:—%x.
8. a) 1+ + 2%+ a3 b) = — a3 c) v—ix?+ a3 — Taty d) 1+ 7a;
) P+Z@-D-F@--F@-D% O 1-@+)-F@+)’+§@r)
9. a) piiblizné 1,5-10~%;  b) piiblizné 1,8-107%;  ¢) piiblizné 0,0026 (aproximujeme
polynomem fadu 3);  d) pfiblizné 5- 1075,
10. a) |z| <0,01; b) |z| <04.



Kapitola 7

Prubéh funkce

O Ukazeme vyuziti limit a derivaci pro ur¢ovani monotonie, (lokalnich) extrémi, konvexity a
konkavity, inflexnich boda a asymptot grafu.

7.1. Véta (o monotonii funkce). Necht spojitd funkce f na intervalu I md v kaZdém vnitinim
bodé intervalu I derivaci. Je-li f' > 0 (resp. f/ >0, f' <0, f' <0) woniti intervalu I, pak
funkce f je na intervalu I rostouci (resp. neklesajici, nerostouct, klesajict).

Dukaz. Uvazujme piipad f/ > 0 uvnitf intervalu I (ostatni se dokazuji podobné). Méme
dokézat, ze pro kazdé z,y € I, x < y, je f(x) < f(y). Funkce f spliiuje na intervalu (z,y)
podminky Lagrangeovy véty, existuje tedy bod ¢ € (z,y) lezici uvnitf intervalu I takovy, ze

fy) = F@) = f(c) (y —x) >0, tedy f(z) < f(y).

7.2. Poznamky.

1) Derivace ve vySe uvedené vété mize byt nevlastni. Napiiklad funkce f(x) = {/z je spojita
a mé v kazdém bodé kladnou derivaci (v bodé 0 nevlastni), je tedy rostouci.

2) Ryzi monotonii mizeme dostat i pro funkce, které maji v nékterém bodé intervalu derivaci
nulovou. Napifklad pro funkci f(x) = 2% je f/(0) = 0. Podle vyse uvedené véty je funkce f
rostouci na intervalech (—o0,0) a (0,+00), a tedy i na R.

3) Podminka intervalu je podstatné, naptiklad funkce 27" mé v celém definiénim oboru
(—00,0) U (0,400) zapornou derivaci, je tedy klesajici na intervalech (—o0,0) a (0,+00), ale
neni klesajici (na celém defini¢nim oboru).

4) Je-li f'(z) = 0 na intervalu I, pak je funkce f na intervalu I konstantni (je zaroven

1

nerostouci i neklesajici).
5) Maji-li dvé funkce na intervalu stejnou derivaci, pak se lisi o konstantu (jejich rozdil je
konstantni, protoze ma na tomto intervalu nulovou derivaci).

O Vétu o monotonii mizeme pouzit k dikaztim nékterych identit.

7.3. Priklad. Dokazte:

1—=z
arctg x + arctg Tz =
x

{—%77, z € (—o0,—1),

iw, z € (—1,400).

89
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ResSeni. Derivace funkce f(z) = arctgx + arctg %jr—i je

1 —2
A Gy @y

f'()

9

funkce f je tedy konstantni na kazdém intervalu svého definiéniho oboru. Jeji hodnoty dosta-
neme napiiklad

f(x):f(O):arcth—l—arctgl:O—l—%:%, z € (—1,400),
1- 3
flx) = xg@w<arctg$+arctg H—i) = _g — % == z € (—o0,—1).

O Pro dikazy nékterych dalsich tvrzeni zavedme pojem monotonie v bodé.

7.4. Definice. Rekneme, Ze funkce f je rostouci (resp. klesajici) v bodé a, pokud existuje
okoli U bodu a takové, ze pro kazdé z,y € U, x < a < y, je f(z) < f(a) < f(y) (resp.

f(@) > f(a) > f(y))-

7.5. Tvrzeni. Je-li f'(a) > 0 (resp. f'(a) < 0), pak funkce f je rostouci (resp. klesagici)
v bod€ a.

Dukaz. Dokazme ptipad f/(a) > 0 (druhy se dokazuje podobné). Protoze
@)~ f)

T—a r—a

= f'(a) >0,
existuje prstencové okoli P bodu a takové, ze pro kazdé x € P je

f(z) = f(a)

r—a

>0

(véta 4.15). Pro z € P, x < a, je f(z) < f(a), pro x € P, z > a, je f(x) > f(a).

7.6. Poznamka. Vlastnost f’(a) =0 o monotonii v bodé a nevypovida. Napiiklad funkce x2
neni v bodé 0 ani rostouci, ani klesajici, funkce 23 je v bodé 0 rostouci, funkce —z2 je v bodé a
klesajici.

O Jedna z dtlezitych tloh spociva v nalezeni nejvétsi nebo nejmensi hodnoty funkce.

7.7. Definice. Mazimum (resp. minimum, supremum, infimum) funkce na mnoziné M C D(f)
je maximum (resp. minimum, supremum, infimum) mnoziny funkénich hodnot

f(M) ={f(z): x € M}.

Pouzivame oznadeni

gée}al{f(x):maxf(M), maxf:maxf(D(f)),
min f(x) = min f(M), min f = min f (D(f)),

xeM
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sg]\%f(a:):supf(M), Squ:SUPf(D(f))7
inf f(x)=inf f(M), inf f = inf f(D(f)).
zeM

O Podivejme se nejprve na situaci, kdy uvazujeme minimum nebo maximum v ramci nékterého
malého okoli bodu.

7.8. Definice. Rekneme, Ze hodnota f(a) je:

1) ostré lokdlni mazimum funkce f, pokud f < f(a) na nékterém prstencovém okoli bodu a;
2) ostré lokdlni minimum funkce f, pokud f > f(a) na nékterém prstencovém okoli bodu a;
3) lokdlni mazimum funkce f, pokud f < f(a) na nékterém okoli bodu a;
4) lokdlni minimum funkce f, pokud f > f(a) na nékterém okoli bodu a.

(Ostry) lokdlni extrém funkce je (ostré) lokalni minimum nebo maximum.

O Pomoci derivace mizeme vytipovat body, ve kterych se lokdlniho maxima nebo minima
nabyva.

7.9. Véta. Mad-li funkce f v bodé a lokdlni extrém, pak f'(a) neexistuje nebo f'(a) =0.

Dukaz. Je-li f’(a) > 0, pak funkce f je rostouci v bodé a a tedy nemé v bodé a lokalni
extrém. Je-li f/(a) < 0, pak funkce f je klesajici v bodé a a tedy nemd v bodé a lokélni extrém.

7.10. Definice. Bod a se nazyva staciondrni bod funkce f, pokud f'(a) =0.

O Podminka ,, f’(a) neexistuje nebo f/(a) = 0% je nutnd podminka pro to, aby funkce f méla
v bodé a lokdlni extrém. Postacujici podminkou je vhodna zména monotonie v bodé a: pokud
je naptiklad funkce f rostouci na nékterém intervalu (c,a) a klesajici na nékterém intervalu
(a,d), pak ma v bodé a ostré lokalni maximum. Monotonii na intervalech vySetfujeme pomoci
znaménka derivace, v krajnich bodech vyuzivame spojitost funkce (obecnéji porovnéani funkéni
hodnoty s jednostrannou limitou).

7.11. Priklad. Funkce f(z) = |z| mé v kazdém bodé = # 0 nenulovou derivaci, v bodé 0
derivaci nemd. Lokalni extrém muze tedy nabyvat jen v bodé 0. Protoze f(z) > f(0) pro kazdé
x # 0, je f(0) =0 ostré lokalni minimum funkce f.

7.12. P¥iklad. Funkce f(z) = 2® — 3z + 1 m4 derivaci v kazdém bodé. Lokalni extrém miize
tedy nabyvat jen ve stacionarnich bodech. Protoze f'(z) = 3(z + 1)(z — 1), m4 funkce f dva
stacionarni body: +1. Protoze funkce f je rostouci na intervalech (—oo, —1), (1, +00) a klesajici
na intervalu (—1,1) (ze spojitosti f a znaménka f’), je f(—1) = 3 ostré lokdlni maximum
funkce f a f(1) = —1 ostré lokalni minimum funkce f.

7.13. P¥iklad. Uvazujme funkci f(z) = (z + 2)e~1*|. Plati

J@+2)e”, <0 ) — (x+3)e*, x<0
f(a:)—{(erz)ex’ r>0, f(@) {(



92 7. Prubéh funkce

Derivace funkce f v bodé 0 neexistuje, protoze f’(0) = f'(0—) = 3, f,.(0) = f'(0+) = —1.
Stacionarni body jsou fesenim rovnic

(x+3)e” =0, x <0,
(—x—1)e =0, z>0.
Prvni rovnice ma za feSeni stacionarni bod z = —3 < 0, druhé rovnice mé feSeni x = —1 % 0,

takze to neni staciondrni bod funkce f. Lokalni extrémy tedy mohu byt v bodech {—3,0}.
VySetfenim znaménka derivace zjistime, Ze funkce f je rostouci na intervalu (—3,0) a klesajici
na intervalech (—oo, —3) a (0, +00). Ostré lokalni minimum funkce je tedy f(—3) = —e 3, ostré
lokélni maximum funkce f je f(0) = 2.

O Ovéfeni lokdlniho extrému ve stacionarnim bodé 1ze provést i pomoci druhé derivace.

7.14. Véta. Necht [ je funkce definovand v okoli bodu a a necht f'(a) =0.
1) Je-li f"(a) >0, pak f(a) je ostré lokdlni minimum funkce f.
2) Je-li f"(a) <0, pak f(a) je ostré lokdlni mazimum funkce f.

Dukaz. Dokazme prvni ¢ast (druhd se dokazuje podobné). Je-li f”(a) > 0, pak existuje funkce
f" v okoli bodu a a je rostouci v bodé a, tedy f'(z) < f'(a) =0 < f'(y) pro z < a <y, x,y
v okoli bodu a. Je tedy f/ < 0 na levém prstencovém okoli bodu a a f' > 0 na pravém
prstencovém okoli bodu a. Funkce f je tudiz na levém prstencovém okoli bodu a klesajici a na
pravém prstencovém okoli bodu a rostouci. Protoze je zaroven spojitd v bodé a, ma v bodé a
ostré lokalni minimum.

7.15. P¥iklad. Funkce f(x) = 23 — 3z + 1 m4 derivaci f'(z) = 322 — 3 = 3(z + 1)(x — 1),
stacionarni body +1. Protoze f”(x) = 6z, je f"(-1) = —6 < 0, f(—1) = 3 je tudiz ostré
lokélni maximum, f”(1) =6 >0, f(1) = —1 je tudiz ostré lokdlni minimum.

O Pokud je druhd derivace ve staciondrnim bodé nulové, vyse uvedend véta o existenci a typu
lokélniho extrému nerozhodne. V nékterych pfipadech mtzeme pouzit derivace vyssich radd.
Bez ditkazu uvedme nasledujici tvrzeni.

7.16. Tvrzeni. Necht pro n €N je f'(a) =--- = f("(a) =0, f"*V(a) # 0. Pak plati:
1) Je-li n sudé, pak f(a) neni lokdlni extrém funkce f.
2) Je-li n liché a f"D(a) >0, pak f(a) je ostré lokdlni minimum funkce f.
3) Je-li n liché a V) (a) <0, pak f(a) je ostré lokdini mazimum funkce f.

7.17. Priklady.

1) Pro funkei f(z) =23 je f'(0) = f”(0) =0, f”(0) = 6 # 0, funkce f tedy nemé v bodé 0
lokalni extrém.

2) Pro funkci f(z) = z* je f'(0) = f7(0) = f"”(0) =0, f*(0) =24 > 0, funkce f tedy ma

v bodé 0 ostré lokalni minimum.

7.18. Poznamka. Prvni pfipad znamend, ze v daném bodé je takzvand inflexe (viz déle).
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O Ukazali jsme (véta 4.58), Ze spojita funkce na uzavieném intervalu nabyva maxima i minima.
Neni-li to v krajnim bodé intervalu, pak je to zaroven lokalni extrém. Plati tedy nasledujici véta.

7.19. Véta. Spojitd funkce na uzavienim intervalu nabyvd mazima (minima) v krajnim bodé
intervalu nebo v bode, ve kterém md lokdlni extréem.

O Prfi hledani extrému spojité funkce na uzavieném intervalu staci najit vSechny ,podezielé®
body: krajni body intervalu, staciondrni body (kde je derivace nulova) a body, ve kterych funkce
nema derivaci. Sta¢i pak porovnat hodnoty funkce ve vSech téchto bodech.

7.20. P¥iklad. Uréete maximum a minimum funkce f(r) = 22+ 2z na intervalu (—2,1).

Reseni. Funkce f je spojit4, na uzavieném intervalu (—2,1) tedy maxima i minima nabyva.
Derivace f’(z) = 2z 4 2 existuje vSude uvnitf daného intervalu, nulové je v bodé —1. Protoze

f(=2)=0, f(-1)=—-1a f(1) =3, je max f = f(1) =3 a min f = f(—1) = —1.

7.21. Poznamka. Pfi hledani extrému spojité funkce na (polo)otevieném intervalu je tfeba
uvazovat limity funkce v téch krajnich bodech, které do intervalu nepatii. Zjistime tak supre-
mum (infimum) hodnot funkce. Pokud jich funkce nenabyva, pak maximum (minimum) nema4.
Extrémy funkce na sjednoceni koneéné mnoha intervalt vysetiujeme po jednotlivych intervalech.

2

7.22. Priklad. Urcete maximum a minimum funkce f(x) = z* na intervalu (—1,2).

Reseni. Funkce mé v kazdém bodé derivaci f’(x) = 2z, stacionarni bod je 0. Porovnavame
hodnoty f(0) =0, f(—14+) =1, f(2—) = 4. Nejmensi je f(0) = 0, coz je minimum funkce f,
nejvétsi je f(2—) = 4, coz je supremum funkénich hodnot funkce f, funkce f maxima nenabyva.

O V nékterych pripadech miizeme krajni body intervalu pfidat.

7.23. Piiklad. Urcete rozméry obdélniku s nejvétsim obsahem vepsaného do kruznice o polo-
méru r > 0.

ReSeni. Ozna¢me a jednu stranu obdélniku vepsaného do kruznice o poloméru r. Z Pytha-
gorovy véty dostaneme velikost druhé strany b =+/4r2 — a2. Obsah obdélniku je

P(a) =ab=aV4r? —a?.

Hleddme maximum funkce P pro piipustné hodnoty a € (0,2r). Pokud pfidame krajni body
intervalu, dostaneme spojitou funkci P na uzavieném intervalu (0, 2r), takze maxima nabyva.
Neni to v krajnich bodech, protoze P(0) = P(2r) = 0 a funkce P je na intervalu (0,2r) kladna.
Protoze funkce P ma ve vSech bodech intervalu (0, 2r) derivaci, nabyva maxima ve stacionarnim
bodé. Derivace funkce P je

—2a  2(2r? —a?)
N/4r?2 — g2 Varz —q2

P'la)=V4r2 —a? +a-

jediny stacionarni bod v intervalu (0,2r) je a =+/27 = b. Jedna se tedy o &tverec.
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Obrazek 7.1: Ilustrace (ryzi) konvexity a konkavity funkce (definice 7.25, poznamka 7.26).

7.24. Poznamka. Nékdy byva jednodussi misto funkce f vySetfovat funkci g o f, kde ¢ je
vhodné ryze monotonni funkce. Napiiklad v predchazejicim prikladu jsme mohli vySetfovat
funkci

f(a) = P*(a) = a®(4r® —a?),

jejiz derivace se pocita snaze.
O Pomoci prvni derivace zjistujeme monotonii funkce (zda a jak rychle funkce roste). Podobné
muzeme pomoci druhé derivace zjistovat, zda a jak rychle roste smérnice tecéen grafu. Geome-

tricky to odpovida tomu, jak moc je graf funkce zakfiven. Protoze te¢nu méame definovanu jen
v piipadé, Ze funkce ma derivaci, pouZijeme v definici smérnici secen (viz obrazek 7.1).

7.25. Definice. Rekneme, Ze funkce f je konverni na intervalu I, pokud pro kazdou trojici
¢isel x,y,z € I, pro kterou je x < y < z, plati

) = f@) _ f(z) - fy)
y—x = z-y

Plati-li opa¢na nerovnost, mluvime o funkci konkdvnt, v pfipadé ostré nerovnosti mluvime o ryze
konvexni (ryze konkdvn?) funkci.
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Obrazek 7.2: Ilustrace inflexnich bodu.

7.26. Poznamka. Konvexitu funkce lze definovat i nasledujici podminkou: tsecka spojujici
body grafu lezi nad grafem funkce nebo na ném (viz obrazek 7.1). Pro funkce, které maji v daném
intervalu vlastni derivace, to odpovida tomu, zZe graf funkce lezi nad te¢nou nebo na ni. Ryze
konvexni (ryze konkavni) funkce je takovd konvexni (konkdvni) funkce, jejiz graf neobsahuje
zédnou tsecku.

7.27. Véta. Necht f je spojitd funkce na intervalu I, kterd md v kazdém wvnitinim bodé
intervalu I druhou deriwvaci. Je-li f”" >0 (resp. f/ >0, f” <0, f” <0) woniti intervalu I,
pak funkce f je na intervalu I ryze konvexni (resp. konvexni, konkdvni, ryze konkdvni).

Dukaz. Uvazujme pripad f” > 0 (ostatni se dokazuji podobné). Mé&jme x,y,z € I, x < y < z.
Funkce f’ je rostouci, pro funkci f jsou splnény podminky Lagrangeovy véty, takZe existuji body
€ (z,y), d € (y,2), pro které plati

f(y;:i(x) Zf/(c)<f/(d)=f(22:§(y).

7.28. Piiklad. Pro funkci f(z) = 2® — 3z + 1 je f”(z) = 6x. Funkce f je ryze konkavni na
intervalu (—o0,0) a ryze konvexni na intervalu (0, +00).

7.29. Poznamka. Ukézali jsme, jak se d& vyuZit znaménka druhé derivace pro vySetfeni
lokalniho extrému ve staciondrnim bodé. To souvisi s tim, zda je funkce v okoli bodu konvexni
nebo konkavni.

O Pokud se v nékterém bodé plynule méni ryzi konvexita v ryzi konkavitu, dostavame situaci,
kdy tec¢na grafu protina graf funkce.

7.30. Definice. Rekneme, 7e bod [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f (funkce f m4
v bodé a inflexi), pokud je funkce f spojitd v bodé a, existuje f’(a) a pokud funkce f je na
nékterém jednostranném okoli bodu a ryze konvexni a na nékterém jednostranném okoli bodu a
ryze konkévni.
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O VysSetrovani konvexity je podobné vysetfovani monotonie ,,0 derivaci vyse“. Také vySetfovani
inflexnich bodu se podobéa vysetfovani lokalnich extrémai.

7.31. Véta.
1) Md-li funkce f v bodé a inflexi, pak f"(a) neexistuje nebo f"(a) =0.
2) Je-li f"(a) =0, f"(a) # 0, pak funkce f md v bodé a inflexi.

7.32. Pi¥iklad. Pro funkci 23 —3z+1 je f/(0) = f”(0) = 0, f"(0) = 6 # 0, funkce f m4 tedy
v bodé 0 inflexi.

7.33. Poznamka. Jestlize pro n € N je f"(a) = --- = f®(a) = 0, f@**t)(a) # 0, pak
funkce f ma v bodé a inflexi.

O Asymptota kiivky je primka, ke které se kiivka pfiblizuje. V pfipadé grafu funkce mame dvé
zakladni moznosti.

7.34. Definice. Asymptota grafu funkce f v nevlastnim bodé a € {+o00} je pfimka o rovnici
y = pzr + q takova, Ze plati
lim (f(z) = (pz + q)) = 0.

Ma-li funkce f ve vlastnim bodé a € R alesponi jednu jednostrannou limitu nevlastni, nazyvame
pfimku o rovnici = a asymptotou grafu funkce f v bodé a.

7.35. Poznamka. Asymptoté ve vlastnim bodé se fiké svisld asymptota. Svislou asymptotu
miZzeme mit pouze v hrani¢nich bodech definiéniho oboru nebo v bodech nespojitosti funkce —
ovérujeme v nich jednostranné limity. Pokud mé funkce v nevlastnim bodé vlastni limitu ¢, pak
v tomto bodé existuje asymptota o rovnici y = ¢, mluvime o vodorovné asymptoté. V ostatnich
ptipadech (asymptoty v nevlastnich bodech s nenulovou smérnici) mluvime o $ikmé asymptoteé.
Navod k vySetfovani asymptot v nevlastnich bodech (hlavné sikmych) dévéa nasledujici tvrzeni.

7.36. Tvrzeni. Funkce f md v nevlastnim bodé a € {£oo} asymptotu o rovnici y = px + q
praveé tehdy, kdyz

pzlim@, g = lim (f(z) — px).

r—a I r—a

Dukaz. Podle véty o limité souc¢tu jsou nasledujici rovnosti ekvivalentni:

lim(f(m)—px—q):(), lim(f(a;)—pa:):q.

r—a r—a

Pokud tyto rovnosti plati, pak

lim m = lim 7]”(3;) — b

T—a I r—a €T T—a

7.37. Priklad. Urcete asymptoty grafu funkce f(z) =z + |z|+ 3 + %
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ResSeni. Funkce f je spojita, jeji definiéni obor je R\ {1}, svisla asymptota miize byt jeding
v bodé 1. Spocitame ptislusné limity:

1 1
li +lz|+3+ —— | =5+ — = +00.
Jim <x |z| + 3 1> 5 0 00

Svisla asymptota je tedy pfimka o rovnici x = 1. Funkce je definovana v okoli +oco0, mizeme
tedy vysSetfovat asymptoty v obou nevlastnich bodech:

. f(2) . 3 1 . . 1

lim &2 — S - )= 1 - = 1 —
Am s = it aeoy) 0 A () = 0m) = lim (84 T ) =3
N G 3 1 _ : L 1\
m w2t o) T Jn U@ - 2) = din (3475 ) =3,

Asymptota v —oco mé rovnici y = 3, asymptota v +o0o mé rovnici y = 2z + 3. (Asymptotu
v —oo jsme mohli ur¢it vypoctem lim,_, . f(z) =3.)

7.38. Poznamka. Pfi vypoétu smérnice asymptoty miizeme nékdy pouzit I’'Hospitalovo pravi-
dlo. Pokud existuje limita f’ v nevlastnim bodé, pak je to jediny kandid4t na smérnici asymptoty.
Mize se ale stat, ze asymptota existuje, i kdyz neexistuje limita derivace.

7.39. Priklad. Pro funkci f(x) = %sin 2% je lim,_,, . f(z) = 0, asymptota v +00 ma tedy
rovnici y = 0. Pritom

1

lim f'(x) = lim <——2 sin z? + 2 cos m2> = |0 - omez. + neex.|
r—-+00 r—-+00 xX

neexistuje. Graf funkce se tedy ,nepfimyka“ ke grafu pfimky — protina ji, navic pod thly, které

se neblizi nule.

7.40. Priklady. Aby existovala asymptota v nevlastnim bodé, musi existovat dvé vlastni limity
z tvrzeni 7.36. Ukazeme rizné moznosti, kdy k tomu nedojde.
1) Pro funkci f(x) = zsinz neexistuje limita

lim @ = lim sinz.
r—4oco I Tr——+00
2) Pro funkci f(x) = 22 je
lim M = lim z=+o00.
r——4oco X r—-+00

Funkce roste prili§ ,rychle”, smérnice tecny a tedy i pfipadné asymptoty roste nade vSechny
meze.

3) Pro funkci f(z) =Inz je

Inz p 1
lim M: lim — & lim %:0, lim (f(z)—0z)= lim Inz=+oc.

r—-+00 I r——+oo I T——+00 T——+00 T——+00

Funkce roste ¢im dal pomaleji, ale funkéni hodnoty rostou nade vSechny meze.
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Obrazek 7.3: Graf funkce = (pfiklad 7.41).

nx

4) Pro funkci f(z) =z +sinzx je
lim f(z) — lm (1 N sm:v) _ '1 | Omez.
x 00

=1, lim (f(z)—1z) = lim sinz neex.

r—+4oco I r—-+00 Tr——+00 Tr——+00

Graf funkce kmita kolem piimky o rovnici y = z, ale rozkmit se nezmensuje.

O Shriime v8e, co se obvykle zjistuje pii vySetfovani pribéhu funkce (podle konkrétni potieby
toho muze byt méné nebo i vice). Sefadime jednotlivé body podle fadu pouzitych derivaci.

1) Defini¢ni obor. Zda je funkce sudé, licha, periodicka, jakou mé (zdkladni) periodu. Nulové
body, kde je funkce kladné, zdporna. Spojitost, limity v bodech nespojitosti a hrani¢nich
bodech defini¢niho oboru, asymptoty.

2) Monotonie, lokalni extrémy, maximum a minimum funkce, obor hodnot. Derivace a jejich
limity v bodech nespojitosti a v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru, teény grafu.

3) Konvexita, konkavita, inflexni body (véetné funkénich hodnot, derivace, pfipadné teény).

7.41. Priklad. Vysettete pribéh funkce f(z) = .
ReSeni. Argument logaritmu musi byt kladny, tedy = > 0. Nemtizeme délit nulou, tedy
Inxz # 0, tj. © # 1. Defini¢ni obor funkce je D(f) = (0,1) U (1,400). Funkce je spojita, neni
sudé, lichd ani periodicka. Na intervalu (0,1) je funkce zapornd, na intervalu (1,4o0c) kladna.
Vysetfime limity v hrani¢nich bodech defini¢niho oboru:

'H .1

lim f(z)= lim — = lim ¢ = lim =0,
z—0+ z—0+ Inx z—0+ P z—0+
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. . T 1
A f@) = lim pT = 1oz | T
’ 1
lim f(z)= lim L i 7= lim z=+co.
T—-+00 z—+oo Inx T——+400 o T——+400

Odtud mame rovnici asymptoty x = 1. V bodé 400 miize byt jediné sikmé asymptota, ta ale
neexistuje, protoze

lim M = lim i =0.
z—+o0 I z—+oo Inx
Spoctéme prvni a druhou derivaci:
, Inz—1 ,
f(x):ﬁ7 D(f) = D(f),
n°x
2—Inx
f”(@"):73> D(f”):D(f)~
rln®x

Prvni derivace je zdporna na intervalech (0,1) a (1,e), kladna na intervalu (e, +00). Funkce f
je tedy klesajici na (0,1) a (1,e), rostouci na (e,+00), v bodé e mé ostré lokalni minimum
f(e) = e, jiné lokédlni extrémy nemad. Protoze f je spojitd funkce, je obrazem intervalu in-
terval, vzhledem k monotoniim a limitdm na jednotlivych intervalech je f((0,1)) = (—o0,0),
f((1,e)) = (e, +00), f({e,+00)) = (e,+00), tedy obor hodnot funkce f je R(f) = (—o0,0)U

U (e, +00), funkce nenabyva ani minima ani maxima.

Inz —1 1-+ 1-
lim f'(z) = lim n:1:2 = lim nz _ 0_ 0,
7—0+ z—0+ In“x z—0+ Inxz —00

graf funkce se v bodé [0,0] prfimyka k ose x. Druhd derivace je zaporna na intervalech (0,1) a
(€2, +00), kladnd na intervalu (1,e?), funkce f je ryze konkdvni na intervalech (0,1) a (e?, +00),
ryze konvexni na intervalu (1,e?), v bodé e? je inflexe. Hodnota a derivace funkce v bodé inflexe
jsou

f(e?) =3¢, fle?) =1

Graf funkce je na obrazku 7.3.

Neresené ulohy
1. Dokazte nésledujici identity:

1
a) arctgx + arccotgr = —, =z €R; b) arctgxz — arccotg — = —7, x <O0;
z

IR oy

z
c) arcsinz + arccosx = —, x €R; d) 2arctgz + arcsin — 1
T
2. Urcete maximalni intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce:

2 1
a) fa) =

b) flz) =+ Q) f@) = "
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d) f(z) =z%e"; e) f(x)zlnx—i—i; f) f(z) =zlnz;
8) fr) =T h) f(a) =2 —sina; i) f(z) =l

m) f(z)=|(z—2)%+1].
3. Urcéete maximum a minimum funkce:

a) flx) =2 122 +4, x€(-3,3); b) fx)=223+322+1, z¢€(-2,1);

¢) fx)=a*—82°+3, z¢c(-1,3); d) f(x)=a23-32>4+2, z¢€(-23);

e) f(z) =arccosl, x € (1,+00); f) flz)=2zln’z, z€(0,1);
g) f(x)=xz+e™™, we(-oo,+00);  h) flx)=ze™, xe(0,+00);
) f2)= . we(-L1); ) f@)= 7. we (=00, +00).

4. a) Urcete rozméry obdélniku s nejvétsim obsahem vepsaného do pulkruhu o poloméru r.

b) Urcete rozméry kvadru se ¢tvercovou podstavou, ktery mé pii objemu V' nejmensi
povrch.

c) Urcete rozméry valce s nejvétsim objemem vepsaného do koule o poloméru r.
d) Urcete rozméry valce s nejvétsim obsahem plasté vepsaného do koule o poloméru r.

e) Urcete rozméry vélce s nejvétsim objemem vepsaného do kuzelu s polomérem pod-
stavy r a vyskou v.

f) Urcete rozméry valcové nadoby, kterd ma pii obsahu povrchu S nejvétsi objem.

5. Urcete intervaly konvexity a konkavity a body inflexe funkce:

a) 2zt — 322 + 22 +2; b) 2° — 102 + z + 3; c) zt+ 2% +e”;
d) ze”; e) (z2 +1)e”; f) z +sinx;
g) 21 h) —5—; i) Va+3;

j) (signz +1) - 22.

6. Urcete asymptoty grafu funkce:

23@—1—1' b) r+1 ) :L‘Q—Zx.
3z —1’ 2 +3x+2’ x+1

a)
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23 +1
d ; s f) zlnz;
)x—l’ e) r+e ) zlnx;
1 1-—
g) arctg ac_l ; h) In . +§ i) e®cosz;
j) In(3e? —1)
Vysledky
2. a) na (—oo0,—b) a (=5, +oo) rostouci, lokalni extrémy nemé;

b) na (—oo,—1) a (1,+00) rostouci, na (—1,0) a (0,1) klesajici, f(—1) = —2 ostré
lokalni maX1mum, f (1) = 2 ostré lokalni minimum,;
¢) na (—oo,—1) a (1,400) klesajici, na (—1,1) rostouci, f(—1) = —1 ostré lokalni mi-

) a
nimum, f(1 ) = 1 ostré lokalni maximum;

d) na (—o0,—2) a (0,4+00) rostouci, na (—2,0) klesajici, f(—2) = 4e~2 ostré lokalni
maximum, f(0) =0 ostré lokdlni minimum;

e) na (0,1) klesajici, na (1,4o00) rostouci, f(1) =1 ostré lokdlni minimum;

—

) mna (0,e”!) klesajici, na (e~!,+00) rostouci, f(e™!) = —e~! ostré lokdlni minimum;

na (—1,1) rostouci, lokdlni extrémy nemé;

oQ

)
)

=

na R rostouci, lokalni extrémy nema;

—

) mna (—o0,0) rostouci, na (0,4o00) klesajici, f(0) =1 ostré lokalni maximum;

j) ma (—oco,—3) a (3,+00) klesajici, na (—3,3) rostouci, f(—3) = —27e 3 ostré lokalni
minimum, f(3) = 27e~3 ostré lokdlni maximum;

~—

k) na (—o0,0) rostouci, na (0,+o00) klesajici, f(0) =1 ostré lokdlni maximum;

1) na (—oo,—3) a (—1,400) rostouci, na (—3,—1) klesajici, f(—3) = 0 ostré lokalni
maximum, f(—1) = —4 ostré lokalni minimum;
1

m) na (—oo,1) klesajici, na (1,4o00) rostouci, f(1) =0 ostré lokdlni minimum.

)
max f = f(—2) =20, min f = f(2) = —12;
max f = f(1) =6, min f = f(-2) = =3;
max [ = f(3) =12, min f = f(2) = —13;
max f = f(0) = f(3) =2, min f = f(-2) = —18;
max f neexistuje, min f = f(1) = 0;
max f = f(e™2) =4e 2, min f = f(1) =

max f neexistuje, min f = f(0) = 1;

had
°c 8o TR

—
~—

= 0=
~—

max f = f(1) = e~!, min f neexistuje;
max f neexistuje, min f neexistuje;

max f = f(1) = 3, min f = f(~1) = —3.

—. e
SN—r S~—
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o

) strany V27 a Y2 obsah 12
) krychle s hranami YV, obsah povrchu 6 V/V2;
) polomér podstavy \/2/3r, vyska \/—r objem ﬁr

=3

3.

o

) polomér podstavy %5 V2 r, viska v/2r, obsah plasté 2mr2;

e) polomér podstavy 3r vyska v, objem 247 mrv;

)
f) polomér podstavy +/S/(37), vyska 1/S/(37), objem /S3/(277) pro nadobu bez vika,
polomér podstavy +/S/(67), vyska 1/25/(37), objem 4/S3/(547) pro nddobu s vikem.

Q.

. a) na (—oo,—1) a (3,+00) konvexni, na (—3, ) konkdvni, inflexe v —3 a 3;
b) na (—o0,1) konkavni, na (1,+o00) konvexni, inflexe v 1;
¢) na R konvexni, body inflexe nema;
d) na (—oo0, —2) konkavni, na (—2, +00) konvexni, inflexe v —2;
e) na (—oo —3> (—1,400) konvexni, na (—3,—1) konkavni, inflexe v —3 a —1;

f) na (0+ 2km,m + 2k7) (k € Z) konkdvni, na (7 + 2k, 27 + 2kn) (k € Z) konvexni,
inflexe v km (k € Z);

g) na (—oo,—/3) a (0,4/3) konkavni, na (—/3,0) a (/3,+0c) konvexni, inflexe v +/3
a0;

h) na (—o00,0), (0,1) a (3,+00) konvexni, na (1,3) konkavni, inflexe v 3;

i) na (—oo, —3) konvexni, na (—3,+00) konkavni, inflexe v —3;

~—

j) na R konvexni, body inflexe nema.

d) z=1;
e) y=x v +0o0;
f) nema;

™

g) y=7 v +oo;

h) =z =+1;

i) y=0v —ooc;

j) x———1n3 y=2r+1In3 v +oo.



Kapitola 8

Neurcity integral

O Hledéni neurcitého integralu (primitivni funkce) je opaény proces k urcovani derivace. Pfi
vypoctu se vychazi ze zndmych integralt a vyuziva se linearita, metoda per partes a substituce.

8.1. Definice. Funkce F' se nazyva primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I,
pokud F’' = f na intervalu I.

8.2. Piiklad. Funkce sinz je primitivni funkce k funkci cosx na R, protoze (sinx)’ = cosx
na R.

8.3. Poznamka. Pojem primitivni funkce se nékdy zobecniuje i na (polo)uzavieny interval.
Bud tak, ze v pfipadnych krajnich bodech intervalu uvazujeme pfislusné jednostranné derivace
funkce F' — k tomu staci, aby funkce f, F' byly spojité (tvrzeni 6.7) — nebo tak, ze funkce F
je v téchto bodech spojitd. Pro jednoduchost budeme hledat primitivni funkce na otevienych
intervalech, ale predpoklad o otevienosti budeme v riznych tvrzenich vypoustét.

O Ne kazda funkce ma primitivni funkci. To vyplyva z toho, Ze kazda derivace ma, podobné
jako kazda spojita funkce, vlastnost mezihodnoty.

8.4. Véta. Necht funkce f je derivaci funkce F na intervalu I, a,b € I, f(a) < d < f(b).
Pak existuje bod ¢ mezi a,b tak, Ze f(c) =d.

Dukaz. Predpokladejme a < b (opaény piipad se dokazuje podobné). Funkce G(z) = F(x)—dx
mé vlastni derivaci G'(z) = f(x) —d na intervalu I, je tedy spojita na intervalu (a,b) a nabyva
na ném minima. Protoze G’'(a) = f(a) —d < 0 a G'(b) = f(b) —d > 0, je funkce G klesajici
v bodé a a rostouci v bodé b, nabyva tedy minima v nékterém bodé ¢ € (a,b). V tomto bodé
mé funkce G nulovou derivaci, tedy f(c) =d.

O Vlastnost mezihodnoty nemaji naptiklad ty funkce, které maji v nékterém bodé razné jed-
nostranné limity (pfipadné je maji stejné, ale rizné od funkéni hodnoty).

8.5. Priklad. Funkce signz nemd primitivni funkci — obor hodnot je {—1,0,1}, nespliuje
podminku mezihodnot.
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O Zatim bez diikazu uvedme dilezitou vétu o existenci primitivni funkce — k dtikazu se vratime
po zavedeni uréitého integralu (dusledek 10.20).

8.6. Véta. Spojitd funkce na intervalu md primitioni funkci.

8.7. Poznamka. Ne vzdy se da primitivni funkce (i ke spojité funkei) vyjadiit pomoci elemen-
tarnich funkci — prikladem muze byt ve statistice dulezita funkce e’

O Podivejme se, jak mize vypadat mnozina primitivnich funkci k dané funkci.

8.8. Véta.

1) Je-li funkce F primitivnd funkce k funkci f, ¢ € R, pak i funkce F(x)+ ¢ je primitioni
funkce k funkci f.

2) Jsou-li Fy, Fy primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pak funkce Fy — F, je kon-
stantng.

Dikaz. 1) (F(z)+c) = F(z) = f(z).
2) (F\—F,) = F{—F} = f—f = 0 na intervalu I, podle véty o monotonii (viz poznadmky 7.2)
je funkce F} — F), konstantni.

O Na intervalu je tedy mnozina vSech primitivnich funkei (pokud existuje alespon jedna) neko-
necna, je tvorena funkcemi liSicimi se o konstantu. Podminka ,,na intervalu“ je podstatna, funkce
se stejnou derivaci se mohou na rtiznych intervalech lisit o rtizné konstanty.

8.9. Priklad. Nechf f(z) = signz je definovana na R\ {0}. Pak pro kazdé c¢;,c, € R ma

funkce
Fla) = —x+c, <0,
T+cy, >0,

derivaci rovnu f na R\ {0}.

8.10. Definice. Pokud existuje alespon jedna primitivni funkce F' k funkci f na intervalu I,
nazyvame mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f neurcitym integrdlem funkce f na

intervalu I, znacime ji
/ f(z) dx.
Funkce f se nazyva integrand, hledani neurc¢itého integralu nazyvame integrovdni.

8.11. Poznamka. Z charakterizace mnoziny primitivnich funkci (véta 8.8) dostaneme vyjadieni
neurcitého integralu ve tvaru

/f(m) de ={F +c: ceR}

(F je libovolna primitivni funkce k funkci f). Budeme pouzivat béznéjsi zapis

/f(a:) dz = F(z)+c.
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Konstanta ¢ se nazyva integracni konstanta. Pokud se v integralu nezapisuje funkéni pfedpis,

N2

vvvvvv

derivaci.

8.12. Tvrzeni (zakladni tabulkové integrély).

a+1
/1‘“ dr = x—i—l +c, interval(y) podle D(z%), a€R\{-1},
a
dx
— =Inlz| +¢, x € (—00,0), z € (0,+00),
T
/exdx:ex—i—c, rEeR,
/Sinx dz = —cosz +c, reR,
/cosa: dr =sinx + ¢, reR,
1
/2—+1 dr = arctgx + ¢, rzeR.
x

8.13. Priklady.

1) /x5dx:%ﬂ:6+c, zeR.
%) /id —/ R P € (—50,0), € (0,+00)
Sde= [a 7 de="—F+c=——+c, x 00,0), =« ,+00) .
L3/2
3) /\/Edw:/xl/dezg—erc:%\/x?’Jrc, z € (0,+00).
SA/3 \
4) /%dx:/xl/3dx:4—/3+c:%\/x_4+c, zeR.

O Dsledkem linearity derivace je ,linearita® integralu.
8.14. Véta. Jsou-li I}, Fy, ..., F, po Tadé primitivni funkce k funkcim fi, fo,..., f, na inter-

valu I, ¢y, ¢y, ... ¢, € R, pak c; Fy+coFy+- - -+c, F, je primitivni funkce k ¢y fi+co fo+- - -+cpfrn
na intervalu I.

Dikaz. (ciF) +coFy+ -+ e, 1) = F + by + -+, =cfitcefat - +ef
8.15. Priklad.

—1)? 2 —2r+1 1
/udx:/wdx:/<x—2+—> dz=12* -2z +In|z| +c,
x x x

z € (—00,0), z€(0,400).



106 8. Neurcity integral

O Dusledkem véty o derivaci soucinu je metoda integrovani ,per partes“ (po ¢astech).

8.16. Véta (integrovani per partes). Necht na intervalu I ezistuji u', o', [u'v. Pak

/uv':uv—/u'v na I .

Dukaz. (uv— [u/'v) =v'v+w' —uv=uv.

/uv’+/u/v:uv+c.

Ukazme pouziti metody per partes v nékterych typickych pripadech. Nejjednodussi jsou ptipady,
ve kterych jedna z funkci v soucinu je polynom, zatimco druhou umime opakované integrovat —
je to exponencialni funkce, sinus nebo kosinus.

vvvvv

8.17. Priklad.

u=x+1 v =sinz

/(:c+1)sinxda:: o — 1 o~ —cosz =—(m+1)cosm—/—cosxdx:

=—(z+1)cosz +sinzx +c, reR.

O V nékterych piipadech je tfeba pouzit metodu per partes opakované.

8.18. Priklad.

2 / 2z
=22 -2 -
/(x2_2a?)e21dx: 5:;_23: Uvzze% _%(x2_2x)e2x—/(x_1)e2xdx:
= — [ 2x
- ’L:f;:f 1 Uv:eleZaj :%((L‘2—2CL’)62$—%(x_l)e2$+/562$dx_
2

=1(22°-62+3)e* +c, x €R.

O V pripadé soucinu exponencidlni funkce se sinem nebo kosinem vede dvoji pouziti metody per
partes na rovnici pro prislusny integral. Nezalezi na tom, zda budeme derivovat exponencialni
funkci a integrovat goniometrickou ¢i naopak, v obou krocich je vSak nutné postupovat stejneé.

8.19. Priklad.

X / :
. u=¢e" v =sinx
e’sinede=|, =—e“cosx+ [ e“cosx dr =
W =e" v=-—cosx
T !/
u = v =cosx . .
=, 2 . =—e®cosx+e"sinx — [ e’sinx dx,
u=e" v=sinx
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2/e“sina: dr = —e®cosxz +e“sinz + ¢,

/exsinw dz = fe”(sinz — cosz) + ¢, reR.

O V nékterych ptipadech je vhodné doplnit ¢islo 1.

8.20. Priklad.

/lnmdx:/1~lnmd$:

z € (0,400).

:xlnm—/l dz =z(Inz —1) + ¢,

8.21. Poznédmka. Podobné (derivovanim logaritmu) lze spoéitat integraly [x®Inz dx, v pii-
padé a = —1 dojdeme k rovnici pro hledany integral (tento piipad se lépe Fesi substituci).

O Dalsi dilezita metoda je substituce, kterou lze provadét dvéma zptisoby — jednak lze zavést
novou proménnou misto funkce, jednak lze za proménnou dosadit funkci. Tato metoda vychézi
z véty o derivaci slozené funkce.

8.22. Véta (o substituci v integralu). Necht I,J jsou oteviené intervaly, funkce ¢: I — J
md derivaci ¢ na intervalu I, funkce f: J — R md primitivni funkci F na intervalu J. Pak
plati:

1
[ 760) &0 dt = Flot) +e,  tel.

2) Jestlize funkce ¢ je ryze monotonni, o(I) = J a existuje primitivni funkce G(t) k funkci
f(e(®) ¢'(t) na intervalu I, pak

/f(ﬂf) dr = G(p_1(z)) +c, zeJ.

Dukaz. 1) Vyuzitim véty o derivaci sloZzené funkce dostaneme

d

3 Fle() = F'((0) - /(1) = f(e®)) - (1)

2) Podle prvni ¢asti je i funkce F(¢(t)) primitivni funkce k funkei f(¢(t)) ¢/(t) na intervalu I,
existuje tedy konstanta c takova, ze

G(t) = F(p(t)) +c, tel.

Z podminek vyplyva, ze funkce ¢ ma inverzni funkci ¢_;: J — I, dostavame tedy pro kazdé
xed
G (@) = (Foy)(p (@) +e=F(x)+c, a€lJ,

a tedy funkce G(p_;(z)) je primitivni k funkci f na intervalu J.
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8.23. Poznamka. Pokud oznacime z = ¢(t) a zapiSeme derivaci funkce ¢ jako podil diferen-
ciali ve tvaru

dx ,
_— = t
7 =7,

pak formalnim vyndsobenim vyrazem dt¢ dostaneme dx = ¢'(t)dt. Prvni substituci lze pak
nazorné zapsat ve tvaru (po preznaceni proménnych)

[ ety o an=| B0 [0 = r@) +e = Flow) e

coz zdtvodnuje zavedend znaceni. Podobné pro druhy typ substituce piseme

z = (1)
[ #@) o= o= g = [ Het0) - 0) dt = G0 + e = G 1) +e.
p_1(x) =1

O Prvni pripad je bezproblémovy, je tieba jen vhodné zvolit substituci, kterd byva casto ,vidét®.
8.24. Priklad.

/sin3x -cosx dox =

sinx =t 3 1 s 4
cosxdx—dt‘ /t dt = —|—c:zsm r+ec, rzeR.

O Neékdy se v integrované funkci nevyskytuje primo derivace vnitini funkce, ale jeji nenulovy
nasobek. Pak miZeme integrovanou funkci upravit nebo pouzit tpravu pri substituci — substi-
tuéni rovnice mizeme délit a nasobit nenulovou konstantou:

8.25. Priklad. Na intervalu R dostavame:

1 —z? =t 1 t 1
/gzcegc2 dx:—i/—%ﬂexz dz = ‘—2x§x—dt‘ :—i/et dt:—%—kc:—ie*lﬁ—kc,
2
—z° =t
1 1 1

/:L'e_”2 de =|—-2zdz=dt :/_5615 dt:—56t+c:—§e_”&2—|—c.

rdr=—Ldt

2

O V druhém piipadé je tfeba dat pozor na to, na kterém intervalu je prislusna substituce
provedena, a musime najit inverzni funkci.

8.26. Piiklad. Spoctéte
x
/\/ 1—22

Reseni. Integral hleddme na intervalu (—1,1), pouZijeme substituci 2 = sint. Funkce sint

zobrazi interval (—%,7) na interval (—1,1), je na intervalu (—7%, %) rostouci a ma na ném
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inverzni funkci arcsinz. P¥i vipoétu vyuzijeme identitu sin?t + cos?t = 1 a to, ze funkce cost
je na intervalu (-3, %) kladna.

/ xr | x=sint B cost cost t = cost
Vi—z2 |dz=costdt| | ./1_en2t Veos2t ) |cost|
cost
/—dt /1dt:t+c:arcsinx+c, ze(—1,1).
cost

8.27. Poznamka. Pouzivame-li pfi substituci ryze monotonni funkci, miZeme postupovat
obéma zplisoby a podle potfeby mezi nimi pfechazet v substituc¢nich rovnicich. Pokud naptiklad
provadime substituci za funkci e” (je prostd), mizeme prejit k inverzni funkei Int:

/ dx _/ edr e’ =t _/ dt
e*+1 ) (e +1)er |e"de=dt| | (t+1)t’
dz o=t dt
raE xr=Int | = —(t—|—1)t
el Jdr=1la

O Podivejme se ted na nékolik pifipadt substituci obecného charakteru. Nebudeme rozebirat
intervaly FeSeni, které zavisi na integrované funkci (obvykle jsou to jeji maximalni intervaly
spojitosti). Nejjednodussi je substituce za posunutou proménnou. Pro a € R dostavame

/f(a: +a) dz =
8.28. Priklad.

/(:c+1)5d:c:

O Dalsi ptipad je dosazeni za nasobek proménné. Pro a € R\ {0} dostavame

[ fa) ds

Nékdy byvaji tabulkové integraly pfimo uvedeny v pfislusném tvaru ( [sinaz dz, ...).

dr =dt

zro=t ‘:/f(t)dt:F(t)+c=F($+a)+c

dx =dt

x+1_t‘ /t5dt Ste=1@+1)%+¢, zeR.

adx—dt‘ /f s F(t)+c=; F(ax) +c.

8.29. Priklad.

/cos3md$:%sin3x—|—c, zeR.

O Spojenim obou pfedchazejicich pfipadii dostaneme linedrni substituci az+b =t (pro a # 0),
ktera se ¢asto ani nezapisuje.
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8.30. Poznamka. Dalsi dilezity piipad je integrovani zlomku, ktery m4 v ¢itateli derivaci jme-
novatele. Integraly tohoto typu pocitdme pomoci substituce za jmenovatel prislusného zlomku.

f(x) v fl@y=t | _ ﬁ:n ) e
[ 5 o] f S0 = [ = mi el e

Podobné jako u linearni substituce, ani tuto substituci ¢asto nezapisujeme a piSeme rovnou
vysledek.

8.31. Priklady.

1) /tg:z:da::—/_smx dz = —In|cosz| + ¢, re (-5 +kn,§+km), keZ.

COST

T+ 2 1 2z +4 1 9
2 TS ge= [ 2T qp =1 Az + 5 R.
) /m2+4m+5 v 2/x2+4x+5 v=pl@ +drts)+e, v

(Ve druhém piikladu je vyraz z2 4+ 42 + 5 vzdy kladny, takze absolutni hodnotu v argumentu
logaritmu jsme mohli vypustit.)

O Integraly z cyklometrickych funkci se daji pocitat metodou per partes, po které se pouzije
vhodna substituce.

8.32. Priklad.

u=arctgz v =1 1 2x
arctgx de = | 1 =zarctgr — 5 [ 5 dr =
= 21 V=T 2) x*+1
:xarctgx—%ln(:cQ—i—l)—i—c, reR.

O Dalsi priklady vhodnych substituci pro ur¢ité typy integrovanych funkci a problémy s tim
spojené ukazeme pozdéji v kapitole 9.
Neresené ulohy

1. Spoctéte (vyuzijte linearitu a tabulkové integraly):

a) /(m3—2x2+5x—3)d1‘; b)

/

c) /2xxg5dx; d) /%dx;
/dm
/

e) /i/x_?’dx; f)

g) /(36x+4sinw—2005x) dz; h)
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2. Spoététe (vyuzijte linedrni substituce):

o (@ -1 a b [y

c) /(dix d)/mdx;

27 + 1)5
e) /(ZCos3x—6sin2x)dac; f) /(3sin§—cos%) dz;
g) /(5e2x+3e“)dx; h) /(3I+3-22f) dz;
i) /sinhaxdx (a #0); j) /cosha:cda; (a #0).

3. Spoctéte (vyuzijte vyjadFeni pomoci dvojnasobného argumentu):
a) /sin2 x dx; b) /0082 x dx.
4. Spoctéte (vyuzijte metodu per partes):
a) /(x—2)sin2x dz; b) /(x—l—l)cos%dx; c) /(3x—1)e3‘” dz;
d) /(x—h/a?)lna;dx; e) /lz—f dz.
5. Spoc¢téte (vyuzijte metodu per partes opakované):
a) /(xQ—:z:)sin%dx; b) /(2x2+3)0082x dz; ¢ /(xQ—l—:z:—i—l)e_m dz;

d) /1n2xd1‘; e) /xln?’a:dx.

6. Spoctéte (vyuzijte metodu per partes a feSte rovnici):

1
a) /ehcosgd:c; b) /exsin2xdx; c) /ﬂ dz .
x

7. Spoctéte pomoci vhodné substituce:

z+1 222
. . 2 .
a) /$2+2x+4dx, b) /x3—1dx’ c) /cotg z dzx

8. Spoctéte pomoci vhodné substituce:

a) /2x(:c2—1)4dx; b) /wex2+1dx; c) /x\/l—xQda:;
4o +4

2
d 62%v/1+ 23 dz; e /l‘idx; — dz;
) ) Vs +8 Va? + 22 +2
.7 . 4 . lngx
g) [ sin'x-cosx dx; h) [ sinzx-cos®x dz; i) dz.

X

f)
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9. Spoctéte (vyuzijte nejprve metodu per partes a pak vhodnou substituci):

a) / arccotgx dz; b) / arcsinz dx ; c) / arccosz dx .

Vysledky

1. a)
)

) —%%—%4—0, x € (—00,0), x € (0,+00);
%@—i—c, x € (0,400);

§W+c, z € R;

%W—i—c, x € (—00,0), z € (0,+00);

3e® —4cosx —2sinx + ¢, x € R;

x4—§x3+%x2—3x+c,x€R;

o
N [

2> —Infz| -2+ ¢, 2 € (—00,0), z € (0, +00);

ER e a2

2x + 3arctgx + ¢, x € R.

N
o
SN—

%(3x—4)7+c,x€R;
1
3

o
~—

Inj3z — 1| +c, z € (—00,1), z € (3,400);

@]
~—

m_'_C’ T € (_OO,—%)’ HAS (—%7+QO)7

(oW
~

—% V(2—z)P+e, e (—00,2);
%sin3x—|—3cos2m+c, x € R;

-~ D
~— ~—

—9cos 3 —2sin§ +c¢, v € R;
e?® —3e " +c, xR,

1 o 3 —2z .
m?) _21n22 +C,I‘€R,
coshar + ¢, ¢ € R;

a2
Nojot

=
=

-
Q=

.
~— ~—

sinhazx + ¢, =z € R.

(z — 3sin2z) + ¢, z € R;

w
1S
SN—r
NI= NI—= Q=

o
~—

(z+ 3sin2z) 4+ ¢, z €R.

e~
©
SN—r

—%(x—2)cos2z + }sin2z + ¢, z € R;

o
~—

3(x+1)sin§ +9cos 5 + ¢, x € R;
13z —2)e¥ +c, zER;
(32 + 2Va3)Inz — 1 a? — $Vad + ¢, 2 € (0, +00);

—L(lnz+1)+e¢, z € (0,+00).

L 2 L
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o = S ot
TERZ2ELZTE 2ZTE T2 22l TE

—2(z* —x —8)cos L +4(2z — 1)sinZ + ¢, z € R;

(22 +1)sin2z + xcos2z + ¢, = € R;

—(22+3x+4)e * +c, v €R;

z(ln’?z —2Inz+2) +¢, = € (0,400);
2

2? (3Inz— 3’2+ 3Ine —2) +¢, 2 € (0,+0).

2 (sinf 4+ 6cosZ)e?® +c, z €R;
— 1 (sin2z 4+ 2cos2z)e " + ¢, x € R;

tIn’z 4 ¢, z € (0, +00).

tIn(z?+22+4) +c, z€R;

w

[\

(22 —1)° + ¢, x € R;

N—= Ot

e$2+1+c, x € R;

—3/A =223 +c, z e (-1,1);
% (3 4+1)3+¢, z € (—1,400);
%\/m—l-c, x € (—2,400);
3?{/m+c, r € R;
%Sinsx—l—c, z € R;
—Lcos’z+c, zER;

tIn*z 4 ¢, 2 € (0, +00).

x arccotg x + %ln(av2 +1)+c, xRy
zarcsinz +v1— 224 ¢, z € (—1,1);
zarccosz —v1— 224 ¢, z € (—1,1).

2ln|z® — 1| +¢, € (00, 1), x € (1, +00);
tInfsin2z|+c,z€ (0+k3,2+k3), ke Z.



Kapitola 9

Integrace racionalnich funkci
a dalsich typu funkci

O V této kapitole ukdzeme integraci raciondlnich funkci a dalsich typt funkci, které se daji na
integral z racionalni funkce prevést vhodnou substituci.

O Racionalni (¢esky lomend) funkce je funkce, ktera se dé zapsat ve tvaru podilu dvou poly-
nomu. Vydélenim prislusnych polynomt dostaneme vyjadreni racionalni funkce ve tvaru souctu
polynomu a ryze lomené funkce — racionalni funkce, ve které je stupen polynomu v Citateli
mens$i nez stupen polynomu ve jmenovateli. Ryze lomenou funkci mutuzeme déale rozepsat na
soucet parcidlnich zlomki, coz jsou racionalni funkce ve tvaru

A
(x —a)"’
Ar+ B
(22 +px 4+ q)"’

A,aeR, neN,
A B,p,geR, p>—4¢<0, neN.

Podminka p? — 4q < 0 znamena, 7e polynom 22 + px + ¢ nem4 realny koren (zlomky druhého
typu v komplexnim oboru neuvazujeme).

D4 se ukazat, ze rozklad racionalni funkce na soucet polynomu a parcidlnich zlomku je
jednoznacny. V rozkladu se pouziji vSechny parcidlni zlomky, jejichZ jmenovatelé déli jmenovatele
dané racionalni funkce (u nékterych muze vyjit nulovy éitatel). Koeficienty polynomi v ¢itatelich
lze ur¢it napiiklad sestavenim soustavy linedrnich rovnic (ta ma préavé jedno feSeni).

9.1. Priklad. Rozlozte na soucet polynomu a parcidlnich zlomku racionalni funkci

3
x° —Te — 24
Rlx) = ———.
(z) 2 —2x—8
ReSeni. Provedeme ¢asteéné déleni:
5r — 8

R = 24—
(x) =2+ +x2—2x—8

114
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Rozlozime jmenovatel na soucin kofenovych ¢initelti a kvadratickych polynomt, které nemaji

realny koren:
5z — 8

(x+2)(z—4)°

Rozepiseme na soucet parcidlnich zlomki s tzv. neurcitymi koeficienty:

R(z)=z+2+

A B
R(a:):x+2+(x+2)+(x_4).

Rozepsané zlomky seCteme a porovname s rozkladanou ryze lomenou funkci:

A B Az —4)+ Bz +2) S5r — 8

@+2)  @=4 @+2)@-4)  (@+2@—4

Polynomy v citatelich museji byt stejné:
A(x —4)+ B(x +2) =5z — 8,
tedy koeficienty u jednotlivych mocnin proménné jsou stejné:

zt: A+ B= 5,
2% —4A+2B=-8.

Resenim této soustavy linearnich rovnic je A = 3, B = 2, hledany rozklad tedy je

9.2. Poznamka. Existuji efektivnéj$i metody na urcéeni koeficientl parcidlnich zlomku. Pfi
porovnavani polynomi v citatelich je vhodné dosazovat kofeny jmenovatele rozklddané racionalni
funkce. V predchazejicim piikladu dostaneme line4drni rovnice pro neznamé koeficienty:

r=-2: —6A=-18,
x= 4: 6B = 12.
Tento postup lze formalné zjednodusit a pouzit takzvané zakryvaci pravidlo: ,zakryjeme* kote-

novy C¢initel a jeho kofen dosadime do ,zbytku“ ryze lomené funkce; dostaneme tak koeficient
parcidlniho zlomku se ,zakrytym® kofenovym ¢initelem. Napiiklad pro rozklad

S5r — 8 B A n B
(x+2)(x—4)_($+2) (x —4)
dostaneme
A:5x—8 _3, B:5ac—8 _ 9
xr—4 9 T+ 2 z—d

Timto zptsobem miiZeme rychle spocitat koeficienty pro parcialni zlomek, ktery ma ve jme-
novateli kofenovy ¢initel jmenovatele racionalni funkce v nejvyssi uvazované mocniné (rovné
nasobnosti tohoto kofene). Zbylé koeficienty muzeme spocitat ze soustavy (ta se dosazenim
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zjednodusi, 1ze vybrat rovnice, které se snaze sestavuji — vyhodné byva porovnavat koefici-
enty u nejvyssi a u nejniz$i mocniny), dosazovanim do derivaci porovnavanych polynomi nebo
pouzitim zakryvaciho pravidla po odeéteni uz nalezeného parcidlniho zlomku a po zkraceni pfti-
slusnym kofenovym ¢initelem. Pro kvadratické polynomy ve jmenovateli (bez redlného kotene)
lze dosazovat komplexni kofeny.

9.3. Priklad. Rozlozte na soucet parcidlnich zlomkt racionalni funkci

—2x+5
(x—1)2(z+2)°

Reseni. Funkci rozepiSeme na soucet parcialnich zlomkii s neuréitymi koeficienty:

—2x +5 A B C

e—12@+2) (—1F o—1 a2

Koeficienty A, C' spocitame zakryvacim pravidlem:

—2xr+5 —2x+5
A= """ =1, c=_="T°
x+2 (x —1)?

=1.

r=1 r=—2

Pro urceni koeficientu B si ukdzeme dvé moznosti.
1) Parciélni zlomky secteme a ¢itatel porovndme s ¢Citatelem rozklddané racionélni funkce:

Alz+2)+ Bz —1)(z+2)+C(x —1)* = —22 +5.

Staéi porovnat koeficienty u jedné mocniny proménné x (u které je B s nenulovym nasobkem),
napiiklad
2*: B+C=0.

Po dosazeni C =1 spocteme B = —1.
2) Odecteme uz nalezeny parcialni zlomek a zkratime kofenovy ¢initel

B C -2z 45 1 -3z +3 -3

=1 742 @-12@+2) @-1P (@-12@+2) @-Da+2)
Zakryvacim pravidlem dostaneme

-3
T+ 2

=1
Hledany rozklad je
-2z +5 1 1 1

@12 +2) (@-12F z-1 z+2

vvvvvv

9.4. Piiklady.

1) :1:4—|—2:E3+7:E2—3:E_ A n B N C n D n FE
(x+1)3(z —2)2 _(:1:+1)3 (z+1)?2 241 (x—2)2 z-2°
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2) 3 B A n B +CZL‘—|—D Ex+F Gr+H
(x—1)222+1)2(22+4) (z-12 -1 (22+1)2  22+1  22+4°

O Pro integraci raciondlni funkce sta¢i tedy umét integrovat mocniny (to jsou tabulkové inte-
graly) a parcidlni zlomky a pouzit linearitu integralu. Neur¢ity integral dostaneme na kazdém
intervalu, na kterém je racionalni funkce spojita, tedy na intervalech vymezenych na realné ose
kofeny jmenovatele.

O Integral parcidlniho zlomku s mocninou linedrniho polynomu ve jmenovateli prevedeme na
integral mocniny substituci za tento polynom:

/ dx r—a=t ' /dt {1n|t—|—c=ln|x—a|—|—c, n=1,
n _ = = —n+1 .
(_r — a) dz = dt t —t—n+1 +c= 7(1—71)(351—@)"*1 +c, n>1,

z € (—o00,a), x€ (a,+).

9.5. Priklad.

/—x3+6m2—4x+1d / 1 2+ 2 N 1 d
xr = _— — xr =
x2(z —1)2 2 oz (x—-1)2 z-1

1 2
=——2lnz|-——+Injz—-1]+c=
T z—1

12 el
=_Z_ n
x x-—1 22

¢,

z € (—00,0), x€(0,1), ze€(1,+00).

O Parcidlni zlomek s kvadratickym polynomem ve jmenovateli mé primitivni funkci na celém R.
Nejprve ho rozlozime na soucet dvou zlomkd, z nichz jeden mé v ¢itateli ndsobek derivace tohoto
polynomu a druhy konstantu:

Az+B 4 (2x+p) B-%
(22 +pr+q (22+pr+qn  (22+pr+qn

Prvni zlomek pfevedeme na integral mocniny substituci za kvadraticky polynom ve jmenovateli:

20 +p dr — 224+pr+qg=t _ 1 ar
(2_|_ + )n
x bx +q

(2z + p)dz = dt tn
Druhy zlomek upravime doplnénim na ¢tverec a vytknutim absolutniho ¢lenu na tvar:

/ 2 da :/ da o / da
(22 + px + )" ((@+p/2)* + (¢ —p¥4)"  (a—p/4)" ((%)2+1>"
z+p/2
= @:dt :( _ 21 n1/2/ 2dt o
T q—p*/4) #+1)
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Zbyva urcit integraly

]n:/i'
CESVL

Pro n =1 dostaneme arctgt + ¢, pro n > 1 integral nejprve upravime

(t2+1)—¢2 / 1 / t2 / —t2
I — — — — e = I U .
" / (2 +1)" a (t2 4+ 1)1 a 2+ 1) A=ty 2+ 1) a

Druhy integral spoc¢teme metodou per partes:

_ o

vt V= _

2 n dt = =1 - 1 =
(t?+1) w==1 V=it

_ ¢ dt B

T 2(n—1)(2 4 1)n1 / 2(n— )2+ 1)1
t 1

2@+ 1) 2 —1) T

(pii integraci funkce v’ jsme pouili substituci za t? + 1). Dostdvame tak rekurentni predpis

t 2n—3
I = I N\ {1
"o D@ a2t mENIE

I, = arctgt +c.

9.6. Priklad. Spoctéte
/ 4dr +1
—_—— dz
22 —-2x+5

ResSeni. Kvadraticky polynom ve jmenovateli nemé realny koien, jedné se tedy o parcidlni
zlomek, integral bude definovan na R. Nejprve rozlozime zlomek na soucet dvou zlomkda —
v prvnim do citatele napiseme derivaci kvadratického polynomu ze jmenovatele, ur¢ime jeho
nasobek (abychom dostali spravny koeficient u x v ¢itateli) a dopoéitame koeficient v ¢itateli

druhého zlomku:
4r +1 2z —2)-2 5

22— +5 12—204+5  22—22+5

V prvnim zlomku je v ¢itateli nasobek derivace jmenovatele:

20 —2)-2
/Mdx:2ln\x2—2x+5|+c:2ln(x2—2x+5)+c.
2 —2x+5

Ve druhém zlomku doplnime jmenovatel na ¢tverec, vytkneme absolutni ¢len a provedeme line-
arni substituci:

5 1 5 1 z=1l ¢
—————der=5 | ———de=- | ————doe=|,2 =
/m2—2m+5 r /(x—1)2+4 r 4/(%—1)24_1 o %dm:dt‘
5 1 5 5 x—1
=3 mdtzgarctgt—i—c:iarctg +c.
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Sectenim dil¢ich vysledki dostaneme:

4 1 5 -1
/#_{;4—5dx:21n(x2—2x—|—5)—|—§arctng—l—c, reR.

9.7. Piiklad. Spoctéte
/ 2 —4x q
(22 — 2+ 3)3 v

ReSeni. Kvadraticky polynom ve jmenovateli nemé realné kofeny, jedné se tedy o parcialni
zlomek, integral bude definovan na R. V citateli je nasobek derivace tohoto kvadratického po-
lynomu, takze provedeme substituci za tento polynom:

2 —4x [ @x-1)-(-2) , | 2*—z+3=t | [-2 . 1 B
/(xQ—a:+3)3dx_/(:c2—m+3)3 dr = 2z —1)de = dt _/t—3dt_t_2+c_
1
:m+c’ xGR

9.8. Priklad. Spoctéte

/
X .

ReSeni. Kvadraticky polynom ve jmenovateli nemé realné kofeny, jedné se tedy o parcialni
zlomek, integral bude definovan na R. V Ccitateli je konstanta, provedeme doplnéni na ¢tverec
a vytknuti absolutniho ¢lenu:

2 2 r—3=t 2
de= | ——— = dz = = [ 55— dt.
/(x2—6x+10)2 . /((x—3)2—|—1)2 v d:z::dt‘ /(t2+1)2

Pomoci rekurentniho pfedpisu nejprve spocteme

/ dt L=tr 4" Lorctgt+ —'— +
s =I0== ————— = —arc —— +ec.
@+1)2 22Ty 28 T e

Po dosazeni do predchézejiciho vypoctu dostaneme

/ 2 d bgt+ tg(r —3)+ 0 4 e R
X = arc - C = arc T — ————— C xr .
(22 — 62 + 10)2 ST & 22— 6z +10 O

9.9. Poznamky.

1) Mohlo by se zdat, Ze popsanymi algoritmy miZeme analyticky integrovat kteroukoliv
racionalni funkci. To je pravda jen za predpokladu, Zze zndme kofeny jmenovatele této funkce.
Uz pro polynomy stupné 5 pfitom neexistuje analyticky predpis, jak z jejich koeficientl tyto
kofeny urcit.

2) V nékterych pfipadech je analytické feseni nevhodné nebo dokonce prakticky nepouzitelné.
V takovych situacich se vyuzivaji numerické metody integrace.

O Uvedme piiklady moznych substituci, které vedou na integraly raciondlnich funkci. Pisme-
nem R budeme znacit racionédlni funkci.
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Substituce za exponencialni a logaritmickou funkci

O Integraly [ R(e®) dz (a # 0) fesime substituci za e®®. Tato funkce je prosta (zobrazuje R
na (0,400)), takze pfi substituci mizeme pfechéazet k inverzni funkei.

e =t

1
/R(e‘m) dz—| z=1nt :/R(t)adt.
de =1L dt

at

Intervaly TeSeni jsou intervaly spojitosti integrované funkce (vySetiujeme nulové body jmenova-
tele), ve druhém integralu uvazujeme pouze hodnoty t > 0.

9.10. Priklad. Spodtéte

/e4x+2e2x+3
—— dx

edr —1

ReSeni. Jmenovatel integrované funkce je nulovy v bodé x = 0, feSeni bude na intervalech
(—00,0) a (0, +00). Viechny exponenty jsou nasobky 2z, pouzijeme tedy substituci za e2*. (Lze
pouzit i substituci za e®, dostali bychom racionalni funkci s vétsimi stupni polynomi v citateli
i jmenovateli.)

2x

4z 2 et =t 2
/wdwz x:%lnt :/w.idt:
et —1 1 2-1 2t

_1/ 2 +2t+3 dt_l/ 3.3 1\,
2 tt-D+1) 2 t o t—1 t+1 B
=-3mnt+3mjt—1+ilnE+1)+c=
:—3x+%ln|e2m—1|+%ln(e2m+1)+c:

= -3z + LIn([e* — 1*(e** + 1)) + ¢,

z € (—00,0), z€(0,400).

O Integraly [ R(lnz)/x dz fesime substituci za Inz:

R(Inx) | lnz=t |

Intervaly FeSeni jsou intervaly spojitosti integrované funkce (jsou vymezeny podminkou z > 0

a nulovymi body jmenovatele).

9.11. Priklad. Spodtéte

2
[
z (4 +1n* )
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ReSeni. Logaritmus je definovan pro kladna ¢isla, jmenovatel integrované funkce neméa kladné
nulové body, feSeni bude na intervalu (0, 4+00).

2
/—2 dz =
x (4 +1n"x)

x € (0,+00).

Inzx =t | 2 df — t B Inz
%dwzdt = m t—arctg§+c—arctg7+c,

Substituce za goniometrické funkce

O Raciondlni funkce vice proménnych je podil polynoma vice proménnych, polynom vice pro-
ménnych je funkce, kterou dostaneme z jednotlivych proménnych a z realnych ¢isel operacemi
nasobeni a sc¢itani. Napiiklad
3zyd + 2%y —x
Rz,y) = — 53—
20 + a2y — 3

je racionalni funkce dvou proménnych.

O Pii integraci funkei R(sinx,cosx) lze vidy vyuzit substituci za tg 5. Funkce sinz a cosx
Ize totiz vyjadrit pomoci funkce tg 5 :

. sin(3+3)  2sing-cosg  2tgg
S 1 Ccos2Z4sin?Z  14tg2l’
2 2 873
cos(3+2) cos?%—sin®% 1-—tg?Z
cosx = = = :
2z in2z 2z
1 cos® 5 +sin” 5 1+tg® 3

Substituci za tg § miZeme pouzit na intervalech (—m 4 2km,m 4 2km), k € Z. Na téchto in-
tervalech (pfesnéji na takovych jejich podintervalech, na kterych je integrovand funkce spojita)
dostaneme:

E:
, tez =1 o 112\ 2
R(sinx,cosx) dv =| « =2arctgt+2kr|= | R 5 5 5 dt.
dr— 2t 1482 1+82) 1+¢
T= e

Po substituci dostaneme integraly ze stejné funkce (to vyplyvé uz z toho, Ze funkce sinx a cosx
a tedy i R(sinx,cosx) maji periodu 27), integraly se tedy na téchto intervalech mohou lisit jen
o konstantu. Intervaly Feseni jsou dany nulovymi body jmenovatele integrované funkce. Pokud
takovy interval obsahuje bod w + 2k, k € Z, je tfeba ,,propojit“ substituci spoc¢tené integraly
na levém a pravém okoli tohoto bodu tak, aby vysledny integral byl v tomto bodé spojity. Pokud
neni integrovana funkce definovana v bodech 2k7, k € Z, mizeme se tomuto spojovani vyhnout
pouzitim podobné substituce za cotg 5.

2
/—d:z:
5—3cosx

9.12. Priklad. Spodctéte
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ResSeni. Integrovana funkce je spojita na R, hledany integral bude na R. Na intervalu (—m,7)
dostavame

2 g3 =t 2 2 2
/7@: z = 2arctgt :/ : dt:/—dt:
_ 1—¢2 2 2
5—3cosx dwzlftht 5_3.1+t2 1+¢ 44 41

= arctg 2t + ¢ = arctg(2tg 5) + c.

Na intervalech posunutych o celociselny nasobek 27 se bude feseni liSit jen o konstantu, které
musi byt takovd, aby se dal integrél spojité dodefinovat. Na sousedicim intervalu (m,27) bude
vétsi o

lim (arctg(2tg %) +c) — lim+(arctg(2tg D+c)=5—-(-3)=m.

T—T— r——T

Dostavame

/ 2 :{arctg(2tg%)—|—k:7r, x € (—m+2km,m+2kn), k€Z,

5—3cosz Z+kn, r=m+2kr, k€.

O Pokud se v racionélni funkci vyskytuji pouze souciny sudych stupnu (soucet exponentii u pro-
ménnych v soucinech je vzdy sudy), 1ze funkci pfepsat pomoci funkce tgx:

. 9 sin? r tg2$
sinz = — —5— = 3
cos?r +sin“x l4+tgx
9 cos? 1
cos”x = — —— = >
cos?r +sin“x l4+tgx
sinx - cosx tgx

sinx - cosx = =
cos2x +sin’x  1+tg?z
a pouzit substituci za tg x. Postupujeme podobné jako v pripadé substituce za tg 5, po substituci
dojdeme k racionalni funkci s mensimi stupni polynomu v citateli a jmenovateli. Na podinter-
valech (podle spojitosti integrované funkce) intervalt (—%5 + kn, 5 4 k), k € Z, dostaneme:

tgx =1
/R(sin2 x,cos? z,sinz cos ) dx = r = arctgt + km | =
dz = 7 dt

12 1 t 1
=[|R , , dt.
/ <1+t2 1+t2 1—|—t2>1—|—t2

Intervaly feSeni jsou dény nulovymi body jmenovatele. Pokud takovy interval obsahuje bod
5 +km, k € Z, je tteba ,propojit* substituci spoc¢tené integraly na levém a pravém okoli tohoto
bodu tak, aby vysledny integral byl v tomto bodé spojity, pripadné pouzit podobnou substituci
za cotgx.

9.13. Piiklad. Spoctéte

1
dx .
/ costz O
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ReSeni. Integrovana funkce je spojita, neni definovana v bodech 5+ km, k € Z. Intervaly
feseni budou tedy (—%5 + km,§ + km), k € Z. Pii substituci za tgz nebudeme muset feSeni
propojovat.

1 tgx =1 1 dt
_ _ _ _ 2 _ 1,3 _
/cos4x dx = x—arlctgt—{—k:ﬂ' _/( - )2.1 2€2_/(t +1) dt—gt +t4+c=
dx = e de 1+¢2

:%tg3m+tg:ﬁ+c, ve (-5 +kn,5+kn), kelk.

O Jednodussi situace pfi integraci R(sinx,cosx) nastava, pokud je funkce R licha v jedné
proménné, tj. R(—z,y) = —R(x,y) nebo R(z,—y) = —R(z,y). To znamend, ze pokud tuto
proménnou vytkneme, ve zbytku je pouze v sudych mocninach. Funkce R(x,y) je lichd naptiklad
v prvni proménné, pokud R(z,y) = x - R*(22,y) pro nékterou racionalni funkci R*. Funkce

Ry(o.y) = ay? — 23y3 o y? — 22y
n a2y +y2 +3 a2y +y2+3°
y-2  yr-2

R - = _—.ZL =
2(2,9) xy + 23 o 2y + ot

jsou tedy liché v prvni proménné. Je-li funkce R lichd v jedné proménné, lze pouzit substi-
tuci za goniometrickou funkci, kterou dosazujeme za druhou z proménnych, a vyuzit identitu
cos?z +sin® x = 1. Obecné:

—sinzdx = dt

sinex =t | 2
cosxda;:dt‘_/R(t’l £7) dt.

/R(sinQ:U,cosa:)sin$ dz = ‘ cosx =1 ' = —/R(l —12,t) dt,

/R(sin z,cos? ) cos x dr =

Intervaly feSeni jsou ddny nulovymi body jmenovatele integrované funkee, t € (—1,1).

1
/ dx
Cos T

ReSeni. Integrovana funkce je spojitd, neni definovana v bodech 5 + km, k € Z. Intervaly
feseni budou tedy (=% +km, 5 +km), k € Z. V poslednim kroku rozsifime argument logaritmu
vyrazem 1+ sinz.

/ 1 d / cos T d / COS T q sinx =1t / d¢
cos T cos? x 1 —sin?x coszdr = dt 1— ¢2

1/( 1 1 > 1. 14¢ 1. 1+sinz 1+sinx

9.14. Priklad. Spoctéte

dt = =1 S N U Wl
2 T T M i T |cos z| +e

2

t+1 t-—-1

rve (-5 +kn,5+km), keZ.
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O Je-li funkce R(sinz, cosx) polynom, miizeme ji rozepsat na kombinaci vyrazi sin” x-cos™ x.
Je-li alespon jeden exponent lichy, pouzijeme predchazejici substituci. Jsou-li liché oba, mtzeme
pouzit obé, vyhodné&jsi byva za tu goniometrickou funkci, ktera je ve vys$si mocniné. Jsou-li oba
exponenty sudé, prejdeme ke dvojnasobnému argumentu. Vyuzitim identit

. 9 1 — cos2z 2 1+ cos2x
ST = cos x:72

2

se exponenty snizi na polovinu. Podle potfeby tento postup opakujeme. Reseni je na R.

9.15. Priklad.
34 _ cosr =t | 2y A g 6 _ 44 —
/smxcos xd:ﬁ_‘—sinxdx:dt‘_ /(1 t)tdt—/(t t*) dt =

:%t7—%t5+c:%cos7x—%cos5m+c, r €R.

9.16. Priklad.

1 1
/sin4x dac:z/(l—cos%c)2 dx:Z/(l—QCOSQx—i—COSQZx) dr =

1
25/(2—4cos2x—|—1+cos4m) dx = %x—%sian—{—%siném—kc, reR.

Substituce za odmocninu linearni lomené funkce

O Integraly typu [ R(x, }/(ax+0b)/(cx+d)) pro ad — bc # 0 (podminka pro to, aby se
vyraz pod odmocninou nezkréatil na konstantu) fesime substituci za odmocninu. Pfepoc¢tenim
dostaneme x jako raciondlni funkci nové proménné:

n aac+b _t
\/ cr+d
ar +b dt"—b dt™ — b dt™ — b\’
/R x, 4\ dx T = —/R —t dt.
cr+d , a — ct" a— ct"

Interval feseni je dan definiénim oborem funkce (zalezi na tom, zda se jedna o odmocninu sudého
nebo lichého stupné) a kofeny jmenovatele.

I
o
|
g
3
|

9.17. Piiklad. Spoctéte
ve+1l—vax—1

dzx.
ve+1l+vx—1 .
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ResSeni. Integrovana funkce je spojitd, jeji defini¢ni obor je interval (1,4o00), feSeni bude na
intervalu (1,+00). V integralu se vyskytuji dvé rizné odmocniny z linedrniho polynomu, kdyz
zlomek zkratime vyrazem v/z + 1, miizeme pouzit substituci za \/(x — 1)/(x + 1):

Z VEL =1
1—,/2=1 z+1
Vitloveo — = ==/1_t- t o dt=

- _ 42
N e v S A = N T+t (1-2)2
m—(l 17)2 t

_1/ 1 4 2 1N
T2 1—t (1483 (1+1)?2 1+t B

=il(z+vVa2-1)+3(®*—1-zva2—-1)+c, z€(1,+00).

O Pokud se vyskytnou odmocniny rizného stupné, vyjadiime je jako celoc¢iselné mocniny ,,do-
statecné velké“ odmocniny.

9.18. Priklad. Spoctéte
Vo —1

VT g
Vo_1+1°°

~

ResSeni. Integrovana funkce je spojit, jeji defini¢ni obor je interval (1,4o00), feSeni bude na
intervalu (1,400). Mizeme pouzit substituci za vz — 1:

\/ 1_t 4

4 4t

Ve-1)" a1 v =43 dt =
4

:/<4t2—4—|—m> dx:%t3—4t—|—4arctgt+c:

=3 V(@—-1)P3—4Vor—1+4arctg Vo —1+c, z € (1,400).

Ve —1 dx:/ Ver—1
ve—1+1 (

Odmocniny z kvadratickych funkci

O Integraly typu [ R(z,vaz? +bx +c) dz pro a # 0 a b* — dac # 0 (jinak 1ze odmocnit) se
daji feSit riznymi substitucemi. Pokud mé kvadratickd funkce pod odmocninou redlny koien,
lze vytknout kofenovy ¢initel a prevést tak tlohu na predchézejici typ, tj. provést substituci za
odmocninu z linearni lomené funkce. Takové substituci se fikd Fulerova.

9.19. Piiklad. Spoctéte (viz téz piiklad 9.20, piiklad 9.22)

| =
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ResSeni. Integrovana funkce je spojita na intervalech (—oo,—1) a (1,+00), feseni budou na
téchto intervalech. Ukazme vypocet pro interval (1,+00). Z kvadratického polynomu vytkneme
napiiklad (z —1):

x+1
/ / _t§+1 :/ 1 . —4t dt =
Va2 — :1:+1 t2—1 <t2+1 _ 1) -t (t2 _ 1)2
dzr = t2_4f) dt 21
-2 1 1 t+1 ve+1l+vz -1
= | ——dt= —— ——— | =In——+c¢=1In +c=
t2 -1 t+1 t-—1 t—1 vVr+1—yz—1

zln( x2—1—|—m>—|—c, z € (1,400).

(Vyuzili jsme toho, ze ¢t > 1 a v posledni tpravé jsme zlomek rozsifili ¢itatelem.) Na intervalu
(=00, —1) dostaneme podobné

dx
7:111‘\/:1:2—14-3:‘—%0, z € (—o0,—1).
/\/xz—l ( )

O V pripadé, ze je koeficient a u druhé mocniny kladny, lze pouzit dalsi Fulerovu substituci:

vax? + bz + ¢ ++/ax = t. Z této rovnice spocitame x:
Var? +br+c=t—+azx
az? +br +c = (t —vaz)? =t* — 2\/atz + az?
- 2 —c
-~ 2yat+b

vyjadiime druhou odmocninu

2 —c Vat? + bt ++/ac
240 =t— =t— . =
Vax?+br+c Vaz Va NAEY NAEY

a prepocitame diferencial

_2y/at® +2bt+2\/ac
B (2y/at + b)?

9.20. Priklad. Spoctéte (viz téz priklad 9.19, priklad 9.22)
/ x
m )

ResSeni. Integrovana funkce je spojita na intervalech (—oo,—1) a (1,+00), feseni budou na
téchto intervalech. Ukazme vypocet pro interval (1,+400).

Vrz—14x=t

_ 241
dx T =5 1 1 1
/vﬁ: \/xQ——:tZ_*tl :/t21' 22 dt = /tdtZInt—i—c:
2t
dz = £ dt

2t2
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:1n< :L‘2—1—|—:U>+c, x € (1,+00).
(Vyuzili jsme toho, ze t > 1).

O Ukazeme vyuziti substituci pomoci goniometrickych a hyperbolickych funkci. Nejprve se
metodou doplnéni na ¢tverec zbavime linearniho ¢lenu pod odmocninou a prevedeme integral na
néktery z typt [ R(x, vV+z? +a?) dz, a > 0, pfi¢emz alespoi jedno znaménko pod odmocninou
je kladné (jinak by funkce nebyla nikde definovana). Mozné substituce:

o [R(z,Va?—12?)dz: x =asint, z = acost.
o [R(z,Va?—a?)de: x =%, z =% x=acosht.
e [R(z,V2?>+a?)dz: x =atgt, x = acotgt, x = asinht.

Je nutno dévat pozor na spravnost provedené substituce, pfi zpétném dosazovani byva zapotiebi
spocitat inverzni funkci, nékdy je vhodné vyraz upravit nebo pouzit nékterou identitu.

9.21. Priklad. Spoctéte

/de.

Reseni. Integrovana funkce je spojita, jeji definiéni obor je (—2,2), feseni bude na intervalu
(—2,2). Pouzijeme substituci x = 2sint, t € (=73, §):

T = 2sint
/\/4—:52 dz = dz = 2costdt :/\/4—4sin2t-2cost dt:/4\cost]-cost dt =

arcsin % =t

:/4(:052t dt:/(2+2cos2t) dt =2t +sin2t 4+ ¢ =2t + 2sint - cost + ¢ =

=2t 4 2sint-V1—sin®t +c = 2arcsin % + £v/4 — 22 + ¢, xr € (-2,2).
9.22. Piiklad. Spoctéte (viz téz piiklad 9.19, piiklad 9.20)
/ dx
Va2 -1’

Reseni. Integrované funkce je spojita na intervalech (—oo,—1) a (1,-+00), feseni budou na
téchto intervalech. Ukazme vypocet pro interval (1,400). PouZijeme substituci =z = L pro

cost
t € (0,%). Protoze
\/ﬁ:\/ 1 _1:\/1—C082t _ sint _ sint
cos?t cos?t cos?t  cost’
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dostaneme
/ dx T = ﬁ /cost sint a / 1 d =1 1—|—Sint+
i . = _— . — _= = 1n————-—- C
Va2 —1 dz = 2ot dt sint cos?t cost cost

(viz piiklad 9.14). Pfepocitame
1
cost = —,

T
1 21
sint =4/1 — cos? :\/1— :\Lv

22 x

takze dostaneme

/\/%:ln(\/xQ—l—i—m)—i—c, z € (1,400).

9.23. Priklad. Spodctéte
/ dz
Va2 + 2z +5

ReSeni. Integrovana funkce je spojitd na R, feSeni bude na R. Nejprve se metodou doplnéni
na ¢tverec zbavime lineadrniho ¢lenu:

r+1=t

dt
dx:dt‘:/\/tuzf

/ dx _/ dz B
Va2 +2x+5 V(x4 1)2 +22

Pouzijeme substituci t = 2tgu pro u € (=%, §). Protoze

in? 2 2 2
\/t2+4:\/4tg2u+4:2 sin“ u + cos u: _ 7
cos? u |cosu|  cosu

cosu 2 du 1+ sinu

dostavame

t=2tgu

dt
/\/t2+4_‘dt:ﬁd“

(viz priklad 9.14). Pfepoc¢itame

2  cosu COS U cos U

2
ViZ2+ 4’

. t
SInu = CosU - tgU = —— -

¢
VEZ+4 2 J2ta’

cCosUu =

takze dostaneme

/ dz ) 1244+
=1In
V2 +2z+5 2

(Logaritmus podilu jsme upravili jako rozdil logaritmi, konstanta —In2 se zahrnula do kon-
stanty c.)

t
—i—c:ln( :1:2+2:1c+5+x+1)+c, x €R.
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Neresené ulohy

1. Spoctéte:

2) /x3—2x+5d$_ b)/ 2z 4+ 1
2—x—-2 (x = 1)(22 4+ 32+ 2)
2?2+ Tr+1 dz
dx; d ;
c) /(:c—l)(x2+x—2) w ) /(:c+2)(x2+4a;+4)’
3z — ot 4+ 2% +112% — T2
—— dzx; f dx;
)/334—303 s )/(x+1)3(x2—43:+4) v
/ z; h) /de.
$+4 (2z —1)3
2. Spoctéte:
z+3 5 — 2 3z +4
b) dz;
x? +2x+10 22 —2x+5 x2+4x+13
d
/ dx; e) / v ; /
x2—6m+13 472 — 122+ 13 x(
x
; h dzx.
O [ iy P e
3. Spoctéte:
3e2” 2
dx; b ; dx;
/e4x_|_e230_ Z; ) /63564-2 Zs /641_26296_’_2 ’
Inx
/e T4 eT] e) /x(1n2a:—4) v /9511155
4. Spoctéte:
/sm z-cos®x dz; b) /sin3:1:-cos5:z: dx;
/ cosx dz: d) / 1—cosa:‘ du:
cos?x —sinx + 1 (14 cosz)sinx
1 —sinz
tg'z d f) [ —— du;
/gx . ) /1+cosaz v
dx
/cotg x dx; h) /7
1 —cosz
5. Spoctéte:
) /a:\?’/x—ldx' b) v 1 c) /dix
’ V2z +1 2+vr 1’
)/ r v —4 du - )/ dz
o+ 1’ x ’ NCERE

6. Spoctéte:

) /\/—x2—|—6x—8d$;

=

) / dz
Va2 —2x +10
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Vysledky
1. a) %x2+x+1n('§+f‘)2+c z € (—00,—1), z € (~1,2), z € (2, +00);
b) %lm(| )‘ +c,x€(—00,-2), x€(-2,-1), x € (—1,1), z € (1,+00);

)~ 1)+1n(f;_+12)\ Yo, w € (—00,—2), z € (=2,1), z € (1, +00);

d) — (x+2)2 +ec, x€(—00,-2), x € (—2,4+00);

e) —x—2+5+ln"”7*1‘+c,x€(—oo,0),xE(O,l),x€(1,+oo);

f) —ﬁ—l—(ﬁﬁ—%—i—lnm‘—ﬂ—l—c, x € (—o0,—1), z € (-1,2), z € (2,+00);
g 3(157)3—1—0 x € (—o00,—4), x € (—4,+00);

)
h) 4(235—1)2 e, we (- aé)MUE(%HrOO)-

2. a) iln(2? + 22 +10) + arctg x+ +c, v €R;
b) 2In(z? — 2z +5) + Sarctg 55 + ¢, v € R;
c) 2In(a? +4$+13)—§arctgx+2+c z € R;
d) 3In(z? — 6z 4 13) + Sarctg %52 + ¢, 2 € R;
e) iarctgu—{—c z € R;
f) iln xQH—l—c x € (—00,0), x € (0,+00);
g) —2(x1+)+lln (xjj)f—l—c, x € (—o0,—-1), x € (—1,4+00);
h) — (I2+1)2+c z € R.

3.a) 3ln lizzﬂl +ec¢, x € (—00,0), x € (0,+00);
b) z—3InE3** +2)+c, z€R;
c) %arctg(eh —1)+ec, x €R;
d) arctge® + ¢, v € R;
e) tlnjln®z—4|+ec, z€(0,e72), z € (e72e?), z € (e?,+00);
) In|lnz|+c, z€(0,1), z € (1,4+00).

4. a) %sin7x— %sing’w—l—c, z € R;

b) tcos®z—icosSa+c, z ER;

¢) +In3ERL 4o oge (=31 +2kn, T 4 2km), k€ Z;

l1—sinz
1+COS$—|—C x € (0+km,m+knr), keZ;
e) stgdr—tgr+a+c, e (-5 +km 5 +km), keEL;
) tgf —In(1+tg?%)+c, x € (—m+ 2km, 7+ 2kn), k € Z;
—cotgx —x+c, x € (0+km,m+km), k €Z;

g)
h) —cotg§ +c¢, x € (04 2km,2m + 2km), k € Z.
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V(@—-1)7+23/(x—1)"+c, z€R;
$V@z+1)P3 -3/ +1)+¢, z € (-1, 400);
2z +1—-4ln(2+vVz +1) +¢, z € (-1,+00);

In ‘ﬁvzﬁﬁ\ ¢, ze(=1,0), z € (0,+00);

2v/x — 4 — 4arctg ”CQ_A‘ +ec, x € (4,4+0);

2z —3Yx+6Yx—6In(Yz+1)+c, z € (0,+00).
sarcsin(z —3) + 3 (z — 3)V—22 + 62 — 8+ ¢, x € (2,4);
ln‘\/x2+4x+x+2‘ +c, x€(—00,—4), z € (0,+0);
In(Va? =22 +10+2—1) +¢, v €R.

W




Kapitola 10

Urcity (Riemanntiv) integral

O Urcity integral budeme motivovat geometricky — pro nezapornou funkci jako obsah plochy
pod grafem funkce. Interval rozdélime na nékolik ¢asti, na kazdé vepiseme a opiSeme obdélnik.

10.1. Definice. Déleni intervalu (a,b) je koneénd mnozina D C (a,b) obsahujici body a,b.
Znacime ji D = {zg,x;,..., 2.}, kde a =25 <z <--- <z, =b.

10.2. Definice. Nechf f je omezena funkce na intervalu (a,b), D = {zg,...,z,} je déleni
intervalu (a,b). Dolni a horni integralni soucet funkce f pro déleni D jsou:

n

S(f,D) = Zinff(@i—b%)) (2 — i),

=1

g(fv D) = Zsupf«xiq?fﬂi)) (@ — i) -

Obréazek 10.1: Definice urcitého integralu.

132
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O Dolni integralni soucet je dolni odhad obsahu plochy pod grafem funkce, horni integralni
soucet je horni odhad obsahu plochy pod grafem funkce (viz obrézek 10.1). ProtoZe infimum
je vzdy mensi nebo rovno supremu (pro neprazdnou mnozinu), je S(f, D) < S(f, D). Pokud
k déleni D ptiddme néktery dalsi bod 2’ € (z;_q, ;) (déleni zjemnime), pak se interval (z;_;,z;)
rozdéli na intervaly (z;_;,2') a (2/,z;). Na téchto intervalech mize byt infimum vétsi (ale ne
mensi) a supremum mensi (ale ne vétsi) nez na intervalu (z;_;,z;), takze dostaneme

S(f.D) < S(f,Du{a"}) <S(f,DU{a'}) < S(f, D).

7 toho pozorovani vyplyva nasledujici tvrzeni.

10.3. Tvrzeni. Je-li f omezend funkce na intervalu (a,b), D, Dy jsou délent intervalu (a,b),
pak
(b_ a)lnff(<a7b>) < _S(val) < S(f7D2) < (b_ a’)supf(<a7b>) :

Dukaz. Nejmensi déleni intervalu (a,b) je {a,b}. Pro jemnéjsi déleni neklesaji dolni a nerostou
horni integralni soucty, dostavame tedy

(b—a)inf f((a,b)) = S(f,{a,b}) <

< S(f,D;y) < S8(f,D;UDy) < S(f,D;UD,) <
< S(f,Dy) < 8(f,{a,b}) =
= (b—a)sup f({a,b)) -

O Kazdy dolni integralni soucet je tedy shora omezen kazdym hornim integralnim souctem
a naopak. Supremum dolnich soucti je tedy omezeno shora infimem hornich souc¢tid. Obé tyto
hodnoty jsou vlastni a davaji nejlepsi dolni a horni odhad obsahu plochy pod grafem funkce.
Pokud splyvaji, je obsah plochy pod grafem funkce jednoznac¢né urcen.

10.4. Definice. Nechf f je omezend funkce na intervalu (a,b), ¥ je mnozina vSech déleni
intervalu (a, b). Pokud

sup{S(f,D): D € 9} =inf{S(f,D): D € 9},

nazyvame tuto hodnotu wuréitym (pfesnéji Riemannovym) integrilem funkce f na intervalu
(a,b), znacime ji f: f(z) dz nebo struénéji f;f. Hodnoty a,b se nazyvaji dolni a horni mez
integrdlu, funkce f se nazyva integrand.

10.5. Poznamka. Nebude-li feceno jinak, budeme urcitym integralem rozumét Riemanniv
integral. Pokud to budeme chtit vyznacit, budeme pséat (R)- f; f(x) dx

O Misto suprema a infima muZeme pouzit i limit.

10.6. Tvrzeni. Necht [ je omezend funkce na intervalu {(a,b). Urcity integrdl f;f(:z) dzx
ezistuje pravé tehdy, kdyz existuje posloupnost (D,,),~, déleni intervalu (a,b) takovd, Ze

lim _S(faDn) = lim g(faDn)

n—oo n—oo
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(f;f(x) dz je pak roven témto limitdm), tedy prdvé tehdy, kdyz

n—oo

Dikaz. Ozna¢me 2 mnozinu déleni intervalu (a,b).

= : Existuji posloupnosti (D},)r2,, (D2).° ; déleni intervalu (a,b) takové, zZe

b
lim S(f, D)) = sup S(f,D) :/ f(z) dz = inf S(f,D)= lim S(f,D}).
n—oo Deg a De2 n—eo
Pro kazdé n € N polozme D, = D), U D). Protoze
S(f,Dy,) < 8(f,Dy,) < S(f,Dy,) < S(f,Dp),

je lim,_o S(f, D,) = lim,_. S(f,D,) = [* f(z) da.
«: Protoze
sup{S(f,D): D € 2} <inf{S(f,D): D € 9}

a pfitom podle pfedpokladu véty

sup{S(f.D): D € 7} > lm S(f.D,) = lim 5(f.D,) > inf{3(f,D): D € 7},

n—oo

uréity integral f; f(x) dz existuje a rovné se danym limitam.
Ani jedna z uvedenych limit neni nevlastni, takze se rovnaji pravé tehdy, kdyz je limita
rozdilu nulové.

10.7. Poznamky.

1) Nékdy se Riemanniv integral piimo definuje pomoci slozitéjsi limity pro zjemnujici se
déleni — pokud se posloupnost déleni dostatecné dobfe zjemnuje (maximum vzdalenosti po sobé
jdoucich bodt jde k nule), pak se dolni i horni integralni soucty blizi k ur¢itému integrélu.

2) Nékdy se pouzivaji i obecnéjsi integrdlni soucty — misto infima nebo suprema hodnot
na dil¢ich intervalech se bere funkéni hodnota v nékterém bodé dil¢iho intervalu. Pro déleni
D = {zy,xy,...,2,} a mnozinu C = {¢y,...,c,} takovou, ze ¢; € (x;_;,x;) pro kazdé i €
€ {1,2,...,n}, pokladame

n

S(f,D,C) = Zf(ci) (g — i)

i=1

Takové integralni soucty lezi mezi dolnimi a hornimi integralnimi soucty.

10.8. Pxiklady.
1) Spoétéme f;c dz pro ¢ € R. Pro kazdé déleni D intervalu (a,b) je

S(c,D) = 8(c,D) =c(b—a),

tedy f:c dz =c(b—a).
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) Spoétéme fol x dz. Uvazujme déleni D,, intervalu (a,b) na n stejné dlouhych ¢asti, tedy
= {0, = n, ..., 1}. Integrovana funkce je rostouci, infimum hodnot nabyva v levych a supre-
mum hodnot v pravych krajnich bodech intervalt. Plati tedy (vyuzijeme rovnosti 14+2+---+n =
1
=s5n(n+1)):

— —>_’
n n 2n2 2

=1
zn:i 1 n24+n poe 1
22— n—ooo, -
—n n 2n? 2

Podle tvrzeni 10.6 je [y « dz =
3) Spoctéme fol sign x dz. Uvazujme déleni D,, = {0, %, 1} intervalu (0,1). Plati:

1 1 1 e
+1-<1——>_1—_M1,
n

n

+1- (1—1> =121,
n
Podle tvrzeni 10.6 je fol signz dz = 1.
4) Uvazujme integral Dirichletovy funkce

L, ,
d(a:):{o z;g

_S(Signl"Dn) =0-

Si= 3

S(signz, D)) =

na intervalu (0,1). Protoze v kazdém intervalu jsou jak raciondlni tak iracionalni éisla (tvr-
zeni 1.20), jsou vSechny dolni integralni soucty (a tim i jejich supremum) nulové, zatimco vSechny
horni integralni sou¢ty (a tim i jejich infimum) jsou rovny 1. Ur¢ity (Riemanntv) integral Di-
richletovy funkce na intervalu (0,1) tedy neexistuje.

10.9. Poznamky.

1) V predchazejicich pfikladech jsme ukazali, ze fol signz der=1= fol 1 dx, i kdyZ integro-
vané funkce maji riznou hodnotu v bodé 0. D4 se ukazat (podobnym obratem, jako jsme pouzili
pri integraci funkce sign z), ze funkce, které se 1isi hodnotami jen v kone¢né mnoha bodech, bud
obé uréity integral nemaji nebo ho maji stejny. Rikdme, Ze urcity integral nezévisi na hodnotéach
funkce v kone¢né mnoha bodech. Miizeme tedy integrovat i funkci, kterda neni v kone¢né mnoha
bodech (napiiklad v mezich integralu) definovana — nezalezi na tom, jak ji dodefinujeme.

2) Jina definice urc¢itého integralu (Lebesgueova) vychazi z déleni v oboru hodnot a pracuje
se s velikosti (mirou) vzoru pro danou funkei. Rozdily jednotlivych metod mtizeme pfiblizit na
uloze spocitat celkovou hodnotu hromadky minci. Riemanntiv integral odpovidd postupu, pii
kterém sc¢itame hodnoty jednotlivych minci. Lebesguetuv integral odpovida postupu, pii kterém
nejprve spocitdme pocty kusit od kazdé hodnoty, ty vynasobime piislusnou hodnotou a tyto
mezivysledky secteme. Hodnota Lebesgueova integralu nezavisi na hodnotach funkce ve spocetné
mnoha bodech, takze existuje i pro Dirichletovu funkci:

(L)—/Old(x) dx:(L)—/Oloda::().
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Obrézek 10.2: Tlustrace ditkazu existence uréitého integralu pro monotonni funkci (véta 10.10).

O Ukazali jsme piiklady funkci, které maji urcity integral i funkci, kterd urcity integral nema.
,Pékné“ funkce urcity integral maji.

10.10. Véta. Je-li f monotonni funkce na intervalu {(a,b), pak f; f(x) dx existuje.

Dukaz. Dokazme vétu pro neklesajici funkce (pro nerostouci je dikaz podobny). Uvazujme
déleni D, = {a,a + b_T“, ...,b} intervalu (a,b) na n stejné dlouhych ¢asti a vyjadreme rozdil
horniho a dolniho integralniho souctu pro déleni D,,. Viz obrazek 10.2 — tento rozdil vyjadiuje
obsah plochy vzniklé sjednocenim obdélnickt kolem grafu funkce, jejich pfesunutim do jednoho
sloupce dostaneme obdélnik o &fice (b—a)/n a vysce (f(b) — f(a)).

§(f, D,)—-S(f,D,) = Z(f(‘rz) - f(%el)) (@ — i) = b ; ¢ Z(f(xz) - f(xzel)) =
b—a

Podle tvrzeni 10.6 pak fab f(z) dz existuje.

10.11. Véta. Je-li f spojitd funkce na intervalu (a,b), pak fab f(z) dz existuje.

Dukaz. Spojitd funkce na uzavieném intervalu je tzv. stejnomérné spojitda: ke kazdému ¢ > 0
existuje § > 0 tak, ze |f(z) — f(y)| < € pro |z —y| < 0 (x,y € (a,b)). (Oproti ,,obycejné*
spojitosti 1ze hodnotu ¢ uréit spole¢né pro vSechna uvazovana x.) Zvolime-li déleni D intervalu
(a,b) tak, aby vzdalenosti sousednich bodi byly mensi nez ¢, pak

’S_(.ﬂD)_S(f?D)‘ <€(b_a)'

Volbou D,, pro € = % dostaneme posloupnost déleni takovou, ze posloupnosti dolnich i hornich

integralnich souctt maji stejné limity, tedy f; f(z) dz existuje (tvrzeni 10.6).
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Stejnomérnd spojitost vyplyva z principu vnofenych intervali. Uvazujme € > 0. Pro kazdy
bod x € (a,b) je vzorem U (f(z),e/2) prinik nékterého okoli U(z,d,) s intervalem (a,b).

Ukazme nejprve sporem, ze interval (a,b) 1ze pokryt koneéné mnoha okolimi U(z,J,). Pied-
pokladejme, ze tomu tak neni. Zvolme bod ¢ uprostted intervalu (a,b). Ten je pokryt U(c,d,)
a pokud toto okoli z intervalu (a,b) odebereme, dostaneme dva uzaviené intervaly méné nez
poloviéni délky. Omezme se na ten z nich, ktery nelze pokryt koneé¢né mnoha okolimi U(z,d,) a
postup opakujme. Dostaneme posloupnost vnofenych intervali, jejichz délky se blizi k 0 a podle
principu vnofenych intervali (véta 1.35) jejich prunik obsahuje jediny bod. Okoli tohoto bodu
ale pokryl néktery ze sestrojenych intervali, coz je spor.

Uvazujme kone¢né mnoho okoli U(x,d,) pokryvajicich interval (a,b). Vezméme vSechny
jejich krajni body v intervalu (a,b) a polozme 0 rovno vzdélenosti nejblizsich z takto vybranych
bodt. Je-li pro z,y € (a,b) vzdélenost =,y mensi nez §, pak lezi v nékterém U(z,d,) a jejich
funkéni hodnoty se 1isi o méné nez €.

O Podivejme se na zakladni vlastnosti urcitého integralu.

10.12. Vé&ta. Necht f,g jsou omezené funkce na intervalu {(a,b), ¢ € R, integrdaly f;f(x) dz
a f; g(x) dx existuji. Pak plati (vietné existence ostatnich integrali):
D) J,(f +9)@) dz = [} f(z) do + [ g(x) da
2)f f(z) dx:cfbfzv dx
3) je-li f<g na <a b), pak fff(a:) dz < f;g(m) dz
4 [ f(a) de] < f717(a)] da,

Dukaz. Ozna¢me Z mnozinu déleni intervalu (a,b).
1) Uvazujme interval I C (a,b). Protoze pro kazdé x € I plati

inf f(I) +inf g(I) < f(x) +g(x),
je
inf f(I) +inf g(I) < inf{f(x) +g(z): x € I},

a pro kazdé déleni D intervalu (a,b) je

S(f, D)+ 5(9,D) <8(f +9,D).

Existuje posloupnost déleni takova, Ze integralni soucty pro obé funkce f,g maji za limitu
prislusny integral, takze

b b
/ f(z) dx—i—/ g(x) dz < sup S(f +g¢,D).
a a Deg

Podobné se ukaze

inf S(f+g,D /f d:v—l—/ g(x) dz.

De2

Protoze suppcy S(f + g, D) < infpey S(f + g, D), existuje fa (f+9)(z) dz a plati dokazovana
rovnost.
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2) Pro ¢ >0 je

sup S(cf, D) = sup ¢S(f,D) = csup S(f,D) —c/ f(z

Deo Deo Deg
inf S(cf, D)= inf ¢S(f,D)=c inf S(f, D —c/ f(z) dz,
De De2 Deo

pro ¢ < 0 je
supS(ch)—supcS(fD)—cmfSfD—c/f x,
De2 De2 Dey

inf S(cf, D)= inf ¢S(f,D)=csup S(f, D —c/ f(z

De2 De2 De2

3) Pro kazdé déleni D intervalu (a,b) je S(f,D) < S(g,D) a tedy

b b
/ J(2) de = sup S(/, D) < sup S(g, D) / o) de.

De2 De2

4) Jestlize existuje f; |f(x)| dz, pak je dokazovand nerovnost ekvivalentni dvojici nerovnosti

_/abyf(a;)\dxg/abf(x) dstbrf<m>|dx,

které vyplyvaji z ¢asti 3), protoze —|f| < f < |f| na intervalu (a,b). Ukazme existenci
fab |f(z)] dz. Pro funkce

fi(w) = max{f(x),0}, f_(z)=min{f(z),0},  z€(a,b),

jef=fi+f alfl=fL—f = f,—(f—fy). Podle ¢asti 1) a 2) staci dokazat existenci
integralu funkce f, . Pro kazde déleni D intervalu (a,b) je

0§§(f+,D)—§(f+,D) S‘g(faD)__S(va)

Podle tvrzeni 10.6 existuje posloupnost déleni (D,,);7; takova, ze

lim (S(f, D) = 8(f, D)) =

n—oo

takze

nhm ( (f+7 ) S_(er?Dn)) =0

a znovu podle tvrzeni 10.6 integral fa [y (z) dz existuje.

10.13. Poznamka. Urcity integral na intervalu (a,b) je linearni zobrazeni na mnoziné R(a, b)
integrovatelnych funkci na intervalu (a, b):

b b
/:R(a,b)—>R, feR(a,b)H/f(x dz
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O Ukazali jsme aditivitu urc¢itého integralu vzhledem k integrandu. Plati i aditivita vzhledem
k integra¢nimu oboru.

10.14. Véta. Necht f je omezend funkce na intervalu {(a,b), a < ¢ < b. Pak f;f(:p) dz
existuje pravé tehdy, kdyz exzistuji [ f(z) dz a fcbf(m) dx. V takovém pripadé plati

/abf(x) dx:/:f(:p) dx+/cbf(m) dz.

Dukaz. Kazdé dvojici déleni D, intervalu (a,c) a déleni D, intervalu (c,b) vzdjemné jedno-
znaéné odpovida déleni D = D U D, intervalu (a,b), které obsahuje bod c. Plati

_S(faDl)
g(val)

Oznacime-li 2, 75, 7 po fadé mnoziny vsech déleni intervala (a,c), (c,b), (a,b), dostaneme

sup —S(faD1)+ sSup _S(vaQ):gléI;S(.ﬂDU{C}): Sup_S(faD)>

(f,Dy) = S(f,D;UDs,),

+ 5
+S_(faD2):S_(faD1UD2)

Di1eo D2€Do De9g
inf S(f,Dy)+ inf S(f,Dy) = inf S(f,DU{c}) = inf S(f,D).
Di1e Do€Do Deg Deg

Odtud uz pfimo vyplyva dokazovana véta.
O Pro nékteré tvahy je vhodné zavést urcity integral f; f(x) dz i pro a > b.

10.15. Definice. Pro kazdou funkci f definovanou v bodé a pokladame
/ flx)dx=0.

Jestlize pro funkci f definovanou na intervalu (a,b) existuje f; f(x) dx, pak pokladame

/baf(a:) dx:—/abf(:c) dz.

10.16. Poznamka. Pro vSechna a,b,c € R je

[ 1w ae= [ as [ 16 a,

jestlize uvedené integraly existuji.

10.17. Poznamka. Spojité funkce na uzavieném intervalu maji ur¢ity integrél (véta 10.11).
Podle vyse uvedené véty se tedy daji integrovat nékteré po castech spojité funkce — funkce
majici v kazdém omezeném intervalu jen konec¢né mnoho bodi nespojitosti a v nich vlastni jed-
nostranné limity (v krajnich bodech pfislusné jednostranné). Muzeme postupovat néasledujicim
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zplsobem: body nespojitosti rozd€li ptivodni interval na diléi intervaly; ptivodni integrél je souc-
tem integrald pres tyto dil¢i intervaly; na téchto dil¢ich intervalech je funkce spojita s vyjimkou
nejvyse krajnich bodd, kde ji miizeme beze zmény hodnoty integralu (pozndmky 10.9) pfedefi-
novat limitami; dostaneme tak integraly ze spojitych funkci, které existuji. Formalné zapsano,
jestlize déleni {xzy,z,...,x,} intervalu (a,b) obsahuje v8echny body nespojitosti po ¢astech
spojité funkce f, pak

b n T; n T4
LS > / IRCLEY / © hw) dr,

kde
fia+), z=z_4,
fi(z) = f(z), z € (;_1,7;),
f(xz_) ) r=x;,

jsou spojité funkce.

10.18. Priklad.

1 0 1 0 1
/ sign x dx:/ sign x d:c—i—/ sign x dx:/ -1 d:c—i—/ 1dz=0.
-1 -1 0 -1 0

O V kapitole 8 jsme uvedli vétu o existenci primitivni funkce pro spojitou funkci na intervalu
(véta 8.6). Nyni tuto vétu dokdzeme pomoci urcitého integralu.

10.19. Véta. Necht f je omezend funkce na intervalu (a,b), f;f(m) dz ezistuje, ¢ € (a,b).
Pak pro funkci

F(:c):/xf(t)dt, x € {(a,b),

plati:
1) Funkce F je spojita.
2) Je-li funkce [ spojitd v bodé x, pak F'(x) = f(z).

Dukaz. Podle véty o aditivité integrélu na integra¢nim oboru (véta 10.14, poznamka 10.16)
je funkce F' na intervalu (a,b) definovana. Je-li z,z + h € (a,b), plati

z+h T x+h
Flz+h) — F(z) = / F() dt —/ (1) dt = / (1) dt.
1) Ozna¢me M = sup{|f(z)|: = € (a,b)}. Protoze pro x,x + h € (a,b) je

z+h z+h
P+ =Pl =] [ 70 o —signn- [T 101w 2=,

je lim, o F(z + h) = F(z) pro kazdé = € (a,b) (v krajnich bodech jednostranné limity)
a funkce F' je tedy spojita.
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2) Pro kazdé x,x + h € (a,b) plati (viz priklady 10.8, integral konstantni funkce):

z+h z+h
:‘%/ (1) dt—%/ Fa) dt

‘%/Em+h(f(t) — f(x)) dt‘ < %/:+h|f(f) — f(z)] dt.

F(z+h)— F(x)
NG

Je-li funkce f spojita v bodé x, pak pro kazdé € > 0 existuje okoli V' bodu x tak, ze prot € V
je |f(t) — f(x)] < e atedy pro z + h € V plati
1 x+h
< - / edt=c¢.
h )y

Takze F'(x) = f(x) ve vSech bodech x € (a,b), ve kterych je funkce f spojitd (v krajnich
bodech jednostranné derivace).

— f(z)

‘F(a; +h) — F(x)
h

10.20. Dusledek. Spojitd funkce na intervalu md primitivng funkci.

Duikaz. Méjme funkei f spojitou na intervalu I. Zvolme a € I. Funkce

x
Fo) = [ 1)
a
je primitivni funkce k funkci f na intervalu I.
10.21. Poznamka. Volbou bodu a je ovlivnéna velikost integra¢ni konstanty pro neurcity

integral, vyse uvedenym zputsobem dostaneme funkce, které jsou v nékterém bodé intervalu
nulové (v bodé a). Pro kazdou primitivni funkci F' tedy plati

F(z) = F(a) —|—/If(t) dt .

10.22. Poznamka. V bodech nespojitosti funkce f se mizeme omezit na , jednotlivé strany*
takovych bodu a dostaneme, Ze jednostranné derivace funkce F' v takovych bodech jsou rovny
prislusnym jednostrannym limitdm funkce f (pokud existuji).

10.23. Priklad. Uvazujme funkci f(z) = signz. Pro funkci
x
Fo)= [ 1) dt =]
0

je F'(z) = f(x) pro kazdé = # 0, v bodé 0 je
FL(0) = 1= f(0-), FL(0) = 1= f(0+).
O Ukazali jsme, ze neurcity integral (primitivni funkei) 1ze vyjadfit pomoci uréitého integralu.

V konkrétnich vypoctech pouzivame spise opaény postup — urcity integral pocitdme pomoci
primitivni funkce.
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10.24. Véta (Newtonova—Leibnizova formule). Necht f je omezend funkce na intervalu (a,b)
a necht existuje fab f(z) dx a primitivnt funkce F k funkci f na intervalu (a,b). Pak

T—b— r—a+

b
/ f(z) de = F(b-) — F(at) (= lim F(z) - lim F(x)).
a
Dukaz. Ukazme nejprve, Ze existuje limita F'(a+) (existence limity F'(b—) se dokazuje po-
dobné). Funkce f je omezend, existuje tedy M € R tak, Ze |f| < M na intervalu (a, b). Oznac¢me

a, = a—|—% pro n € N. Existuje ny € N takové, ze pro n > ny je a, € (a,b). Pro n > ng a

n
z € (a,a,) dostdvime pomoci Lagrangeovy véty (c,, , je néktery bod v intervalu (a,a,))
, M
|F(2) = Fan)| = [F(cpa) - (2 = an)| = [flenz) - (2 = ap)| < M(ay —2) < —

tedy F( a,)) C (fla,) =22, f(a,)+4) =1I,. Ziejmé I,,, O I, ., O -+~ adélky intervaltt I,
tj. T? kOHVGI‘gUJl k0. Podle principu vnotrenych intervali je ﬂflozo I, neprazdny a jednobodovy,
je tedy roven {F(a+)}.

Dodefinujme funkci F' v bodech a,b jejimi (jednostrannymi) limitami. Uvazujme libovolné
déleni D = {xy,z1,...,2,} € 2. Plati

F(b=) = Flat) = > (F(z;) = F(;)).
i=1

Podle Lagrangeovy véty pro jednotlivé intervaly (z,_;,z;) existuji body ¢; € (x,;_1,x;) tak, zZe

F(b—) — ZF' (x; —x;_ Zf (x; —xi_q) -

Dostavame integralni soucet, ktery je zdola omezen dolnim integralnim sou¢tem a shora omezen
hornim integralnim souc¢tem. Pro kazdé déleni D intervalu (a,b) je tedy

S(f,D) < F(b—) = F(a+) < 5(f, D),

a tedy (Z je mnozina vSech déleni intervalu (a,b))

b
| 1) do = sup 5(7.D) < F®) - Fla) < inf 54,0 /f

De9 De9

10.25. Poznamka. Primitivni funkce na intervalu se lisi o konstantu, ta se ve vySe uvedené
vété odecte, muzeme tedy pouzit kteroukoliv z nich. Pfi vypoctu pouzivame zapis

b
/ flx) da = [F(x)]z

O Primitivni funkce obvykle existuje na vétsim intervalu, nez na kterém integrujeme. Nemusime
tedy pocitat jeji limity v krajnich bodech intervalu, sta¢i dosadit hodnoty v téchto bodech
(primitivni funkce je spojitd).
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10.26. Priklad. Funkce —coszx je primitivni funkce k funkeci sinz na R D (0, 7). Je tedy

/ sinz dez = [—cosx]g =(—cosm)—(—cos0)=1+1=2.
0

O V nékterych pripadech se vypoctu limit nevyhneme.

/ zlnz dz.
0

ResSeni. Integrovana funkce f(r) = xlnz neni definovana v bodé 0. To nevadi, mtzeme
ji spojité dodefinovat f(0) = f(0+) = 0, takze fab f(z) dz existuje. Na intervalu (0, +00)
dostavame

/ﬂ:lnx dx =

takze k funkci f existuje na tomto intervalu primitivni funkce F'(x) = %:1:2 Inz — %xQ. Podle
Newtonovy—Leibnizovy formule je

10.27. Priklad. Spoctéte

Ja—

u

!/

nxr v
u v

— 1,2 _ /1 — 1,2 _ 1,2
=52°Inz /Q:Z:dx—Q:L‘ Inz - 32°+c,

xr
1 1,2
z 2T

€
/ zlnzx dr = [%xﬂnx—imz]g: (%eQ—%eQ) — lim (a:zlnx—%ﬁ) :%eQ,
0

protoze

'H .. r1 . —z?

= lim ———= lim —
x—0+ —2x~ z—0+ 2

1 _
lim z’lnz = lim . s

== =0.
z—0+ z—0+ —+00

vvvvv

gra¢ni obor na nékolik ¢asti a pouzit vétu o aditivité integralu vzhledem k integra¢nimu oboru
(véta 10.14).

10.28. Priklad.
2 0 2 0 2 270 272
/ ]x|dm:/ |:1:]dx—|—/ |:1:]dm:/ —xdx—k/xdx:[—x—} —l—[x—} :§.
1 ~1 0 —1 0 210 121y 2

O Pro vypocet uréitého integralu mtizeme pouzit metody pro vypocet integralu neurcitého. Pti
pouziti metody per partes muzeme pribézné dosazovat.

10.29. Priklad.

T
/ rsinx dr =
0

u=x v =sinz
=1 v=—cosz

™ K

s
= [—xcosx]o +/ cosrdzr =m+ [sina:]O =T.
0
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O Pii pouziti substituce se prepocitaji i meze. V pripadé substituce ,za funkci“ se jednoduse
dosadi.

10.30. Priklad.

1
/ zVzZ+1dz =
0

4+ 1=t 3/212 _ 1
2zdr =dt /_dt 307 =3 (V8- 1),

O V nékterych ptipadech mohou nové meze integralu vyjit stejné, takovy integral je pak nulovy.
10.31. Piiklad.

T . _ 0
/ sinz cosz dz = sm =1 :/ tdt=0.
0 cosxdx = dt 0

O Pii substituci za proménnou je tfeba davat pozor na spravny prepocet mezi podle inverzni
funkce.

10.32. Priklad. V nasledujici substituci uvazujeme ¢t € (-5, 7).
w/2

= t
T =sin ‘ / m cost dt = / ’COS t| -cost dt =
w/2

dz = costdt —n)2

w/2 w/2
:/ costht:/ 2 (1+ cos2t) dt:%[t+%sin2t]7_r/f/2 dt =

10.33. Poznamka. Newtonova—Leibnizova formule ve skute¢nosti fiké, Ze pokud existuje
Riemanntv integral a zaroven Newtontv integrdl definovany predpisem

b
N)—/ f(z) dz = F(b—) — F(a+)

(F je primitivni funkce k funkci f na intervalu (a,b)), pak jsou stejné. Existuji rizné typy
uréitych integralt (zminili jsme se uz o Lebesgueové integralu), které se daji pouzit na rizné typy
funkci. VSechny maji stejné zakladni vlastnosti (linearita, monotonie, aditivita na integra¢nim
oboru) a pokud existuji kterékoliv dva z nich (shodné na konstantnich funkcich), pak jsou stejné.

O Riemannuv integral je oproti Newtonovu integralu definovan i pro nékteré nespojité funkce.

10.34. Priklad. Funkce signz nemd na intervalu (—1, 1) primitivni funkei (ptiklad 8.5), takze
N)-[, signz dz neni definovén, zatimco (R)-[', signz dz = 0 (pfiklad 10.18).

10.35. Poznamka. V nékterych pfipadech jsou definovany oba tyto urcité integraly, ale pri-
mitivni funkci nelze vyjadrit pomoci elementarnich funkci. Pfikladem muZe byt ve statistice
diilezita funkce e~ (az na nasobek hustota normalniho rozdélent).
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O Na druhou stranu, Riemannav integral je definovan jen pro omezené funkce na omezeném
intervalu.

10.36. Priklad. Pro funkci f(z) = 1//z je

(N)_/O % dz = 2V ], =

pritom (R)—fo1 1/y/x dz neexistuje, protoze funkce f neni omezena.

10.37. P¥iklad. Pro funkci f(z) =1/2? je

pritom (R)- 1+O° 1/2? dz neexistuje, protoZe interval, na kterém integrujeme, neni omezeny.

Neresené ulohy

1. Spocteéte:

2 2 d ed
a) / (32 — 2zx) dx; b) / —;U ; c) / & ;
0 1z 1z
6 d 4 0 9
d —; dz; f da;
) 2 X e) /1 \/E o ) /7 Vr—1 v
T w/2 1
g) / sin 6x dz; h) / cos 5 du; i) / 3% dx
0 —r/2 0

2. Spoctéte:

2 3 4
) / |z — 1] dz; b) / 2% — 1| dz; c) / el22=6l 4z ;
0 —2 2

3T 4
d) / |sin x| dz; e) / (r—1)signzx dx .
0

3. Spoctéte:

0

s
2m—i—1 )sin § dx; b)/(4m—1)cos2xdx; 3m—{—2 e3® dx;
0

0
z%cosx dz; e) / 23e™" du; /xarctg:vdx
0

1
arcsinz dx .

%hc\
|
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4. Spoctéte:

-1 1 2
z+1 / x°+ 3z
a LI b A . Y
W= " e
3 9.3 2 4 2
22° — 3x° — 20z — 14 —2x—14
c)/ x 2m a: dz; d) / de;
9 x? -z —12 3 o3 —4x? + 4z
5 1
x—2 dz
- dz; f —_—.
¢) /3 22— 6z +13 )/04x2+4:c—|—5
5. Spoctéte:
3 2 2 ™
x x x
a — dz; b / dz; C /t — dzx.
)/1 Va? -1 ) 0 Vai+1 ) 0o 03
6. Spoctéte:
In2 |z e
-1 d
) [ S dos b [
o e’+1 1 z(In®z+1)
w/2 27 :
c)/ sin®z - cosz dx; d)/ 5 SR dz;
0 n/2 COS°x —2cosT + 2

e) /1 VT £) /4d7x.
o L+vz 0 1+v2x+1

7. Dokazte, ze pro Riemannovu funkci

L 2eQ, 2=%, a,b € Z nesoudélna, b >0,
r(r)=<"? b
0’ x¢@7

je fol r(z) dz =0.

Vysledky

3.a) 10; b) 0; ¢ (1+27%)/3; d) —2m; ) 2-6; f) T-3; g F-1.

4.a) 2Ing — 3; b) Z; c) 7In6; d) In3 —1; e) 3n2+ ZI;
f) }larctg%—iarctg%.

5.a) 3; b) 3; ¢ 3n2

6.a) n2; b) I; ¢ i d) —im; e 2m2-1; f) 2—In2.
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7. VSechny dolni integralni sou¢ty jsou nulové. Pro kazdé n € N je v intervalu (0,1) jen
koneéné mnoho (ozna¢me p,,) bodt, ve kterych je funkéni hodnota vétsi nez % , oznacme je
0=y <x9 <--- <z, =1.Prodostatecné mala ¢ > 0 (mensi, nez polovina vzdalenosti
nejblizsich takto vybranych bodt) uvazujme déleni D,, . = {0,¢, 79 —¢, 75 +¢,...,1—¢,1}
intervalu (0, 1) a pfislusny horni integralni soucet (viz obrazek pro n = 3). Na intervalech
(z;+e,mq —¢€), i €{1,...,p, — 1}, je r(z) < 1, na ostatnich dil¢ich intervalech déleni
D,, . pouzijeme odhad r(r) <1 (soucet délek téchto intervali je 2(p,, — 1)¢). Dostaneme

e—0

S(r,D,.) <1-2(p, —1)e + L. (1-2(p, 1)) — 1.

Infimum hornich souc¢tt je tedy nejvyse % pro kazdé n € N, je tudiz nulové (vSechny horni
soucty jsou na druhou stranu kladné).

AN -




Kapitola 11

Nevlastni integral

O V této kapitole rozsitime pojem uréitého (Riemannova) integralu pro neomezené funkce a
neomezené intervaly a pfipustime nevlastni ¢isla +o0o pro hodnotu integralu.

O Ukézali jsme (piiklad 10.36, piiklad 10.37), Ze i pro neomezené funkce nebo na neomezeném
intervalu mizeme pocitat uréity integral. Mohli bychom zobecnit Riemanntv integral tak, ze
bychom v definici integralnich souctt pripoustéli i nevlastni ¢isla +o0o, to by vsak v téchto
ptikladech nestacilo (v8echny horni integralni soucty by byly +oo). Misto toho vyuzijeme limit
stejné, jako tomu je u Newtonova integrélu.

11.1. Definice. Nechf funkce f je definovana na intervalu (a,b), —oo < a < b < 400, a necht
pro kazdy interval (c,d) C (a,b) je f omezend na (c,d) a existuje fcdf(x) dx. Jestlize funkce f
neni omezena nebo interval (a,b) neni omezeny, pak definujeme nevlastni integrdl

b e d
/a f(z) dz = lim f(z) da:—{—dligl_/e f(z) dx,

c—a+ c

pokud vyraz vpravo je definovdn pro nékteré e € (a,b). Je-li vlastni, fekneme, Ze integrél
konverguje.

11.2. Poznamka. Pro omezenou funkci na omezeném intervalu za predpokladt vyse uvedené
véty Riemanniv integral existuje a plati vyse uvedend rovnost.

11.3. Poznamka. Nevlastni integral neni definovan, pokud alespoii jedna z vySe uvedenych

limit neexistuje nebo pokud jsou obé nevlastni a pritom opa¢né. Vybér ¢isla e € (a,b) neni
podstatny. Pro libovolny bod ¢’ € (a,b) je [ f(x) dz € R a pro kazdé ¢,d € (a,b) plati

/:/f(a:) da::/:f(a?) da:+/:/f(a:) de, /:f(x) dx:/edf(g;) dx_/:/f(x) da

Je tedy

e’ d e d
lim / f(z) dz + dhrz? f(z) dz = lim f(z) dz + dliril f(z) dx.
c —0= Je! c —0—

c—a+ e c—a+ e

148
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11.4. Piiklady.

+oo dz oo ‘ . |
1) /_OO 21 = [arctg x] Coo = xginoo arctgr — xEIPoo arctgr =7 (konverguje) .
oo dy oo
2 _— = l — 1' 1 _ 0 — . t . )
TS e i oo s
+Oo x 1 2 +OO . .
3) 2 dz = [3In(a” + 1] I = [+o0 — oo (neexistuje) .
oo T4+1

O Ruazné metody vypoctu (per partes, substituce) lze pouzit i pro nevlastni integral.

11.5. Priklady.

o0 _ I AT +o0
1) / ge Tde =] T VT = | xe“};w—k/ e *dr=
0 u=1 v=—e 0
o O —ptoo _ _
= tim o0+ [T 0 (=1,
too 1 1 0
2 e Vrdp=|, = Y = evdy=1[e¥]", =1-e!.
)/1 xQe T z%dac:dy 1e Yy [e]_l e

o

+o00 +o00 1 1
3) / de dzx :/ <— — )
1 T4+ 1 z x+1

= lim In —1n1=0+1n2:ln2.
z—+oo x+1 2

T +o00
xr = [lnx—ln(x—kl)]foo: [lnx+1] =
1

O Prfi substituci v nevlastnich integrélech musime dévat pozor na to, zZe dosazujeme ptislusné

jednostranné limity primitivni funkce. Takze tfeba integral se stejnymi mezemi nemusi byt nu-
lovy.

11.6. Priklad. Integral

1 ) or
2'%. 1—z“=1t 1 0+
/_11—x2 dac_’—Za:dac:dt‘_/OJF 7 dt = [—lnt]0+—+oo—(+oo)

neni definovan.

11.7. Poznamka. Definici integralu déle zobeciiujeme na sjednoceni intervalt: pro —oco < a =
=z <wy <--- <z, =>b< 400 pokladdme

[ ) dxzz/ f(a) de,

pokud je soucet vpravo definovan (integraly existuji a neobjevi se nevlastni hodnoty opac¢nych
znamének). Jednotlivé diléi integrdly mohou byt vlastni nebo nevlastni. ,Délici body“ volime
v bodech nespojitosti funkce f a v bodech, ve kterych se méni funkéni predpis (pfipadné v bo-
dech, kde funkce neni definovana). Lze uvazovat i nekone¢né mnoho dil¢ich intervalt. Pro takto
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zobecnény integral zlistanou zachovany zakladni vlastnosti: linearita, monotonie, odhad integra-

lem z absolutni hodnoty, aditivita na integra¢nim oboru, fba f=- f; f.
11.8. Priklad. Spodététe fo ) dz pro funkci

]- 9 X ) 1> 9

a1 2)
Reseni.

/ dm—/f dx+/f dx—/olda:+/—dx—

]0 [ln(x—l] =1400=+400.

11.9. Priklad. Spoctéte fil f(x) dx pro funkci

1z, x#0,
f(x){o, z=0.

ResSeni.

/_llf“) df”:/_olf@) dw+/01f(x) dxz/_ol %dx%—/gl %dx:

= [, + [y = -1+ 1) =0,

11.10. Piiklad. Spoctéte f_ll f(z) dz pro funkci

1 0
LELER

Reseni.

/ dx—/f dx—i—/f :/1%dx+/01%dm

= [In |x]]_1 + [lnm]o = 400 — 00 neexistuje.

O Nékdy potfebujeme vySetfit konvergenci integralu (chceme pouzit numerickou integraci, pro
teoretické tivahy). Bez dikazu uvedme nasledujici véty.
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11.11. Tvrzeni. Je-li f nezdpornd po dstech spojitd funkce na intervalu (a,b), a,b € R, pak
fabf(a;) dz emistuge.

11.12. Véta.

1) Jestlize f < g na intervalu (a,b), a,b € R, g je po &dstech spojitd a f;f(m) dz = +o0,
pak fabg(x) der = +o0.

2) Jestlize |f| < g na intervalu (a,b), a,b € R, f je po CEdstech spojitd a f;g(x) dz
konverguje, pak f; f(x) dz konverguje.

O Pro vyse uvedenou vétu pouzivame porovnani s jednoduchymi funkcemi, jejichz konvergenci
miizeme snadno vySetifit — napfiklad s mocninami.

11.13. Tvrzeni.
1) Integrdl fol x® dx konverguje prdveé tehdy, kdyZ a > —1.
2) Integrdl f;roo x® dx konverguje prdveé tehdy, kdyZ a < —1.

Dukaz. Plati:

' ! atigl  f_L > -1
/ 2 do = [lnx]é:O—(—oo):_Foo’ / z* dx = [m 1] _ Qa1 @ ’
0 0 a+1], +o00, a< -1,

+00 +oo at17+00 > —1
/ xildx:[lnx]foo:—l—oo—O:—{—oo, / x“da::[:l: ] = +?O’ “ ’
1 1 a+1 1 a;H’ a<—1.

11.14. Poznamka. Ve vysSe uvedenych integrilech neni podstatnd pouzitd mez 1, misto ni
mize byt libovolné ¢islo z intervalu (0, +00) — hodnoty integrélu by se lisily o koneénou hodnotu
integralu spojité funkce na uzavieném intervalu. Pfipad ¢ = —1 je jediny pfipad, kdy oba
integraly tohoto typu nekonverguji, jinak konverguje pravé jeden z nich.

O Pouzitim véty o konvergenci integralu dostaneme naptiklad nasledujici charakterizaci kon-
vergence integralu racionalni funkce.

11.15. Tvrzeni. Necht P,Q jsou nenulové polynomy, a,b € R. Pak f; P(x)/Q(x) dx konver-
guje prave tehdy, kdyZ jsou spinény ndsledujict podminky:

(1) Polynom @ memd v intervalu (a,b) a ve vlastnich krajnich bodech tohoto intervalu koren
vEtsT ndsobnosti neZ polynom P.

(2) Jestlize je alespon jedna z mezi integralu nevlastni, pak stuper polynomu Q je alespon
0 2 vétsi, neZ stupernt polynomu P.

Dukaz. 1) Polynom ) mé v uvazovanych bodech jen koneény pocet kofenti (nemusi mit
zadny). Necht ¢ je kofen polynomi P, s nasobnostmi n pyN@, 0znacme n = np — ng. Pak
(pro ¢ € {a, b} uvazujeme pfislusnou jednostrannou limitu)

= lim —P(x)
A= D @ —or
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je vlastni a nenulovd (kofenové ¢initele se zkrati). Pfedpokladejme A > 0 (pfipad A < 0 se
dokazuje podobné). Interval (% A, % A) je okoli bodu A, existuje okoli bodu ¢ (pro ¢ € {a,b}
jednostranné), na kterém je

tedy

Integral funkce P(z)/Q(x) na pfislusném okoli tedy konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
integral funkce (x — ¢)", coz je pro n > —1, tedy n > 0 (n je celé ¢islo).
2) Oznac¢me n rozdil stupnt polynomti P a Q. Je-li ¢ € {a,b} nevlastni, pak

P(x)

A=lim ———

z—c Q(x) x"

je vlastni a nenulovd (nejvys$si mocniny se zkrati). Pfedpoklddejme A > 0 (pfipad A < 0 se
dokazuje podobné). Interval (% A, % A) je okoli bodu A, existuje okoli bodu ¢, na kterém je

La< 205y

27 Q) an
tedy

$Az" < P() < 3 Ax™.
Q(x)
Integral funkce P(z)/Q(x) na pfislusném okoli tedy konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
integral funkce z™, coz je pro n < —1, tedy n < 2 (n je celé ¢islo).
Ukazali jsme podminky konvergence integralu na okolich ,kritickych® bodt. V integra¢nim
oboru pak ziistane sjednoceni kone¢né mnoha uzavienych intervali, na kterych je dana racionalni
funkce spojita, tedy integraly jsou konvergentni.

O Podobnym zpusobem lze vysetfovat existenci integralu racionalni funkce. Kofeny jmenova-
tele rozdéli integracni obor na kone¢né mnoho intervali, na kazdém z nich diléi integraly existuji,

vSechny nekonvergentni musi mit stejnd znaménka.

11.16. Piiklady.

+o0o .2 4 5
/ i dz  konverguje.
0

zd+1
400 .2 4 5
2) / TAAED 4o = 4o,
0 T2 + 1
400 .2 4 5
3) / xt’—m+ dz  neexistuje.
—92 T2 + 1

O Dalsi dalezitou aplikaci konvergence integralu je zavedeni Laplaceovy transformace.
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11.17. Tvrzeni. Necht f je po édstech spojitd funkce na intervalu (0, +00), pro kterou existuji
¢isla M,a € R tak, Ze |f(t)] < M e™ pro kazdé t € (0,+0c0). Pak funkce
+oo
Fop)= [ fye " at
0

(Laplacetiv obraz funkce f) je definovana pro p > a.

Diikaz. Protoze |f(t)e | < Me%e P = Mele Pt o

“+00

(a—p)t]+oo
MelePt g¢ = [M c } M

0 a—p ], p—a

integral v definici funkce F'(p) konverguje.
O Na zavér ukazme nékolik vlastnosti funkce gama.

11.18. Tvrzeni. Pro funkci
+oo
I'(x) = / t" et dt
0

plati
1) T je definovdna pro x > 0 (dokonce i pro neceld zapornd cisla),
2) I'(1) =1,
3) Nz+1)=2T(z),
4) I'(n) = (n—1)! pro n € N,
5) I(3) = V7.

Ditkaz. 1) Uvazujme z > 0. Pro kazdé t > 0 je [t*le™!| < t*7! a fol t*~1 dt konverguje,
takze

1
/ et dt konverguje .
0

Zvolme pfirozené &islo n > = — 1. Pro t > 1 je [t* le™!| < t"e~t. P¥i vypoétu 1+OO the~!
pouzijeme opakované metodu per partes, dostaneme polynom P, stupné n, pro ktery plati

“+o00
/ the~tdt = [P,(t)e ][ = —P,1)e .
1

Tedy i integral
+o0
/ t*~Le=t dt konverguje,
1

takZe konverguje integral v definici funkce I".
2)

r(1) = /0+°°e_t dt=[-e7"] ¥ =0-(-1)=1.
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3)
00 x / —t
— z  —t _|u=t v=e B
I‘(:z:—i—l)—/o tetdr=| " 0 =
too +oo +o00o
= [-t"e™], +/ " le! dt:()—i—sv/ t* et dt =T ().
0 0
4)
'n)=n—-1)I'n—-1)=---=n-1)(n—-2)---1-T(1) = (n—1)!.
5)
+00 +o00 +oo
F(%)Z/ 12t dt = f_z =2/ eV’ dyz/ eV dy=r.
0 2/t Yy 0 —00

Posledni integral je dalezity urcity integral, ktery nelze spocitat prechodem k primitivni funkci
(tu nelze vyjadiit pomoci elementérnich funkei), da se spoc¢itat pomoci tzv. dvojného integralu.

Neresené ulohy

1. Spoctéte:

+ood 0 d 0 d
a)/ —f; b)/ 7954; C)/ Sx;
2 T —oo(x_l) —8\/5
+o00 dz +o0 0
d — e/ sinz dz; f/ e” dx;
L " Jo .
- dzx.
& oo 22 —4dx+5

2. Spoctéte:

a / re 2% dx; b) / n—;d ; c) / ate ™ du;
1/2 1 x 0
+ool 2 +o0 +oo

d) / H_Qx dz e) / e 2" cos 3z da f) / e ¥ sin3z dx
1 X 0 0

3. Spoctéte
) /+oo dzx /+oo 2@+ 5 de

a - 3

oo T2 =21 +37 ., 22+2z+5

C) /2 da ‘ /+oo T +4 A
o X2 =21 -3’ 0 x+1)(2? + 3z + 2)
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4. Spoctéte:

400 da 400

2) /0 e?® +4e* 43’ /0 e’”—l—e—x’
e da 400

© /0 z(ln?z+2Inz +5)’ /1 x (In? x—|—3lnx+2)
+oo dzx +oo

e e

| wre A ey
Vysledky
l.a) §; b) & ¢ —6; d) +oo; e) neexistuje; f) 1; g) neexistuje.

2. a) zie; b) 1; «¢) 24; d) 2; ) 12_3§ f) 13_3
3.a) 271 b) +oo; c¢) iln5;  d) 3-2n2.

4.a) ¢In2; b) 37 ¢ 3w d) In2; e im; f) ilnb.



Kapitola 12

Aplikace urcitého integralu

O Ukazeme riazné aplikace urcitého integralu v geometrii a ve fyzice. Za¢neme s ,,pramérnou
hodnotou funkce.

12.1. Definice. Necht a,b € R a necht fab f(z) dz konverguje. Stredni hodnota funkce f na
intervalu (a,b) je
1 b
dx .
= | 1w @

12.2. Priklad. Urcete efektivni hodnotu napéti stiidavého proudu s amplitudou U, .

Reseni. Hodnota stiidavého napéti v je funkei casu
27t
T
kde T je perioda. Odpovidajici vykon pfi zapojeni spotiebice o odporu R je
2 2
t U, 27t
p(t) = w(t) = 20 g2 T
R R T

u(t) = Uy sin

Obréazek 12.1: Ilustrace stfedni hodnoty funkce.

156



12. Aplikace urcitého integralu 157

Efektivni hodnota napéti stfidavého proudu U, je takové napéti stejnosmérného proudu, pro
které dostaneme stejny praimeérny vykon — ten miZzeme urcit jako stfedni hodnotu na intervalu
délky periody, napiiklad na (0,7):

2 2t 2 T drt 2 T . 4art]? 2
U_:—/ UO n? il dt = Z%T ; (1—cos%>dt UO {t——si i] :%

2
tedy U, = ‘Tf Uy.
O Omezena spojita funkce nabyva své stredni hodnoty.

12.3. Véta (o stiedni hodnoté). Je-li funkce f spojita na intervalu {(a,b), pak existuje ¢islo
€ (a,b) takové, Ze f(c) je stredni hodnota funkce f na intervalu (a,b).

Duikaz. Vétu lze dokézat pouzitim Lagrangeovy véty na primitivni funkei k funkci f. Ukazeme
ditkkaz vyuzivajici jednodussich vlastnosti. Podle tvrzeni 10.3 je

(b—a)inf f((a /f ) dz < (b —a)sup f((a,b)) .
Vydélenim (b — a) dostaneme

inf f({(a,b)) < z) dz < sup f((a,b)).

Je-li f konstantni funkce, pak nabyva své stfedni hodnoty v kazdém bodé (tedy i v nékterém
vnitinim bodé intervalu (a, b)). Pokud funkce f neni konstantni, pak obé nerovnosti jsou ostré
a podle véty o mezihodnoté (véta 4.60) nabyva své stfedni hodnoty v nékterém bodé ¢ € (a,b).

O Takika piimo z definice urcitého integralu plyne vypocet obsahu plochy mezi grafy dvou
funkci.

12.4. V&ta. Necht funkce f,g jsou po cdstech spojité na intervalu (a,b), a,b € R, f < g.
Obsah plochy {[z,y] € R?: z € (a,b), f(z) <y < g(x)} je

b
/ (9() - f()) de.

Dukaz. Ukéazeme pro spojitou funkci na (a,b) (pro body nespojitosti se pak vyuzije aditivita
integralu, pro krajni body a,b limity). Existuje posloupnost déleni (D;)?°, takova, Ze horni
i dolni integralni soucty obou funkci konverguji k jejich integraliim. Ozna¢me P obsah dané
plochy. Na kazdém dil¢im intervalu (z,_;,x;) déleni D, muzeme dané plose ,opsat* obdélnik
o vysce
sup  g(z)— inf  f(z)
TE(Ti—1,%4) rE(Ti—1,%4)

a ,vepsat® obdélnik o vySce (tento vyraz muze byt i zdporny)

inf g(x)— sup f(z).

rE(Ti—1,%:) r€(Ti—1,T;)
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22
) )
x
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| | Ly
| | x
| | -3
! ! z
0 1 z 0 1 z

Obrézek 12.2: Tlustrace vypoctii obsahu plochy mezi grafy funkei (pfiklad 12.5, priklad 12.6).

Pro kazdé k € N je tedy
S(g,Dy) = S(f,Dy,) < P < 8(g,Dy) — S(f, Dy) .-

Limitou pro k — oo dostaneme

/abg(x) dx—/abf(a?) dePS/abg(x) da:—/abf(x) dz.

12.5. Priklad. Spoctéte obsah omezeného utvaru, jehoz hranici tvoii grafy funkci f(z) =z a
g(z) = 22 (viz obrazek 12.2).

ResSeni. Obé funkece jsou spojité. Uréime priseciky grafii obou funkci. Rovnice f(z) = g(x)

ma feSeni x € {0,1}. Grafy funkci f, g rozdéli rovinu na 5 ¢asti, omezeny utvar je mezi grafy
téchto funkei pro x € (0,1). Na tomto intervalu je g(z) < f(z), hledany obsah je tedy

1 1 2 371
1 1 1
_ dz = ) de= | 22222
/O(f(a:) g(:c)) x /0(1: x) x {2 3] 573= 5
12.6. Piiklad. Spoctéte obsah plochy mezi grafy funkei f(z) = 1/2? a g(z) = 1/23 na
intervalu (1, +00) (viz obrazek 12.2).

Reseni. Obé funkce jsou spojité, na intervalu (1, +oc) je g < f, obsah dané plochy je
oo tor1 1 1 1]t 1 1
— dx = ———=|dz=|——4+— =0—-[|-1+=]==.
/1 (f(2) — g(x)) d /1 <1‘2 x3> o [ x + 2:1:2] 1 ( + 2) 2

O Dalsi aplikaci je urceni délky kiivky, kterd je grafem funkce. Muzeme ji aproximovat line-
arnimi lomenymi ¢arami (viz obrazek 12.3) a je pfirozené definovat jeji délku jako supremum
délek takovychto aproximaci.
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N

0 a T X

Obrézek 12.3: Vypocet délky grafu funkce (véta 12.7).

12.7. Véta. Necht funkce f md po cdstech spojitou derivaci na intervalu (a,b), a,b € R.

Délka grafu funkce f je

b
/ V14 [f'(x))? dx.

Dukaz. Tvrzeni sta¢i dokazat pro funkce spojité na uzavieném intervalu (a,b). Délka grafu
funkce je supremum délek linearnich lomenych aproximaci. Kazda takova aproximace odpovida
nékterému déleni intervalu (a, b), existuje tedy posloupnost déleni, pro kterou se délky lomenych
car blizi délce kfivky. Existuje také posloupnost déleni, pro kterou se dolni i horni integralni
soucty funkce y/1 + (f”)? blizi uvedenému integralu. ProtoZe pro jemnéjsi déleni dostaneme delsi
(nebo stejné dlouhou) linearni lomenou ¢aru a mensi odchylku integralnich souc¢tt od integralu,
existuje spolecna posloupnost déleni (D)7 s témito vlastnostmi. Délka linearni lomené ¢ary

piislusné déleni D), = {xy,zq,...,2,} je podle Pythagorovy véty

UD) = Yo/ = 1) + [F(w) = Fla )

Podle Lagrangeovy véty existuji body ¢; € (z;_q,x;) (i € {1,...,n}) takové, ze

flx) = fleioy) = f(e) (w7, — x5q) -

Je tedy

n n

U(Dy) = Z\/(fﬁz —x; 1)+ [f(e) (2 — 2 q)]? = Z\/ L+ [f'(e)]? (2 — i) -

i=1 i=1

Dostali jsme (obecny) integralni soucet funkce /1 + (f)?, takze

S(/TH (F)2.Dy) <UDy) < S(/T+ (2. Dy).

Limitnim pfechodem k — oo a vyuzitim véty o sevieni dostaneme dokazovanou rovnost.

12.8. Priklad. Urcete délku grafu funkce f(z) = coshz na intervalu (0,1).
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Obréazek 12.4: Tlustrace k vypoctu objemu kuzele (piiklad 12.10).

ResSeni. Funkce f ma spojitou derivaci f/(z) = sinhz na intervalu (0, 1), délka grafu funkce
je tedy

1 1 1 e— 1 2 _ 1
/ V1 + sinh? z dz :/ coshx dx = [sinhx]o —=sinh1l = £ = .
0 0

2 2e

O Dalsi aplikace se tykaji rotacnich téles, kterd vzniknou tak, ze plochu pod grafem nezaporné
funkce nechame rotovat kolem osy x.

12.9. Véta. Necht funkce f je po dstech spojitd na intervalu (a,b), a,b € R. Objem (rotac-
niho) télesa {|x,y,z] € R®: x € (a,b), y? + 22 < f2(x)} je

W/abf2(1:) dz

Dukaz. Tvrzeni staci dokdzat pro funkce spojité na uzavieném intervalu (a,b). Uvazujme
déleni D = {zy,x;,...,2,} intervalu (a,b). Na intervalu (z,_;,z;) mizeme do daného télesa
,vepsat“ valec o poloméru inf{f(x): = € (x;,_i,z;)} a ,opsat® valec o poloméru sup{f(x):
x € (x;_q,7;)}. Pro hledany objem V' tedy plati

S(xf? D) = Zn i )<V Z sup  f*(z) = S(nf?* D),

x (IZ 17x7,> — x <xz 17337,>

takze je roven uvedenému integralu.
12.10. Piiklad. Odvodte vzorec pro vypocet objemu kuzele.
Reseni. Kuzel s viskou v a s polomérem podstavy r dostaneme rotaci pravoihlého trojthel-

niku s odvésnami délek v, r podél odvésny s délkou v (viz obrazek 12.4). MiZeme tedy uvazovat
funkci f(z) = rz/v spliiujici predpoklady predchézejiciho tvrzeni, objem kuzele pak je

2
vy ar? [V, ar? 23] 1
T — d:L‘:—2 T dx:—2 —| ==7r‘v.
0 v v 0 v 3 0 3
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O Odvozeni vzorce pro obsah plasté rotac¢niho télesa (mnoziny, kterd vznikne rotaci grafu funkce
graf funkce linedrni lomenou ¢arou, jeji rotaci dostaneme sjednoceni plagtt komolych kuzeld.
Supremum obsahti téchto itvart pro vSechny linedrni lomené aproximace dé hledany obsah.

Potiebujeme znat vzorec pro obsah plasté komolého kuzele. Uvazujme nejprve kuzel s vys-
kou v a s polomérem podstavy 7, oznac¢me s délku spojnice vrcholu s obvodovou kruznici
podstavy a « uhel, ktery svird tato spojnice s osou kuzele (plati sina = r/s). Rozvineme-li
plast kuzele, dostaneme kruhovou vyse¢ o poloméru s a délce oblouku 27r. Jeji obsah je tedy
(27r)/(2ms)-nasobkem obsahu kruhu o poloméru s, tedy

2mr 9 mr?

— T8° =Trs = — .
2rs sin o

Obsah plasté komolého kuzele s podstavami o polomérech r; < r, dostaneme jako rozdil obsahti
plasta kuzeld s poloméry 7,7, (oznaéme s = sy — 7 ):

2 2

w(rs —r ry + 1 Te — T Ty + 1T ry + 1
sin o 2 sin o 2 2
Uvazujme déleni D = {zy, x;,...,2,} intervalu (a,b). Pfislusna linedrni lomena aproximace da

rotaci mnozinu o obsahu

s(p)= 32w LEOEICD) G T ) — s P
n=1

Je-li funkce f spojitd a ma-li derivaci, pak podle véty o mezihodnoté a podle Lagrangeovy véty
existuji body ¢;,c; € (x;_1,z;) takové, Ze

f(z;) +2f(55z‘1) — f(e)

flay) = flzioy) = f(c) (w7, — w5q) -

S(D) = Z 21 fe)\/ 1+ [f'(e)]? (2 — 2iy) -
n=1

Vyraz pfipomind obecny integralni soucet funkce 27 f(z)+/1 + [f/(2)]?, jen se na rtznych mis-
tech dosazuji rizné body intervalu (z;_;,x;). Jestlize je derivace funkce f spojita, dostaneme
i v tomto piipadé v limité pro vhodné se zjemnujici déleni prislusny integral. Vysledkem je tedy
nasledujici tvrzeni:

Dostavame tedy

12.11. Véta. Necht funkce f md po cdstech spojitou derivaci na intervalu (a,b), a,b € R.
Obsah mnoziny {[z,y,z] € R®: z € (a,b), y*>+ 22 = f2(x)} (pldsté rotacniho télesa) je

b
27r/ F@EVIF @ da.

12.12. Pfiklad. Odvodte vzorec pro obsah povrchu koule.
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2 _ 32

Obréazek 12.5: Tézisté ¢tvrtkruznice a pulkruhu (pfiklad 12.14, pfiklad 12.16).

ReSeni. Povrch koule o poloméru r dostaneme napiiklad rotaci grafu funkce

f(x)=vr?—a2, x € (—rr)

kolem osy z. Na intervalu (—r,r) jsou splnény podminky vySe uvedené véty (pro x € {%r}
dostaneme dva body povrchu koule, které maji nulovy ,jobsah®), obsah povrchu koule je

T

- 2
—x
27r/ 4/742_962.\/14_(7 dz =27 r dz = 47r?.
—_r \/7“2—$2 —r

MV oe N

T m ) T m ’

kde m je hmotnost a M,, M, jsou momenty vzhledem k osam z,y. Momenty se pro hmotné
body pocitaji jako souc¢in hmotnosti a vzdalenosti od osy, pro vice hmotnych bod se tyto souciny
naséitaji, v pripadé ,spojitych® atvara ,naintegruji“. Prislusna tvrzeni uvedeme bez dikaza.

12.13. Tvrzeni. Pro jednorozmérny utvar (,drdt“) v roviné s linedrni hustotou X\, ktery je
popsan grafem funkce se spojitou derivaci na intervalu (a,b), plati

b
m = )\/ VIF @ de,
b
M, =2 [ VI @R de.
b
M, = )\/ zy/14[f'(x)]? dz.

Ve
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ReSeni. Drét tvaru ¢étvrtkruznice o poloméru r lze popsat grafem funkce f (x) = Vr? —a?
na intervalu (0,7) (viz obrazek 12.5). Ten je soumérny podle pfimky o rovnici y = z, obé
soufadnice tézisté jsou stejné. Oznacime-li linedrni hustotu dratu A, pak plati

TAT
2 )

r 2 r
—X
M$:)\/O \/T2—$2'\/1+(\/ﬁ> d:I:Z)\/Ode:)\r2,

m =

M, % 2
T Ty T Ee TR

12.15. Tvrzeni. Pro dvojrozmérny utvar v roviné (,desku”) s plosnou hustotou o, ktery od-
povidd plose mezi osou = a grafem nezdporné spojité funkce f na intervalu (a,b), plati

b
m:J/ f(x) dzx,
b
M=% [ P,

Myza/abwf(x) dz.

Vv e

Reseni. Desku ve tvaru pilkruhu o poloméru  mtizeme popsat jako ttvar pod grafem funkce

f(z) =v/r? — 22 na intervalu (—r,r) (viz obrazek 12.5). Deska je pak symetricka podle osy v,
tedy

. =0.

Oznacime-li plosnou hustotu desky o, dostavame

wor
m =
2 9
T T 1 2
]\4:,3:z (r2—x2)d:1::a/ (rP2—2?)de=o(rP-21) = or ,
2 ), o 3 3
I
yT—WUg,z_%T

12.17. Poznamka. Pro soufadnici tézisté plochy o obsahu P plati . = %va kde V je objem
télesa vzniklého rotaci dané plochy kolem osy x. V pfedchézejicim ptikladu je obsah pilkruhu

P = % 712, rotaci ptlkruhu kolem osy x dostaneme kouli o objemu % 73, tedy

27 - %7‘(7“2 37
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Neresené ulohy

1.

10.

11.

12.

Spoctéte stfedni hodnotu funkce f na daném intervalu:
a) f(x) =3z, e (-1,1);

a) {[zr,y]: z€(0,m), 0 <y <sinz} (plocha pod obloukem sinusoidy);
b) {le,g]: w € (Le), 0<y<1/a};

c) {lz.y]: x € (a,b), 0<y <a?};

d) {[z,y]: z€R, 0 <y <el};

e) {[r,y]: x€R, 0<y<1/(2®+1)}.

. Spoctéte obsah omezené plochy ohranic¢ené grafy funkei f, g:

a) f(z)=0, g(z) = 2 — 2u;
b) f(z) =z, g(z) =a*
O fz) =22, g(x) = V.

. Spoététe obsah elipsy s poloosami a,b. (Napovéda: rovnice elipsy je (x/a)? + (y/b)? =1.)

. Spoctéte délku grafu funkce f na daném intervalu:

a) f(x)=acosh? (a>0), z€(0,b) (b>0);
b) f(z) =In(z? 1), z € (2,5);
¢) f(z)=Insinz, z € (37, 27);

f(x)

d) f(z)=arcsinz +v1—22, z € (-1,1).

. Spoctéte délku asteroidy — kiivky s rovnici z2/3 + y2/3 = a2/ pro a > 0.

. Spoctéte objem rotacniho elipsoidu, vzniklého rotaci elipsy s poloosami a, b kolem jeji osy

délky 2a. (Napovéda: pouzijte rovnici elipsy (z/a)? + (y/b)? =1.)

. Spoctéte objem rotac¢niho paraboloidu, ktery ma vysku v a polomér podstavy 7.

. Spoctéte povrch plasté kulového pasu s vyskou v v kouli o poloméru r.

Spoctéte povrch anuloidu, ktery vznikne rotaci kruznice o poloméru r se stiedem [0, R]
(R > r) kolem osy z.

Vv

Vv
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Vysledky
l.a) 0; b) i ¢ i(e2-1); d) 2.
2.a) 25 b)1; ¢ (BP—-a*)/3; d) 25 e 7w
3. a) % (interval (0,2)); b) % (interval (0,1)); c) % (interval (0,1)).
4. mwab (Ctyfikrat obsah pod grafem funkce bm , pouzije se napriklad substituce
x = asint).
5. a) asinh®; b) 3+mn2; ¢) In3; d) 4.
6. 6a (Ctyfikrat délka grafu funkce (a?/® — £2/3)3/2 na intervalu (0,a)).
7. %ﬂ'abQ.
8. smr?v (funkee f(z) =74/z/v na intervalu (0,v)).

10.

11.

12.

27rv (nezavisi na jeho poloze v kouli).

472 Rr (sec¢tenim integralt funkci R ++v/72 — 22 na (—r,r) dostaneme
drr [T 1?2 — 2% do = 4nrR[arcsin £]" ).

[0, 2 7] pro vr2 — 22 na intervalu (—r,r).

[% T, % 7] pro sinz na intervalu (0, 7).



Kapitola 13

Numericka integrace

O Dosud jsme pfi vypoctu uréitého integralu pouzivali ,pfesné* (analytické) metody. Ukdzeme
si zakladni numerické metody, podrobnéji viz naptiklad skripta M. Navara, A. Némecek: Nume-
rické metody, CVUT, Praha, 2005.

O S presnosti analytickych metod je to problematické:
e Vstupni data byvaji zatiZena chybou (hodnoty fyzikalnich konstant, naméfrené hodnoty).

e Teoreticky model, vedouci k vypoctu integralu, popisuje realitu jen pfiblizné (napfiklad
newtonovska fyzika oproti presnéjsi relativistické nebo kvantové fyzice).

e Dopoustime se chyby pfi dosazovani mezi (hodnoty funkci, matematickych konstant).

Casto nepottebujeme (nebo dokonce nemtizeme) zjistit vysledek ,absolutné presné“, sta¢i ndm,
pokud ho zjistime s pozadovanou ptesnosti. Numerické (,,pfiblizné*) metody lze s vyhodou pouzit
v nasledujicich situacich:

e . w oy 1 b g2 , . oo "
e Presné feseni nelze nalézt. Prikladem miize byt fa e " dz, ktery umime , presné“ spocitat
. v 4 z v/ — 2
jen pro nékteré hodnoty mezi — naptiklad fj;o e " dax =/r.

e Presné feseni je pracné nebo zdlouhavé. V kapitole 9 jsme ukazali algoritmus pro nalezeni

primitivni funkce k racionélni funkci. Umime tedy ,pfesné“ spocitat napriklad fol (ﬁde)n
pro libovolné n € N. Nicméné pro velkd n je algoritmus zdlouhavy a samotny zapis

primitivni funkce mtze zabrat spoustu mista.

e Dosazenim do ,presného® analytického Teseni se dopustime vétsi chyby, nez kdybychom
pocitali integrél , pfiblizné“. Jako piiklad by opét mohl slouzit vypocet fol (332(1%)” pro
dostatecné velké n € N.

e Hodnoty integrované funkce zname jen v nékterych bodech. V takovém piipadé jiné nez
numerické feseni neni mozné.

O Pfi pouziti numerickych metod se dopoustime dvou typu chyb. Prvni vychazi z nepresnosti
samotné metody, druhy typ chyby je disledkem nepiesného vypoctu (vypocet funkéni hodnoty,
zaokrouhleni pii rtznych operacich). Druhym typem chyby se zabyvat nebudeme, tyto chyby
budeme ignorovat (obvykle jsou o nékolik fadi mensi, 1ze je ovlivnit volbou pfesnosti vypoctu).

166
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O Numerické metody miizeme rozdélit do dvou typi:

1. Vypocet na jeden pokus: zjistime, které hodnoty parametrti numerické metody musime
pouzit, abychom nasli vysledek s pozadovanou presnosti, a tyto hodnoty pouzijeme.

2. Iteracni postup: spocteme hodnotu pro nékteré parametry numerické metody, odhadneme
chybu, pokud je dostatecné mald, tak skoncime, jinak ,zlepsime“ parametry numerické
metody a postup opakujeme.

U prvniho typu vyuzivame odhad chyby, ve kterém vystupuji derivace integrované funkce dosta-
te¢né velkého fadu — to mize byt problém zvlasté v pripadé, kdy funkce neni zadana analyticky.

O Budeme pocditat
b
/ f(z) dz, a,beR.
a

Pouzijeme vhodny odhad stfedni hodnoty (vaZeny pramér funkénich hodnot): pro uzly z; € (a, b)
avihy w; € R, i € {1,2,...,k}, k € N, w; +--- +w, = 1, aproximujeme stfedni hodnotu
vazenym prumérem wy f(z,) + - - + wy f(xy,), takze dostaneme

b
/ F(@) do ~ (b— a)[w, f(zy) + -+ wy f(wg)].

Uzly volime vhodnym zpusobem. Pokud je hodnota funkce znidma jen v nékterych bodech,
volime za uzly pravé tyto body, jinak napiiklad ekvidistantné. Vahy volime tak, aby byl co
nejvétsi rad metody, tj. nejveétsi prirozené Cislo takové, Ze se integruji pfesné vSechny polynomy
mensiho stupné (v odhadech chyb to bude odpovidat exponentu u délky h podintervalu). Véhy
jsou urceny tim, ze se presné integruje polynomialni interpolace funkce f v danych uzlech.
V odhadech chyb budou vystupovat hodnoty M,, = max,c () |.f ™) ()]

Gaussova metoda

O U Gaussovy metody jsou uzly voleny optimalné, tj. tak, aby vysledna metoda méla co nej-
vétsi 1ad, ktery je pak roven dvojnasobku poctu uzli. Uzly jsou rozmistény symetricky podle
stfedu intervalu (a,b), vahy v symetrickych uzlech jsou stejné. Konkrétni hodnoty se pocitaji
komplikované, lze je najit v literatufe. Informace o této metodé jsou pro nejjednodussi pti-
pady shrnuty v nasledujici tabulce — hodnoty uzlt jsou pro jednoduchost uvedeny pro interval
(—1,1), pro interval (a,b) se pfepocitaji linedrné pomoci = — a + b_Ta (r+1) (pfipomenme, ze
Mn = MaAX ;e (q,b) ’f(n) ($)|)

uzlt | fad | uzly véhy | odhad chyby
1 2 0 1 My (b — a)3/24
2 4 | =/1/3 | 1/2 | My(b— a)?/4320
3 6 0 8/18 | Mg(b— a)7/(2 016 000)
+/3/5 | 5/18

Pro jeden uzel se tedy bere hodnota uprostifed intervalu s vahou 1.
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Newtonovy—Cotesovy metody

O U téchto metod jsou uzly pro jednoduchost vybrany ekvidistantné: pro k& € N zavedeme body
x;,=a+1 b_T“, i€{0,1,...,k}, a bud uvazujeme vSechny (uzaviend Newtonova—Cotesova me-
toda) nebo vsechny bez krajnich bodt a,b (oteviend Newtonova—Cotesova metoda, pro k > 2).
R4ad metody je nejmensi sudé ¢islo, které je vétsi nebo rovno poétu uzli. Vahy jsou ,pékna®
racionalni ¢isla, v uzlech symetrickych podle stfedu stejnd. Ukazme tfi nejpouzivanéjsi metody
a odhady jejich chyb.

O Nejjednodussi otevienou Newtonovu—Cotesovu metodu dostaneme, pokud za uzel vezmeme
prostfedni bod (a + b)/2 intervalu (a,b) s vdhou 1. Tedy

/abf(x) dmb—a)-f(a;b).

Tato metoda integruje presné linearni polynomy (stfedni hodnota linedrniho polynomu na ome-
zeném intervalu je hodnota v prostfednim bodé ptislusného intervalu). Kvadratické polynomy
uz presné neintegruje, je tedy radu 2. Je to zaroven Gaussova metoda pro jeden uzel.

13.1. Tvrzeni. Necht funkce f md na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

1) dx—(b—a)-f(a;”)\ Y-t 3= max ).

z€(a,b)

Dikaz. Oznacme h = b — a délku intervalu (a,b), ¢ = (a +b)/2 jeho stfed. Podle Taylorovy

véty je H
Fla) = £(0) + £0) (@ — ) + L)

pro néktery bod ¢, € (a,b). Chyba numerické integrace je

(2 —c)?

) dz —(b—a)- f(c)| = /ab(f(x)—f(C)) dz| =
_ /ab(f'(c)(x—c)%—%(l‘—cf) dz| = ”U_d;zgt‘—
_ /_}:L/;(f() f”( t2> dt| = ’/Z/;fﬁ tht’

h/2 | en M., [h/2 M. M.
—h/2 —h/2 a4 24

IN

O Nejjednodussi uzavienou Newtonovu—Cotesovu metodu dostaneme, pokud za uzly vezmeme
krajni body a,b intervalu (a,b) s vahou 1/2. Tedy

' a
/ f(z) dxw(b—a).w.



13. Numericka integrace 169

Tato metoda integruje pfesné linedrni polynomy, zatimco kvadratické uz nikoliv, je tedy fadu 2.
O Pfed odvozenim odhadu chyby se nejprve podivejme na odhad chyby linedrni interpolace.

13.2. Tvrzeni. Necht funkce f md na intervalu {a,b) spojitou druhou derivaci a P je linearni
funkce takovd, Ze P(a) = f(a) a P(b) = f(b). Pak pro kazdé x € (a,b) je

M
Sl -aE -l M= max |1(@).

|[f(z) = P(z)] <

Dukaz. Pro x € {a,b} dokazovana nerovnost plati. Pro = € (a,b) uvazujme funkci

(t—a)(t—10)

F(t)Zf(t)—P(t)—(f(fﬁ)—P(if))m-

Funkce F' mé nulové body a, b, z. Podle Rolleovy véty méa funkce F’ alespon dva nulové body
v intervalu (a,b) a opét podle Rolleovy véty mé funkce F” nulovy bod ¢, € (a,b). Je tedy

2

0=F(c;) = "(e;) =0~ (/) = P@) oy

takze

7@) - P = TN o aye by < 220~ 0y ).

O Podobnym zptisobem bychom dokézali obecnéjsi vétu o odhadu chyby polynomialni inter-
polace:

13.3. Véta. Necht funkce f md na intervalu {(a,b) spojitou derivaci fddu n + 1, P je po-
lynomidlni interpolace funkce f stupné nejugse n v ruznych bodech xy,...,xz, € {(a,b) (tj.
P(z;) = f(x;) proi€{0,1,...,n}). Pak pro kazdé = € (a,b) je

MTL
m ++11)! (z—2g)...(x —x,)], M, , = max £ D ()]

z€(a,b)

[f(z) = P(z)] <

13.4. Tvrzeni. Necht funkce f md na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

f()+f()‘<%

ydz — (b—a)- 5

_ )3 — "
<45 (b—a)”, My = e, |f ()]

Dukaz. Oznatme h = b — a délku intervalu (a,b), ¢ = (a + b)/2 jeho stfed, P linearni
interpolaci funkce f v bodech a,b. Podle tvrzeni 13.2 je
[ @~ Pw) as| <

f( ‘ dx—/ P(z) dx j

g/ \f(m)—P(:dewSTQ/ (@ — a)(w — b)) de =

ydz — (b—a)-
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r—c=t ’:%/hﬂ(h_z_tz) dt:%h?’:

_ M, 3
—12(b a)’.

13.5. Poznamka. Odhad chyby uzaviené Newtonovy—Cotesovy metody se 2 uzly je dvakrat
horsi nez u oteviené Newtonovy—Cotesovy metody s 1 uzlem, pFestoze se pouzivaji lepsi poly-
nomy (linedrni oproti konstantnim). U oteviené Newtonovy—Cotesovy metody s jednim uzlem
se totiz vyuziva hodnota ve stfedu intervalu, coz odpovida linearni aproximaci te¢nou v odpo-
vidajicim bodé, zatimco zde jsme aproximovali se¢nou. Hor$i metodu (fddu 1 s odhadem chyby
M1 (b—a)? pro M; = max,, (a,py | f'(x)]) bychom dostali, pokud bychom aproximovali konstantni
funkei s hodnotou napiiklad v levém krajnim bodu intervalu.

O Druhou nejjednodussi uzavrenou Newtonovu—-Cotesovu metodu dostaneme, pokud za uzly
vezmeme body z;, = a + it 75 pro i € {0,1,2}. Potiebujeme zjistit vahy pro jednotlivé uzly,
abychom presné mtegrovah prislusnou polynomiélni (zde kvadratickou) interpolaci.

Interpola¢ni polynom v uzlech z,...x; (tedy stupné nejvyse k) se da vyjadiit jako kom-
binace tzv. Lagrangeoviych polynomi, tj. polynomi, které maji pravé v jednom uzlu hodnotu 1,
v ostatnich uzlech hodnotu 0:

(t—ay)---(t—2y)
(g — 1) - (T — T)
(t —2o)(t —wy) - (t — )
(1 — @) (w1 — x3) - -+ (21 — )

P(t) = f(x) +

+ f(21)

(t—xg) - (t—2p4)
(T — o) -+ (T —2)1)
Pro kvadratickou interpolaci P uzly z(,x, x5 dostaneme (ozna¢me h = (b —a)/2)

/abf(:c) dxz/mP(:c) dr = (w_x(;gzztdt':h/llﬁ(t) dt =

o La+1)t—1) L+ 1)t
=1t /( gy e s [ R s [ e
= hlg f(zo) + 5 f (x1)+ f(x2)]:(b_a)‘[%f($0)+%f(x1)+%f(x2)]'

Vahy jsou tedy & 5 Vv krajnich bodech a g v prostfednim bodé.

Vahy jsme urcili tak, aby se pfesné 1ntegrovaly kvadratické polynomy. D& se ukézat, Ze se
budou pfesné integrovat i kubické polynomy (polynomy stupné 4 uz nikoliv), metoda je tedy
radu 4.

+ f(x)

O Bez dtikazu uvedme vétu o odhadu chyby.

13.6. Tvrzeni. Necht funkce f md na intervalu {(a,b) spojitou cétvrtou derivaci. Pak

fl@)+4 () + )| _ M (
6 < 3550 0~ 9" M4_xrél<3}§>‘f4( #-

z)dr—(b—a)-




13. Numericka integrace 171

O Shriime do tabulky pfehled t¥i nejpouzivanéjsich Newtonovych—Cotesovych metod (pfipo-
metime, ze M,, = maX,c, ) | (2)]):

oteviené Newtonovy—Cotesovy metody

~ 7

uzlt | rad uzly vahy | odhad chyby
1 2 | (a+b)/2| 1 | My(b—a)3/24

uzaviené Newtonovy—Cotesovy metody

NP4

uzlta | rad uzly véhy | odhad chyby

2 2 a,b 1/2 | My(b—a)?/12
3 4 | (a+b)/2| 4/6 | My(b—a)/2880
a,b 1/6

Vidime, ze uzaviend Newtonova—Cotesova metoda se 3 uzly ma o néco vétsi odhad chyby nez
Gaussova metoda se 2 uzly.

SloZené metody

O Pii zvétsovani poctu uzld nemusi aproximace spoctené Newtonovou—Cotesovou metodou
konvergovat k hodnoté integralu. Chyba zavisi na hodnotach derivace ptislusného fadu integro-
vané funkce, ta se mize zvétSovat. Konvergenci zajisti sloZené metody: interval (a,b) rozdélime
na n podintervalt délek (b — a)/n s krajnimi body a =2y < z; < --- < x,, = b a na kazdém
z nich pouzijeme zvolenou metodu. Vypocty zlepsSujeme zvétSovanim n.

Obdélnikova metoda

O Obdélnikova metoda pouziva otevienou Newtonovu—Cotesovu metodu pro 1 uzel. Rozdélime
tedy interval (a,b) na n podintervala délek (b — a)/n = h s krajnimi body z, = a + ih,
i€{0,1,...,n}. Dostaneme

/1 f(x)dx%hf(%), i€{1,2,...,n},
Ti—1

a souctem pies vSechny podintervaly pak
b
[ 1) o m) =1 M@) ++f<%>} |

13.7. Véta. Nechl funkce f md na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

b M.
[ @) de- R < G200, M= ma 11,
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Dukaz. Na kazdém podintervalu (x,_;,z;), i € {0,1,...,n}, délky h dostavame podle tvr-
zeni 13.1 stejny odhad chyby % h3. Chyba na celém intervalu (a,b) bude tedy odhadnuta
souctem téchto odhadt

M,

B2
51 (b—a)h*.

b
/af(x)dx—R(h) En'%h?’:

13.8. Poznamka. Pokud by funkce byla zadana tabulkou (neznali bychom hodnoty uvnitf
intervalil), pak by bylo mo7né pouzit hodnoty napfiklad v levych krajnich bodech intervali.
Odhad chyby této metody by byl 24t (b — a)h pro M; = max, e,y [ ()]

Lichobéznikova metoda

O Lichobéznikova metoda pouziva uzavienou Newtonovu—Cotesovu metodu pro 2 uzly. Rozdé-
lime tedy interval (a,b) na n podintervala délek (b —a)/n = h s krajnimi body z; = a + ih,
i €{0,1,...,n}. Dostaneme

/xi F(a) da ~ h- f(xi‘l);f(xi), ie{1,2,...,n},

a souctem pres vSechny podintervaly pak

b
/ fa) dz = T(h) = h [ fa) + f(2y) + fl2g) + -+ flzy) + 5 )]

13.9. Véta. Necht funkce f md na intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci. Pak

b M.
[ @) d -t < 2 0=, My = max (7).

Dukaz. Na kazdém podintervalu (x,_;,z;), i € {0,1,...,n}, délky h dostavame podle tvr-
zeni 13.4 stejny odhad chyby % h3. Chyba na celém intervalu (a,b) bude tedy odhadnuta
souctem téchto odhadt

b
/ f(z) dx—T(h)‘gn.%h?,:%

N2
D D (b—a)h*.

13.10. Poznamka. LichobéZnikovou metodu lze snadno modifikovat i pro neekvidistantni
déleni — pokud je napiiklad funkce zadédna hodnotami v nékterych bodech (neekvidistantné)
nebo pokud chceme zpresnovat vypocet jemnéjsim délenim v mistech, kde se funkce ,,vice méni‘.
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Simpsonova metoda

O Simpsonova metoda pouziva uzavienou Newtonovu—Cotesovu metodu pro 3 uzly. Rozdé-
lime tedy interval (a,b) ekvidistantné na podintervaly a kazdy z nich na dva stejné dlouhé
podintervaly. Pro lepsi srovnani s ostatnimi metodami je zvykem oznacovat pismenem n sudy
pocet vSech takto vzniklych podintervalt délky (b — a)/n = h s krajnimi body x; = a + ih,
i €{0,1,...,n}. Dostaneme

/W f(z) dx ~ 2h - f(zgio) + 4f(6952i1) + [ (22:) ’ i€{1,2,...,n/2},

X2i—2

a souctem pres vSechny podintervaly pak

b
/ f(x) dz ~ S(h) = % [f(a)+4 fz))+2 f(2)+4 f(a3)+- 42 [, 0)+4 f(9, 1)+ ()] .

13.11. Véta. Necht funkce f md na intervalu {a,b) spojitou ¢tvrtou derivaci. Pak

)do = (0| < ggb 0= ant, My = w100

Dukaz. Na kazdém podintervalu (xq; o, 2y;), ¢ € {1,2,...,n/2}, délky 2h dostavame podle
tvrzeni 13.6 stejny odhad chyby < M4 h3. Chyba na celém intervalu (a,b) bude tedy odhadnuta
souctem téchto odhadt

My 5 _ My

_ 4
g0 " = 1gg bW

z) dx—S(h)' gg-

Richardsonova extrapolace

O Pro metodu F' fadu p konvergujici k F'(0) je
F(h) = F(0) + ah? + O(h9),

kde a € R, ¢ € N, ¢ > p. Symbol O(h?) oznacuje funkci, kterd se v okoli 0 chova nejhufe jako
nasobek h?, presnéji jeji absolutni hodnota je shora odhadnuta vyrazem M|h?| pro vhodnou
konstantu M . Zde zahrnuje chyby radu vétsiho nez p. Uvazujme h > 0, k > 1 a prolozme body
[hP, F(h)] a [(kh)P, F(kh)] pfimku — je to graf funkce

F(kh) — F(h)

Pla) = F() + =53

(x — hP).
Richardsonovu extrapolaci metody F dostaneme, pokud pfesnou hodnotu F(0) aproximujeme
hodnotou P(0), tj. dostaneme

F(h) — F(kh)

Fi(h) = F(h) + —=-—
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13.12. Véta. Necht F(h) = F(0) + ah? + O(h%), p,q € N, p < q. Pak pro Richardsonovu
extrapolaci Fy(h) = F(h) + (F(h) — F(kh))/(k? — 1) funkce F plati F\(h) = F(0) + O(h?).

Dukaz. Vyuzijeme toho, ze O(ch?) = O(h?) a c¢- O(h?) = O(h?) pro kazdé ¢ € R\ {0} a
O(h?) £ O(h?) = O(h9):

Fy(h) = F(h) + F(n) — F(kh) _

kP —1
— F(0) + ah? + O(h9) + (F(0) + ah? + O(h%)) — (F(0) + akPh? + O(k9h?))

kP —1
=IO — o)+ o).

— F(0) + ah? + O(h?) +

13.13. Pfiklady. Obdélnikova a lichobéznikova metoda je Ffadu 2, Simpsonova metoda je
fadu 4. Vsechny tyto metody maji pouze chyby sudych fadi, takze fady jejich Richardsonovych
extrapolaci se zvétsi o 2. Pro k = 2 dostavame:

Ry (h) = R(h) + % (R(h) — R(2h)) fadu 4,
Ty(h) = T(h) + 1 (T'(h) — T(2h)) = S(h) fadu 4,
Si(h) = S(h) + & (S(h) — S(2h)) fadu 6.

Protoze potiebujeme hodnotu metody v 2h, potfebujeme pro obdélnikovou a lichobéznikovou
metodu sudé n, pro Simpsonovu metodu n délitelna 4.

13.14. Poznamky. Richardsonovu extrapolaci lze vyuzit nasledujicimi zpisoby:

1) Najdeme metodu vyssiho fadu (odstranime chybu nejnizsiho fadu).

2) Pfi¢itanou hodnotu muzeme pouzit jako (nezaruceny) odhad chyby pro itera¢ni postup
vypoctu: spoc¢teme pro n = 1 (pro Simpsonovu metodu pro n = 2); opakované zdvojnasobu-
jeme pocet podintervalt n (pro obdélnikovou a Simpsonovu metodu staéi poéitat hodnoty jen
v novych bodech) a odhadujeme chybu, dokud nedosdhneme pozadované presnosti.

Rombergova metoda

O Rombergova metoda vychazi z lichobéznikové metody a vyuziva opakované Richardsonovy
extrapolace — spocitame vSechny mozné Richardsonovy extrapolace v trojihelnikovém schematu

T(h)

T(3) Ty(5)

(1) T To(})

T(§) T(§) To(§) Ta(3)

a sledujeme vysledky na diagonale (odhady chyb mame pro vysledky na pozicich pfed diagona-
lou). V k-tém sloupci je metoda Fadu 2k.
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13.15. Priklad. Spoctéte fol \/%? e /2 dz s piesnosti € = 1076, (Integrovana funkce je tzv.
hustota normovaného normélniho rozdéleni a hraje vyznamnou roli ve statistice. Po¢itany in-
tegral odpovida pravdépodobnosti toho, ze ndhodné veli¢ina s norméalnim rozdélenim bude nad
stfedni hodnotou ve vzdalenosti nejvyse smérodatné odchylky od ni.)

Reseni. Nejprve pouzijeme piimé vypocty pro obdélnikovou, lichobé&znikovou a Simpsonovu
metodu s vyuzitim odhadi chyb. VySetfime maxima absolutnich hodnot derivaci pfislusnych
fadi (to neni zcela jednoduché, i kdyz potfebnd maxima se nabyvaji v bodé 0):

—T2(2? 1) 1

My = =

2= 2 = e e T
7:1:2/2( 4_¢6 2+3) 3
€ x x

M, = =

= g 1 = | -

V odhadech chyb pfepiseme h = (b —a)/nx pro X € {R,T,S} podle pouzité metody, odhad
polozime mensi nez € a spo¢teme patficné ny (ng musi byt sudé):

M,(b—a)?
g>%, @/ —1289 np =129,
n
R
M,(b—a)?
5>%, \/ —1823 np = 183,
nr
M4(b_a)5 4 M4
ST T ns > T il s

Spoctené hodnoty a skuteéné chyby pro nalezené poéty déleni jsou (zaokrouhleno na 9 desetin-
nych mist, hodnota integrélu na 9 desetinnych mist je 0,341 344 746):

metoda obdélnikova lichobéznikova Simpsonova
hodnota 0,341 345 352 (0,341 344 144 0,341 345 406
chyba | —0,000 000 606 0,000 000 602 —0,000 000 660

Nyni pouzijme itera¢ni postup pro obdélnikovou, lichobéznikovou a Simpsonovu metodu
s vyuzitim Richardsonovy extrapolace k odhadu chyby (hodnoty jsou opét zaokrouhleny na
9 desetinnych mist):

obdélnikova metoda

déleni hodnota odhad chyby chyba
1| 0,352 065 327 0,020 888 244
210,343 902 774 | —0,002 720 850 | —0,002 558 028
410,341 977 187 | —0,000 641 863 | —0,000 632 441

8 | 0,341 502 423 | —0,000 158 255 | —0,000 157 677

16 | 0,341 384 138 | —0,000 039 428 | —0,000 039 392

32 | 0,341 354 592 | —0,000 009 849 | —0,000 009 846

64 | 0,341 347 208 | —0,000 002 461 | —0,000 002 461
128 | 0,341 345 361 | —0,000 000 615 | —0,000 000 615
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lichobéznikova metoda

déleni hodnota | odhad chyby chyba
1| 0,320 456 502 0,020 888 244
210,336 260 915 | 0,005 268 137 | 0,005 083 831
410,340 081 845 | 0,001 273 643 | 0,001 262 902
8 | 0,341 029 516 | 0,000 315 890 | 0,000 315 230
16 | 0,341 265 969 | 0,000 078 818 | 0,000 078 777
32 | 0,341 325 054 | 0,000 019 695 | 0,000 019 692
64 | 0,341 339 823 | 0,000 004 923 | 0,000 004 923
128 | 0,341 343 515 | 0,000 001 231 | 0,000 001 231
256 | 0,341 344 438 | 0,000 000 308 | 0,000 000 308
Simpsonova metoda
déleni hodnota odhad chyby chyba
2 | 0,341 529 052 —0,000 184 306
410,341 355 488 | —0,000 011 571 | —0,000 010 742
8 | 0,341 345 406 | —0,000 000 672 | —0,000 000 660

Z tabulek je vidét, ze odhad chyby pomoci Richardsonovy extrapolace je pomérné presny a ze
chyby (i jejich odhady) pfi pfechodu k dvojnasobnému poétu déleni klesaji podle fadu metody:
pro obdélnikovou a lichobéznikovou metodu fadi 2 je podil zhruba 22 = 4, pro Simpsonovu
metodu Fadu 4 zhruba 2% = 16.

V obou postupech je vidét, ze Simpsonova metoda dava podstatné lepsi vysledky.

Na zavér se podivejme na Rombergovu metodu (odhad chyby a chyba jsou pro predposledni
T; daného fadku, hodnoty jsou zaokrouhleny na 9 desetinnych mist):

déleni T
1| 0,320 456 502

T} T, odhad chyby chyba

21 0,336 260 915
41 0,340 081 845
8 | 0,341 029 516

0,341 529 052
0,341 355 488
0,341 345 406

0,341 343 917
0,341 344 734

0,005 268 137
—0,000 011 571
0,000 000 013

0,005 083 831
—0,000 010 742
0,000 000 012

U iterac¢nich postupti jsme mohli na konci pouzit Richardsonovu extrapolaci ke zpiesnéni
vysledku. Tim bychom dostali chyby pfiblizné 9 - 1072, —6-10"%3, 1-107% a —1-107? pro
rovnobéznikovou, lichobéznikovou, Simpsonovu a Rombergovu metodu.

13.16. Poznamka. Obdélnikova metoda je vhodné, pokud se chceme vyhnout vypocétu funkc-
nich hodnot v krajnich bodech intervalu. Pii pouziti itera¢niho postupu nebyva vyhodné. Na-
priklad pii zdvojnasobovani poctu déleni intervalu (viz piiklad 13.15, z numerickych divodu
se doporuc¢uje ztrojnasobovéni) sice potfebujeme poloviéni nebo stejny pocet déleni intervalu
oproti lichobéznikové metodé, protoze ale musime pocitat hodnoty ve vSech pouzitych uzlech
(které se navzajem lisi), je pocet nutnych hodnot takika roven dvojndsobku poctu nutnych dé-
leni a tedy takika stejny nebo takika dvojnasobny oproti lichobéznikové metodé. U obdélnikové
(i Simpsonovy) metody si totiz muzeme ulozit uz spoctené funkéni hodnoty (dokonce jejich
vhodné souéty) a pro dvojnasobny pocet déleni dopocitavame hodnoty funkei jenom v novych
uzlech (vSechny uzly pouzité pro néktery pocet déleni se pouziji i pro vétsi pocet déleni), takze
pocet nutnych hodnot je zhruba roven poc¢tu nutnych déleni (je o 1 vétsi).
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13.17. Poznamka. Odhady chyb pomoci vzorct byvaji ponékud nadsazené, pfi itera¢nim po-
stupu se pro poéty déleni pouzivaji mocniny pfirozeného ¢isla (obvykle 2), v Rombergové metodé
je odhad chyby pro ¢isla pred diagonalou. Vétsinou se tedy pocita zbytecné mnoho funkénich
hodnot pro zbyteéné velky pocet déleni intervalu. Uvedme pocty nutnych déleni intervalu a
funkénich hodnot pro jednotlivé metody (véetné Gaussovy) pro piiklad 13.15:

metoda | obdélnikova lichobéznikovd Simpsonova Rombergova Gaussova
nutnych déleni 101 143 8 4 1
nutnych hodnot 101 144 9 ) 3

13.18. Priklad. Spoctéte f04 f(z) dz pro funkci f zadanou tabulkou hodnot:

x’O
1

2 3 4
f(z) | 2 1 2

1
3
Reseni. Dosadime do vzorcii pro lichobéznikovou a Simpsonovu metodu. Porovnani vysledki

vcetné odhadu chyby pomoci Richardsonovy extrapolace a pfislusné extrapolace je v nasledujici
tabulce:

metoda | h=2 h =1 odhad chyby extrapolace

lichob&nikové | 7 73 & 72
- 1 2 L 31
Simpsonova | 73 735 i (6
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