v. 2020-10-15

Realna cisla

N ... prirozend ¢isla: {1,2,3,...}

Z ... celd ¢isla: {0,4+1,4+2,4+3,...}

Q ... raciondlni cisla: {%: a€’Z,be N}

R ... redlnd ¢.: délky, doplnéni limit, suprem/infim, fezy
R\ Q ... iraciondlni &isla (v/2, 7, e, ...)

C ... komplexni ¢isla: {x + iy: z,y € R}, i = —1

Tvrzeni. Cislo \/2 je iraciondini.

Dtikaz: Sporem, piedpokladejme /2 = %, a,b € N nesou-
délna. Pak 2b% = a?; a je délitelné 2; existuje ¢ € N tak, ze
a = 2c; b?> = 2¢2; b je délitelné 2; a, b soudélné — spor.

Tvrzeni. Raciondlni ¢isla jsou pravé ta, kterd maji konecny
nebo periodicky dekadicky rozvoj.

Dtikaz: =: PTi pouziti algoritmu déleni celych ¢&isel a/b jsou
mozné zbytky jen 0,1,...,b— 1, po prechodu pres desetin-
nou ¢arku se pfipisuji jen 0, takZe se po nejvyse (b — 1)
krocich vse opakuje.

«: PYenasobenim ¢islem 1049¢ka periody 5 odectenim dosta-
neme, ze celoc¢iselny nasobek ma konecny dekadicky rozvoj.

Tvrzeni. Nenulovd c¢isla s konecngm dekadickym rozvojem
maji dva dekadické rozvoje.

Priklady. 1/7 = 0,142857, 1/3 = 0,3, 1/6 = 0,16; 2,7 =
_2T. 9737 _ 2104. 92 _ 99

— 2T 9 73T = 2004, 93— 999,

(linedrni) uspotrddani R, redlnd osa

Definice. Realné ¢islo x se nazyva:
kladné, pokud = > 0;

zdporné, pokud z < 0;

nezaporné, pokud z > 0;

nekladné, pokud x < 0.

Definice. Pro kazdé a,b € R, a < b, rozeznavame tyto
typy intervali s krajnimi body a, b:

(a,0) ={z € R: a < x < b} (otevreny);

(a,by = {x € R: a <z < b} (uzavreny);

(a,b) ={x € R: a <z < b} (zleva ot., zprava uz.);

(a,b) ={x € R: a <z < b} (zleva uz., zprava ot.).

Body intervalu, které nejsou krajni, nazyvame vnitrnd.

Tvrzeni. V kazZdém intervalu existuje nekonecné mnoho
raciondlnich i iraciondlnich ¢isel (hustota Q i R\ Q v R).

Diukaz: Pomoci dekadickych rozvoju.

Definice. Rozsivend mnozina redlngjch cisel je R = RU
U {—00, 40}, kde —o0 a +00 se nazyvaji nevlastni Cisla.
Pro kazdé x € R poklddame:

1) —o0o <z < 400

2) |=oo| = [+o0| = +o0

3) x+o00=o00, 00+ 00 = 00,

T —00=—00, —00 — 00 = —00,
400, x>0,
T-00 = 00+ 00 = 00,
—o0, =<0,
T
= =0.
Nedefinujeme: oo — oo, 000, .

Poznamka. Vyuziti: véty o limitach, popisy intervali:
(—00,0) ={z €R: —co<z<0}={zeR: z <0},
(=00, +00) = R (oteviené i s £00).

Definice. Necht M C R. Cislo z € R se nazyva:

horni zdvora M, pokud M < z (x < z pro kazdé x € M);
dolni zavora M, pokud z < M (z < x pro kazdé z € M).
Mnozina M se nazyva:

shora omezend, pokud ma realnou horni zavoru;

zdola omezend, pokud mé realnou dolni zavoru;
omezend, pokud je shora i zdola omezena.

Priklady.

1) N je zdola omezend, neni shora omezen4.
2) Z neni omezena ani zdola, ani shora.

3) (0,1) je omezena.

Definice. Necht M C R.

Mazimum M (max M) je nejvétsi prvek M.
Minimum M (min M) je nejmens{ prvek M.
Supremum M (sup M) je nejmensi horni zdvora M.
Infimum M (inf M) je nejvétsi dolni zavora M.

Priklady.

max N neexistuje, supN = +oo,
max(0,1) =1, sup(0,1) = 1,
max(0, 1) neexistuje, sup(0,1) =1
sup) = —oo, inf ) = +oo

Poznamky. (Podobné pro inf/min)

1) sup M = 400 pravé tehdy, kdyz M neni shora omezena.
2) Jestlize existuje max M, pak sup M = max M.

3) max M existuje pravé tehdy, kdyz sup M € M.

Véta. Kazdd mnoZina redlnych c¢isel md supremum i infi-
mum (jediné).

Rez (A|B): A, B C Q neprazdné, AUB =Q, A < B.
Rezy s max A nebo min B odpovidaji raciondlnim ¢&islim
(uvazujeme napf. druhy typ), ostatni iraciondlnim. Rozsi-
fujeme relace a operace z Q:

(A1|B1) < (Az2|B2) pro Ay C Ag;

(A1|B1) + (A2|B2) = (... |B1 + Ba);

(A1|Bl) . (AQ‘BQ) = ( .. |Bl . Bg) pro 0 € AN As.

Plati sup,¢p(Az|Bz) = (Ugens Azl ---), pokud priddme
(Q,0) ~ +o0.

Korespondence fezt a dekadickych rozvoju.

Véta (princip vnofenych intervalt).  Jsou-li I, (n € N)
uzavrené intervaly a Iy D Iy D ---, pak (\,enIn # 0.
Jestlize navic délky intervalu I, jdou k nule, pak je tento
prunik jednobodovy.

Dikaz: Oznacme I, = {(an,by,) pro kazdé n € N. Z pred-
poklada vyplyva, ze a1 < as < az < --- < b3 < by < by.
Mnozina {a, : n € N} je neprazdnd, shora omezena kazdym
¢islem b,,, mé tedy v R supremum, ozna¢me ho a. Protoze
a < b, pro kazdé n € N, md mnozina {b,: n € N} v R infi-
mum, oznacme ho b. Protoze a < b, je (), oy In = {z € R:
a <z < b} # (. Jestlize délky intervalid I,, jdou k nule, pak
a=>b.

Poznamka. Podminka uzavienosti intervala ve vyse uve-
dené vété je podstatnd: je-li I,, = (0, 1) pro kazdé n € N,
pak 1 DI D I3 D - a(V,enln = 0.



Definice. (Redlnd) funkce (rediné proménné) f je zobra-
zeni A — R, kde A C R je neprazdn4.

Mnozina A je definiéni obor funkece f (D(f)), mnozina
f(A) ={f(x): z € A} je obor hodnot funkce f (R(f)).
Graf funkece f je mnozina {[z, f(z)]: = € D(f)}.

Poznamky. Pokud neni zadan defini¢ni obor, bereme ma-
ximalni mozny.

vzor A: f7H(A) ={z € D(f): f(x) € A}

Definice. Funkce f: A — B je:

prostd, pokud ruznym vzorum odpovidaji razné obrazy;
na B, pokud jeji obor hodnot je B (f: A =% B);
vzdjemné jednoznacnd (bijekce), pokud je prostd na B.

Priklady.
1) 22 neni prostd (f(1) = f(—1)), je na (0, +00).
2) 2° je prostd na R.

Poznamka. Neostré usporadani f < g a operace scitani,
odcitani, nasobeni a déleni funkci definujeme ,bodove“.

Definice. Slozeni funkci f: A— Bag: B — C je funkce
go f: A— C definovand predpisem (g o f)(z) = g(f(x)).

P¥iklad. o nenf nekomutativni: f(x) = 2z, g(r) = 22
(90 @) = 9(f(x) = (f@)° = (20)? = 4,
(fog)(z) = f(g(x)) = 29(x) = 22*.

Definice. Inverzni funkee k f: A —Rje f_1: R(f) > A
takovd, ze (f—1 o f)(x) = x pro kazdé z € A.

Véta. Funkce f md inverzni funkci prdve tehdy, kdyz je
prostd. Pak D(f-1) = R(f), R(f-1) = D(f), f je inverzni
funkce k f_1 a graf f_1 je symetricky s grafem f podle
(primky o rovnici y = x).

Piiklad. f(z) =e”: R 2% (0,+00) je prostd, mé inverzni
foi(x) =Inz: (0,4+00) 25 R; fyof#fof 1.

Definice. Funkce f je (zdola, shora) omezend na A C
C D(f), pokud je (zdola, shora) omezend mnozina f(A).

Poznamka. Pokud neur¢ujeme A, myslime D(f).

Priklady.

1) 22 je zdola omezena (22 > 0), neni shora omezena.
2) arctgx je omezena.

3) 2 nen{ omezen4 zdola ani shora.

Definice. Funkce f je rostouci (klesajici, neklesajici,
nerostouci) na mnozing A C D(f), pokud f(z) < f(y)
(fz) > f(y), f(z) < F(y), f(2) = F(y)) pro viechna
z,y € A takova, ze x < y. Takové funkce se nazyvaji mo-
notonni, rostouci a klesajici funkce se nazyvaji ryze mono-
tonnd.

Piiklady.

1) 22 je klesajici na (—oo, 0), rostouci na (0, +00).
2) signz je neklesajici.

3) 4

x

je klesajici na (—o00,0) a na (0, +00), neni monotonni.

Véta. Rostouci (klesajici) funkce je prostd a md inverzni
funkci, kterd je rovnéz rostouci (klesajict).

Definice. Funkce f je:
sudd, pokud f(—=z) = f(x) pro kazdé z € D(f);
lichd, pokud f(—z) = —f(x) pro kazdé = € D(f).

Priklady. 1) 2?2 je sud4. 2) 22 je lich4.

Poznamka. Graf sudé funkce je symetricky podle osy y,
graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

Definice. Funkce f je periodickd s periodou p > 0, pokud
f@+p)=f(z—p) = f(z) pro kazdé = € D(f).

Poznamka. Pro periodu p, jsou i np (n € N) periody.
Nejmensi perioda (pokud existuje) se nazyvé zdkladni.

Priklad. Funkce sin x ma zédkladni periodu 27.

Linearni transformace a graf funkce:

1) Graf f(z) + ¢ je posunuty o ¢ ve sméru osy y.
2) Graf f(x + ¢) je posunuty o —c ve sméru osy z.
3) Graf ¢ f(x) je c-krét roztazeny od osy x.

4) Graf f(cz) (c #0) je c-krat stazeny k ose y.
(Pro ¢ < 0 opacné orientace nebo pieklopeni.)

Definice. Mnoziny A, B maji stejnou mohutnost (kardina-

litu), pokud existuje bijekce A =%, B. Mnoziny které maji
mohutnost N, se nazyvaji spocetné.

Tvrzeni. Q je spocetnd, R je nespocetnd.

Diikaz: 1) § € Q v zédkladnim tvaru pfifadime piirozenym
¢islim primdrné vzestupné podle |a| + b, pak libovolné.

2) Pro f: N — R najdeme dekadicky rozvoj ¢isla, které
neni v f(N): jako n-tou cifru dekadického rozvoje vybereme
cifru riznou od n-té cifry dekadického rozvoje f(n) a od 9.

Elementarni funkce

Mocniny x®

a €N z®=z-... z (ax); inverzni ¢z (Vo = ¥/z);
2X=1liprox=0;27%=1/2%

P/ = {/xP, p € Z, q € N, p, ¢ nesoudélna:

D(xP/9) H q liché ‘ g sudé (z > 0)
p>0 R (0, +00)
p<0(z#0) || R\ {0} (0, +-00)

pro a ¢ Q pokladame z® = e2™m® tedy D(f) = (0, +0c0).

Ezponencidlni o zikladu a € (0,+00) \ {1}: a* (impl. e*);
inverzni: logaritmus o zdkladu a: log, x;
(logz =log,, = dekadicky, Inx = log, x prirozeny).
Pro z € Q je a® definovano (viz mocniny),
pro = ¢ Q dodefinujeme monoténné, tj. napi. pro a > 1:
a® =sup{a?: ¢€Q, ¢ <z} =inf{a?: ¢€Q, q¢> z}.
Pro kazdé x,y € R a kazdé a > 0 plati

a®tv =qa* . qY, (a®)¥ = a".
Pro kazdé a € (0,1) U (1, +00) plati

log, (zy) = log, x + log, vy, z,y >0,

log, x¥ = ylog, x, xz>0.

Exponencidlni funkce i logaritmy lze prevést na zaklad e:

__Inz
s ]Ogax—m.

a® = ex-lna



sinz

goniometrické: sinx, cosx, tgx = =L cotgx =
inverzni: arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x.
sin?x + cos’z =1

cosx .,
sinx?

sin(z +y) = sinx cosy + cosz siny
cos(x 4+ y) = cosz cosy —sinx siny
sin2m:%
cos’z = % (14 cos2z)

|| 0 |x/6] w/4| =/3|m/2
sina || 0| 1/2 | v2/2| v3/2| 1

f(z)9® At g 9(@) In f(z) pokud g neni raciondlni konstanta

Poznamka. V C:
o 1 iz —ix . _ 1 iz —iz
cosx =5 (' +e'?), sinx = 55 (e —e7'¥).

Poznamka. hyperbolické:

coshz = % (e® +e77), sinha = § (e —e ™)

(tgh, cotgh podobné jako pro goniometrické)
inverzni: argsinh x, argcosh z, argtgh x, argcotgh z

2 .12
cosh“z —sinh“xz =1

’Limity a spojitost funkci‘

Definice. Okoli bodu a € R o poloméru r > 0 je
Ula,r) ={x €eR: [z —a|<r}=(a—r,a+T).
Prstencové okoli bodu a € R o poloméru 7 > 0 je
P(a,r) =U(a,r)\ {a} = (a —r,a) U (a,a+r).
Okol{ bodii 00 jsou (r je realné ¢islo):
U(—o0,r) = P(—oo,r) ={zx € R: z <r} = (—o0,r),
U(4o0,7) = P(+o0,7) ={z € R: > r} = (r, +00).

Definice. Funkce f definovand v prstencovém okoli bodu
a € R mi v bodé a limitu b € R (lim,_, f(z) = b,
f(@) 2% b), jestlize plati: Ke kazdému okoli U bodu b
existuje prstencové okoli P bodu a tak, ze f(P) C U.

Poznamka. Obecnéji limita v hromadném bodé definic-
niho oboru (v kazdém prstencovém okoli lezi bod D(f)) je
dédna podminkou f(PND(f)) CU.

Tvrzeni. Pro kaZdé a € R plati:

1) limg—q ¢ = ¢ pro kaZdé c € R.

2) lim, 4, x = a.

Diikaz: 1) f~1(U) = R pro kazdé U, napi. P = P(a,1).
2) f~Y(U) = U pro kazdé U, napt. P =U \ {a}.

Piiklad. lim, ,; 22 =1

Priklad. lim, . sinx neexistuje: pro b € R existuje
Uy, 7 (—1,1), f~%(Uy) neobsahuje prstencové okoli +oo.

Jednostranné limity zleva/ zprava pro leva/prava prstencova
okoli a (body prstencového okoli nalevo/napravo od a).

Priklad. lim, ,o_signx = —1, lim,_,o signz = +1.
Véta. Pro funkci f definovanou v prstencovém okoli bodu

a € R jelim,,, f(x) = b prdvé tehdy, kdyzlim,_,,_ f(z) =
= lim, o f(z) = 0.

Dtkaz: =: pro P(a,d) bereme jednostrannd prstencova
okoli (a — ¢,a), (a,a+ 9)

<: pro (a —0_,a), (a,a + 61), 6 = min{d_,d4} bereme
P(a,d)

Poznamka. Véty lze formulovat i pro jednostranné limity.

Véta (o jednoznacnosti). KaZdd funkce md v kaZdém bodé
nejvyse jednu limitu.
Dtikaz: Pokud méa v a limitu b, tak jiné ¢islo ¢ € R neni

limitou: existujf disjunktn{ okoli Uy, U, bodii b, ¢, f~1(U,) je
disjunktni s f~(Up,) a neobsahuje tedy prstencové okolf a.

Véta (o monotonii). Je-li f < g na prstencovém okoli

a € R, lim, 4 f(x) = b, lim,_q g(x) = ¢, pak b < c.

Diikaz (sporem): Pro b > ¢ existuji disjunktni okoli Uy, U,
bodt b, ¢ a prstencova okoli Py C f~Y(Uy), P, C g~ (U,)
bodu a, pro z € Py N Py, je f(z) > g(x) — spor.

Pi#iklad. Ne pro <: 0 < X na (0, +00), v +00 stejnd limita.

x

Véta. Funkce s vlastni limitou v a € R je omezend na
prstencovém okoli a.

Dikaz: Existuje omezené okoli U limity, k nému P.

Véta. Funkce s kladnou (zdpornou) limitou v a € R je na
prstencovém okoli a kladnd (zdporna).

Diukaz: Existuje okoli U limity neobsahujici 0, k nému P.

Véta. lim f(x) =0 prdvé tehdy, kdyz liin |f(z)] =0.

r—a

Dikaz: f(x) € U(0,¢) pravé tehdy, kdyz |f(z)| € U(0,¢).

Véta. Monotonni funkce na otevreném intervalu md v jeho
krajnich bodech prislusné jednostranné limity (supremum a
infimum funkcnich hodnot).

Dutkaz (pro f nekles. na I = (a,b), — b—): s = sup f(I),
pro U okoli s od c existuje d € I tak, ze f(d) > ¢, (d,b) je
levé prstencové okoli b, f((d, b)) cU.

Piiklad. ¢®: R 2% (0, 400) je rostouci, tedy
lim,_, o €* = inf(0, +o00) = 0,
lim, s o € = sup(0, +00) = +o0.

Priklad.

400, a>0, 0, a>0,
lim z*=<1, a=0, lim 2*=<1, a=0,
r——+00 z—0+

0, a <0, 400, a<0.

Véta (limita souctu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkef). Li-
mita souctu (rozdilu, soucinu, podilu) funkct je soucet (roz-
dil, soucin, podil) limit, pokud je definovdn (vietné operaci
s nevlastnimi ¢isly).

Dtikaz (pro soucet vlastnich limit): Pro U(b+c, €) uvazujme
f(Pr) CU(Db, 3) ag(Py) CU(c, 3), pak (f +9)(PrNFy) C
CUD+ce).



Priklady.
1) hrf (222 — 32+ 1) = |oo — 0o + 1| nedefinovano
T—r+00
= lim 2%(2—327' +272%) = (+00) -2 = 400,
r—+o0
2z — 1
2) lim ——— =
T —o00 12 +1

21 — 72 _O—O_

—00 )
——| nedefinovano
+00

= 1l = =0
at—%riloo 14+ 22 1+0 ’
. ox—1 0 ,
3) 31:1_>ml pop 'O nedefinovino
i — gy 1L

iz —D(z+1) ez+l 2

Véta. Je-li lim,_, f(z) > 0, limy_, g(x) =0 a g(z) >0
na prstencovém okoli a € R, pak lim,_,, f(z)/g(x) = +oc.

Poznamka. |ﬁ| = +o0.

Priklady. 5 5
1) xlg{lﬂ:x—lzl():t = F00.
. -2 -2
? i = = [ | =
. In(2-12) —00
3) Jm = —‘0_ = +0.

Véta (o sevieni). Je-li f < h < g na prst. okoli a € R,
lim, . f(z) = lim,_q g(z) = b € R, pak lim,_,, h(z) = b.
Ptiklad.

lim 82 — |
z—0 ¥

staci x — 0+ (sudd) a = € (0, %), véta o sevieni:

13 T 1 sinzx
2 smz < 2 < 2 cosx
T 1
1< sinx cos

1> 22 > cosw

Véta. Je-lilim,_,, f(x) =0, g je omezend na prstencovém
okoli a € R, pak lim,_,, f(x) g(z) = 0.

Dikaz: |g| < M, 0 <|f(z)g(z)| < M |f(z)|, véta o sevieni.

Poznamka. |0-om.| =

om. —
| =0,

Piiklad. lim,_,q msin% =|0-om.| =0.
Véta. Je-li f < g na prst. okoli a € R, lim,_,, f(z) =
= 400, (limz—qg(z) = —00), pak lim,_, g(x) = 400

(limg—q f(x) = —00).

Véta. Je-li lim,_,, f(z) = b € {£o0} a g je omezend na
prstencovém okoli a € R, pak limg_,, (f(x) + g(m)) =b.

T—ra

Dtikaz: Pro +00: g > M, f(x)+g(z) > f(z)+ M —— +oo.
Poznamka. | £+ 0o + om.| = £o0.

Piiklad. lim, o (z 4 cos ) = |[+00 + om.| = +o0.

Véta. Jestlize lim,_,, f(x) neexistuje, pak plati:

1) Je-li limg 4 g(x) vlastni, pak limg,_,q (f(x) + g(x)) nee-
zistuje.

2) Je-li lim,_,,g(x) vlastni a nenulovd, pak neexistuji

limg o (f(2) - 9(2)) alimg—q(f(2)/9(x)).

Dtikaz: Sporem, existovala by lim,_,, f(z) podle véty o li-
mité souctu, soucinu, podilu.

sinx __ ’nccx.

T—9—7 1 ‘ neexistuje.

Priklad. lim,, 4

Véta (limita sloZené funkce). Necht pro a,b,c € R plati:
(1) limy 4 f(z) =0,

(2) hmy—>b g(y) =

(3) g(b) = ¢ nebo f(x) # b na prstencovém okoli a.

Pak lim, (g o f)(x) =c.

Dukaz: U,

(2): existuje Py: P, & U,

(1): existuje Po: Py 25 P, U {b}

(3): pro g(b) = c je P, U {b} & U,, P, 2L U,
jinak existuje P.: P! ER p,, P! ELLN U.

Priklad. lim,_, o e'/® =lim, ,0e¥ =1 (£ #0ie’ =1).

Priklad. f(z) = zsin L: lim,0 f(z) = 0;

g(y) =0 pro y # 0, g(0) = 1: lim, 0 g(y) = 0;
(go f)(@)=1prox e {=: ke Z\{0}}, jinak 0;
lim,,0(g o f)(x) neexistuje.

Definice. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f), pokud ke
kazdému okoli U bodu f(a) existuje okoli V' bodu a tak,
ze f(V N D(f)) C U. Funkce je spojitd, pokud je spojita
v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.

Véta. Funkce f definovand v okoli bodu a je v bodé a spojitd
prave tehdy, kdyz lim,_,q f(x) = f(a).

Poznamka. Funkee f je spojitd v izolovanych bodech D(f)
(pro které je D(f) disjunktni s nékterym prst. okolim).

Poznamka. Podobné spojitosti zleva/zprava.

Priklady. 1) konstanty, x jsou spojité.

2) sign z je spojitd v bodech R\ {0}, nen{ spojitd v bodé 0.
3) Charakteristickd funkee (0,400) je spojitd v bodech
R\ {0}, zprava spojita v 0.

4) Dirichletova funkce neni spojitd v zddném bodé (v zad-
ném nemd limitu):

1, zeqQ,
d(x){(), x¢Q.

Poznamka. Po cdstech spojitd funkce: v kazdém omeze-
ném intervalu jen kone¢né mnoho bodi nespojitosti, v nich
konec¢né jednostranné limity.

Véta. 1) Jsou-li f, g spojité va, pak ftg, f-g, f/g (pokud
je definovdna), |f| jsou spojité v a.

2) Je-li f spojitd v a, pak je omezend na okoli a.

3) Je-li f spojitd v a, f(a) >0, pak f(x) > 0 na okoli a.
4) Je-li f spojitd v a, g v f(a), pak go f je spojitd v a.



Véta. Raciondlni funkce jsou spojité.

Ditikaz: Spojitost konstant, x, sou¢tu, soucinu a podilu.

Véta. Mocniny, exponencidlni a goniometrické funkce
a funkce k nim inverzni jsou spojité.

Posloupnosti

Definice. (Nekonetnd) posloupnost (redlnych ¢isel) je zob-
razeni N — R. Znacime (a,)S2,, an je n-ty clen.

nekonec¢nérozmérny aritmeticky vektor

obecné&ji (an)pl,,, no € Z

Priklady.

1) (277,)%0:1 = (27 47 83 ce )

a, = a1q" "' ... (geometrickd s kvocientem q)

2) rekurentné a; = as =1, apta = an + apsq pron € N:
(1,1,2,3,5,8,...) (Fibonacciho)

Pojmy a véty jako pro funkce: omezend, monotonni (staci
vztahy mezi a,, any1), limita (v oo jako pro f(x) = a, na
(n,n+1)).

Véta. Posloupnost (a,)2%; md limitua € R (lim, o0 a, =
n— oo

=a, a, — a), pokud pro kazdé okoli U bodu a existuje
ng € N tak, Ze pro vsechna n > ngy je a, € U.

Definice. Posloupnost s vlastni limitou je konvergentni.
Véta. Konvergentni posloupnost je omezend.

Véta. Necht [ je definovdna na prstencovém okoli a.
Pak lim,_,, f(z) = b prdvé tehdy, kdyz lim, o f(a,) =
= b pro kaZdou posloupnost (a,)5> cisel z D(f) \ {a} s
lim,, o0 ap, = a.

Priklady.

1) limy, 00 enl = +00 protoze lim, 1 o % = +00

2) limg 4 o sin z neexistuje:

lim,, o0 ™ = +00, lim,, o, sinn = 0,

lim,, o0 (5 + 270) = 400, lim, o sin(§ + 27n) = 1

Definice. Vybrand posloupnost (podposloupnost) z po-
sloupnosti (a,)5%; je posloupnost (an,)52,, kde (ng)52,
je rostouci posloupnost prirozenych cisel.

Definice. Cislo a € R je hromadnd hodnota posloupnosti,
pokud v kazdém okoli a lezi nekone¢né mnoho jejich ¢lent.

Véta. Limita posloupnosti je jeji hromadnou hodnotou.
Hromadnd hodnota posloupnosti je limitou nékteré jeji vy-
brané posloupnosti.

Ditkaz: 1. Ziejmé. 2. Okoli Uy, hromadné hodnoty smrstujici
se k ni, a,, € Uy tak, aby (ng)72, byla rostouc.

P¥iklad. Posl. ((—1)") " m4 hromadné hodnoty 1.

Véta. KazZdd posloupnost md alespori jednu hromadnou
hodnotu (omezend posloupnost vlastni).

Dikaz: —oo nebo 400, pokud neni omezend. Pro ome-
zenou sestrojime posloupnost vnorenych (poloviéni délky)
uzavienych intervalt obsahujicich nekoneéné mnoho ¢lenti
posloupnosti, jejich prinik obsahuje hromadnou hodnotu.

Véta. Supremum a infimum mnoZiny hromadnyjch hodnot
posloupnosti jsou hromadné hodnoty této posloupnosti.

Dukaz: Okoli U obsahuje hrom. hodnotu a jeji okoli U’ C U.

limes superior (limsup,,_, . an)
limes inferior (iminf,, _,~ ay,)

Véta. Pro posloupnost je ekvivalentni:

1) Md limitu.

2) Md jedinou hromadnou hodnotu.

3) Limes inferior a limes superior posloupnosti jsou stejné.
4) Kazdd vybrand posloupnost md stejnou limitu.

’Vlastnosti spojitych funkci na intervalu

Véta (Weierstrass). Spojitd funkce na uzavieném intervalu
nabyvd nejuétsi a nejmensi hodnoty.

Duikaz: Pro m = sup f(I) existuje posloupnost (a,,)5° ; ta-
kovd, ze f(an) 222 m, ta mé4 v I hromadnou hodnotu a,
k ni konverguje vybrand posloupnost (a,, )7, ze spoji-

tosti f vyplyva f(an,) LimicN f(a), tedy m = f(a).

Piiklady.

1) f(x) =x+1na (-1,0), f(0) =0, f(z) =z —1na (0,1)
nenabyvd extrému (spojitost podstatnd).

2) f(z) = L na (0,1) (ryze monotonni na otevieném inter-
valu) nenabyvé extrémi (uzavieny interval podstatny).

Véta (o mezihodnoté). Je-li funkce f spojitd na intervalu
I a nabyvd-li v nem hodnot m a M, m < M, pak v tomto
intervalu nabjvd vsech hodnot z intervalu (m, M).

Dtkaz: ¢ € (m, M), m, M se nabyvaji v krajnich bodech
intervalu I, sestrojime posloupnost vnorenych (poloviéni
délky) intervali s hodnotami v krajnich bodech kolem c,
jejich prunik obsahuje a, pro které f(a) = c.

Dausledky.

1) Pro spojitou nekonstanitni funkci je obrazem intervalu
interval (uzavreného uzavieny).

2) Spojitd funkce na intervalu je prostd (md inverzni funkci)
praveé tehdy, kdyz je ryze monotonni.

Dtikaz: 2) Napf. pro 1 < x3 < x3, f(z1) < f(z2) > f(z3),
f(@1), fzs) << f(za) ex. vzory ¢ v (z1,22) 1 v (22, 23).

Poznamka. Metoda bisekce pro hledani nulového bodu
spojité funkce na intervalu (a,b), f(a) f(b) < 0, pouzivd
metodu diukazu véty o mezihodnoté.

Véta. Inverzni funkce k ryze monotonni funkci na intervalu
je spojitd.

Dukaz: fna I,a € D(f-1), a = f(b), napf. b vnitini bod I,
U = (¢,d) C I okoli b, existuje okol{ V' bodu a neobsahujici
f(C)7 f(d)7 f—l(V N D(f—l)) -yp



Piiklad. f(x) = z na (0,1), f(z) =  — 1 na (2,3) je
rostouci (i spojitd), inverzni neni spojita v 1.

’ Derivace funkce

,Okamzita“ zména funkce jako limita primérnych zmén.

Definice. Derivace funkce f v bodé a je

df v o g flath) — f(a)
1 (@ = f(a) = lim N :
Poznamky.
1) o) = i 1= S0)

2) Podobné jednostranné derivace.

3) Derivace funkce v bodé: f'(a) (Cislo, i nevlastni).
Derivace funkce: f': a— f'(a) (funkce, jen vlastni hod.).
Derivace: ': f+ f' (operétor).

4) Funkce f mé derivaci na intervalu I, pokud f’ existuje na
I (v pfipadnych krajnich bodech I pfislusné jednostrannd).

Piiklad. Pro funkei f(z) = ¥/z je

Vh — /0 1 1

£'(0) :%f%)% :}1113%)37}12 = ’O-i-‘ = +00.
Véta
0) (¢)=0 z € R (c € R je konstanta).
1) (%) =az® '  x € D(x") proa ¢ (0,1),

x € D(z%)\ {0} pro a € (0,1).

2) (e”) = zeR.
3) (sinz) =cosw z eR.

= —sinz xz€R.

Dtikaz: 0) (¢)" = limp, 0 ¢ = limj, 00 = 0.

1) proa € N: (2") =limp—0 3 [(x 4+ k)" —2"] =
= limy,_,0 % (" +nz" th+ .-+ A" —2") =
=limy, yo(nz" 1+ + A1) = nanL,

Tth_gw

2) (e%)' = limy, o =2 =

3) pro sinz: (sinz)’ = limy_

. h7
e®-limy,_,o % =e%.1 =¢e”.
sin(z+h)—sinz __
TR =

= limy,_so 2cos(z+h}{2) sinh/2 _
= hmh*;o COS(QL’ + h/2) . limh/2_>0 Siz/h2/2 =cosx-1=coszx.
Priklady

Lg1/3-1 1/(3V2), z #0.

Véta. Funkce je spojitd v kazZdém bodé, ve kterém md
vlastni derivaci.

Dikaz: f(x) = f(a) + W Sz —a) =5
fla)+ f'(a) -0 = f(a).

Priklady.
1) signx je nespojitd v 0,

sign’(0

) 1
2) f(x) = 3/x je spojita v 0, f'(0) = +oo0.
) =

= limy,_, sign h—sign0 _ limj,_o L = |1 | = +o0.
h [h] 0+

/\/\

3) f(x) = |z| je spojitd v 0, f/(0) neexistuje:

f4(0)

limy, op PO — Jimy, o0 £1 = +1.

Poznamka. Existuje funkce spojitd na R, kterd nema
v zadném bodé derivaci.

Véta (o derivaci souctu, rozdilu, souc¢inu a podilu). Maji-li
funkce f,g vlastni derivace v bodé a, pak:

1) (f £9)'(a) = f'(a) £ g'(a);

2) (f-9)'(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a);

3) je-li g(a) # 0, pak

(£)(a) = f'(a) g(a) — f(a) g'(a)

g g9(a)?
Dukaz:
(f£9)(@) = (f£9)(a) _ f(z) — fla) , g(z) —g(a)
=% f'(a) £ ¢/ (a)
(f-9)=) = (f-g)(a) _
_ @S0 ) g 9000

=% f'(a)g(a) + f(a) ¢'(a);

Poznamky.

1) Podobneé pro derivace funkci (nejen v bodé).

2)Proc e Rje (cf) = (¢)' f+cf’ = cf’ (,derivace ndsobku
je ndsobek derivace®).

3) Zobrazeni ': f — f’ je linedrni.

4) (fl+f2+"'+fn)l:f{+fé+"'+f7/u

(frforfu) = fifefot fifo o fat o+ fufer o

Priklady.
1) 322 +22+7) = 62 + 2.
2) (z?e®sinz) = 2ze%sinx + 22 e®sinz + 2% e” cos .

. ’ . / . ,
/ _ (sinzx _ (sinz) cosz—sinz (cosz)’ __
3) (tga)' = (222) = = -
cos T cos? x
— cos? z+sin? x — 1
cos? x cos? x

Véta (o derivaci slozené funkece). Md-li f vlastni derivaci
v a, g vlastni derivaci v f(a) = b, pak go f md v a derivaci

(g0 f)(a)=g'(b)- f'(a).
Dtikaz: Oznaéme f(z) = y. Funkce
g(¥)—g(b) b
v = s YFED,
) {g’(b% y=»,

je spojitd v b, v okoli b je g(y) — g(b) = t(y) (y — b), plati

(gof)(x) —(go f)la) _ 9(f(2)) —9(f(a)) _
_9y) —g() _ty)y—-b) _
= 1fy) DI e o, ) pr(a).
Poznamky.

1) (fuo---ofao fi) = fr-- fofi-
2) Schematicky pro f(z) =y, g(y) = z: STZc = g—z . (%'



Piiklady.
1) (sinz?)’ = cosx? - 2x.
2) (ecosx3)/ — ecosa:3 A (_ Sinif?)) . 3552.

3) (f(ax))/ = f'(ax) - a.

Poznamka. Obecnéjsi vzorce pro a € R (na R):
(e®®) = ae® (sinaz)’ = acosazx, (cosax) = —asinaz.

Derivaci (f_1 0 f)(x) = « dostaneme f’ (f(z)) - f'(z) =

Véta (o derivaci inverzni funkce). Je-li funkce [ spojitd a
ryze monotonni na intervalu I a existuje-li nenulovd deri-
vace funkce f va € I, pak
1
! —
f—l(f(a)) - f’(a) .

Dtkaz: Oznactme y = f(z), b = f(a). f(I) je otevieny
interval, existuje spojitd f_1 na f(I).

ffl(y) — ffl(b) B 1 y—b (= z—a) 1
y—b  I@w-iw 7(a)

Tr—a

Poznamka. Obvykle vychizime z funkce, jejiz derivaci
chceme spocitat, takze podminky monotonie a nenulovosti
derivace ovérujeme pro inverzni funkci.

Priklad. Inz je inverzni k e¥, ktera je spojitd, rostouci a
mé nenulovou derivaci. Pro x € D(In) = (0, +00) je

1 1 1 1

r_ - ——
(Inz) = @) ot ohr 3
Véta. )
(arctgx) = o (arccotg )’ = — 1 TE€ R

Priklad. Dukaz vzorce o derivaci % pro a € R, z > 0:
ay/ _ alnz\’ _ jalnz  a _ a—1
() = (e ) =e 9 =ax®

Definice. Dem’vaci 7ddu n (n-tou derivaci) funkce f zna-
¢ime () nebo

oy

a definujeme rekurentné

f (n) — (f(n 1))

pron € N.

Priklad. Pro f(x) =
( )

1/x = 7! dostdvdme

(12~
:( —1)z~ ) (—1)(—2)90_3
(

///

|
F) = (1) —

Poznamky.
1) Derivace fadu n je linedrni zobrazeni, takze

(crfi+cafot - Fepfe)™ = C1f1(n) +02f2(n) +oe +Ckf;§n)
2) Derivace soucinu dvou funkei se pocitaji nasledovné:
(fg)' =fg+fd,
(f9)" = (fg+fd) =f"g9+2f' ¢+ fg",
(fg)///:f///g+3f//g/+3f/ H+fg/,/7

(Fg)™ — i:( ) ey
—

Aplikace derivaci

Geometrické aplikace

% ... smérnice seény body [a, f(a)], [z, f(z)]
f'(a) ... smérnice tecny v [a, f(a)]
fecna: y—fla)=f'(a) (x —a)

y=f(a)+ f'(a) (x—a)
smérovy vektor tecny (kolmy k normale): (1, f'(a))
normala:

1L-x+ f'(a)-y=a+ f'(a) f(a)
p—a pro /'(a) = 0,

— (@—a) pro f'(a) #0.

Piiklad. Urcete teénu a normdlu grafu funkce f(z) = e®

v bods [1,7].
f() =e f'(z) =e, ['(1) =
tefna: y = f()+ f'(1)(z—1)=e+e(z—1) =ex

norméla: y =e—i(z —1)=—-1z+ (e+e!)

Véty o stredni hodnoté

Véta (Rolleova). Necht pro funkci f plati

(1) f(a) = f(b);

(2) je spojitd na intervalu {a,b);

(3) md derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b).

Pak f'(c) = 0 pro néktery bod ¢ € (a,b).

Dtikaz: pro konstantni je f' =0 na (a,b);

nekonstantni nabyvd minima nebo maxima uvnitt {(a, b);
napiiklad pro maximum v bodé ¢ € (a, b):

€)= fL(e) = lim, . {8219 >,

F(e) = fi(e) = limg_yop M <0.

Priklady. Zadny piedpoklad nelze vypustit.

1) Funkce f(z) = x na (0, 1) nespliuje (1).

2) Funkce f(z) =z na (0,1), f(1) = 0 nespliuje (2).
3) Funkee f(z) = |z| na (—1,1) nespliiuje (3).

Véta (Lagrangeova, o prirustku funkce). Necht funkce f
je spojitd na {a,b) a md derivaci v kazdém bodé (a,b). Pak
existuje ¢ € (a,b) tak, ze

f) = fla)=f'(c)-(b—a).
Ditkaz: funkce g(z) = f(z) — [f(a) + W (z—a)] spl-
nuje podminky Rolleovy véty, existuje ¢ € (a, b):
0=g'(c) = £'(e) - L=,

Tvrzeni. Je-li funkce f spojitd v bodé a zprava a existuje-li

"(a+), pak
Flen i) = 1)

Diikaz: z existence f’(a+) plyne existence vlastn{ derivace
a tedy i spojitost f na pravém okoli a; pro x z tohoto okoli
podle Lagrangeovy véty existuje ¢, € (a,x); pro x — a+ je
¢z = a+; fi(a) = limg a4 f($) f(a) = limga+ f'(cz) =
= limc, a4 f'(c2) = f'(at)

Poznamka. Podobné pro derivaci zleva, oboustrannou.



Piiklad. f(z) = {/z je spojitd na R,
f1(0) = limy o ﬁ = ‘ﬁ‘ = +00.

Priklad. f(z)=2?sind pro z # 0, f(0) =
f'(0) =0, limg 0 f'(x) = lim,_,o(2xsin L — cos ) neex.

Tvrzeni (Cauchy). Necht funkce f,g jsou spojité na in-
tervalu {(a,b), maji viastni derivaci na (a,b) a ¢'(z) # 0 na
(a,b). Pak ezistuje c € (a,b) tak, Ze

1)~ f(a) _ f'(e)
9(b) — 9( ) g9

Dukaz: funkce h(x (a)) g(x)—(9(b)—g
spliiuje podminky Rolleovy vety, existuje ¢ € (a,b):

0="1'(c) = (f(b) = f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) fl(C)
protoze ¢'(z) # 0 na (a,b), je ¢g'(c) # 0 a také g(b) # g(a)

I’Hospitalovo pravidlo

Véta (I'Hospitalovo pravidlo). Necht pro funkce f, g plati:
(1) limy oy f(z) = limz—q4 g(x) = 0 nebo
limg a4 [g(2)] = +o0,

(2) existuje lim,_q 4 o Eg eR.
Pak
“ o flx) L @)
lim —= = lim .
r—a+ g(gj) r—a+ g’(aj)

Dtikaz: pro lim, a4 f(2) = limgz— a4 g(x) = 0:

f',¢" existuji a ¢'(x) # 0 na nékterém (a,b), polozme
fla) = g(a) = 0 (pak f,g jsou spojité na {(a,b)); podle
Cauchyovy véty pro (a,z) (x € (a,b)) existuje ¢, € (a,z):

f@) _ f@)=fla) _ f'(ca) z=at 1. I'(z)
g(@) = g(@)—g(a) — g'(ca) ¢ —yat

Poznamky.

1) Podobné pro limitu zleva ¢i oboustrannou.

2) L’Hospitalovo pravidlo lze pouzit opakované.

3) Limita muzZe existovat, i kdyz limita podilu derivaci ne-
existuje.

4) lelty typu 0 - 0o 1ze prevést na typ g nebo (nékdy) 22,
typy 00°, 00, 1° lze pievést na typ e°

Priklady.
——
1) hmwg)o ln(la:-‘,-x) = |% :H li mw—)O =1.
I'H
2) limg s 4 oo 1n7§ = ‘ﬁ‘ = hmxﬁ+oo (1/4)/7{3/4 =
= hmz_>+oo 7 =0.
too

3) limg— 400 6—2 = ‘+ = hmgc_H_Oo ==

I'H ..
= i%‘ = lim; 40 % = +o00.

sin x COb T

4) limg 400 =0, limg 400 neexistuje

)
5) lim, g 2l = [0 (~00)] = limg 0, 52 =

= ’ = lim,_,04 1// > = lim, 04 (—2) = 0.

6) hmmﬁ+oo(1 +a/x)® =limgy o0 explzn(l 4+ a/z)] =

= exp [limy— oo W] —

g exp [limg— 400 %]

= exp[limz— 4 oo ﬁ] =expa = e®.

Poznamka. L’Hospitalovo pravidlo lze pouzit i pro vy-
pocet limit posloupnosti, pokud najdeme vhodnou funkci.
Napiiklad lim, o €"/n = lim,_, 4 o0 €%/2 = +00.

Taylordv polynom

Véta (Taylor). Necht funkce f md spojité derivace do Tddu
n >0 na (a,z), fOD existuje v kaZdém bodé (a,x). Pak
existuje ¢ € (a,x) tak, Ze

"(a ") (q
1@ = @+ D0y Dy
Tn(z)
f(n+1)(c) . a)n+1 .

(n+ 1!

T, (z): Tayloriv polynom funkce f v bodé a Fadu n,
zbytek v Lagrangeové tvaru.

Poznamky.
1) Podobné pro (z, a).
)n=0: f(zx)= f(a) + f'(c) (x — a) (Lagrange).
3) f+1) spojitd, = blizko a ... ¢ blizko a ... fO*+D(c)
blizko f"*V(a) ... T, 1 presnéjsi
Dikaz: To@) = f(a)
To(a) = f'(a)
(@) = f(a)
f(z) = Tu(a) + M(z — a)" ™
g(t) = f(t) = Tu(t) = M(t — a)"*! t € {a,z)
Rolle (n + 1)-krat
g(z)=0  g(a)=0
dey € (a,x) g(c1)=0 ¢'(a)=0

97(e) =0 g0 () =0
g (e) = 0

Jep, € (a,cp-1):

Je € (a,cpn):

frE) —0-M-(n+1)!=0

_ [
M = (n+1)!
Priklady.
e$~1+%x+%x2+~-~+%m”
cosxwl—fa: +4,x4—ax + -
smxwxfix +5,x57 !x + -
Poznamky.

1) Taylortv p. sudé (liché) funkce v 0 je funkce sudé (licha).
2) Tayloruv p. fadu n pro polynom P stupné < n je P.
3) Taylorova fada: nekonecny soucet.

Pro vypocet sinu nebo kosinu staci interval (0, §).

Priklad. Odhadnéte sin § Taylorovym p. fadu 3 v 0.
T3(z) =x — 71:3 T3(5) =0,499674. ..

Protoze T5 = T4, je chyba

sin® (¢ T T
lsin(Z) — Ty(%)| = |59 (23] < & (F) =
= 0,000 327.

Skutecna chyba je dost presné rovna tomuto odhadu, T da
vyrazné presnéjsi hodnotu 0,500 002. ..

Priklad. Spoctéte &islo e s piesnosti 1073, vite-li, ze e < 3.
f@)=e" a=0e= f(l) ~Tn(1)

chyba (n+1), 1 1’ < [cEsy]l +1) <1073 pron >6

Ts(1) = 2,718 05, chyba 0,000 226.. . ., odhad 0,000 595. ..




Prubéh funkce

Monotonie a extrémy

Véta (o monotonii). Je-li funkce f spojitd na intervalu I
a ma-li v kazdém vnitrnim bodé I derivaci, pak:
1) Je-li f'(x) > 0 wvnitr I, pak f je rostouci na I.
2) Je-li f'(x) <0 wwnitr I, pak f je klesajici na I.
3) Je-li f'(z) > 0 wonitr I, pak f je neklesajici na I.
4) Je-li f'(x) <0 wwnitr I, pak [ je nerostouci na I.

Dikaz: z,ye I,z <y

Lagrange: f(z) — f(y) = f'(c) (z —y), c € (z,y)
1) f(x)— fly) <0 ... f(x) < f(y) ... rostouci
2)—4) podobné

Poznamky.
1) Je-li f/ =0 na intervalu, pak f je konstantni.
2) Je-li f/ = ¢’ na intervalu, pak f, g se lis{ o konstantu.

Piiklad. f(z) = 2® — 3x + 1
fl(@)=322-3=3(x—-1)(z+1)
f'>0na (—oo,—1)U(1,+00) ...
(1, o)
f'<0na(-1,1) ...

f rostouci na (—oo, —1),
f Kklesajici na (—1,1)

Ptiklad. f(z) = 23
f'(z) = 322
fl > 0 na (_0070)7 (07 +OO)
. f rostouci na (—oo, 0}, (0, +00) ... rostouci na R
Tvrzeni. Je-li f'(a) > 0, pak existuje okoli U bodu a tak,

Ze prox,y € U, © < a <y, je f(z) < fla) < f(y) (f je
rostouct v bodé a).

Dikaz:
, limg_yq— W, f(z) < f(a) vlevo
0<fla)=1 4 J(w)~F(a)
limy o =5=77, f(y) > f(a) vpravo
Poznamky.
1) f'(a) <0 ... f je klesajici v bodé a.

2) Pro f’(a) = 0 se nic netvrdi.

Definice. Funkce f mé v bodé a lokdlni minimum (lokdinid

mazximum), jestlize f(x) > f(a) (f(z) < f(a)) na nékterém
prstencovém okoli bodu a.

Poznamky.
1) Lokdlni extrém: lok. minimum nebo lok. maximum.
2) Ostry lokaln{ extrém: ostrd nerovnost.

Véta. Md-li funkce f v bodé a lokdlni extrém, pak bud f'(a)
neexistuje nebo f'(a) =0 (a je staciondrni bod f).

Dukaz: f'(a) > 0 ... f rostouci v a ... nenf lokdlni extrém
f'(a) <0 ... f klesajici v a ... neni lokdln{ extrém

Piiklad. f(z) = 2% — 3z + 1 (viz dfive)
f'(z) = 322 — 3, existuje vSude, nulovd v +1
f(=1) =3 ... ostré lokdlni maximum
f(1)=—1 ... ostré lokdln{ minimum

Priklad. f(z) = ||
f'(z) = signz pro x # 0, f'(0) neexistuje
f(0) = 0 ostré lokdlni minimum

Piiklad. f(z) = o
f'(z) = 322 existuje vsude, nulovd v 0
f(0) = 0 nenf lokéln{ extrém

Véta. Necht f'(a) =

1) Je-li f"(a) > 0, pak f md v a ostré lokdlni minimum.
2) Je-li f"(a) <0, pak f md v a ostré lokdlni mazimum.
Dikaz: 1) f(a) >0 ... f'rostouciva... f'(z) < f'(a) =
=0< f'(y) pro z < a < y v nékterém okoli ... f klesajici
vlevo, rostouci vpravo ... v a ostré lok. minimum

2) podobné nebo prechodem k — f

Piiklad. f(z) = 2® — 3z + 1 (viz dfive)
f’(l’) = 3332 - 37 T1,2 = il, f”(lL’) = 6x
f"(=1) = -6 <0 ... ostré lokdlni maximum
f"(1)=6>0... ostré lokdlni minimum

P¥iklad. f(z) = 23
f(x) =322 215 =0, f'(x) = 6z
f"(0) =0 ... kritérium nerozhodne, nenf 1. e.

P¥iklad. f(z) = 2*

f/(z) =423, 2123 =0, f(O) = 0 ostré lok. minimum
f(z) = 122? f”( )=0.
§O () = 24, [ (0) =0
f@(x) = 24, f<4>(0) =24>0

. kritérium nerozhodne, je 1. e.

Pozndmka. Pro f'(a) =--- =
1) f®(a)>0...
2) f@(a) <0 ...

f(2"_1)(a) =0:
ostré lokalni minimum,
ostré lokalni maximum.

Véta. Spojitd funkce na uzavreném intervalu nabyvd ma-
xima (minima) bud v bodé, ve kterém mda lokdlni mazimum
(minimum), nebo v nékterém krajnim bodé intervalu.

Dikaz: Extrém ve vnitfnim bodé je lokalni.

Poznamka. Porovnavame hodnoty v bodech, kde derivace
neni nebo je nulova, v krajnich bodech intervalu, které do
néj patti. Ovérime limity v nepatiicich krajnich bodech.

Priklad. f(z) = 2% + 22 na (-2, +o0). f'(x) = 2z + 2,
nemé derivaci: (),

staciondrni body: —1, f(-1) = -1,

pattici krajni body: —2, f(—2) =0,

nepatfici krajni body: +oo, lim, 4o f(x) = +00,
min f = f(—1) = —1, max f neexistuje.

Konvexita, konkavita, inflexni body

Konvexita: 1) spojnice grafu nad grafem, 2) tecna pod gra-
fem, 3) smérnice seCen rostou.

Definice. Funkce f je konvezni na intervalu I, jestlize pro
kazdé x,y,z € I, x < y < z, plati

fly) = f@) _ f(z) = f(y)
y—x B zZ—y
(konkduni pro >, ryze konv. pro <, ryze konk. pro >).

Véta. Je-li f spojita na intervalu I a md-li v kazdém
vnitrnim bodé 1 druhou derivaci, pak:

1) Je-li f"(z) > 0 uoniti' I, pak f je konvexni na I.

2) Je-li f"(x) <0 wwvnitr I, pak f je konkdvni na I.

(Ryze pro ostré nerovnosti.)



Dtikaz: 1) x < y < z: f’ je neklesajici, Lagrange . .. existuji
€ (z,y), d € (y, 2):

M0 =10 _ o < g~ L1

Piiklad. f(z) = 2® —3x + 1
f'(x) = 322 — 3, () = 6,
ryze konkavni: (—oo, 0),
ryze konvexni: (0, +00)

Definice. Bod [a, f(a)] je inflexnim bodem grafu funkce f
(funkce f mé v bodé a inflexi), pokud je funkce f spojitd v
bodé a, existuje f'(a) a funkce f je na nékterém jednostran-
ném okoli a ryze konvexni a na nékterém jednostranném
okoli a ryze konkavni.

Véta.
1) Ma-li f v a inflexi, pak " (a) neexistuje nebo f’(a) = 0.
2) Je-li f"(a) =0, f"(a) #0, pak f md v a inflexi.

Poznamka. f"(a) =

. inflexe v a.

o= V() = 0, [ (a) £ 0

Piiklad. f(z) =23 -3z +1
fl(x) =322 -3, f'(z) = 62, 21 =0
f(x) =6, f7(0) #0 ... v 0 je inflexe

Asymptoty

f(z) ~pr+q

Definice. Ma4-li funkce f v bodé a € R alespon jednu
jednostrannou limitu nevlastni, nazyvame ptimku o rovnici
x = a asymptotou grafu funkce f v bodé a. Asymptota grafu
funkee f v bodé a € {+oo} je piimka o rovnici y = px + ¢
takova, ze:

lim (f(:r) —pr — q) =0.

r—a

Priklad. f(z) = 15 + 3z, D(f) =R\ {1}

lim, 14 f(z) = £00 ...

lim$ﬁioo(f(w) — %x) =0...y= %.T je asymptota v +o0

x =1 je asymptota v 1

Véta. Graf funkce f md v a € {£oo} asymptotu o rovnici
y = px + q prdvé tehdy, kdyz

pzlim@7 g = lim (f(z) - pz).

r—a I r—a

Dukaz:
hma:%a(f(x) —pTr - Q) =0... q= hmw—)a (f(CL‘) - p.’l?)
vydélenim z:

o) _p_ay—g..

hmw—nz( T p—= T f(=)

- p=limg ., -

Piiklady.
1) f(z) =xsinzx

lim, 00 f(2)/x = lim, o Sinx neex. ... as. v 400 neex.

2) f(z) = 2”
limg oo f(2)/2 = limy_yoo © = 400 ... as. v +00 neex.
3) fl) =Inz

lim, oo (Inz) /2 = limg 00 % =0 (I'H)

lim, yoo(Inz —0-2) = 400 ... as. v 400 neex.

Priklad. f(z) =z + |z|+ 1+ 15, D(f) =R\ {1}
lim, 14 f(z) = oo ... asymptota x =1

iy 400 22 = 2, Timy 4 oo (f(2) — 22) = 1
. asymptota y =2x 4+ 1 v +o0

limg oo f(;) =0, lim,_ f(z) =1
. asymptota y =1 v —o0

Poznamky.

1) Je-lilim, 4 f(x) = b € R pro a € {£oo}, pak asymptota
v a ma rovnici y = b.

2) Existuji-li asymptota v a € {£o0} o rovnici y = px + ¢
a limg_,, f'(z), pak p = lim,_,, f'(x).

Priklad. f(z)= 1 sinaz?
lim, 400 f(2) =0 ... asymptota y =0 v £oo

lim, 400 f/(2) = limwﬁioo(—a%2 sin 22 42 cos x2) ... neex.

Shrnuti vysetfovani pribéhu funkce

f: defini¢ni obor, sudost, lichost, perioda, spojitost, limity v
hrani¢nich bodech D(f), v bodech nespojitosti, asymptoty.
f’: monotonie, (lokdlnf) extrémy, obor hodnot, teény grafu
v hrani¢nich bodech D(f), D(f'), v bodech inflexe.

f"": konvexita/konkavita, inflexni body.

Piiklad. f(z) = 23 — 322 + 3|z

2

Asymptotické chovani funkci

Definice. Necht funkce g je definovana na prstencovém
okoli a € R.

1) Funkee f je t¥idy O(g) (f € O(g), f = O(g)) pro x — a,
pokud existuje ¢islo M a prstencové okoli P bodu a tak, ze
|f(z)| < M|g(z)| pro kazdé = € P.

2) Funkece f je tiidy O(g) (f € ©O(g), f = ©(g)) pro
x — a, pokud existuji kladnd ¢isla m, M a prstencové okoli

P bodu a tak, ze m|g(x)| < |f(z)| < M |g(z)| pro kazdé
z e P.

Poznamka. Podobné pro jednostranné limity, posloup-
nosti.

Pozndmka. f € O(g) pravé tehdy, kdyz plati f € O(g) a
g € O(f), tj. prévé tehdy, kdyz g € O(f).

Véta. Necht a € R.
1) Je-li lim,_, % € R, pak f € O(g) pro z — a.

2) Je-li lim,_,, % € R\ {0}, pak f € ©(g) pro x — a.

Diikaz: 1) Vlastni limita ... omezenost M na prstencovém
okoli P bodu a, tj. ‘%‘ < M na P.

2) Limita abs. hodnoty b ... existuje m € (0,b), M €
€ (b, +00) a prstencové okoli P bodu a tak, Ze m < gg; | <
< M na P.

Priklad. f(z) = 223 — 322 + bz
limy s oo 28 =2 € R\ {0}, f € O(2%) pro z — +o0

3

limw_,()@ =5€R\ {0}, f€O(z) proz — 0




Poznamky.
1) Staci prislusnd ,omezenost“ | f/g| na prstencovém okoli a
(limsup,_,, J;g | < 00, pro © navic liminf,_,| géi)| > 0).

2) Existuji rtizné definice © (jen pro kladné/nezdporné
funkce, bez absolutnich hodnot), shoduji se pro kladné.

3) lim,_q % = 1: f ~ g (asymptoticky ekvivalentni, spe-
cidlni piipad f € ©(g)).

4) limg_yq L2 = 0: £ € 0(g) (o(g) C O(g)).

glx
5) Pokud oz(na(nme f € o(g) pro n — oo jako f < g:
Inn<n%(a>0)<a”(a>1) <nl~ (%)n 2mn < n".
6) Obvykle z — 0(+) (napf. chyba aproximace Tayloro-
vym polynomem), x — +oo (napf. konvergence integralu),
n — oo (napf. konvergence fad, slozitost algoritmi).

Véta. Uvazujme v — a pro a € R, ¢,g1,92 funkce na
prstencovém okoli a.
1) Trida O(g) je uzaviena na soucet a ndsobek.

2) Je-li f1 € O(g1) a fo € O(g2), pak f1fs € O(g192)-

Dikaz:

1) f1, f2 € O(g), c1,¢2 € R; pro ¢ € {1,2} existuje ¢islo M;
a prstencové okoli P; bodu a tak, Ze |fi(x)] < M;|g(z)]
na P |y fi(@) + c2 fo(@)] < ea] [[i(@)] + leo| [f2(2)] <
< (|01|M1 + |CQ| MQ) |g(x)\ na P, N Ps.

2) Pro i € {1,2} existuje ¢islo M; a prstencové okoli P,
bodu a tak, ze |fi(z)| < M;|gi(z)| na Pi; |fi(z) fa(2)] <
S M1M2 ‘gl(l') g2($)| na P1 N P2.

Poznamka. Specidlné pro f € O(g), h, plati fh € O(gh).

Priklad.
hma:—>0 1%

0(2%))) =
)=

(1—cosz) =lim,0 2 (1—(1—4 2%+
(3 2% +0(2%)) = limg0(3 + O(2)

: 1
= lim; ;¢ 2

’ Neurdity integral ‘

Definice. Funkce F' se nazyva primitioni funkce k funkci
f na intervalu I, jestlize F' = f na I.

Poznamky.

1) V krajnich bodech jednostranné derivace.

2) Lze zobecnit: na sjednoceni intervali; F' = f aZ na ko-
necnou (¢ jinou) mnozinu.

3) Ne vSechny funkce maji primitivni.

Tvrzeni (vlastnost mezihodnoty pro derivaci). Necht f je
derivaci F' na intervalu I, a,b € I, f(a) < d < f(b). Pak
existuje ¢ mezi a,b takové, Ze f(c) = d.

Dutkaz: G(z) = F(x) — dx mé vlastni derivaci ... je spojitd
- nabyvd minima v ¢ ... G4 (a) < 0 < G4 (), tj. c

mezi a,b ... G'(¢)=0... f(c)=d.

Priklad. sign x neni derivaci zadné funkce.

Véta. Spojitd funkce na intervalu md primitivni funkci.

Poznamka. Primitivni funkce k e existuje, ale nelze ji

vyjadrit pomoci elementdrnich funkei.

Poznamka. Primitivni funkce je spojita, derivace byt ne-
musi, tj. i nespojitd mize mit primitivni.

Véta.

1) Je-li F primitivnd funkce k f na I, c € R, pak F + ¢ je
primitivni funkce k f na I.

2) Jsou-li Fy, Fy primitivnd funkce k f na I, pak Fy — Fy je
konstantni na I.

Drtkaz:
1) (F+c) = F’+0—F’—f
2) (Fl FQ) = f f =0. F2 konst. na [

Priklad. Na disjunktnich intervalech mohou byt konstanty
rizné, napf. pro f(z) =signzx, x # 0:

F(z) = {

—x4+c, <0,
r+co, x>0.

Definice. Mnozinu vsech primitivnich funkei k funkci f na
intervalu I nazyvame neurcitym integrdlem f na I (pokud
je neprazdnd).

/fz/f(m)dx:{F—i—c: ceR}=F+ec.

Tabulkové integraly:

l.a+1
/x“dx: +c,
a+1

intervaly D(z%) (a # —1)

d
?33:1n|z|+c7 x € (—00,0), z € (0,+00)
/e‘“”d:c:%e‘”urc, z €R (a#0)
/sinazdx:f%cosaajJrc, z €R (a#0)
/cosazd:c: %sinaz+c, z €R (a#0)
d
/Til:arctgaﬂ—c, reR
Pf‘iklady.
fxﬁdx:%mj—i—c,xeR.
2) =55+ € (—00,0), z € (0,+00).

3)ffda:—5x‘\‘/5+c,x€<0,+oo).
4) [Yrdz=3z{x+c, xR

Véta (linearita).  Jsou-li Fy,...,F, primitivni funkce k
fiyoosfamal, cp,....,cn € R, pak c1Fy + -+ + ¢, F,, je
primitivni funkce k cifr + -+ cnfn na I.

Dukaz:

(ClF1+"'+CnFn), :ClFll++0nF7/L :le1+"'+cnfn

Pf‘iklazd.
f@ = 1224 62+9In|z|+¢, z € (—00,0), z € (0, +00)

Véta (integrace per partes). Necht na intervalu I existuji
o', v, [uv. Pak

Juw' =w — [wvnal.

Dukaz: (uv — [u/'v) = v'v 4w’ —u'v =uv'.

u=x+1 v =sinz

u =1 V= —COST
—(z+1)cosz— [ —cosz de = —(z+1)cosz +sinz +c,

reR

Piiklad. [(z+1)sinz dz =

Priklad. [2%e?* dz= (12— 12+ 1)e** +¢,z€R



Poznadmka. Podobné P(z) e®*, P(z)sinaz, P(z)cosax
(P polynom, a # 0).

;o
% . u=ce® v =sinz

Priklad. [ = [e*sinz de=| , =

u =e” wv=—cosx

/

u=-e” v =cosx
=—e%cosz+ [eTcosxdr=| , . =

u =e” wv=sinz

=—e%cosx+e¥sinx — 1

I=1e%(sine —cosz)+c,z€R

Poznamka. Podobné e®® sin bz, e** cosbx (a,b # 0).

u=Inz VvV =1/z
W=1/x v=Inz
—In’zx—1, I= %lnzx—i—c,xe (0, +00)

Priklad. I = f%lnx dr =

o _ _|u=lhz =1
Piiklad. [Inz dz = [Inz-1dz = W=1/z v=ux

=zlnz— [1dz=2a(lnz—1)+¢ z € (0,00)

Piiklad. a # —1, b # 0:

u | u=Inbr v =z
Ja*Inbx dz = W =1/z  v=2Y(a+1)
= a+1lnba: faz—_:l dx:%(lnbx—ﬁ)—kc,
xE(O +00) pro b >0, x € (—00,0) pro b < 0

Véta (substituce). Necht (o, 8) 2 (a,b) ER R, ¢ existuje
na (o, B), F(x) je primitioni funkce k f(x) na (a,b).

[ fe(t) ¢ (t) dt = F(p(t)) + ¢ na (a, B).

2) Je-li : (o, ) == (a,b) prostd a G je primitivni funkce
k f(e(1) ¢'(t) na (o, B), pak

[ f(z) dz = G(p-1(x)) + ¢ na (a,b).

Dikas: 1) 4 F(e(1) = F(o(8) - (1) = 1 )0
2) G(t)i F(p(t)) jsou primitivnl k f( )¢ .. G@) =
= F(p(t)) +co; existuje p_1 G(p-1( ) F(z)+co

je primitivni k f.

Pouzivame (v obou smerech) ZApis:

[ =] 2 = [ 10

Piiklady.
1) [ze dz = ;g;zt_édt —...——lettczeR
2) [LInade = ;élﬁifit =i’z +c 2 € (0,+00)
3) [ Inade = dizgzdt =i’z +c x € (0,+00)
f\/%: diz(szionsidt = [dt =t+c=arcsinz + ¢,

€ <_171)7t (_575)

Poznamky.
1) [ flaz+b) dz = ama—i(—ii i zlt‘ = L F(az+b)+c(a #0).
ff(“:) dz = ’f(J;<daz—dt‘ [ =Mf(z) +ec

Viklady
D) f@+)dz=1(x+1)+c,zeR
2) [tgz do=— [ 2222 dz = —In|cosz| +

re(~5,5)+kn kel

3) fm do = 2fm22—£4_mi5 dx:%ln(m2—4x+5)+c
r eR

u = arctg v =1
’*1/(x2+1) v=u1
dz = zarctgz — L In(a? + 1) + ¢,

4) [arctgz dz =

= rarctgx — l

reR

m2+1

| Integrace racionalnich funkci|

Rozklad racionalni funkce

Definice. Raciondlni (lomend) funkce je podil dvou poly-
nomu g, kde @ je nenulovy. Ryze lomend funkce je podil
g, kde st P < st @ (st0 = —1). Parcidlnd
zlomky jsou funkce ve tvaru
A Az + B
(x—a)"’ (22 +pz+qm’
kde (22 + px + q) nema realny koten, tj. p? — 4q < 0.

dvou polynomu

AvaaupaqERv TLEN,

Poznamka. V C jen prvni typ parcidlnich zlomki.

Véta. Nenulovy polynom lze (jednoznacné) napsat ve tvaru

kl.

a(z—a)f - (z—a) (P4 pra+q) - (2P per g,

kde r,s e NU{0}, k1,..., k011, ..., 1 €N,
a,aty---,aryP1y---3Ps,q15---54s ER7

a1, ...,a, jsou Tuzné redlné koreny,

22 4pixtq (i =1,...,8) jsou rizné a nemaji redlné koreny.

Véta. Raciondlni funkce se dd (jednoznacné) rozloZit na
soucet polynomu a parcidlnich zlomki. Jmenovatelé téchto
zlomki déli jmenovatel dané raciondlni funkce.

Ditikaz: (¢asteény) Délenim polynomu dostaneme soucet po-
lynomu a ryze lomené funkce P, + L. Pro jiny zapis P>+ Lo
je P — P, = Lo — Ly polynom i ryze lomenda funkce, tj.
nulovd funkce a tedy P, = Py, Lo = L;. Pro nenulovou
ryze lomenou funkci P/@ a k-nésobny kofen a polynomu Q

(k> 0) je Q(z) = (z — a)*Q1(x) pro néktery polynom Q

s Q1(a) # 0.
P)  wiw _ P@) - gig @)
Q(z) (z—a)k (z — a)*Q1(z)

Citatel ma za kofen a, je tedy roven (z —a)P(z) (P nulovy

pro nulovy ditatel),

P) @ Pl
Q) -af (- 1Qi()

Snizili jsme stupen jmenovatele, pokracujeme dokud je a
kofen jmenovatele a pak pro dalsi koreny. V C nebo v R
bez imaginarnich kofena @ tak dostaneme rozklad.

Postup:

1) Déleni (polynom + ryze lomen4 funkce).

2) Rozklad jmenovatele na soucin kofenovych ¢initelu a ire-
ducibilnich kvadratickych polynomu.

3) Rozpis na parcidlni zlomky s ,neurcitymi koeficienty “.
4) Urceni koeficientii.



Priklad. 255224 — 94 _S2o8 o — o4 A4 B Urgeni
koeficient: porovnani po prendsobeni jmenovatelem:
S5z —8=A(x +2) + B(x — 4)

A) Stejné koeficienty, FeSeni (reguldrni) soustavy lin. rovnic:

z': 5= A+ B A=2
;. -8=24-2B B=3
B) Dosazeni kofent (linedrni rovnice s 1 proménnou):
r= 4: 12= 6A A=2
x=-2: -18=-6B B=3
B’) Zakrgvaci pravidlo:
A:5x—8 _9. B:5.7J—8 _3
(x+2)|,_, (x—4)|,__,

N —2z+5 _ A B (&)
Priklad. ($*1)2(+1+2) =i T2 T aee

Zakryvacim pravidlem A =1, C' = 1. Porovname
20 +5=A(x+2)+ Bz —1)(x+2)+C(x —1)?
A) Jen potfebné rovnice, dosadime uz uréené koef., napf.
2’>: 0=B+C=B+1 B=-1

B) Dosadime do derivace

—2=A4+Bxz+2)+Blz—-1)+C-2(x-1)
vicenasobné kofeny

r=1: —-2=A+3B=1+3B B=-1
C) Odecteme parcidlni zlomek pro vicendsobny kofen, za-
kryvaci pravidlo pro zjisténi koeficientu u nizs${ mocniny

—2x+5 _ 1 _ —3z+3 -3
el =) Bl ey Al e 2 o=y Bl e ] =y

Integrace parcialnich zlomku

1) Mocnina linedrniho polynomu ve jmenovateli:
dx r—a=t dt
(1‘ — a) B dr =dt tn
2) Mocnina kvadratického polynomu ve jmenovateli:
/ Axr+ B dx_/é(2z+p)+(B—A2p)
(22 + pz +q)" (22 + pz +q)"
2a) V dcitateli derivace kvadratického polynomu:
/ 2 +p / dt
S, dr = = | —
@ +pr+ g z

2b) V citateli konstanta: pfevedeme na [ (t’é’d+7t1)n =1,.

dx

2 fpr+qg=t
2z +p)dx =dt

Pro n > 1 upravime

s _/ dt _/t2+1—t2 df — +/—t2dt
ey ) @+ T T @ e

_ —t
u=t v = @

W=l U= T
t 1
= Inf - Inf 9
D@y 2m—1) ™!
dostaneme rekurentni vzorec:
t 2n — 3
In: + o Inflv nEN\{l}V

2(n —1)(t2 +1)n=1 " 2n —2
I, = arctgt +c.
Priklad. [ = xzﬂ@ﬁz%fﬁ*
4

+1
:|Tlft|_§ thf-l

= |x—3:t| =2, = #—l—h = #—&—arctgt—i—c:
:#ﬁw—l—arctg(x—?))—&—c,xeﬂ%

| Integrace dalich typii funkci|

=t

1) /(“‘”)dx— x—llnt /R — dt

d:c- ; dt
xeR<—>t€(O,+oo) (a #0)

Piiklad. [ <2678 dy = [ = ¢| = [ L2532 dt,
4o 920 43 _ t1 421243
et B dr=|e"=t|=f S dt
R(lnax) Inar =t
2) /730 dz = 1dx—dt‘ /R(t)dt (a #0)
_ 4] — 2
tgg =t
3) /R(sinx,cosx) dx = xz?arctgt
dx = t2+1 dt
x € (—m,m) (+2km) <t € R
. 2sin § cos § 2tg 5 2t
SINT = ———5— 5z 1 2z :t2 1
sin® § +cos* 5 tg® 5 +1 +
cos?Z —sin?Z  1—tg?Z 12
COS‘T:-22 2x:t2x ]_:t2—|-1
sin® 5 + cos® 5 g° 5+

Nékdy nutno spojovat pres sousedni intervaly.

Priklad. [ —2 — do = [ 4t2+1 = arctg(2tg $) + km + ¢
pro x € (—m,m) + 2knw (k € Z), limity v = + 2km.

3a) ,sudé mocniny“ (R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosx)):

tgr =1
/R(sin2 x,cos? z,sinz cos ) dx = x = arctgt
dx = f2+1 dt

T € (=Z,%) (+hm) & t€R

. 9 sin? x tg? x t2
sin“z = — 5 =13 ==
sin“x +cos?x  tgfx+1 t2+1
9 cos? x 1 1
T s+ cos?a g2 T
gex+1 t2+1
. sin x cos x tgx t
sinxcosT = ——5 = T = —
sin“x +cos?z  tgfx+1  t°+1
Piiklad. [ -3 = |tgz = t| = [(t*+1) dt.

Neni nutné spojovat. Pro f lepe cotgxr =t.

sm4 T
3b) ,lichd* v sin nebo v cos:
cosx =1
/R(Sin2 x,cosx)sinx de = | —sinxdx = dt
sinz=1-1t2

sinz =1
/R(sin z,cos’ ) cosz dz = | cosz dr = dt

coslr=1—1¢2




Priklad. COS% = |sinx = t| = f(kdﬁ

3c¢) [sin™z - cos™ x da: pro liché m & n viz 3b); pro suda
m,n prechod k dvojndsobnému argumentu

sin®2 = 1(1 — cos22), cos’ = (1 + cos2z).
Piiklad. [sin®z-cos'z do=|cosz =t|= [(t® —t*) dt.

Piiklad. [sin'z dz = f(i — §cos 22 + fcos 233) dz =

= f(f — 7c052$+ 8(:05433) dz.

4) n>1, ad — be # 0:

n/ax+b
R njaxr+0b A — \/cz+d_t
CNewrd) T v = Rs(t)

do = R/(t)dt

5) Odmocnina z kvadratickd funkce: vytknutim koef. u 22,
doplnénim na ¢tverec a linedrni substituci upravime na in-
tegrél ve tvaru [ R(z,v+x? £ a?), a > 0. Lze pouzit riizné
substituce: goniometrické, hyperbolické, Eulerovy.

a) [ R(z,Va? — 2?) dz, x € (—a,
e r=asint, t € (=%,%), Va® — x? = acost;

e upravime va? — 22 = (a+ z)+/(a — z)/(a + z) a pou-
Zijeme substituci pro typ 4 (Eulerova).

a), napriklad

Priklad. [V4—2%2dz = |z =2sint| = [4cos’t dt =
=2arcsin § + $ V4 — 2% 4+ ¢, x € (-2,2).

b) [ R(z, Va2 + a?) dz, z € R, napifklad

e = = asinht, V2 + a? = acosh t;
o VaZ+a? +z =t (Eulerova).

Priklad.

S == =|z+1=2sinht|= [dt

f Vi a:+1)2+4

5¢) [ R(x
priklad
e x =acosht, Va2 + a? = alsinh t|;
o V2 —a? 4+ x =t (Eulerova).

V12 —a?) dz, x € (—

00, —a), ¢ € (a,+00), na-

’ Urcity integral ‘

Definice. Délent intervalu (a,b) je koneénd mnozina D C
C {a, b) obsahujici a, b.
Znacime D = {zg,...,x,}, a =z <21 < -+ < T, = b.

Definice. Pro omezenou funkci f na (a,b) a déleni D

intervalu (a,b) zavadime dolni a horni integrdlni soucet:
n

S(f, D) = inf f({wiv, ) - (2 — wi1)

i=1

Zsupf i1, @) - (@ — Ti1)

Priddme-li k déleni dalsi bod, dolni soucet se nezmensi a
horni se nezvétsi. Pro libovolna déleni D, Dy dostaneme:

S(f,D1) < S(f,D1UDy) < S5(f,D1UDy) <S(f,Ds).

Kazdy dolni soucet je mensi nebo roven kazdému hornimu
souctu, supremum dolnich integrdlnich sou¢tid je mensi
nebo rovno infimu hornich integralnich soucti.

Definice. Je-li pro omezenou funkei f na (a,b) supremum
dolnich integrélnich souc¢td rovno infimu hornich integral-
nich soucti, nazyvame tuto hodnotu urcity (Riemanniv)
integrdl funkce f na (a,b). Cisla a,b se nazgvaji dolni a
horni mez integralu.

Znaceni: f: f, f; f(z) dz, (R)—f: f, (R)—fab f(z) dz

Pozndmka. Obecnéjsi limita pro ¢; € (@;_1,x;):

lim Z fles)

—Zio1).
max;(z;,—x;—1)—0

Véta. Pro omezenou funkci f na {(a,b) existuje f:f prave
tehdy, kdyz existuje posloupnost (D)2, déleni {(a,b) ta-
kovd, Ze

lim S(f,D,) = lim S(f,D,).
n—oo n—oo
V takovém pripadé je integral roven témto limitam.

Dukaz: = existuji (D;)n 1, (DINge

S(f. D) “=2 [, 8(F. D7) ””—°°>f f,

S(f,Dy,) < S(f, D, uDy) < S(f, Dy, uDy) <S(f,Dy),
(D!, U D22, je hledana posloupnost déleni.

< supp S(f, D) 2 limp 00 S(f, D) =

= hmn—>oo (fa n) > infp S(f, ) > Supp © (fa )a
. vSude rovnosti.

Poznamka. Pro existenci integralu ve vyse uvedené vété
stacl limy, o0 (S(f, Dn) — S(f, Dn)) =
Oglnng(fv )_SupD (fa )<§(f7Dn)_§(faDn)

Piiklad. "¢ dz = c(b— a)

S(e,Dy) = 8(c, Dy) =31 clw; — xim1) = c(b—a).
Piiklad. [ signz do = 2:
D, ={0,1,2}, S(f,Dn) =2— 1 == 2, 5(f, D) = 2.

Poznamka. Hodnota integralu nezdvisi na hodnotach
funkce v kone¢né mnoha bodech.

Poznamka. Lebesgueuv integral — déleni v oboru hodnot:

S dr-A(fTHD), diel.
I

Nezavisi na hodnotéch funkce ve spoc¢etné mnoha bodech.

riklad. d( ) =1 pro x € Q, jinak 0.
( fo ) dz neex.: S(f,D) =0, S(f,D) = 1.
(L) fo ) do = ( ffo 0 dz = 0, nebo
0- (01>\Q)+1 A(0,1)NQ)=0
(L

ebesgueova mira spo¢etnych mn. je nulovd, tj. A(Q) = 0).

Véta. Monotonni funkce na uzavreném intervalu md urcity
integral.



Dikaz: D,, = {a,a+ 22, ...
S(f.Dy) = S(f. Dy) = 252 - | f(b) —

,b} (ekv1dlstantn1 na n Casti),
n—oo
(a) == 0

Tvrzeni. Z kazdého pokryti uzavreného intervalu otevre-
nymi lze vybrat konecné pokryti.

Dikaz: Sporem. Stfed intervalu je pokryt nékterym ote-
vienym intervalem, zustanou nejvyse 2 nepokryté uzaviené
intervaly, alespon jeden se neda pokryt konec¢né mnoha da-
nymi intervaly, ten vezmeme a postup opakujeme. Dosta-
neme posloupnost (1,,)5 ; vnofenych uzavienych intervalt,
jejichz délky klesaji k nule. (), I, = {c}, ¢ je pokryto né-
kterym otevienym intervalem, ktery ale pokryva vsechny
dostatecné kratké I, — spor.

Tvrzeni. Je-li funkce f spojitd na uzavreném intervalu I,
pak pro kazdé e > 0 existuje § > 0 tak, Ze |f(y) — f(2)| <e
pro y, z € I takovd, Ze |y — z| < 0 (stejnomérnd spojitost).
Dukaz: ¢ > 0; pro x € I ex. 0, > 0:

|f(u) = f(z)] < § prow e Uz, 0;) N 1; u € {y, 2}

|f(y) = f(z)] <eproy,z€Ulz,0,) N1

{U(x,0): = € I} je pokryti I, vezmeme kone¢né;
ozna¢me § nejmensi vzdalenost (rtiznych) krajnich bodt;
proy,z€I,0<z—y <0 jev (y,z) nejvyse 1 krajni bod;
pokud 0, pak y je pokryto U(zx,d,) 3 =z

pokud 1, pak je pokryt U(z,d,) 3 y, 2.

Priklad. Funkce % neni stejnomérné spojitd na (0, 400).

Véta. Spojitd funkce na uzavreném intervalu md urcity
integral.
Dukaz: f na (a,b);

pro % ex. 0n: |[fly)—f(2)| < % pro ly—z| < n, v, z € {(a,b);
ex. D,, s intervaly krat$imi nez d,;

0 < S(f,Dn) = S(f, Dn) < % (b—a) ===+ 0.

Véta. Necht funkce f,g jsou omezené na {(a,b) f f, f g
existuji, c € R. Pak:

)fbcf:cfbf

2) [[(f+a)=[T+[l9
)Je—lszgna(a,b,pakf;fgffg
) £ L2

Dukaz: 1) ¢ > 0:

sup S(cf, D) = supcS(f, D) = csup S(f, D —cf f,
inf S(cf, D) = inf ¢S(f, D) = cinf S(f,d —cf f;
c <O

sup S(cf, D) = supcS(f, D) = cinf S(f, D —cf 7,
inf S(cf, D) = inf ¢S(f, D) = esup S(f,d —cf I

2) sup/inf int. souétt f, ¢ jsou limity pro spolec. (D)5 q;
inf f(I) + inf g(I) < (f + 9)(I),

inf f(I) 4 inf g(I) < inf(f + g)(1),

S(f,Dn) +5(g9,Dn) < S(f+9,Dp) < §(f+gvD7l) <

< S(f,Dy)+ S(g,Dy) (podobné) limita pro n — oc.

3) [V f =supS(f,D) <supS(g,D) = [’g.
4) f+(x) = max{f(x),0}, /- (2) ==rnaX{-—f(w>70}
ex. (Dp)32y: S(f,Dn). 5(f, D) — [ f,

) n—roo 0

0<§(f+7 ) (erv )<§(fa ) (fv
I frex, [0 o= [ =) e [UIf1 = [(f4+fo) ex
—[fI<fF<If] e —fa|f|Sfaf§fa|f|

)

x)— %) dz neexistuje, fol }d(x) - l| dz =

Priklad. [, (d( 1

1
5
Poznadmka. Omezené integrovatelné funkce na (a,b) tvoii

N . b by e L
linedrni prostor, zobrazeni fa D fe fa f je linearni.

Véta. Necht a < b < ¢ a funkce f je omezend na {(a,c).
Pak [ f existuje pravé tehdy, kdyZ existuji f;f a [ f
V takovém pripadé fac f= fab f+ fbc f
Dukaz: D’ déleni {(a,b), D" déleni (b, c),
D = D'"U D" je déleni (a, c) obsahujici b,
S(f,D") +S(f,D") = 5(f, D),
S(f,D")+ S(f,D") = 5(f, D),
prechodem k supremu a infimu:

sup S(f, D') +sup S(f,D") =sup S(f, D),

D’ D’ D

INA IA INA

e , A noea

stejné s¢itance pod sebou pravé tehdy, kdyz stejné soucty.

Definice. Definujeme [ f =0, [ f = — f;f pro a < b.

Poznamka. Rovnost v predeslé vété pro libovolné a, b, c.

Poznadmka. Po ¢astech spojité funkce (koneéné mnoho
bodii nespojitosti s koneénymi jednostrannymi limitami) i
po Castech monotonni funkce jsou integrovatelné.

Veta Necht funkce f je omezend na {(a,b) f f existuje,
= [ f(t) dt pro x € (a,b). Pak

1) F je spojitd.

2) F'(z) = f(z) v bodech spojitosti funkce f.

Dukaz: F je definovina (aditivita na definiénim oboru)

Fa+h)—F(x) = [T f(t) dt— [ f(t) dt = [T f(t) dt,
>|f|<Mna<a ),

|F(x+h)—F(x)| = |fz+h dt| < s1gnhfz+h F@O)] dt <
<signh [” +hM dt = M - |n| 2205,

) |#(F(z+h) — F(z)) — f(z)] =

:|%f;'+h dt—ffdﬁ_h )dt’z

=|# f;"*h(fu) — @) dt| < £ [TR() - o)) dE <

—~

f

DOj. v pr06>OJe|f() f(z)| < € na okoli x)

Sp
+h
[ e dt =

IN

-he =e.

Dasledek. Funkce spojitd na intervalu md na tomto inter-
valu primitiond funkci.

Ditkaz: a € I, F(z) = [ f(t) dt (pifpadné +F(a)).

Poznémka Derivace integralu podle horni meze (pro f

spojitou): f f(t) dt = f(2).

Poznamka. Po ¢éastech spojita f: jednostranné derivace F’
jsou rovny prislusnym jednostrannym limitam f.

Priklad. f(z) = signz:

fxldt:a:, x>0
/f ) dt = {fzx—ldt:—x, .%‘SO}x|7
FL(0) = —1= f(0-), FL(0) =1 = f(0+).



Véta (Newtonova—Leibnizova formule). Necht funkce f je
omezend na {a,b), fb f existuje a F je primitivni funkce k
f na (a,b). Pak

b

/ f(z) dz = F(b—) — F(at)  [F(2)]".

Dikaz: | f| < M na {(a,b), a, =a+ 1 €

pro x € (a,a,) (Lagrange):

|F(x) = Flan)| = |f(con) - (@ —an)| < I,

F((a,an)) C (Fan) = 35, F(an) + 3) = In,

(1), uzaviené vnorené intervaly délek 2 =20,

N, In = {F(a+)}, F(a+) existuje (podobne F(b-));

D = {xp,21,...,2n},

F(b-) — F(a+) S (Fl@i) = Flai-1)) =

=i Fle) (@i — wi-1) 1

S(f.D) < F(b-) — F(a+) < 5(f,D)

supp S(f, D) < F(b—) — F(a+) < infp S(f, D)

{(a,b) pro n > ny,

Priklady.
N

;.
T . u=2z v =sginz
2) [y zsinz dz =] ,

u =1 wv=—cosx

= [~xcosz| + ) cosz dz = 7—0+ [sinz]; = 7+(0-0) =

= T.

2
1 5 |zt l=t | 21 _ VBl
3)f0x\/x +1de = orde — dt | = 12\/idt— 5
T sinz =1 0
4) [ sinz - cosx da = Cosxdx—dt‘_fotdt_o'

Poznamka. Newtoniv int.: (N)ffab [ = F(b—) — F(a+).
Existuje-li Riemanniv i Newtonav integral, jsou stejné.

Priklady.
1) r(z) = ¢ proz = ¢, a € Z, b € N nesoudéln4, jinak 0,
(N)*f_ll r(z) dr neex., (R)- f r(z) dz = 0.
N)—fo1 e dzex., ( —fO e’“72 dz ex., F nelze ,dobie“
vyjadrit.
)*fol e~ dz =2, (R)*fol 2712 dz neex.

N)-[" 272 dz =1, (R)-f;" 272 dz neex.

’ Nevlastni integral ‘

I neomezené funkce ¢i intervaly, nevlastni hodnoty.

Definice. Necht f: (a,
nebo (a,b) neni omezeny, fcd f existuje pro kazdy {(c,d) C
C (a,b). Definujeme nevlastni integral:

/ f(z) dz = hm

pokud je vyraz vpravo definovan pro nékteré e € (a, b). Je-li
kone¢ny, fekneme, zZe integral konverguje.

b) = R (a,b € R) neni omezena

d
f( )d:c+dllr£17/e f(z) do

Poznamka. Vybér e neni podstatny, pro €’ je:
lime oy [ f =limeay [+ [0 f,

. d . d /

limgp— [ f =limgo [0 f= [ f.

Priklady.
1) j;o mgfil = larctg 2] T2 = 5 — (=%) = 7, konverguje.
2) [, o d; = [lnz]$° = 0o — 0 = oo, existuje, nekonverguje.
3) [ . $2+1 dz = 3 [In(z? + 1)]tz = 00 — 00, neexistuje.

4) fo sinz dz = [~ cosz]{ ™ = |neex. — ... | neex.
Priklady.

4o _po fu=z vV=e"" |
1) fy re ®dr= Wl e —e-s|T

—z too : —z—1
=[le " (—z—1)], " =limp 0 =%+ —(-1) =0+1=1.

~1

o0 —2,—1/z _ -z =1 _ (0 _

2) [Tz dr = ’xde:dt’ o etdt =
0 1

= [et}—1 =1l-3

+oo dx . ptoos1 1 T
3) [ s = [ - ) de = [mg][T =2,
nelze f1+o° Ldx— 1+°° 741 do = 00 — o0

Poznamka. Linearita, monotonie, odhad absolutni hod-
noty integralu integralem z absolutni hodnoty plati i pokud
pripustime nevlastni integraly (pokud existuji pfislusné na-
sobky ¢ souéty pro piipadné nevlastni hodnoty).

Poznamka. Definice integralu by sla vylepsit v pripadé
potfeby jako soucet integrala pres vhodné podintervaly. Na-
priklad fil z72/3 dx = f£)1 x=2/3 do + fol x2/3 dz = 6.

Poznamka. Alternativni rozsiteni o nevlastni integraly:
Pro (a,b) = U, —,(an, by,) skoro disjunktni takové, ze f;" f
existuji, existuji fa fraly =52, ff" f+. Pokladdme
fabf = I, — I_, pokud je rozdil definovin. Pokud tento
integral konverguje, pak i fj |f| = I, + I_ konverguje (ab-

solutni konverence integralu). Newtontv integral ani zave-
deny nevlastni integrdl nejsou absolutné konvergentni.

Piiklad. f0+°° Sz dy konverguje, f0+00’5i%’ dz = +0.

Véta. 1) Jestlize f < g na (a,b) (a,b € R), f:f =400 a
g je po cdstech spojitd, pak f;g = +o00.

2) Jestlize | f| < g na (a,b) (a,b € R), fabg konverguje a f
je po castech spojitd, pak fff konverguje.

1
/ % dx =
0

lnz]§ =0—(—00) = 00, a=-1

1 [ S - B, _
|:Ia+1i| _ e e =0 a<—1
atl |, a1 0= 1

ati’ a>—1

- nz]®=00—-0=00, a=-1

/1xadx: |:Iar+1:| _{oo—a}rlzoo, a>—1
a+1 _ -1

O_m—m, a<_1

Tvrzeni. Necht P,Q jsou nenulové polynomy, @ nemd v
(a,+00) koreny. Pak f:oog
stQ > st P+ 2.

Dukaz: n=st P —stQ € Z
limg oo QP("L) = A e R\ {0}, napt. A >0

konverguje prdave tehdy, kdyz

(@) z™
existuje b > a, 0 tak, Ze QI&(Q“ €(34,3A) prox > b
1Az" < ng) < 3 Axm (5 € ©(2™) pro x — +00)

[,° 3 A2 konv. pro n < —1, [;* $Az™ = oo pron > —1
o P

b Q& f;o g konv. pravé pron < —1, tj. n < —2



Priklady. [/~ t‘fl% dz konv., [;° % ;g‘fj‘”’ dz = +o0.

Tvrzeni. Necht P,Q jsou nenulové polynomy, c € (a,b) je
jeding koten polynomu Q v {a,b) ndsobnosti n, neni koren
polynomu P. Pak fabg € {£oo} pron sudé nebo ¢ € {a,b},
jinak neexistuje.

Drtikaz: E @( = c)”) pro x — c.

Piiklady. fo % dz neex. f ) # dz = +o0.

Priklad (Laplaceova transformace).  Necht funkce f:
(0,4+00) — R je po Castech spojitd a méd omezeny ex-
ponencidlni rust, tj. existuji konstanty M,a € R tak, ze
lf(t)] < Me® (f = O(e™)). Laplaceovym obrazem funkce
f je funkce F' dané predpisem

+o0
Fo) = [ se .
0
Je definovéana pro p > a (Rep > a v C):
[f(t)e "] < MeleP),
fooo Mela—pt gt = [apr e(a—p)t]go

+oo
I'(z) :/ t*tet dt.
0

Konverguje pro z > 0:
[tr=le | <o 1 fol t*=1 dt konverguje pro = > 0;

pron > x—1je [t*"te”!| < tre? floot”e_t dt =
[Pn(t) e_f’]‘fo =0-Pa(1)

— M ;
=0- ip konverguje.

Priklad.

(per partes) = e ! konverguje.

fO e tdt= e =0-—(-1)=1.
Pz +1) = [Ftret dt = ;fj;_l v =
= [~t"e” ]go + [y at* et dt = 2T (2)
F'(n)=(n-1)T(n-1) =n-DIT1)=(n-1)

’Aplikace urcitého integrélu‘

Definice. Stredni hodnota funkce f na intervalu (a,b) je

b
el LS

pokud integral konverguje.

Priklad. Stridavé napéti u(t) = Uy sin 25 mé na odporu R

okamzity vykon p(t) = £ u?(t) = U—Pg sin? 2It. Jeho stfedni
2

hodnota (napfiklad na intervalu (0, T")) je U 5 COZ pro stejno-

smérny proud odpovida napéti U, =

stridavého proudu).

Véta (o stfedni hodnoté). Spojitd spojitd funkce na uza-
vreném intervalu nabjvd své stredni hodnoty.

Dukaz: f na (a,b) mé primitivni F', podle Lagrangeovy véty
M = F'(c) = f(c) pro nékteré ¢ € (a,b).

je ==
Poznamka. Aritmeticky pramér (f (z))jzl
nota f, pokud pouzijeme Lebesguetv integral vzhledem k
souctu Diracovych mér p=>"" , §; (6;(M)=1proi € M,
jinak 0): (fy" f du)/(f{"1 dp) = 3 320, f(0).

je stredni hod-

f Uo (efektivn{ napéti

Véta. Necht funkce [ < g jsou po cdstech spojité na (a,b),
a,b € R. Obsah {[z,y]: a <x <b, f(x) <y<g(x)}je

b
/ (9() - f()) de.

Dikaz: {(c,d) C (a,b):
ex. (Dyn)aza: S(f, Dy, S(f, Dfn ) == f f,
€X. (Dg,n)flozlzﬁ(g,Dg,n),g( 9, =2 f 9,
pro Dy, = Dy, UDg p:
S(9.Dn) = S(f, D
JHg-1

limity ¢ — a4+, d — b—.

(9, ) S(f, Dn),
d

n) < P<
<P<

S
Jelg

Pi#iklad. Obsah plochy uvniti elipsy (z/a)? + (y/b)? =

jed [3'by/1— (z/a)? dz = mab.
1

Priklad. Obsah plochy mezi grafy 2 @ 57 na (1,00) je
In 2.

Véta. Necht funkce f md po castech spojitou derivaci na
(a,b). Délka grafu funkce f je

/ VITF@P de.

Duikaz: Pro uzavieny interval (pak pripadné limity):

délka = supremum délek po ¢astech linearnich interpolaci,
UD) =300 V(@i —2i1)? + [f (@) — flai1)]? =
=i V(@i —zi)? + [fe) (@ —2im1)? =

=i VI ()] (2 — io1), i € (Tio1,24),
S(V1+(f)?,D) <U(D) < S(V1+ ()% D),

integral i supremum délek interpolaci jako limity

Piiklad. Délka astroidy (z/r)?/3 +
4 [ /T4 [((r2/3 — 22/3)3/2) 2 da = 6r.

(fr)* = 1 je

Véta. Necht funkce [ je po cdstech spojz'tci na (a,b), a,b €
€ R. Objem {[z,y,2]: a < o < b, y> + 22 < f2(2)} je

/f

Dtikaz: Pro uzavieny interval (pak pripadné limity): pro
déleni D uvazujeme vepsané/opsané vélce:
S(nf?, D) <V < S(nf? D)
b b
T PPEV ST [ f?

Priklad. Objem kuzele (f(x) =

T [y r?x?/v? do = L mr?.

~x na (0,v)) je

Véta. Necht funkce f md po édstech spojitou derivaci na
(a,b). Obsah plochy vzniklé rotaci grafu f kolem osy x je

b
2n [ (o) VIH PP do.

Dtikaz (ndznak pro uzavieny interval):
supremum pro po ¢astech linearni interpolace f,

obsah plasté komolého kuzele: 27 “”2 s,

S 2m fle) /(s — wim1)® + [f(xz) flxiz1)]? =
Soig 2w flei) 1+ [f(E)? (w5 — mim) ~
~ S@nf\/T+ (F)2.D) = 21 [L f/T+ (F)?




Piiklad. Obsah sféry (f(z) = V72 — 22 na (—r,7)) je
2r [ V2 — a2 \/1—|— [5(r2 — x2)~1/2(=2 )] dz = 4mr?.

Momenty linedrnich ttvara (A je linedrni hustota):

b
M, — )\/ VI @) de,
b
[ @) VIF PP da.

Piiklad. Tézisté ¢tvrtkruznice (f(z) = vr2 — 22 na (0, 7))

. 2
ma soufadnice z, =y, = Zr

Momenty plosnych utvart (f > 0, ¢ je plosna hustota):
M,

yza/bxf(m)dw :;/be(a?)dx.

vvew

Priklad. Tézisté plochy pod obloukem kosinusoidy (f(z) =

= cosx na (—%, %)) ma soutadnice z.,, =0, y,, = §.

~

Ciselné rady

Definice. (Nekonecnd ciselnd) tada je vyraz Y, ap =
=a;+az+---, kde (ap)72, je posloupnost cisel. Cislo ay
je k-ty clen, 22:1 ar = a1 +---+ay je n-ty édstecny soucet
(sn), limita posloupnosti ¢astecnych souétu je soucet.
Rekneme, ze fada konverguje, ma-li koneény soucet; diver-
guje, ma-li nekonecny soucet; osciluje, nema-li soucet.

Poznamky.

1) Obecnéji >_po, ai pro n € Z (lze preindexovat N).

2) iy ok (Si k),

3) Yonerak <> [ f dp, f(k) = a, p(M) = card(M NN).

Priklady.

1) S22, 1 diverguje: s, = n, lim,,_, s, = +00.
2) S ()Pl =1-141—-1+"--
n liché, s,, = 0 pro n sudé.
DRSS S i
konverguje.

osciluje: s,, = 1 pro
= hmn%oo(l - 2_") =1
Definice.  Geometrickd tada s kvocientem ¢ je Tada
Z?;l alqk71 =a +ag+aig®+---.

X 0 k-1 _ a1
Véta. )~ a1¢"" = %
rada nekonverguje.

lg| <1, prolgl>1aa; #0

Dukaz: =a(1+q+---+¢" Y
qsn—al( g+ +q" +q")
(1—q)sn =a1(1—q")
al(l—q")
n= 11, 1
s 4 (¢#1)

Piiklad. 307, 5 = 1255 =2 (a1 = 3,¢=}).

Véta. Jestlize Y poy ar, Y peq b maji soucet, ¢ € R, pak
1) D2p(an +bi) = 2202 ar + 3002 b,

2) Y opoqcar =c¢Y gy A,

pokud je prislusny vyraz vpravo definovdn.

Diukaz: Pouziti vét o limitach souctu a soucinu pro posloup-
nosti ¢astecnych soucti.

Poznamka. Ve vysSe uvedené vété postupujeme zprava
doleva, obracené to obecné nejde. Cést 1) je specidlni piipad
nekonecéné komutativity a asociativity, ¢ast 2) je nekoneéna
distributivita.

Véta (nutnd podminka konvergence).
konverguje, pak limy_, o ar = 0.

Jestlize Y 7o | ay

Dtikaz: limg o0 ap = limg o0 (S — Sp—1) =
=limg o0 S — limg_, o0 Sp—1 =5 —5=0.

Véta. Rada s nezdaporngmi cleny md soucet.

Diukaz: Posloupnost ¢asteénych souctt je neklesajici, méa
tedy limitu.

Piiklad. > .7, kl—a = 400 pro a < 0: nekonverguje (Cleny
nejdou k nule), ma soucet (Cleny jsou nezdporné).

Véta (srovndvaci kr.). Necht 0 < ay, < by, pro kazdé k € N.
1) Jestlize >_p- | b, konverguje, pak i Y7~ | ax konverguje.
2) Jestlize Y po, ay diverguje, pak i > p-, by diverguje.

Dukaz: Y p_,ar < >.p_, by, limity pro n — oo existuji
(predchézejici véta), véta o monotonii pro limity.

Piiklady.

1) Harmonickd tada:

1 _ 1 1 1 1 1 1 1
E—1+§+§+1+g+6+7+§+'“
k=1
1 1 1 1 1 1 1
2l+3+ G+ +GE+rststs)+o
=l4+3+3+3+--=+00.

2)a<1:3 72 1/k* > 572 | 1/k, diverguje.

3) konvergence dekadického zapisu:

0,a1a2 - = Y g jap - 107 < 3772 19 107%, geometrickd
fada s kvocientem 10~! < 1 konverguje.

Definice. Rada Z:o:l ay konverguje absolutné, pokud kon-
verguje Yoo, |akl.

Véta. Absolutné konvergentni rada konverguje.

Diikaz: a; € R: a™ = max{a,0}, a~ = max{—a, 0}
a=at—a",lal=at+a",0<at,a” <|a

Sorey |ak| konverguje . .

S an, Yo ay konverguy (srovnavam kritérium) ...

212; ak*Zk:l(ak a) = Zk 1% Zk 14y, konv.

Poznamka. Geometrickd fada konverguje absolutné (kdyz
konverguje).

Poznamka. Pro radu, kterad konverguje, ale ne absolutné,
je Sopeaf =302 ap = +o00. Pro kazdé ¢ € R ji pak lze
prerovnat tak, abychom dostali soucet c.

Pro ¢ € R opakujeme:

1) bereme nezap. ¢leny, dokud soucet nebude (poprvé) > ¢
2) bereme zéporné ¢leny, dokud soucet nebude (poprvé) < ¢
Pro ¢ = +00 (¢ = —o0) pouzijeme v n-tém kroku n (—n).



Véta (podilové kritérium). Necht ay, # 0 pro kaZdé k € N.
1) Je-li ‘GZ—?’ < q < 1 pro kazdé k € N, pak Y ;- ai
konverguje (absolutné).

2) Je-li ’%‘ > 1 pro kazdé k € N, pak Y po, ai nekonv.

Dukaz:
1) |ag| < lax—1lg < - <larlg" 1, 3202 |arlg ™! konv.
2) lag| = lag—1| = -+ = |a1| > 0, ax 7 0

Poznamka. Staci, aby byly nerovnosti splnény pro dosta-
tecné velka k, tj. poCinaje nékterym k.

Véta (limitni tvar podilového kritéria).
1) Je-li limk_,oo| L] < 1, pak Y 5o ay konv. (abs.).

2) Je-li hmkﬁ\w‘ i ’ > 1, pak Yo, ar nekonverguje.
Pf‘iklady

1) Y2 4 konverguje: ’a’““ = kT-l — 0.

2) Yo, 51@ diverguje: |a’““| = k+1 — +oo

3) >peq + — kr. nerozhodne: ’a’““‘ =
— nestaci, aby podily byly mensi nez 1).
4) 3732, 7= — kr. nerozhodne: |5 | =

k+1 A1 (diverguje

(k+1)2 1 (konv.).

Véta (odmocninové kritérium).

1) Je-li ¥/|ag| < q < 1 pro kaZdé k € N, pak > -, ak
konverguje (absolutné).
2) Je-li {/]ag| > 1 pro kazdé k € N, pak >_,-, a nekonv.

Dukaz:
1) |ax| < ", >pe, ¢" konverguje
2) |ak\ Z ].7 ag 7L>0

Véta (limitn{ tvar odmocninového kritéria).
1) Je-li limy oo §/|ak| < 1, pak >3-, ar konv. (abs.).
2) Je-li limy_yo0 ¥/|ak] > 1, pak Y 7o | ai nekonverguje.

Priklad. leil(k-u) kr. nerozhodne: 3/|ai| = k_’f_l A1,

My oo @ = limyp_ oo [(1 + E) } et = 0 — nekonv.

Poznamka. V limitnich tvarech podilového a odmocnino-
vého kritéria staci limsup < 1 nebo liminf > 1.

Priklad. asp_1 = Q_k, sy = 21—k,
Sheiak =g+l i +s g+t =3
|a"+1 | € {2, 1} — podilové kritérium nerozhodne,

Y/lar| = 2712 < 1 — konverguje podle odmocninového kr.

Véta (integraln{ kritérium). Necht [ je nezdpornd neros-

touct funkce na (1,400). Pak Y oo, f(k) konverguje pravé

tehdy, kdyz konverguje f;roo f(z) dz.

M fe) de > f(k + 1),
T fl) de = 3000 f(k) — f(1)

Dukaz: f(k) >
Yo fk) 2

7 doe = L.
a—1

Piiklad. 332, & konv. proa > 1: [/

Véta (Leibnizovo kr.). Je-li (ar)72,
nost s nulovou limitou, pak Y po  (—1)F~

N 8, s <sy < --- SN < S

nerostouci posloup-
Lay, konverguje.

Dukaz: s; > s3 >

s' — & =limy_, o0 a.

Pozndmka. Jind formulace: Alternujici fada (st¥idaji se
znaménka) s |ai| N\, 0 konverguje.

Poznamka. Staci pro k > kg.

Priklad. Y7, (-1)*1 1 = 1—7—1—7—1—&— -(=In2) kon-
\ 0. Ne absolutné:
= 400 (podle mtegralmho kritéria).

verguje: stiidaji se znamenka lak| =

Z?;1|ak| Zk 1 k

Pi#iklad. as, 1 = 1/k, ag, = —1/2%. Stifdaji se znaménka,
lax| — 0, ale ne monoténné. Y27, ap = +0o — & = 400
(rozdil harmonické a geometrické fady).

Definice. Prerovndnim fady Y ;- , a; nazyvame kazdou
fadu Y 7 ag), kde f je bijekce na N.

Véta. Jestlize rada konverguje absolutné, pak kazZdé jeji
prerovndni konverguje (absolutné) a md stejny soucet.
Dikaz: 1) ax > 0: ozna¢me m,, = max{f(1),..., f(n)}

Dk 14 (k) <X 1ak,tedy Dkt A <Zk 10k
opacna nerovnost: prvni fada je prerovnamm druhé pro f_4
dtsledek: prerovnani abs. konv. fady je abs. konv.

2) ap € R: Ezolaf(k) Py 1“ fk) = ket f(k)_
= YRl — Xt @ = gy ax

Véta. Jestlize tada Y, ai konverguje absolutné, pak
D pe i A2k—15 D pey G2k konverguji (absolutné) a jejich sou-
cet je roven souctu puvodni Tady.

Duikaz: > oo lask—1], > peq lazk] <> pey lak| ... konv.
D ohey G2k Y oply o = Yo pe g (agk—1 + azk) = D00 ay

Disledek. Rozdélenim absolutné konvergentni rady na ko-
necné mnoho prerovnangch céasti se soucet nezmend.

Poznamka. Neabsolutné konv. rada méa nekonecné soucty
nezapornych i zapornych ¢lent, jejich rozdil neni definovan.

Numericka integrace

Chyby: metody, vypoctu.
Metody: na 1 pokus, iteracni (posloupnost konv. k feSenf).
RA4d: popisuje rychlost konv. pfi zlepSovani parametru.

b
I:/ f(x) dxm(b—a)(wlf(xl)—k ~-+wkf($k))~

Stredni hodnotu funkce aproximujeme vazenym primeérem
hodnot v wzlech z; € {(a,b) s vahami w; (w1 +---+wy, = 1).
Uzly dle metody, vahy pro nejvétsi fad, integruji se presné
polynomy mensiho stupné. M,, = max,¢ q.p) | ()]

Gaussova metoda

Optiméaln{ volba uzlf, ¥ad je dvojnasobek jejich poétu. Re-
sime soustavu rovnic pro stiedni hodnoty mocnin.
Prok =1jew; =1, 21 = %2, odhad chyby Ms(b—a)3/24.

Pro k=2na (—1,1) jewy 2 = 5, x1,2 = £+/1/3 FeSenim

zo . 1l=w; + we
z! 0 =wix1 + woxs
2 1 2 2
T 3 = W1T] + WaZy
2 0= w2+ worh

Odhad chyby je My(b — a)®/4320.



Newtonovy—Cotesovy metody

Uzly z ekvidistantniho déleni (a,b), véetné (uzavrend me-
toda) nebo bez (otevrend metoda) krajnich bodii a,b. Rad
metody je pocet uzli zaokrouhleny na sudé ¢islo nahoru.

Poznamka. Nékdy nekonverguji (pro rostouci pocet uzli).

SloZené metody

Interval (a,b) rozdélime na n Céasti délek (b — a)/n = h
s krajnimi body a = 29 < 21 < --- < x, = b, na kazdé
pouzijeme vybranou metodu. ZlepSujeme zvétSovanim n.

Obdélnikova metoda pouzivd otevienou Newtonovu—

Cotesovu metodu pro jeden uzel (uprostted, vaha je 1):

R(h) = h [f(=E2) + +f(%)] .

Véta. Md-li f na {a,b) spojitou druhou derivaci, pak

=R < 3 0—ah?, M= max |f(z)].

Dukaz: (xg, 1), s1 = (xo + 1)/2. Taylorova véta:

F(@) = f(s1) + f(s1) (= 1) + L2 (2 — )2

pro néktery bod ¢, € (xg,x1). Chyba integrace je

/ " (@) — f(s1) da

0

x) dx —h f(s1)|=

P [Cas) deg [ e @ ar
=0

1 [ M, %
<5 [ e @-stdr s P [ w-s de
2 Jay 2 Jau

r—s1=1 h/22 31h/2 _ My 13
dx:dt‘MQ/O t*dt =My 5] =S h°.

Stejny odhad je na ostatnich podintervalech:

|I — R(h)| < 22 hPn =22 (b—a)h”.

Lichobéznikova metoda pouziva uzavienou Newtonovu—
Cotesovu metodu pro 2 uzly (védhy jsou 1/2):

T(h)=h[3 fla)+ f(z1) + -+ flza_1) + 5 F(D)] .

Véta. Je-li P linedrni interpolace funkce f se spojitou dru-
hou derivact na intervalu (xg,z1) (. P je linedrni funkce,
P(xo) = f(x0), P(x1) = f(21)), pak pro x € (xo, 1) je

f(x) = P(x)| < 282 |(z — o) (x — x1)|.
Dikaz: Pro z € (z9,x1) ma funkce
o(t) = 1(0) = P(t) — (f(z) - Pla)) L0l = 1)
(z — o) (x — 1)

t¥i nulové body xg,z1,z. Podle Rolleovy véty mé ¢ dva
nulové body v (xg,x1) a ¢’ nulovy bod ¢, € (xg,x1):

0=g"(cs) = f"(ca) - (f(:C) - P(x)) Wz(z—xl)
f(z) = P(x) = £ (2 — 2g) (@ — a1),
1f(z) — P(2)| < 2 |(x — o) (x — a1))-

Poznamka. Je-li P polynomialni interpolace funkce f se
spojitou derivaci fddu n 4+ 1 na intervalu (a,b) pro ruzné
body zg,...,z, € {(a,b), pak pro z € {(a,b) je

£(@) = P(2)] < Aty (= 20) ...

(x — xn)]|.

Véta. Md-li f na {a,b) spojitou druhou derivaci, pak

I -T(h)| <42 (b—a)h®, M= max | ()]

(xo + 21)/2. Chyba integrace je

/ " (f @) - Pl)) de| < / () - P(a)] da

0

Dukaz: (xg,x1), $1 =

My [** |z—s1 =t
§2/x0 ‘(l‘—l‘o)(m—xlﬂdl‘— d:z:—dt'

M, /h/2 <h2 ) 9 h/2
== — —t7 ) dt = hot — =

2 Jonp\4 Mals 5

_ 1733 _ 1 123y _ M 13
—MQ(gh —ﬂh)_l—;h .
Stejny odhad je na ostatnich podintervalech:

M 13 M. 2

|[I =T (h)| < 32 h’n=5%(b—a)h”.
Poznamka. Odhad chyby obdélnikové metody je lepsi
nez u lichobéznikové, prestoze se pouziva horsi polynom.
Vyuziti stfedu intervalu odpovida totiz aproximaci te¢nou.

Simpsonova metoda pouziva uzavienou Newtonovu—
Cotesovu metodu pro 3 uzly. Rozdéluje tedy kazdy podin-
terval na dva. Pro lepsi srovnani ozna¢me n (sudy) pocet
vSech takto vzniklych podintervalt. Hodnoty vah ziskdme
integraci kvadratické interpolace, kterou dostaneme linedrni
kombinaci Lagrangeovych polynomu P;, P;(z;) = 0; ;:

/m P(z) dz = (zx(ix_ztdt’_h/

1
= [ (7Ga0) Poe) 4 ) Pu(0) + () Patt))

1
t—0)(t—1) t+1)(t—1
:h/ (f(zo)%+f(ml)m+

-1

t41) (=0
+ fla2) {Frltgy) ot

=h[3 f(zo) + 5 fz1) + 3 flz2)].

Sectenim pres dvojice podintervali dostaneme

S(h) = 2 [f(xo)+4 fz1)+2 f(z2)+- 44 f(@n_1)+f(zn)] -

Véta. Md-li f na {(a,b) spojitou cturtou derivaci, pak

I —S(h)| < M (b—a)n?, My = max |[f®(z)|.

z€(a,b)

Poznamka. Simpsonova metoda je fadu 4 a je tedy presna
i pro polynomy stupné 3. Pro ovéfeni sta¢i (linearita inte-
gralui S(h)) spoditat f;llj: 23 dz = 223h +2x,h3 = S(h).



Richardsonova extrapolace

Pro metodu F' fadu p konvergujici k F'(0) je
F(h) = F(0) +ah? + O(h7),

kde a € R, ¢ € N, ¢ > p. Uvazujme h > 0 a prolozme body
[hP, F(h)] a [(2h)P, F(2h)] pfimku:

F(2h) — F(h)

Pl@) = P+ =5y

(x — hP).

Richardsonova extrapolace je P(0) =~ F(0), tj.

F(h) — F(2h)

F(h) + o1

= Fi(h).

Véta. Necht F(h) = F(0) + ah? + O(hY), p,g €N, p < q.
Pak Fy(h) = F(0) + O(h?).

Duikaz: O(h?) je uzavieno na linedrni kombinace:
F(2h) = F(0) + a2"h? + O(h?)
a(l —2P)h?

Fy(h) = F(0) + ah? + =~

+O(h9) =
= F(0) + O(h?).

Priklady. Uvedené metody maji chyby jen sudych radi:
Ti(h) =T(h) + % (T(h) — T(2h)) radu 4,
S1(h) = S(h) + 1—15 (S(h) — S(Qh)) radu 6.

Poznamky. Odstranime chybu nejnizsiho radu.

1) Dostaneme presnéjsi metodu.

2) Pri¢itand hodnota dobfe odhaduje chybu (nemusi to
byt horni odhad), coZ miZeme pouzit v iteraénim postupu:
Spoc¢teme pro h, opakované pocitame pro polovi¢éni krok a
odhadujeme chybu, dokud nedosahneme pozadované pres-
nosti. Pro lichobéznikovou a Simpsonovu metodu staci do-
pocitat hodnoty jen v novych bodech (mizeme mit dokonce
ulozeny soucty pro predchézejici krok).

Poznamka. T;(h) = %T(h) —
= 2 (5 fxo)+f (1) +f(wa)+ -
= &(f(o) +4f(x1) +2f (z2) +--+) =

Rombergova metoda

Zacneme s lichobéznikovou metodou, pii prechodu k po-
loviénimu kroku dopocitdme vSechny dostupné Richardso-
novy extrapolace (v k-tém sloupci je metoda fadu 2k), od-
hadujeme chyby hodnot pod diagonalou:

T(h)

T(h/2) Ti(h/2)
T(h/4) Ti(h/4)
T(h/8) Ti(h/8)

(h/4)

T
T5(h/8) Ts(h/8)

Priklad. Spoététe [, —b=e™*"2 du s piesnosti ¢ = 107°.

Pro uvedené slozené metody (R, T,S) muzeme vyuzit od-
hady chyb, ve kterych pfepiSeme h = (b — a)/n.

L o252 1)‘ _ 1

My = max
2 V2 V2r

z€(0,1)

_ 1 —x¥2,4 a2 _
M4fwren<%ﬁ>‘me (z* — 6z +3)‘7

5k
3

)= 2 (flwo)+f(w2)+--) =
=S5

My (b — a)? My(b—a)® .
mac\ S 220 7Y 21989 ng > 129
°7 Tommz  "R7 24e w M=
My (b — a)? My(b—a) .
— >
> 127@ np > 192 182,3 np > 183
M4(b—a)5 4 M4(b— a)5 .
> — >\ ——= T2 > 8
°7 Tisont 180z e e

Skutecné chyby jsou o néco mensi:
metoda | R T S
109 - chyba | —0,606 0,602 —0,660
Stacilo by:

metoda | R T S Romberg Gauss
déleni | 101 143 8 4 1
hodnot | 101 144 9 5 3

Iteracni proces by skoncil:
metoda ‘ R T S

128 256 8
2556 257 9

déleni
hodnot

’ Diferencialni rovnice ‘

(Obycejnd) dif. rovnice Tddu n: F(t,xz,z',... z™) =0.
Speciéln{ tvar: ™ = f(t,z,...,z("1),

Reseni na intervalu I: funkce x: I — R takova, Ze pro
kazdé t € I je 2™ (t) = f(t,z(t),..., 2"~ D(1)).
Cauchyova uloha: navic pocatecni podminky:

x(to) = 20,0, x/(to) =T0,1, -+ l‘(n_l)(to) = To,n—1-
Pocateéni podminky ,,obvykle“ vyberou jedno z pole reseni.
Jednoznacnost Cauchyovy tlohy: feSeni splyvaji na okoli tg.

Separovatelné diferencialni rovnice 1. fadu

z(to) = 950‘

Véta. Necht I, J jsou otevrené intervaly, funkce g je spojitd
na I 3 tg, funkce h je spojitd na J 3 xg. Pak x’ = g(t) h(x),
z(to) = o, md resend na intervalu I' C I obsahujicim tg.
Je-li navic ' spojitd na J, pak je toto Tesent jednoznacné.

Postup feseni:
1) h(zg) =0 ... x(t) = x1, t € I je staciondrni FeSeni
2) h(zg) #0 ... h(z) # 0 na okoli zg

a'(t) = g(t) h(x(t))
a'(t)
/h(a:(t)) dt /g(t) dt

z(t) =y | dy
:wﬂw=dJ' [ gy = Jow e
Hl(y) = G(t)+c
z(t)y=y=...

3) Pocéatecni podminka: dopoéitat ¢ nebo

[ ity = Lo

4) Interval FeSeni: graf feSenf se ,zaraz{“ o hranici I x J.



Poznamka. Separaci proménnych lze pouzit pouze pro
nestaciondrni feseni!!!
Priklad. 2/ = &1,
g(t) = %, spojitd na (—o00,0), (0,400), h(x) = x2;1,
K (z) = x spojité na R, ... existence a jednoznaénost;
stacionarni FeSeni: zq +(t) = £1, t € (—00,0), z2+(t) =
=+1,t € (0,+00);
nestacionarni reseni:

dr 22-1

a2t
2 dt
/2 de = | —
x4 —1 t
mE = Cmp il (e>0)
n +1 = In ni|c C
x—1
—ct
231-¢ (c#£0)
1+ct
t) =
o) =1

intervaly FeSeni: ¢t # 0, t # %;
pro pocatecni podminky:
a) z(0) = 2: nelze (t # 0);

b) z(1) = —1: stac. z(t) = —1, t € (0, +00);
c)xz(l)=0:c=-1, a(¢t) = %—:;, t € (0,+00);
d) z(—3) =3 c=—1, 2(t) = 157, t € (=1,0);
e) x(l) =—1:c=3, z(t) = 3¢, t € (3,0).

Piiklad. o/ = 322/°.
g(t) = 1, h(z) = 322/ spojité na R ... existence,
navic h/(z) = 22~1/3 spojitd na R\ {0} ... jedn. pro  # 0;
staciondrni feSeni: z(t) =0, t € R;
nestacionarni reseni:
dx
dt

/%x_w?’ dm:/ dt

xl/?’:t—c

= 34°%/3

z(t)=(t—c)®, te(~o0,c), tE€ (c,+00)

Reseni se v bodech nejednoznacnosti daji spojovat, obecné
TeSeni je

(t—¢?, t<e, c € RU{—o0},
Ze,d(t) =40, c<t<d, c¢<d,
(t—d)?, d<t, deRU{+oc}.

Priklad. Za jak dlouho namrzne na rybniku 10cm vrstva
ledu pri —5 °C?
h(t): tloustka ledu v Gase t: b’ = 42T, h(0+) =0

t= S = 39 hodin

Linearni diferencialni rovnice (LDR)

2™ +a,_1 () 2D + -+ ai () 2+ aot) x = b(t)

Gn—1,---,00 jsou koeficienty, b je pravd strana.
(Pridruzend) homogenni LDR: b(t) = 0.
Predpoklady: ay,—1, ..., ap, b spojité na intervalu I > ty.

Véta. Cauchyova dloha md prdavé jedno resent na I.

C(I): linedrn{ prostor funkei spojitych na I.

C™(I): linedrni prostor funkei se spoj. n-tou derivac{ na I.
Linedrni diferencialni operator D: C"(I) — C(I):

z= 2™ +a, 127D 4+ a2’ +ag .

Véta. 1) Jsou-li x1,xo 7eSeni LDR, pak x1 — xo je Tesent
pridruzené homogenni rovnice.

2) Je-li x 7eseni LDR a & 1esent pridruzené homogenni rov-
nice, pak x + T je reseni dané LDR.

3) Jsou-li x1, o Teseni pro pravé strany by, be, pak x1 + T2
je resend pro pravou stranu by + by (princip superpozice).
4) MnoZina teseni homogenni LDR tddu n tvori linedrni
prostor dimenze n.

Poznadmka. Obecné feSeni LDR lze zapsat ve tvaru z(t) =
Z(t) + Z(t), kde 2(t) je libovolné (partikuldrni) feSeni a
Z(t) je obecné Teseni pridruzené homogenni rovnice.

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

Homogenni LDR 1. fadu 2’ 4+ a(t) z = 0 je separovateln4:
a2’ = —a(t) z. Staciondrni Feseni je x5(t) = 0, t € I. Nesta-
cionarni feSeni dostaneme separaci proménnych

#(t) = —a(t) F(t)

/;8 dt:/—a(t) dt

| =—A() +1n|e| (c>0)
| =le|e™4®

i(t) = ce ™ (c#£0)

Pfidédme stacionarni fesent: #(t) = ce 4® t € I (c € R).

Partikuldrn{ feSeni LDR 1. fadu 2’ + a(t) = b(t) najdeme
variaci konstanty, tj. ve tvaru obecného reseni pridruzené
homogenni rovnice, ve kterém konstantu nahradime funkeci:
#(t) = c(t) e=2®). Dostaneme:

) e Let) e A Wa(t) + a(t) e(t) e~ = p(t)
b

integraci najdeme nékterou funkci ¢(t).

Piiklad. 2’ = 0,1 + 757, (0) =0, t € (0, +00).
a(t) = fﬁ, b(t) = 0,1 spojité na (0, +o0) ...
a jednoznaénost na (0, +00);

feSeni pridruzené homogenni rovnice:

=/

/ x~(t) gt = / dt
Z(t) t+0,1
In|Z(t)|=In|t +0,1] 4+ In|c|

Z(t)| = |e(t + 0,1)]
E(t) = c(t+0,1)

existence

partikularni FeSeni ve tvaru £(¢) = ¢(t) (¢t +0,1):

dt)(t+0,1)+c(t)-1=c(t)+0,1

0,1
It — bl
‘®=iTo1

c(t) =0,1In(¢t +0,1)

8>
—~

~
N

Il

c(t) (t+0,1) = 0,1 (t+0,1)In(t +0,1)
2(t) + &(t) = (t+0,1) (0,1In(t + 0,1) + ¢)

8
—~
~+
~
I



pro pocateéni podminku: 0 = 0,1(0,11n(¢ 4+ 0,1) + ¢), tj.
c=-0,1ln0,1:

xz(t) =0,1(t+0,1)In(10t + 1), t e (0,400).

Linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Funce e* vyhovuje homogenni LDR s konstantnimi koefi-
cienty pravé tehdy, kdyz e M (A" +a, (A" "1 4---+ag) = 0.

Charakteristickd rovnice pro LDR s konstantnimi koefici-
enty: A" 4 ap_ 1 A" P+ a A+ ag = 0.

Ma4-li redlny polynom imaginarni kotfen, pak méa za kofen i
¢islo k nému komplexné sdruzené (stejné ndsobnosti).
Pro imaginarni kofeny «+ #i dostaneme komplexni Feseni

x1(t) = P = e (cos Bt + isin Bt),
zo(t) = e Pl = e (cos Bt — isin fBt).
Z téchto komplexnich feseni dostaneme realna reseni
L(z1(t) + 22(t)) = e cos Bt = Re (),

L(z1(t) — 22(t)) = e sin Bt = Imzy (t).

Véta. Bdzi prostoru resent homogenni LDR s konstantnimi
koeficienty dostaneme z koreni jeji charakteristické rovnice:
1) Pro kazdy k-ndsobny redlny koren A vezmeme

Mt =1 At
2) Pro kaZdou dvojici k-ndsobnych imagindrnich korent
a+fi (a,8 €R) vezmeme
e“cosBt, te“tcosBt, ..., tFle% cospt,

esinft, te“sinpt, ..., t'le®sinft.

ey

Partikularni feseni LDR najdeme variaci konstant. Pti deri-
vovani si pridavame podminky, dostaneme soustavu rovnic
pro nezndmé c;(t) (pro kazdé ¢t € I reguldrni soustavu line-
arnich rovnic):

Z(t) = crx1(t) + - - + cpan(t)
2(t) =c1(t) x1(t) +- -+ cnlt) zn(t)
() 4+ cnl(t) 2, (1)

i‘(n)(t) : c1 (t) xg”) (t) 4+t Cn<t) xgln)(ﬂ
+ Cll (t) l‘(ln*l)(t) 4+t C/n(t) xgln—l)(t)

Priklad. 2" + 2= L teI=(-%,%).

cost’
1 cel 2 Vv,
LDR, funkce 1, —— spojité na I, feseni na I.

Char. rovnice A\ +1 = 0, A\;» = =i, baze {cost,sint},
Z(t) = ¢y cost + easint, £(t) = c¢1(t) cost + ca(t) sint,

i (t)cost + ch(t)sint =0
—c(t)sint + ch(t)cost = —L

cost

i (t) = —tgt, c1(t) = Inlcost|, ch(t) =1, ca(t) = t,
x(t) = In(cost) - cost + tsint + ¢1 cost + cosint.

Metoda odhadu pro nalezeni partikuldrniho feseni LDR s
konstantnimi koef. a kvazipolynomialni pravou stranou:
Jsou-li P, @ polynomy stupné nejvyse m,
b(t) = e (P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt),

(w4 Bi) (¢islo pravé strany) je k-ndsobny kofen charak-
teristické rovnice, pak existuje partikularni feseni ve tvaru

Y= th et (P(t) cos Bt + Q(t) sin ),
kde P, jsou polynomy stupné nejvyse m.

Piiklad. 2 — 4x = e?' — 4 cos 2t.
Prava strana je spojitd na R, feseni budou na R.
Charakteristicka rovnice: A2 — 4 = 0, fesen{ A2 = £2.
Obecné feseni piidruzené hom.: Z(t) = ¢; e + cye 2.
Pro by (t) = e?!: &islo pravé strany 2+ 0i = 2 je kofen char.
rovnice ndsobnosti 1, partikuldrn{ feseni &, (¢t) = Ate?:.
Pro ba(t) = —4cost: 0+ 2i = 2i nen{ kofen char. rovnice,
partikuldrn{ feseni 5 (t) = B cos 2t 4 C sin 2t.
Princip superpozice: 2(t) = Ate? + Bcos2t + C'sin 2t.
Do DR: 4Ae? — 8B cos 2t — 8C'sin 2t = e?! — 4 cos 2t.
Provnanim koeficientt u jednotlivych funkei:
e?t: 4A= 1,

cos2t: —8B = -4,

sin2t: —-8C = 0.
Resenf soustavy linedrnich rovnic: A= 1, B=1 C=0.
Partikularn{ feseni: £(t) = $te?' + 1 cos2t.
Obecné feseni: z(t) = Lte? + Lcos2t + cie? + cpe 2,
teR (01702 S R)



