1 Numericka integrace

I_/abf(t)dt

na zdkladé hodnot funkce f v kone¢né mnoha uzlovych bodech zg, ..., z,_1.
Pokud se aproximace ¢ na intervalu (a,b) lisf od f nejvyse o g, pak

- oo -

Uloha: Odhadnout

L?ﬂw—wu»w\

IN

b
/\ﬂw—wwhugw—an.

b
/ sin'%0 ¢ dt
a

je ndro¢nou tlohou pro pocitacové algebraické systémy, ale z numerického hlediska
nenf nijak zvlast’ obtizny.
Integrél zévisi na integrandu linedrné, proto odhad integralu zdvisf linedrné

na f(xO)v . '>f($n71):

Piiklad:

A= Z Ww; f(:rl) 9
i<n
Mizeme volit pouze uzlové body =z, ...,r,_1 a jejich vdhy wq, ..., w,_1.
Zjednoduseni: funkci f aproximujeme interpola¢nim polynomem.
{(a,b) rozdélime na k intervali

(aj,aj+1>, j:O,...,k‘—l,

kde ag = a, ay = b. V diléich intervalech pouzijeme ndhradu polynomem
nizkého stupné, vedouct na tzv. jednoduchy vzorec, tj. odhad A; integralu

aj+1
I - / Ft)dt.
aj
Sectenim dostaneme slozeny vzorec, tj. odhad
A=A,
i<k
integralu

b
1=N"1,= | f)dt.

Zjednoduseni: vechny dil¢i intervaly maji stejnou délku

b—a
Hzik = Gj41 — Q5 -



Kazdy diléi interval lze linedrni substituci pfevést na jednotkovy interval (0, 1).
Obecny piipad dostaneme linedrni substituci

u:;, t=a;+Hu,
aj+1 1 1
Ij:/ f(t)dt:/ Hf(ajJrHu)du:/ gj(u)du,
aj 0 0

Hf(a; + Hu),
(M) = H™ 0 (a5 + Hu).

<
<
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<
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1.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Uzlové body ekvidistantni

1.1.1 Metoda levého odhadu

Jediny uzlovy bod v krajnfm bodé intervalu, ug = 0; g; nahradime konstantou
g;(uo) = ¢;(0). Jednoduchy vzorec:

L = [ 0,0)dt = 0,00 = H fla)

Slozeny vzorec:

L=Y"Li=HY» flaj))=HY fla+jH).

J<k i<k j<k

Rovnocenny je odhad pro volbu vy = 1, metoda pravého odhadu



1.1.2 Obdélnikova metoda

Uzlovy bod ve stiedu intervalu, ug = 1/2
Prolozime konstantu g;(uo) = g;(1/2). Jednoduchy vzorec:

1
Ry = [ 9,01/2)dt = g1/ = H fla; + /)
0
Slozeny vzorec:

R=Y Rj=HY fla;+H/2)=HY fla+jH),

j<k i<k i<k

kde 0,1/2 :CL+H/2

]
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1.1.3 Lichobéznikova metoda

Dva uzlové body na krajich intervalu, ug =0, u; =1
Prolozime linearni funkci, vysledkem bude plocha pod piimkou, neboli obsah
lichobéznika. Jednoduchy vzorec:

T - 9i(uo) +gi(ur) _ 9;(0) +9;(1) _ , flag) + flaj+1)
2 2 2
Slozeny vzorec:
k—1
i<k i<k j=1

1.1.4 Simpsonova metoda
Tt uzlové body; dva na krajich intervalu, jeden uprostied, up = 0, u; = 1/2,
ug = 1. Prolozime kvadraticky polynom a zintegrujeme. Jednoduchy vzorec:
Sj = wog;(uo) +wi gj(ur) +wa g;(uz)
= Wo gj(O) “+ w1 gj(]_/Q) + wo gj(l) .

Vzorec bude pfesny, bude-li g; libovolny kvadraticky polynom. Specidlné pro
g5(u) € {1,u,u?}:

1
wo +wy +wy = /1du:1,

0
1 N ! du— L
—w wy = udu = =
9 1 2 0 25
1 v 1
— = d = —.
4w1+w2 /Ou U 3
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To je soustava 3 linedrnich rovnic pro 3 nezndmé wy, wy, wsg, fedent:

1 2 1
-, wyp = wy = —.
6 1 2

wo = 3 6

Jednoduchy vzorec:

1

05(1/2)dt = + g;(0) + 2 g;(1/2) + = g5 (1)

S- =
! 6 3 6

(f(aj) +4 fla; + H/2) + f(aj41))

ol s—

Slozeny vzorec:

S = Y5,

i<k
k—1 k—1
— T (a4 sl +2 3 1la) 44 Y Sta +172)
j=1 j=0
H k—1 k—1
o1 CORYICRED WICRSTARRD DT I
j=1 j=0

kde a1/ = a + H/2 (pozor na meze sum!).

S:

w|

(f(wo) +4 f(x1) +2 f(w2) +4 f(x3) + ... +4 f(war—1) + f(221)),

5



kde z; = a+1 h jsou uzlové body (pro funkei f, nikoli g;) a h = H/2 je vzdélenost
mezi sousednimi uzlovymi body. Pocet intervala délky h musi byt sudy!

1.1.5 Obecné Newtonovy-Cotesovy vzorce

e oteviené (obdélntkovd metoda)
e uzaviené (lichobé&znikovd a Simpsonova metoda)

e polooteviené (metoda levého odhadu)






1.2 Odhad chyby numerické integrace

Zjednoduseni: pro lichobéznikovou metodu
Predpokladejme, ze g; md na intervalu (0, 1) spojitou druhou derivaci. Funkei
gj nahrazujeme linedrnfm polynomem ¢ ;; chyba interpolace v bodé u je
sup [} ()

ve(0,1)
195 (w) = i, (w)] < = —

‘A1¢j<u)du_Algj<u>du

sup |gj(v)| |

[(u=0) (uw—1)[,

1
T -1 = < [ leiw - gy

sup g5 (v)]

v€e(0,1) 2 ve(0,1) 1 1
veloh) —u)du= """ (2=
= 2 /0 e 2 (2 3
= L sup |g7(v)| = ng sup | f"(t)]
12 c0,1) / 12 t€{a;,a;j+1)
Vyjddifme pomoci
My > sup |f"(t)],
te(a,b)
Los
|Tj —Ij| S EH M27
ks
|T — I| S T H M2 9
12
po ndhradé konstantntho souc¢inu k H = b —a
b—a) M.

¢lenu Taylorova rozvoje chyby metody podle H v okoli bodu 0.

metoda horni odhad chyby rad
levého odhadu (ORI 1
lichobéznikova % a2 2
obdéInikova (GRS 2
- 5=a) M —O—a) I
Simpsonova | oot HY = S=LSm Rt | 4

Simpsonova metoda davé chybu nikoli tfetiho, ale ¢tvrtého fadu. Je-li f,
a tedy i g;, polynom stupné nejvyse 3, pak chyba interpolace kvadratickym
polynomem je imérna

Ww)=wu-0)(u—1/2)(u—1).

Na hodnoté integralu se to neprojevi, nebot’

/OIW(u)duzo.



Priklad 1:

2 2
I:/e_tdt
0

s presnosti e = 1075, Stanovte postacujici poget krokt pro jednotlivé metody.

met. M, hornf odhad H pocet kroku
- 2:10°° . -
L \/g =0.86 s = 1.16-107° 1 720 000
T 2 VB = 17107 1155
R 2 V2 = 245107 817
2880-10=6 -
S 12 4\/ 28804020 = 1 20
Pro k=20
L = 0.9311046,
R = 0.8821118,
T = 0.8820204,
S = 0.8820813,

2
/exp(—t2)dt = 0.882081390.
0



1.3 Gaussova metoda integrace

Na intervalu (—1,1) volime za uzlové body kofeny zo,...,z—1 € (—1,1) tzv.
Legendreovyjch polynomt. Linedrni transformaci

1
U= 2t , z=2u—1
2
dostaneme uzlové body uyg, . .., u,—1 € (0,1). Uzlové body a jejich vahy wy, . .., w,—1

jsou tabelovdny nebo radéji poc¢itdny algoritmem. Volime pouze jejich pocet r
a tim i fdd metody.
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’ r \ uzlové body \ vahy ‘
N 2z |
2] +£5=20577350 | 1 |
3| £/8=+0774507 5
0 8
4 i\/w = £0.861136 | 0.347855
i\/%ﬂ = £0.339981 | 0.652145
5 i\/ 104470 = £0.906180 | 0.236927
ﬁ:\/ 10410 = +£(.538469 | 0.478629
0 0.568889

jednoduchy vzorec:

Gr,j = sz gj(uz) =H Zwl f(a,] + HUZ)
i<r i<r
slozeny vzorec:
Gr=2) Gry=HY > wifla+Hu)=H Z(“’z > fdi +jH)> ;
i<k Jj<k i<r i<r j<k

kde d; = a + Hwu; € (ag,a1). Horni odhad chyby

(b—a) (r* My, ”
G =11 < G D (@ o,

kde
M > sup [fE0()].
vE(a,b)
Chyba metody je fddu 2 r, diky volbé r uzlovych bodi a r vah, tj. 2r parametra.
V Newtonovych-Cotesovych vzorcich jsme volbou r vah (pfi danych uzlovych
bodech) dostali metody Fddu r nebo r + 1.

pocet uzlovych bodi | horni odhad chyby | #ad
1 % H2 )
2 O |
3 2 artnga H° 6
5 (bfa) Mo HIO 10

2 534 876 467 200

11



Piiklad 1 (pokracovani):

2 2
I:/e_tdt
0

s presnosti € = 1076,

A M, horni odhad H p. kroku
L2086 | 3116100 | 1720 000
T 2 V1200 = 171078 1155
R 2 V20 = 245107 817
s 12 (/2800 =g 20
G 12 {80 = 0115 18
G| 1680 | j/LTlue10 sggy | 3

1.4 Richardsonova extrapolace pii integraci

Piedpoklddejme metodu numerické integrace s vysledkem A(H) s chybou iddu p,
tj. piiblizné dmérnou HP. Z odhadt, A(H), A(H/q), kde ¢ > 1, dostaneme
Richardsonovou extrapolaci novy odhad

PAELY - A(H ALY - A(H
s = <qqp>_1< ) _ aiy s <qq>p_1< )
Vyraz A(H) A
qqp — =] A(%)

milzeme rovnéz povazovat za odhad chyby vysledku A(Z).

Speciélné pro ¢ = 2 (metoda poloviéniho kroku):

Q

sl = ZAD AUy A A
LA - A(H)
I-Alg) = =55

12



Pro lichobéznikovou metodu lze doporucit g = 2

Polovina novych uzlovych bodi (pro krok H/2) se kryje se starymi (pro
krok H); dostaneme odhad

T(Z)-T(H) 2R(H)+T(H)
3 B 3 ’
shodny se Simpsonovou metodou.

Richardsonovou extrapolaci lze zpfesnit i Simpsonovu metodu, dostaneme
odhad 6. fddu

Richardsonovou extrapolaci pro obdélnikovou metodu s poloviénim krokem dostaneme
odhad

ktery se vsak nehodi:
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L rve
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1.5 Rombergova metoda

Vychdzi z vice odhadi ziskanych lichobéznikovou metodou pro kroky H, H/2, H/4, . . ..

Taylortv rozvoj chyby lichobéznikové metody mé nenulové pouze ¢leny sudého
tddu. Proto se kazdou Richardsonovou extrapolaci zvysi fdd o dvé.

Fad 2 4 6 8
k T(H) SCE)
ko | T(H)=Too
\
2ky | T(H)=T oy — T
N\ N
4 ko T(%) =Ty — T2 — Tsp
\ N \
8ko | T(H)=Ts0 — Ty — T35 — 133

Obecné ve sloupci j + 1:

Tij1—Ti—1,5—1
47 —1

Tij=Tij-1+

Za vysledek bereme T; ;, chyba je fddu 27 a odhadujeme ji zhruba vyrazem
|T;i—1 — Ti—1,i—1| nebo |T; ; — Ti—14—1].

16



2
Priklad 1 (pokracovani):  Vysledky Rombergovy metody pro / e dt
0

s poc¢dtecni volbou 4 intervalt déleni:

rad 2 4 6 8

k] TG S

4 | 0.88061

8 | 0.88170  0.8820655

16 | 0.88170  0.8820803  0.88208159

32 | 0.88205 0.8820813 0.88208138 0.88208158

S platnymi ciframi 0.882081 se shoduji vysledky vyznacené kurzivou.

T
Priiklad 2: Vysledky Rombergovy metody pro / sin t dt, s pocdtecni volbou
0

1 intervalu déleni:

rad 2 4 6 8 10
E T S

1 0

2 | 1.57080  2.09440

4 | 1.17810  1.0472  0.97738

8 | 1.17810 1.17810 1.18683  1.19015

16 | 1.17809 1.17809 1.17809 1.17795 1.17790

S platnymi ciframi 1.178 se shoduji vysledky vyznacené kurzivou.

1.6 Praktické stanoveni poctu intervali
e 7 horniho odhadu chyby

e metoda dvojiho (nejcastéji poloviéniho) kroku

2 2
I:/e_tdt
0

s presnosti ¢ = 1075, Simpsonova metoda s krokem 2 a 1:

S(2) = 0.8299444,
S(1) 0.8818124.

Odhad chyby medotou polovi¢niho kroku je
[SA) - 52)]

15

pozadovand chyba je zhruba 3458 x mensi, coz vyzaduje zvysit pocet kroki
v poméru alespoii /3458 = 7.7. Pro 4x a 8x men&f krok, tj. pro 8 a 16
intervalt délent:

Pi#iklad 1 (pokracovdni):

= 0.0034578,

S(
S(3

[ e]] )

)
) =

0.882080396576 ,
0.882081328646 .

Sl
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Odhad chyby posledniho vysledku je

15(5) = SR

=6.3-1078.
o 6.3-10

(Jiz vime, ze postacuje 20 intervala déleni.) Richardsonova extrapolace:

S(f%) — 83
15

—

S(&)+ = 0.882081390784

Ptesnéjsi vysledek je
0.8820813907624216800.
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Priklad 3: )
sint
Iz/ —dt
0o Vit

s piesnostf ¢ = 1078, Zkusfme 5-bodovou Gaussovu metodu (10. fddu) s krokem
la %:

Gs(1) 0.621166517,
Gs(3) = 0.620759367.

Odhad chyby medotou polovi¢niho kroku je

|G5(3) — G5(1)]

- -7
S =4.1077,

pozadovand chyba je zhruba 40x mensi, coz vyzaduje zvysit pocet krokt v poméru
alespoii W40 = 1.5. Mél by tedy staéit 2x mensf krok, tj. 4 intervaly déleni:

Gs(3) 0.620759367
Gs(3) = 0.620615367.

Odhad chyby posledniho vysledku je

1G5(5) — G5(3)]

- -7
T =14-1077,

tedy jen asi tfikrat mensi, a¢ se mél zmensit v poméru 210 — 1 = 1023.
Ptesnéjsi vysledek je

0.62053660344676220362.

1.7 Reseni obtiznéjsich iloh dpravou zadani

1.7.1 Integrace pies nekonec¢ny interval

Piiklad 4: -
I:/ et dt
2
s pfesnosti € = 1076,

I nekone¢ny obor integrace lze (nelinedrni) substituci pfevést na koneény
(0,1), zde napt. t =1/u:

Miuzeme vyuzit zndmé urcité integraly, napf.

o0 2 o0 2 2 2
I:/ et dt:/ et dt—/ e " dt,
2 0 0
—_—

NIt

19



Miuzeme se omezit na kone¢ny interval a zbytek zanedbat. V nasem pifpadé
1ze pouzit odhad (se substituci t — z = u)

o0 2 2 o0 2
/ e dt = e7® / e 2Tu=u qy
x 0

o —XT
2 _ e

< e * e 2T dy = .
0 2z

2

Pro x > 3.85 je tento vyraz mensi nez %, takze staci vypocitat

385
/ e~ dt
2

- 47 €
S presnosti 5.

1.7.2 Omezeni intervalu

se mtze hodit, i kdyz obor integrace je konec¢ny:

20



Priklad 5:

1000
—¢2
/ e " dt
2

Simpsonovou metodou s 1000 kroky:
0.0043821,

4-bodovou Gaussovou metodou se 100 kroky:
0.0012304,

Dopustime se chyby mensi nez % =5-1077, snizime-li horni mez na 3.85. Pak
sta¢i Simpsonova metoda s 23 kroky

0.00414549.

Presnéjsi vysledek je
0.00414553469.

1.7.3 Pomalu konvergentni integraly

Pri¢teni zndmého urcitého integrdlu mize zdsadné zménit obtiznost nu-
merického vypoctu:

Piiklad 3 (pokracovéni):
Lsint
0o Vit
Integrand mé v okolf nuly neomezenou derivaci. V okolf nuly je sint ~ t,
sint ~ /t. Derivace je sice nadéle neomezend, ale zname

/le/idtz

Rozdil Si;‘; — v/t m4 derivace omezené a jeho integrace necini zvlastni potize.

Vypocet 5-bodovou Gaussovu metodu (10. fddu) se dvéma a ¢tyfmi intervaly

deéleni d&va
1 .
sint
ﬁ) dt =
|
Gs(s) = —0.046130081752,

1
2
Gs(3) = —0.046130064858.

dt

t3.

Wl N

Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku:

|Gs(3) — Gs(3)]

kN —11
L 1T 107
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Ptesnéjsi vysledek je
—0.04613006321990446305
Vysledek ptvodniho zadani je

Lsint 1 L /sint
= dt / x/idt+/ (—\/i) dt
0 \/Z 0 0 \/i

% — 0.04613006486
= 0.62053660181

(pfesnéji 0.6205366034467622036).

Substituce funkci, kterd ma v odpovidajicim bodé c nulové derivace dostateéné
mnoha 74dd, napt. t = ¢ + u®, kde exponent s volime radéji vyssi nez nizsi

1
sint
—dt
/0 Vit
Substituci ¢ = u? dostaneme

" 1
/ gdt / 2 sinu?du.

5-bodové Gaussova metoda (10. fddu) s jednim a dvéma intervaly délent:

Gs(1) 0.620536620796 ,
Gs(%) = 0.620536603496 ,

Pi#iklad 3 (pokracovdni):

N[

odhad chyby metodou polovi¢niho kroku

|G5(5) — G5(1)]

kR —11
S = LT 107

Chtéli bychom, aby se mtegrand v okoh problémového bodu blizil konstante;
mohli jsme pouzit téz substituci 2 t2 = u s dobrym vysledkem.

Priklad 6:
> sint
—dt

1Vt

s presnosti 1078, Omezeni na koneény obor nepomiize, nebot’ napf.

1000000
t
/ S 44 = 0.0019 .
999997 \/E

Hledany integrél neni absolutné konvergentni.

® sint ™
dt =4/ —=.
o Vi 2

22



Potfebujeme

> sint > sint Lgint

—dt = dt — —dt
1V o Vit

o Vit
\/§ — 0.620536601808 = 0.632777535507 ,

1 .
t
kde ovsem integral / % dt byl rovnéz problémovy; vyuzili jsme fesen{ pitkladu 3.
0
Ptesnéjsi vysledek je
0.6327775338746013102.
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