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1.1 Discipĺına optimalizace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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2.3 Zločiny na matićıch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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5.4 Cvičeńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2
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11.3.1 Vektorové normy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Discipĺına optimalizace

Optimalizace (přesněji matematická optimalizace) se zabývá minimalizaćı (či maximalizaćı)
funkćı mnoha proměnných za př́ıpadných omezuj́ıćıch podmı́nek. Tato formulace pokrývá mnoho
úloh z inženýrské praxe i př́ırodńıch věd: často přeci chceme něco udělat ‘nejlépe’ v rámci
‘daných možnost́ı’. Umět rozpoznávat optimalizačńı problémy kolem sebe je inženýrovi velmi
užitečné. Optimalizace, též zvaná matematické programováńı, je část aplikované matematiky,
lež́ıćı na pomeźı matematické analýzy, lineárńı algebry a informatiky. Je to moderńı obor, který
se rychle rozv́ıj́ı.

Př́ıklady problémů, které vedou na optimalizačńı úlohy:

• Aproximuj naměřenou funkčńı závislost funkćı z dané tř́ıdy funkćı.

• Investuj 1000 Kč do daných druh̊u akcíı tak, aby očekávaný výnos byl velký a riziko malé.

• Rozmı́sti daný počet prodejen po městě tak, aby každý člověk měl do prodejny bĺızko.

• Najdi pr̊uběh ř́ıd́ıćıho signálu ruky robota tak, aby se dostala z mı́sta A do mı́sta B po
dráze minimálńı délky (př́ıp. minimálńıho času či výdaje energie) a bez kolize.

• Reguluj př́ıvod plynu do kotle tak, aby teplota v domě byla bĺızká kýžené teplotě.

• Navrhni plošný spoj daného zapojeńı, aby délka spoj̊u byla nejmenš́ı.

• Najdi nejkratš́ı cestu v poč́ıtačové śıti.

• Vyhledej nejlepš́ı spojeńı v j́ızdńım řádu z mı́sta A do mı́sta B.

• Navrhni nejlepš́ı školńı rozvrh.

• Postav most o dané nosnosti při nejmenš́ı spotřebě materiálu.

• Nauč umělou neuronovou śıt’.

Mimo inženýrskou praxi je optimalizace významná v př́ırodńıch vědách. Většinu fyzikálńıch
zákon̊u lze formulovat tak, že nějaká veličina nabývá extrémálńı hodnoty. Živé organismy v
každém okamžiku řeš́ı, vědomě či podvědomě, množstv́ı optimalizačńıch úloh – např. se rozho-
duj́ı pro nejlepš́ı z možných chováńı.

V tomto kursu se nenauč́ıte řešit všechny tyto úlohy – už proto, že některé jsou velmi těžké.
Ale nauč́ıte se rozpoznat druh a obt́ıžnost úloh a dostanete základy pro řešeńı těch snadněǰśıch
a přibližné řešeńı těch obt́ıžněǰśıch. Spektrum úloh, které dokážete řešit, se ještě podstatně
rozš́ı̌ŕı po absolvováńı navazuj́ıćıho kursu Kombinatorická optimalizace.
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1.2 Matematické značeńı

Množiny

{a1, . . . , an} množina s prvky a1, . . . , an
a ∈ A prvek a patř́ı do množiny A (neboli a je prvkem A)
A ⊆ B množina A je podmnožinou množiny B (každý prvek z X patř́ı do Y )
A = B množina A je rovna množině B, plat́ı zároveň A ⊆ B a B ⊆ A
{ a ∈ A | ϕ(a) } množina prvk̊u z A s vlastnost́ı ϕ. Někdy zkracujeme na { a | ϕ(a) }.
A ∪B sjednoceńı množin, množina { a | a ∈ A nebo a ∈ B }
A ∩B pr̊unik množin, množina { a | a ∈ A a zároveň a ∈ B }
(a1, . . . , an) uspořádaná n-tice prvk̊u a1, . . . , an
A×B kartézský součin množin, množina { (a, b) | a ∈ A, b ∈ B }
An kartézský součin n stejných množin, An = A× · · · × A (n-krát).

Zobrazeńı

Zápisem f : A → B rozumı́me zobrazeńı z množiny A (zvané definičńı obor) do množiny B.
Formálńı definice je tato: podmnožina f kartézského součinu A × B (tedy relace) se nazývá
zobrazeńı, plat́ı-li (a, b) ∈ f, (a, b′) ∈ f ⇒ b = b′. Neformálně si představujeme zobrazeńı jako
černou skř́ıňku (např. poč́ıtačovou funkci), která přǐrad́ı každému prvku a ∈ A jediný prvek
b = f(a) ∈ B. Př́ısně vzato, ‘zobrazeńı’ (mapping, map) znamená přesně to samé jako ‘funkce’
(function), ovšem slovo ‘funkce’ se obvykle použ́ıvá pouze pro zobrazeńı do č́ıselných množin
(tedy B = R, Z, C apod.).

Pro množinu obraz̊u všech vzor̊u s vlastnost́ı ϕ se použ́ıvá zkratka { f(a) | a ∈ A, ϕ(a) } =
{ b ∈ B | b = f(a), a ∈ A, ϕ(a) } nebo pouze { f(a) | ϕ(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Např.
množina {x2 | −1 < x < 1 } je polouzavřený interval 〈0, 1). Obraz množiny A v zobrazeńı f
budeme často značit f(A) = { f(a) | a ∈ A }.

Zobrazeńı se nazývá:

• injektivńı (neboli prosté) pokud každý vzor má jiný obraz, tj. f(a) = f(a′) ⇒ a = a′,

• surjektivńı (neboli A na B) pokud každý obraz má vzor, tj. f(A) = B, tj. pro každé
b ∈ B existuje a ∈ A tak, že b = f(a),

• bijektivńı (neboli vzájemně jednoznačné) pokud je zároveň injektivńı a surjektivńı.

Č́ıselné množiny

N množina přirozených č́ısel
Z množina celých č́ısel
Q množina racionálńıch č́ısel
R množina reálných č́ısel
R+ množina nezáporných reálných č́ısel
R++ množina kladných reálných č́ısel
〈x1, x2) polouzavřený interval reálných č́ısel, {x ∈ R | x1 ≤ x < x2 }
C množina komplexńıch č́ısel
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Vektory a matice

Rm×n množina reálných matic rozměru m× n (tedy s m řádky a n sloupci)
Rn množina sloupcových vektor̊u, ztotožněná s množinou Rn×1 jednosloupcových matic
R1×n množina řádkových vektor̊u
x · y skalárńı součin vektor̊u
‖x‖p p-norma vektoru x
‖x‖ norma vektoru x, bez daľśıho upřesněńı eukleidovská norma ‖x‖2

Vektory a matice znač́ıme tučně, skaláry kurźıvou.
Symbol f : Rn → R znač́ı funkci n proměnných, která vektoru x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn přǐrad́ı

skalár f(x) = f(x1, . . . , xn) ∈ R. Jméno funkce ṕı̌seme kurźıvou, nebot’ jej́ı hodnoty jsou skaláry.
Symbol f : Rn → Rm znač́ı zobrazeńı, které vektoru x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn přǐrad́ı vektor

f(x) = f(x1, . . . , xn) = (f1(x), . . . , fm(x)) = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)) ∈ Rm. Jméno
zobrazeńı ṕı̌seme tučně, nebot’ jeho hodnoty jsou vektory. Funkce f1, . . . , fm: Rn → R jsou
složky zobrazeńı f .

Extrém funkce na množině

Pro minimum funkce f : X → R na množině X se už́ıvá značeńı

min
x∈X

f(x) = min{ f(x) | x ∈ X }.

Pro množinu prvk̊u X, ve kterých se minimum nabývá, se použ́ıvá symbol argument minima:

argmin
x∈X

f(x) = {x∗ ∈ X | f(x∗) = min
x∈X

f(x) }.

Pro maximum je to analogické. Minima a maxima se souhrnně nazývaj́ı extrémy nebo optima.

Př́ıklad 1.1.

1. min
x∈R
|x− 1| = min{ |x− 1| | x ∈ R } = 0, argmin

x∈R
|x− 1| = {1}

2. Necht’ (a1, a2, . . . , a5) = (1, 2, 3, 2, 3). Pak
5

max
i=1

ai = 3,
5

argmax
i=1

ai = {3, 5}. �

1.3 Formulace optimalizačńıch úloh

Optimalizačńı úlohy lze formulovat jako hledáńı minima dané reálné funkce na dané množině:

min
x∈X

f(x). (1.1)

V optimalizaci se už́ıvá následuj́ıćı názvoslov́ı. Funkce f se nazývá účelová (také pokutová,
cenová, kriteriálńı) funkce. Množina X se nazývá množina př́ıpustných řešeńı – což je
vlastně protimluv, protože prvky X nejsou řešeńımi úlohy. Prvk̊um x∗ ∈ X pro které f(x∗) =
minx∈X f(x) se pak ř́ıká optimálńı řešeńı. Optimálńı řešeńı může být jedno, v́ıce, nebo nemuśı
existovat.

Formulace (1.1) je velmi obecná a abstraktńı, nebot’ množina X může být zcela libovolná.
Existuj́ı tři široké kategorie úloh:
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• Pokud je množina X konečná (i když třeba velmi velká), mluv́ıme o kombinatorické op-
timalizaci . Jej́ı prvky mohou být např. cesty v grafu, konfigurace Rubikovy kostky, nebo
textové řetězce konečné délky. Př́ıkladem je nalezeńı nejkratš́ı cesty v grafu nebo problém
obchodńıho cestuj́ıćıho.

• Pokud množinaX obsahuje reálná č́ısla či vektory, mluv́ıme o spojité optimalizaci . Př́ıkladem
je úloha lineárńıho programováńı.

• Pokud množina X obsahuje funkce, mluv́ıme o variačńım počtu. Př́ıkladem je nalézt tvar
rovinné křivky, která při dané délce obeṕıná co největš́ı obsah.

Tento kurs se věnuje hlavně spojité optimalizaci. Zde prvky množiny X jsou n-tice reálných
proměnných x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, tedy X ⊆ Rn. Zde zapisujeme x tučně, protože jej
považujeme za vektor. Množina př́ıpustných řešeńı X je definována jako množina všech x ∈ Rn

splňuj́ıćıch rovnice
gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
hi(x) = 0, i = 1, . . . , `

(1.2)

pro dané reálné funkce n proměnných g1, . . . , gm a h1, . . . , h`. Úloha se zapisuje také jako

min f(x)

za podmı́nek gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m
hi(x) = 0, i = 1, . . . , `.

(1.3)

Př́ıklad 1.2. Máme naj́ıt bod v rovině, který lež́ı na kružnici s jednotkovým poloměrem a
se středem v počátku a který je nejbĺıže danému bodu a. Zde máme n = 2, m = 0, ` = 1,
f(x) = ‖x − a‖, h1(x) = ‖x‖ − 1. Řeš́ıme úlohu min{ ‖a − x‖ | x ∈ R2, ‖x‖ = 1 }, tedy
minimalizujeme ‖a− x‖ za podmı́nky ‖x‖ = 1. �

Rovnice a nerovnice (1.2) jsou omezuj́ıćı podmı́nky, krátce omezeńı. Omezeńı tvaru
gi(x) ≤ 0 př́ıp. hi(x) = 0 se nazývá omezeńı typu nerovnosti př́ıp. typu rovnosti. Všimněte
si, že omezeńı hi(x) = 0 je ekvivalentńı dvěma omezeńım hi(x) ≤ 0 a −hi(x) ≤ 0, proto jsme
vlastně omezeńı typu rovnosti v problému (1.3) nemuseli explicitně uvádět. Omezeńı mohou
chybět (m = ` = 0).

V závislosti na účelové funkci a omezeńıch může být nalezeńı optimálńıho řešeńı snadné,
obt́ıžné, nebo prakticky nemožné.

V tomto kursu se budeme zabývat těmito speciálńımi př́ıpady:

• m = ` = 0, funkce f spojitá diferencovatelná.
Vı́cerozměrná optimalizace bez omezeńı. Speciálně f kvadratická pozitivně definitńı: lineárńı
nejmenš́ı čtverce.

• m = 0, ` > 0, funkce f, hi diferencovatelné.
Zde se nauč́ıte metodu Lagrangeových multiplikátor̊u.

• m, ` > 0, funkce f, gi, hi direferencovatelné.
Zobecněńı metody Lagrangeových multiplikátor̊u: Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podmı́nky.

• m, ` > 0, funkce f, gi, hi afinńı.
Lineárńı programováńı (LP) a simplexová metoda.

• m, ` > 0, funkce f kvadratická pozitivně semidefinitńı, gi, hi afinńı.
Kvadratické programováńı (QP).
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• m, ` > 0, funkce f, gi konvexńı, hi afinńı.
Konvexńı programováńı, existuje jen jedno lokálńı minimum. Budeme se zabývat vlast-
nostmi konvexńıch množin a funkćı.

1.4 Cvičeńı

1.1. Najděte (úvahou) co nejjednodušš́ı popis následuj́ıćıch množin:

a) {x2 | x ∈ R }
b) { 1/x | x ≥ 1 }
c) { e−x

2 | x ∈ R }
d) {x+ y | x2 + y2 < 1 }
e) {x+ y | x2 + y2 = 1 }
f) { |x|+ |y| | x2 + y2 = 1 }
g) {x1 + · · ·+ xn | x ∈ Rn, ‖x‖ = 1 }
h) { |x− y| | x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ (1, 2〉 }

1.2. Mějme množinu bod̊u v rovině X = 〈−1, 1〉 × {0} = { (x, 0) | −1 ≤ x ≤ 1 } ⊆ R2.
Načrtněte následuj́ıćı množiny:

a)
{

y ∈ R2
∣∣ min

x∈X
‖x− y‖ ≤ 1

}
b)
{

y ∈ R2
∣∣ max

x∈X
‖x− y‖ ≤ 2

}
1.3. Formulujte (již však neřešte) následuj́ıćı úlohy ve tvaru min{ f(x) | x ∈ X }.

a) Najdi dvojici bod̊u v rovině, z nichž jeden je uvnitř čtverce se středem v počátku a
jednotkovou stranou a druhý je uvnitř kruhu se středem v bodě (2, 2) a jednotkovým
poloměrem, tak aby si tyto dva body byly nejbĺıže.

b) Najdi dvě přirozená č́ısla se součtem 7 a nejmenš́ım součinem.

c) Necht’ A je matice rozměru m×n, kde m < n, a b je vektor délky m. Předpokládejte,
že matice má hodnost m. Najdi řešeńı x soustavy Ax = b tak, že délka vektoru x je
minimálńı.

d) Ve vesnici je n chalup o daných souřadnićıch. Najdi souřadnice pošty tak, aby pošt’ák
měl k nejvzdáleněǰśı (měřeno vzdušnou čarou) chalupě co nejbĺıže.

e) Ve vesnici je n chalup o daných souřadnićıch. Najdi souřadnice m pump tak, aby
vzdálenost (vzdušnou čarou) od libovolné chalupy k nejbližš́ı pumpě byla minimálńı.

1.4. Vyřešte následuj́ıćı úlohy:

a) min{x2 + y2 | x > 0, y > 0, xy ≥ 1 }
b) min{ (x− 2)2 + (y − 1)2 | x2 ≤ 1, y2 ≤ 1 }
c) max{x · y | x ∈ Rn, x · x ≤ 1 } pro daný vektor y ∈ Rn (x · y znač́ı skalárńı součin).

Zkuste nejprve pro n = 1, pak pro n = 2, pak zobecněte na libovolné n.

d) Najdi rozměry krabice bez v́ıka o jednotkovém objemu a nejmenš́ım povrchu.

e) Hledá se n-tice č́ısel x1, . . . , xn ∈ {−1,+1} tak, že jejich součin je kladný a je-
jich součet minimálńı. Jako výsledek napǐste hodnotu tohoto minimálńıho součtu
v závislosti na n.
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Kapitola 2

Vektory a matice

Zde zopakujeme potřebné partie lineárńı algebry a přidáme některé nové, které budeme potřebovat
později. Z lineárńı algebry, kterou znáte z nižš́ıch ročńık̊u, se budeme věnovat pouze algebře
reálných vektor̊u konečné dimenze a matic konečné dimenze. Nepostupujeme formálně metodou
definice-věta-d̊ukaz, většinu tvrzeńı předlož́ıme jako fakta bez d̊ukazu nebo d̊ukaz pouze naznač́ıme.

2.1 Lineárńı prostor

Necht’

• V je neprázdná množina,

• + je binárńı operace V × V → V ,

• · je binárńı operace R× V → V .

Necht’ jsou splněny tyto podmı́nky (axiomy):

• x + (y + z) = (x + y) + z

• x + y = y + x

• Existuje y ∈ V tak, že pro každé x ∈ V je y + x = x. Znač́ıme y = 0.

• Pro každé x ∈ V existuje y ∈ V tak, že x + y = 0. Znač́ıme y = −x.

• 1 · x = x

• α · (β · x) = (α · β) · x
• α · (x + y) = (α · x) + (α · y)

• (α + β) · x = (α · x) + (β · x)

Trojice (V,+, ·) se pak nazývá lineárńı prostor (nebo vektorový prostor) nad tělesem
reálných č́ısel. Prvk̊um množiny V se ř́ıká vektory a prvk̊um tělesa R skaláry. Mı́sto α · x
ṕı̌seme často jen αx.

Operace + a · tělesa R pro jednoduchost znač́ıme stejnými symboly jako operace lineárńıho
prostoru. Kupř. + někdy použ́ıváme jako operaci V × V → V (tj. jako sč́ıtáńı vektor̊u) a
jindy jako operaci R × R → R (sč́ıtáńı skalár̊u, prvk̊u tělesa R). Toto přetěžováńı operátor̊u
významně zjednodušuje značeńı, ale student si ho muśı být vědom a vždy si ujasnit ‘datové
typy’ argument̊u každého výskytu operátoru.

Př́ıklad 2.1. Př́ıklady lineárńıch prostor̊u:
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1. Množina {0} (tedy množina obsahuj́ıćı pouze prvek 0) s operacemi definovanými jako
0 + 0 = 0 a α · 0 = 0. Toto je nejmenš́ı možný lineárńı prostor a ř́ıká se mu triviálńı.

2. Množina Rn všech n-tic reálných č́ısel (x1, . . . , xn), definujeme-li operaci + jako sč́ıtáńı po
složkách a operaci · jako násobeńı všech složek skalárem.

3. Množina všech matic (‘tabulek’) reálných č́ısel velikosti m× n, spolu s operacemi defino-
vanými opět ‘po složkách’.

4. Množina všech funkćı f : X → R, kde X je libovolná daná množina. Operace jsou přirozené
sč́ıtáńı funkćı a násobeńı skalárem ‘v každém argumentu zvlášt’’.

5. Množina všech polynomů p: R→ R libovolného stupně. Operace opět dány přirozeně.

Množina všech polynomů stupně n neńı lineárńı prostor, protože součet dvou plynomů stupně
n může být polynom stupně nižš́ıho. �

Lineárńı kombinace vektor̊u x1, . . . ,xk ∈ V je vektor

α1x1 + · · ·+ αkxk

pro nějaké skaláry α1, . . . , αk ∈ R. Lineárńı prostor je uzavřený v̊uči lineárńım kombinaćım,
tj. lineárńı kombinace jakýchkoliv vektor̊u z V z̊ustává ve V . To snadno (indukćı) plyne z
podmı́nek

• pro každé x,y ∈ V je x + y ∈ V ,

• pro každé α ∈ R a x ∈ V je αx ∈ V .

Rozumı́ se samo sebou, že tyto podmı́nky plat́ı, nebot’ v definici lineárńıho prostoru jsme defi-
novali operaci + jako V × V → V a operaci · jako R× V → V .

Lineárńı podprostor (krátce podprostor) lineárńıho prostoru (V,+, ·) je množina U ⊆
V , která je uzavřená v̊uči lineárńım kombinaćım (tj. každá lineárńı kombinace vektor̊u z U lež́ı
v U). Potom množina U s operacemi ‘zděděnými’ z p̊uvodńıho prostoru V tvoř́ı sama o sobě
lineárńı prostor.

Vektory x1, . . . ,xk jsou lineárně závislé, když existuj́ı skaláry α1, . . . , αk takové, že aspoň
jeden z těchto skalár̊u je nenulový a

α1x1 + · · ·+ αkxk = 0.

Ekvivalentně se dá ř́ıci, že libovolný vektor je lineárńı kombinaćı ostatńıch. Množina (konečná
či nekonečná) X ⊆ V je lineárně závislá, když nějaká jej́ı konečná podmnožina je lineárně
závislá. V opačném př́ıpadě je lineárně nezávislá.

Lineárńı obal množiny vektor̊u X ⊆ V je množina

spanX = {α1x1 + · · ·+ αkxk | x1, . . . ,xk ∈ X, α1, . . . , αk ∈ R, k ∈ N }.

Tedy pokud je množina konečná,X = {x1, . . . ,xk}, jej́ı lineárńı obal je množina všech lineárńıch
kombinaćı vektor̊u x1, . . . ,xk. Pokud je X nekonečná, je jej́ı lineárńı obal množina všech
lineárńıch kombinaćı všech konečných podmnožin X. Ekvivalentně lze ř́ıci, že lineárńı obal
množiny X ⊆ V je nejmenš́ı lineárńı podprostor V obsahuj́ıćı X.

Báze lineárńıho prostoru V je lineárně nezávislá množina vektor̊u, jej́ıž lineárńı obal je celý
prostor V . Každý lineárńı prostor má alespoň jednu bázi. Pokud lineárńı prostor má nějakou
bázi s konečným počtem vektor̊u, pak jeho každá jiná báze má stejný počet vektor̊u. Tento
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počet je dimenźı lineárńıho prostoru, kterou znač́ıme dimV . Pokud V nemá bázi s konečným
počtem prvk̊u, je jeho dimenze nekonečná.

V našem kursu budeme potřebovat výhradně reálné lineárńı prostory s konečnou dimenźı.
Základńım př́ıkladem takového prostoru je Rn. Lze ukázat, že všechny reálné lineárńı pros-
tory dimenze n jsou v jistém smyslu ‘stejné’ (isomorfńı), tento př́ıklad je tedy vlastně jediný.
Standardńı bázi prostoru Rn budeme značit

e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), en = (0, . . . , 0, 1).

Vektor ze samých jedniček budeme značit 1n = (1, . . . , 1) nebo krátce 1.

2.2 Matice

Reálná matice rozměru m× n je zobrazeńı A: {1, . . . ,m} × {1, . . . , n} → R. Hodnoty tohoto
zobrazeńı znač́ıme aij. Matici pomoćı výčtu prvk̊u zapisujeme tabulkou

A = [aij] =

a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn

 .
Množinu všech reálných matic rozměru m× n (tj. s m řádky a n sloupci) znač́ıme Rm×n.

Na množině Rm×n zavedeme operace + a · ‘po prvćıch’. T́ım se tato množina stane lineárńım
prostorem dimenze mn. Nulovou matici (jej́ı všechny prvky jsou nuly) pak znač́ıme 0.

Pro m = n se matice nazývá čtvercová, pro m 6= n obdélńıková. Pro m < n nazveme
matici širokou, pro m > n úzkou (toto názvoslov́ı neńı standardńı).

Čtvercová matice je diagonálńı, když má všude mimo hlavńı diagonálu nuly, tedy aij = 0
pro i 6= j. Jednotková matice má na diagonále jedničky a mimo diagonálu nuly, znač́ıme ji I.

Transpozici matice A = [aij] ∈ Rm×n znač́ıme AT = [aji] ∈ Rn×m. Plat́ı (A + B)T =
AT + BT . Čtvercová matice se nazývá symetrická, když AT = A, a antisymetrická, když
AT = −A.

Součin matic A ∈ Rm×p a B ∈ Rp×n je matice C ∈ Rm×n s prvky

cij =

p∑
k=1

aikbkj,

což znač́ıme C = AB. Vlastnosti maticového součinu:

• (αA)B = A(αB) = α(AB)

• (AB)C = A(BC)

• (A + B)C = AC + BC a A(B + C) = AB + AC

• (AB)T = BTAT

Čtvercové matice obecně nekomutuj́ı, AB 6= BA.
Někdy je nutné sestavit matici z několika jej́ıch podmatic (zvaných též bloky), což znač́ıme

[
A B

]
,

[
A B
C D

]
,

[
A I
0 D

]
.
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Rozměry jednotlivých blok̊u muśı být kompatibilńı. Všimněte si, že ve třet́ım př́ıkladě jsou
rozměry jednotkové matice I a nulové matice 0 určeny rozměry matic A a D. Pro násobeńı
matic sestavených z blok̊u plat́ı podobné pravidlo jako pro matice sestavené ze skalár̊u:[

A B
C D

] [
X
Y

]
=

[
AX + BY
BX + CY

]
.

2.2.1 Hodnost a inverze

Hodnost matice je maximálńı počet jejich lineárně nezávislých sloupc̊u, což je totéž jako
dimenze lineárńıho obalu sloupc̊u matice. Hodnost znač́ıme rank A. Plat́ı rank A = rank AT ,
tedy mı́sto pomoćı sloupc̊u jsme mohli hodnost definovat pomoćı řádk̊u. Obecně je vždy

rank A ≤ min{m,n}. (2.1)

Pokud je rank A = min{m,n}, ř́ıkáme, ža matice má plnou hodnost. Čtvercová matice s
plnou hodnost́ı se nazývá regulárńı, jinak je singulárńı. Pro hodnost součinu matic plat́ı

rank(AB) ≤ min{rank A, rank B}. (2.2)

Pokud matice A ∈ Rn×m a B ∈ Rm×n splňuj́ı

AB = I, (2.3)

nazývá se matice B pravá inverze matice A a matice A levá inverze matice B. Pravá či levá
inverze nemuśı existovat nebo nemuśı být jediná. Např. prom < n rovnost (2.3) nikdy nenastane
(proč?). Pravá inverze matice A existuje, právě když jej́ı řádky jsou lineárně nezávislé. Levá
inverze matice B existuje, právě když jej́ı sloupce jsou lineárně nezávislé.

Pro m = n (čtvercové matice) pravá inverze matice A existuje právě tehdy, když A je
regulárńı (proto se regulárńı matici ř́ıká také invertovatelná). V tom př́ıpadě je jediná a je
rovna levé inverzi matice A. Pak mluv́ıme pouze o inverzi matice A a znač́ıme ji A−1. Máme
tedy AA−1 = I = A−1A. Pro regulárńı matice A a B plat́ı (AB)−1 = B−1A−1.

2.2.2 Determinant

Determinant je funkce det : Rn×n → R (tedy přǐrazuje čtvercové matici skalár) definovaná
jako

det A =
∑
σ

sgnσ
n∏
i=1

ai σ(i),

kde sč́ıtáme přes všechny permutace n prvk̊u σ: {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, přičemž sgnσ označuje
znaménko permutace. Některé jeho vlastnosti:

• Determinant je multilineárńı funkce sloupc̊u matice, tj. je lineárńı funkćı libovolného
sloupce, jsou-li všechny ostatńı sloupce konstanty.

• Determinant je alternuj́ıćı funkce sloupc̊u matice, tj. prohozeńı dvou sousedńıch sloupc̊u
změńı znaménko determinantu.

• det I = 1

• det A = 0 právě tehdy, když A je singulárńı
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• det AT = det A

• det(AB) = (det A)(det B)

• det A−1 = (det A)−1 (plyne z předchoźıho pro B = A−1)

2.2.3 Ztotožněńı vektor̊u a jednosloupcových matic

Široce se už́ıvá následuj́ıćı konvence. Je jasné, že lineárńı prostor Rn všech n-tic (x1, . . . , xn) a
lineárńı prostor Rn×1 všech matic s jediným sloupcem délky n jsou ‘stejné’ (isomorfńı). Proto
tyto prostory ztotožńıme a budeme bez upozorněńı přecházet mezi oběma významy. Slovem
‘vektor’ v tomto smyslu rozumı́me tedy objekt

x = (x1, . . . , xn) =

x1
...
xn

 =
[
x1 · · · xn

]T
Tedy zat́ımco obecně v lineárńı algebře slovo ‘vektor’ znamená prvek lineárńıho prostoru, v
maticové algebře znamená jednosloupcovou matici. Totéž bychom samozřejmě mohli udělat s
řádky (a někdo to tak i dělá, např. poč́ıtačov́ı grafikové). Proto matici x ∈ Rn×1 nazýváme
přesněji sloupcový vektor a matici x ∈ R1×n řádkový vektor.

Máme-li tedy matici A ∈ Rm×n a vektor x ∈ Rn, výraz y = Ax ∈ Rn znač́ı maticové
násobeńı matice m× n matićı n× 1, které definuje násobeńı vektoru matićı

yi =
n∑
j=1

aijxj.

Vektor y je lineárńı kombinace (s koeficienty xj) sloupc̊u matice A.
Podobně, pro x,y ∈ Rn je xTy = x1y1 + · · · + xnyn je maticový součin řádkového vektoru

xT a sloupcového vektoru y, jehož výsledkem je skalár. Naproti tomu xyT je matice m × n
(které se někdy ř́ıká vněǰśı součin vektor̊u) hodnosti 1.

Mohli bychom si myslet, že když vektory lze považovat za matice rozměru n×1, tak skaláry
lze považovat za matice rozměru 1 × 1. Neńı tomu tak: výraz αA je syntakticky správně, ale
neńı to maticový součin, protože vnitřńı rozměr matic je r̊uzný. Pak nav́ıc plat́ı αA = Aα.

2.3 Zločiny na matićıch

Pro manipulaci s maticovými výrazy a rovnicemi je nutno źıskat podobnou zručnost, jakou
máte pro manipulaci se skalárńımi výrazy a rovnicemi. K tomu je třeba nejenom znalost lineárńı
algebry, ale i cvik – je nutno, aby vám ‘prošlo rukama’ co nejv́ıce výraz̊u a rovnic obsahuj́ıćıch
matice a vektory. Při úpravách maticových výraz̊u dělaj́ı studenti často hrubé chyby, kterých
se lze při alespoň minimálńı pozornosti vyvarovat. Výskyt takové chyby v testu či u zkoušky je
neomluvitelný . Dále uvedeme typické kategorie těchto zločin̊u.

Výraz je nesmyslný kv̊uli rozměr̊um matic

Prvńı druh chyb je ten, že výraz nemá smysl kv̊uli rozměr̊um matic a vektor̊u. Rozlǐśıme dva
druhy těchto chyb. Při syntaktické chybě pachatel naṕı̌se maticový výraz, který porušuje
syntaktická pravidla. Př́ıklady:
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• Pokud A ∈ R2×3 a B ∈ R3×3, tak následuj́ıćı výrazy jsou syntaktické chyby:

A + B, A = B, [A B], ATB, A−1, det A, A2.

• Zcela odstrašuj́ıćı př́ıklad je použit́ı ‘zlomku’, např.
A

b
. To je možné jen tehdy, když ve

jmenovateli je skalár.

Při sémantické chybě pachatel naṕı̌se výraz nebo udělá závěr, který sice neodporuje syntaxi,
ale nedává smysl kv̊uli svému významu. Př́ıklady:

• Inverze čtvercové, ale evidentně singulárńı matice. Např. (wwT )−1, kde w ∈ R3.

• Předpoklad existence levé inverze široké matice nebo pravé inverze úzké matice. Např.
naṕı̌seme QQT = I, kde Q ∈ R5×3.

• Tvrzeńı rank A = 5, kde A ∈ R3×5. Je chybné, protože každá pětice vektor̊u z R3 je
lineárně závislá.

Př́ıklad 2.2. Vid́ıme-li výraz (ATB)−1, muśıme okamžitě udělat tyto úvahy o rozměrech matic
A ∈ Rm×n a B ∈ Rk×p:

• Abychom se vyhnuli syntaktické chybě v násobeńı, muśı být m = k. Výjimkou je př́ıpad,
kdy A je skalár (m = n = 1) nebo B je skalár (k = p = 1) – pak by ATB byl sice zvláštńı,
ale syntakticky korektńı zápis.

• Jelikož součin ATB je rozměru n × p, muśı být n = p, abychom se vyhnuli syntaktické
chybě při inverzi. Ted’ tedy v́ıme, že obě matice muśı mı́t stejný rozměr.

• Pokud by matice AT byla úzká nebo matice B široká, matice ATB by určitě byla singulárńı
a dostali bychom sémantickou chybu. Abychom se j́ı vyhnuli, muśı být obě matice bud’

čtvercové nebo úzké, m ≥ n.

Závěr: aby výraz (ATB)−1 měl smysl, muśı mı́t obě matice stejný rozměr a muśı být čtvercové
nebo úzké. Namı́tnete, že matice ATB nemuśı mı́t inverzi ani za těchto podmı́nek – naš́ım ćılem
však bylo pouze naj́ıt nutné podmı́nky na rozměry matic, aby výraz měl smysl. �

Použit́ı neexistuj́ıćıch maticových identit

Pro manipulaci s maticovými výrazy je užitečné mı́t v paměti zásobu maticových identit. Ovšem
nesmı́ být chybné. Typické př́ıklady:

• (AB)T = ATBT (pokud v maticovém součinu ATBT je vnitřńı rozměr r̊uzný, je to také
syntaktická chyba)

• (AB)−1 = A−1B−1 (pro nečtvercové matice je to také syntaktická chyba, pro čtvercové
ale singulárńı matice je to také sémantická chyba)

• (A + B)2 = A2 + 2AB + B2. Tato identita se oṕırá o velice užitečnou (avšak neexistuj́ıćı)
identitu AB = BA.

Neekvivalentńı úpravy (ne)rovnic

Zde zločinec udělá chybný úsudek při neekvivalentńı úpravě rovnice či nerovnice. Ekvivalentńı
a neekvivalentńı úpravy skalárńıch rovnic známe již ze základńı školy. Např. operace ‘odmocni
rovnici’ je neekvivalentńı, nebot’ sice a = b implikuje a2 = b2, ale a2 = b2 neimplikuje a = b.
Př́ıklady:
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• Úsudek, že aTx = aTy implikuje x = y (neńı pravda, ani když vektor a je nenulový).

• Úsudek, že pokud A ∈ R3×5 a AX = AY, pak plat́ı X = Y (neńı pravda, protože A
nemá levou inverzi, tedy lineárně nezávislé sloupce).

• Úsudek, že ATA = BTB implikuje A = B (neńı pravda, ani když jsou obě matice
čtvercové regulárńı – zkuste pro skaláry)

Daľśı tipy pro práci s maticemi

• Pod maticové výrazy si malujte obdélńıčky s rozměry matic, abyste měli přesnou představu
o jejich rozměrech.

• Vid́ıte-li maticovou rovnici či soustavu rovnic, spoč́ıtejte si skalárńı rovnice a neznámé.

• Pracujte nejen s paṕırem, ale i s Matlabem. Úpravy maticových výraz̊u lze často ověřit
na náhodných matićıch. Např. chceme-li ověřit rovnost (AB)T = BTAT , zkuśıme např.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’*A’. Samozřejmě to neńı d̊ukaz.

2.4 Lineárńı zobrazeńı

Necht’ U a V jsou lineárńı prostory. Zobrazeńı f : U → V se nazývá lineárńı, pokud

• f(x + y) = f(x) + f(y)

• f(αx) = αf(x)

To je očividně (matematickou indukćı) ekvivalentńı jediné podmı́nce

f(α1x1 + · · ·+ αkxk) = α1f(x1) + · · ·+ αkf(xk), (2.4)

tedy ‘zobrazeńı lineárńı kombinace je rovno lineárńı kombinaci zobrazeńı’. Této podmı́nce se
někdy ř́ıká princip superpozice.

Zobrazeńı f : Rn → Rm dané jako

f(x) = Ax, (2.5)

je lineárńı, nebot’

• f(x + y) = A(x + y) = Ax + Ay = f(x) + f(y)

• f(αx) = A(αx) = α(Ax) = αf(x)

Prostředńı rovnosti plynou z vlastnost́ı maticového násobeńı. Obráceně lze dokázat (udělejte!),
že každé lineárńı zobrazeńı Rn → Rm lze napsat jako (2.5) pro nějakou matici A ∈ Rm×n.
Ř́ıkáme, že matice A reprezentuje lineárńı zobrazeńı.

Složeńı lineárńıch zobrazeńı je opět lineárńı zobrazeńı. Jeho matice je součinem matic jed-
notlivých zobrazeńı. Pro f(x) = Ax a g(y) = By máme

g(f(x)) = (g ◦ f)(x) = B(Ax) = (BA)x,

tedy BA je matice složeného zobrazeńı g ◦ f .
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2.4.1 Obraz a nulový prostor

S lineárńım zobrazeńım jsou spjaty dva lineárńı podprostory, obraz a nulový prostor (jádro).
Pokud jde o zobrazeńı f(x) = Ax, hovoř́ıme o obrazu a nulovém prostoru matice A ∈ Rm×n.

Obraz matice je množina
rng A = {Ax | x ∈ Rn } (2.6)

všech lineárńıch kombinaćı sloupc̊u matice. Tedy je to lineárńı obal sloupc̊u matice. Je to
množina f(Rn) všech hodnot, jichž může zobrazeńı f nabýt. Je to lineárńı podprostor Rm s
dimenźı dim rng A = rank A.

Nulový prostor matice je množina

null A = {x ∈ Rn | Ax = 0 } (2.7)

všech vektor̊u, které se zobraźı na nulový vektor. Někdy se též nazývá jádro (kernel) zobrazeńı.
Nulový prostor je lineárńı podprostor Rn. Tento podprostor je triviálńı (obsahuje pouze vek-
tor 0) právě tehdy, když matice A má lineárně nezávislé sloupce. Tedy široká matice má vždy
netriviálńı nulový prostor.

Dimenze obrazu a nulového prostoru jsou svázány vztahem

dim rng A + dim null A = n. (2.8)

Jak najdeme nulový prostor? Hledáme matici, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi nulového prostoru
matice A. Je to zjevně každá matice B ∈ Rn×k splňuj́ıćı AB = 0 a k = dim null A = n−rank A.
V Matlabu źıskáme takovou matici např. př́ıkazem B=null(A).

Př́ıklad 2.3. Dokážeme, že pro každou matici A plat́ı

rank(ATA) = rank A. (2.9)

Nejrpve dokážeme, že null A = null(ATA):

• Důkaz null A ⊆ null(ATA): Ax = 0 ⇒ ATAx = 0.

• Důkaz null(ATA) ⊆ null A: ATAx = 0 ⇒ xTATAx = ‖Ax‖2 = 0 ⇒ Ax = 0.

Jelikož jsou nulové prostory matic stejné a n je stejné, podle (2.8) jsou stejné jejich hodnosti.�

2.5 Afinńı podprostor a zobrazeńı

Afinńı kombinace vektor̊u x1, . . . ,xk ∈ V je lineárńı kombinace

α1x1 + · · ·+ αkxk,

ve které α1 + · · ·+ αk = 1.
Afinńı obal vektor̊u x1, . . . ,xk je množina všech jejich afinńıch kombinaćı. Obecněji, afinńı

obal (konečné či nekonečné) množiny X ⊆ V je množina

aff X = {α1x1 + · · ·+ αkxk | x1, . . . ,xk ∈ X, α1, . . . , αk ∈ R, α1 + · · ·+ αk = 1, k ∈ N }

afinńıch kombinaćı všech konečných podmnožin X.
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Př́ıklad 2.4. Mějme dva lineárně nezávislé vektory x,y ∈ R2. Jejich lineárńı obal je množina
span{x,y} = {αx + βy | α, β ∈ R }, tedy rovina procházej́ıćı těmito dvěma body a počátkem
0, tedy celý R2. Jejich afinńı obal je množina

aff{x,y} = {αx + βy | α, β ∈ R, α + β = 1 } = {αx + (1− α)y | α ∈ R },

což je př́ımka procházej́ıćı body x,y. Nakreslete si vektory αx + (1−α)y pro r̊uzné hodnoty α!
Podobně, lineárńı obal dvou lineárně nezávislých vektor̊u z R3 je rovina procházej́ıćı těmito

dvěma body a počátkem 0, jejich afinńı obal je př́ımka procházej́ıćı těmito dvěma body. Afinńı
obal tř́ı lineárně nezávislých bod̊u v R3 je rovina procházej́ıćı těmito třemi body. �

Množinu A ⊆ V nazveme afinńı podprostor lineárńıho prostoru V , pokud je uzavřená
v̊uči afinńım kombinaćım (tedy každá afinńı kombinace vektor̊u z A lež́ı v A).

Pokud A je afinńı podprostor V a x0 ∈ A, pak množina

A− x0 = {x− x0 | x ∈ A }

je lineárńı podprostor V . Toto tvrzeńı dokážeme. Chceme dokázat, že libovolná lineárńı kombi-
nace vektor̊u z množiny A−x0 lež́ı v A−x0. To znamená, že pro x1, . . . ,xk ∈ A a α1, . . . , αk ∈ R
muśı být α1(x1 − x0) + · · ·+ αk(xk − x0) ∈ A− x0, tedy

α1(x1 − x0) + · · ·+ αk(xk − x0) + x0 = α1x1 + · · ·+ αkxk + (1− α1 − · · · − αk)x0 ∈ A.

To je ale pravda, nebot’ α1 + · · ·+ αk + (1− α1 − · · · − αk) = 1 a tedy posledńı výraz je afinńı
kombinace vektor̊u z A, která podle předpokladu lež́ı v A.

Podobně lze dokázat (proved’te), že je-li U lineárńı podprostor V a x0 ∈ V , potom U + x0

je afinńı podprostor V . Tedy afinńı podprostor neńı nic jiného než ‘posunutý’ lineárńı podpros-
tor. Dimenze afinńıho podprostoru je dimenze tohoto lineárńıho podprostoru. Afinńımu
podprostoru Rn dimenze 0, 1, 2 a n− 1 se ř́ıká po řadě bod, př́ımka, rovina a nadrovina.

Každý afinńı podprostor lze také vyjádřit jako množinu řešeńı nehomogenńı soustavy rovnic,

{x ∈ Rn | Ax = b }.

Čtenář si možná všiml, že jsme definovali afinńı podprostor lineárńıho prostoru ale už ne
afinńı prostor sám o sobě (bez odkazu k nějakému lineárńımu prostoru). Definice afinńıho
prostoru pomoćı axiomů existuje, ale nebudeme ji potřebovat a proto ani uvádět.

Zobrazeńı f : U → V z lineárńıho prostoru U do lineárńıho prostoru V nazveme afinńı,
pokud (2.4) plat́ı pro všechna α1 + · · ·+αk = 1, tedy zobrazeńı afinńı kombinace je rovno afinńı
kombinaci zobrazeńı. Lze ukázat, že zobrazeńı f : Rn → Rm je afinńı právě tehdy, když existuje
matice A ∈ Rm×n a vektor b ∈ Rm tak, že

f(x) = Ax + b.

Na závěr terminologická poznámka. V lineárńı algebře znamená ‘lineárńı zobrazeńı’ něco
jiného než ve zbytku matematiky. Např. funkci jedné proměnné f(x) = ax+b znáte ze základńı
školy jako lineárńı, v lineárńı algebře však lineárńı neńı (je afinńı). Ovšem soustavě rovnic
Ax = b se ř́ıká ‘lineárńı’ i v lineárńı algebře.
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2.6 Cvičeńı

2.1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny tvoř́ı lineárńı prostor (vždy bud’ dokažte nebo najděte
protipř́ıklad):

a) {x | xTy = 0 } pro daný vektor y

b) Množina všech symetrických matic velikosti n× n.

c) Množina všech singulárńıch matic velikosti n× n.

d) Množina všech levých inverźı dané úzké matice.

2.2. Které z těchto výrok̊u jsou pravdivé?

a) Pokud AB má plnou hodnost, pak A a B maj́ı plnou hodnost.

b) Pokud A a B maj́ı plnou hodnost, pak AB má plnou hodnost.

c) Pokud A a B maj́ı triviálńı nulový prostor, pak AB má triviálńı nulový prostor.

d) Pokud A a B jsou úzké s plnou hodnost́ı a plat́ı ATB = 0, pak matice [A B] je úzká
s plnou hodnost́ı.

e) Pokud matice

[
A 0
0 B

]
má plnou hodnost, pak A i B maj́ı plnou hodnost.

Každý výrok dokažte nebo najděte protipř́ıklad. Některé výroky mohou platit jen pro
určité rozměry matic – najděte tedy co nejobecněǰśı podmı́nky na rozměry matic, aby
výroky byly pravdivé.

2.3. Vyřešte tyto rovnice pro neznámou matici X (předpokládejte, že př́ıpadná inverze exis-
tuje):

a) AX + B = A2X

b) X−A = XB

c) 2X−AX = 2A = 0

2.4. Řešte soustavu rovnic {bi = Xai, i = 1, . . . , k } pro neznámou matici X ∈ Rm×n. Jaké
muśı být k, aby soustava měla stejný počet rovnic jako neznámých? Za jaké podmı́nky má
soustava jediné řešeńı?

2.5. Vyřešte soustavu rovnic {Ax = b, x = ATy }, kde x,y jsou neznámé vektory a matice
A je široká s plnou hodnost́ı. Najděte jen vztah pro x, vztah pro y nás nezaj́ımá. Ověřte
v Matlabu pro náhodné zadáńı, které źıskáte př́ıkazy A=randn(m,n); b=randn(n,1).

2.6. Mějme soustavu rovnic pro neznámé x a y:

Ax + By = a

Cx + Dy = b

a) Vyjádřete soustavu ve tvaru Pu = q.

b) Je-li a,x ∈ Rm, b,y ∈ Rn, ukažte, že x = (A − BD−1C)−1(a − BD−1b). Jakou to
má výhodu oproti poč́ıtáńı u př́ımo ze soustavy Pu = q?

2.7. Které z těchto soustav rovnic jsou lineárńı? Malá ṕısmena znač́ı vektory, velká matice.
Předpokládejte co nejobecněǰśı rozměry matic a vektor̊u. Jaký je počet rovnic a neznámých
v každé soustavě?
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a) Ax = b, neznámá x

b) xTAx = 1, neznámá x

c) aTXb = 0, neznámá X

d) AX + XAT = C

e) {XTY = A, YTX = B }, neznámé X,Y

2.8. Zobrazeńı vec : Rm×n → Rmn (‘vektorizace’ matice, v Matlabu označeno A(:)) je defi-
nováno tak, že vec A je matice A přerovnaná po sloupćıch do vektoru. Kronecker̊uv součin
matic (v Matlabu kron(A,B)) je definován jako

A⊗B =

a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB

 .
Pro libovolné matice (s kompatibilńımi velikostmi) plat́ı

vec(ABC) = (CT ⊗A) vec B. (2.10)

Použijte tohoto vzorce pro nalezeńı explicitńıho řešeńı následuj́ıćıch soustav rovnic. Neznámá
matice je X. Předpokládejte, že počet rovnic je rovný počtu neznámých. Předpokládejte,
že matice a vektory maj́ı nejobecněǰśı možné rozměry, aby to dávalo smysl.

a) {bTi Xai = 0, i = 1, . . . , k }
b) AX + XAT = C

2.9. Součet prvk̊u na diagonále čtvercové matice se nazývá jej́ı stopa.

a) Dokažte, že matice AB a BA maj́ı stejnou stopu.

b) Dokažte, že rovnice AB−BA = I nemá řešeńı pro žádné A,B.

2.10. Komutátorem dvou matic rozumı́me matici [A,B] = AB−BA. Dokažte, že plat́ı Jacobiho
identita [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0.

2.11. Dokažte Sherman-Morrison̊uv vzorec pro inverzi matice B = A − uvT (A je čtvercová
regulárńı):

B−1 = A−1

(
I +

uvTA−1

1− vTA−1u

)
.

2.12. (?) Uvažujte zobrazeńı F(A) = (I−A)(I + A)−1. Dokažte, že:

a) Pro antisymetrickou matici A je matice F(A) ortogonálńı.

b) Pro ortogonálńı matici A je matice F(A) antisymetrická. Přitom předpokládejte, že
A nemá vlastńı č́ıslo −1, jinak by totiž matice I + A byla singulárńı.

c) Zobrazeńı F je inverźı sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro každé A. Toto má platit
pro každou matici A, nejen ortogonálńı či antisymetrickou.

Před d̊ukazy na paṕı̌re se přesvědčte v Matlabu, že tvrzeńı plat́ı pro náhodné matice.

2.13. Výraz y × x označuje vektorový součin vektor̊u x,y ∈ R3. Najděte matici A tak, aby
y × x = Ax. Čemu je rovno AT ? Jakou hodnost má A?

2.14. (?) Matici nazveme surjektivńı, pokud lineárńı zobrazeńı reprezentované matici je surjek-
tivńı, viz §1.2. Které z těchto výrok̊u jsou pravdivé? Dokažte nebo najděte protipř́ıklad.
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a) Pokud matice A a B jsou surjektivńı, pak matice AB je surjektivńı.

b) Pokud matice A2 je surjektivńı, pak A je surjektivńı.

c) Pokud matice ATA je surjektivńı, pak A je surjektivńı.

d) Pokud matice [A 0] je surjektivńı, pak A má plnou hodnost.

2.15. Analogicky k pojmu lineárńı nezávislosti, jak byste definovali ‘afinńı nezávislost’? Zkuste
naj́ıt množinu vektor̊u, která je lineárně závislá a afinně nezávislá. Zkuste to i naopak. V
kterém př́ıpadě je to možné?
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Kapitola 3

Skalárńı součin a ortogonalita

3.1 Skalárńı součin

Prostor Rn je přirozeně vybaven standardńım skalárńım součinem

x · y = x1y1 + · · ·+ xnyn

(někdy se též znač́ı 〈x,y〉 nebo i jinak). Skalárńı součin splňuje Cauchyovu-Schwarzovu
nerovnost (x · y)2 ≤ (x · x)(y · y).

Standardńı skalárńı součin na Rn indukuje eukleidovskou normu

‖x‖ =
√

x · x =
√
x1

2 + · · ·+ xn2.

Norma splňuje trojúhelńıkovou nerovnost ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, která snadno plyne z
Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (umocněte a roznásobte). Norma měř́ı délku vektoru x. Dále
umožňuje měřit úhel vektor̊u

cosϕ =
x · y
‖x‖ ‖y‖ .

Eukleidovská norma indukuje eukleidovskou metriku

d(x,y) = ‖x− y‖.
Metrika měř́ı vzdálenost bod̊u x a y.

Protože pro n = 3 takto definované pojmy délky, úhlu a vzdálenosti dobře modeluj́ı prostor,
ve kterém žijeme, prostoru Rn se standardńım skalárńım součinem se často ř́ıká Eukleidovský
prostor. Jeho prvk̊um se mı́sto vektory někdy ř́ıká body. Slovo vektor už́ıváme tehdy, chceme-
li zd̊uraznit, že x patř́ı do vektorového prostoru, např. směr vektoru spojuj́ıćıho počátek 0 s
bodem x. Slovo bod už́ıváme, chceme-li zd̊uraznit metrickou strukturu.

3.2 Ortogonálńı vektory a podprostory

Dva vektory nazveme ortogonálńı (kolmé), pokud u · v = 0, což se znač́ı také x ⊥ y. Vektor
nazveme normalizovaný, pokud má jednotkovou velikost, ‖u‖ = 1 (tedy u · u = 1). Množinu
vektor̊u {u1, . . . ,uk} nazveme ortonormálńı, pokud každý vektor je normalizovaný a každá
dvojice vektor̊u je ortogonálńı.

Ortonormálńı množina vektor̊u je lineárně nezávislá. To lze ukázat skalárńım vynásobeńım
rovnice α1u1 + · · ·+ αkuk = 0 vektorem ui (d̊ukaz dokončete!).

Podprostory U a U ′ lineárńıho prostoru V se nazývaj́ı
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• ortogonálńı, je-li x ⊥ x′ pro každé x ∈ U a x′ ∈ U ′. Znač́ıme U ⊥ U ′.

• komplementárńı, plat́ı-li zároveň U ⊥ U ′ a span(U ∪U ′) = V . Každý podprostor U má
právě jeden komplementárńı podprostor, který znač́ıme U⊥.

Př́ıklad 3.1. Necht’ V = R3. Dvě na sebe kolmé př́ımky procházej́ıćı počátkem jsou or-
togonálńı podprostory. Nejsou komplementárńı, protože lineárńı obal jejich sjednoceńı neńı
celý R3, ale pouze rovina. Komplementárńı podprostor k př́ımce procházej́ıćı počátkem je rov-
ina procházej́ıćı počátkem, která je na tuto př́ımku kolmá. Všimněte si, že tento požadavek
určuje rovinu jednoznačně. �

Pro každou matici A jsou podprostory null A a rng(AT ) komplementárńı. To je vidět z
toho, že rng(AT ) je množina všech lineárńıch kombinaćı řádk̊u matice A a null A je množina
všech vektor̊u kolmých na všechny řádky matice A. Důkaz dokončete!

3.3 Ortogonálńı matice

Předpodkládejme, že vektory tvoř́ı sloupce matice U =
[
u1 · · · uk

]
∈ Rn×k. Ortonormalitu

sloupc̊u lze nyńı popsat podmı́nkou
UTU = I,

tedy UT je levá inverze U. Z lineárńı nezávislosti sloupc̊u plyne, že nezbytně k ≤ n. Lineárńı
zobrazeńı f(x) = Ux zachovává standardńı skalárńı součin, nebot’

f(x) · f(y) = (Ux) · (Uy) = (Ux)T (Uy) = xTUTUy = xTy = x · y.

Pro x = y dostaneme, že se zachovává také eukleidovská norma, ‖f(x)‖ = ‖Ux‖ = ‖x‖. Tedy
zobrazeńı zachovává délky a úhly. Taková zobrazeńı se nazývaj́ı isometrie.

Pro obdélńıkovou matici s ortonormálńımi sloupci neexistuje standardńı jméno. Pokud je
matice U čtvercová (k = n), následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı (proč?):

UTU = I ⇐⇒ U−1 = UT ⇐⇒ UUT = I.

V tom př́ıpadě se U nazývá ortogonálńı matice (z historických d̊uvod̊u se neř́ıká ‘ortonormálńı
matice’). Z podmı́nek pak plyne (det U)2 = 1, mohou tedy nastat dva př́ıpady:

• Pokud det U = 1, matici se ř́ıká speciálńı ortogonálńı nebo také rotačńı, protože
transformace f(x) = Ux znamená otočeńı vektoru x okolo počátku. Každou rotaci v
prostoru Rn lze jednoznačně reprezentovat rotačńı matićı.

• Pokud det U = −1, transformace je složeńım otočeńı a zrcadleńı (reflexe) kolem nadroviny
procházej́ıćı počátkem.

Př́ıklad 3.2. Všechny rotačńı matice 2× 2 lze napsat jako

U =

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
pro nějaké ϕ. Násobeńı vektoru touto matićı odpov́ıdá otočeńı vektoru v rovině o úhel ϕ.
Zkontrolujte, že UTU = UUT = I a det U = 1.

Permutačńı matice je čtvercová matice, jej́ıž sloupce jsou permutované (‘přeházené’) vek-
tory standardńı báze. Např. matice

[
e3 e1 e2

]
. Permutačńı matice je zjevně ortogonálńı. Jej́ı

determinant je rovný znaménku permutace. �
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Ortonormálńı množiny vektor̊u maj́ı mnoho výhod:

• Je to ‘nejv́ıce lieárně nezávislá’ množina vektor̊u.

• Tvoř́ı ‘nejhezč́ı’ báze lineárńıch podprostor̊u.

• Inverze ortonormálńı matice se spoč́ıtá triviálně (transpozićı) a nevznikaj́ı u toho num-
erické (zaokrouhlovaćı) chyby. Naproti tomu inverze obecné matice má složitost O(n3) a
mohou vznikat značné zaokrouhlovaćı chyby.

3.4 Gramm-Schmidtova ortonormalizace

(Tato část je nepovinná.)
Gramm-Schmidtova ortonormalizace je jednoduchý algoritmus, který pro dané lineárně

nezávislé vektory a1, . . . , an ∈ Rm najde vektory q1, . . . ,qn ∈ Rm takové, že

• q1, . . . ,qn jsou ortonormálńı,

• Pro každé k = 1, . . . , n plat́ı span{q1, . . . ,qk} = span{a1, . . . , ak}.
Myšlenka algoritmu je jednoduchá. Předpokládejme, že již máme vektory q1, . . . ,qk−1 s pop-
sanými vlastnostmi. K vektoru ak přičteme takovou lineárńı kombinaci vektor̊u q1, . . . ,qk−1,
aby se stal na všechny z nich ortogonálńı. Poté tento vektor normalizujeme. Tedy

qk := ak −
k−1∑
j=1

rjkqj, qk :=
qk
‖qk‖

. (3.1)

Algoritmus postupně provede tuto iteraci pro k = 1, . . . , n.
Jak najdeme koeficienty rjk? Ze (3.1) vyplývá, že

ak =
k∑
j=1

rjkqj. (3.2)

Máme zde nav́ıc koeficient rkk, který reprezentuje změnu vektoru qk normalizaćı. Vztah (3.2)
nám dovoluje spoč́ıtat koeficienty rjk z požadavku na ortonormalitu vektor̊u q1, . . . ,qk. Jeho
vynásobeńım vektorem qj dostaneme rjk = qj · ak.

3.5 QR rozklad

Každou matici A ∈ Rm×n s m ≥ n lze rozložit na součin

A = QR, (3.3)

kde Q má ortonormálńı sloupce (QTQ = I) a R je horńı trojúhelńıková (tj. rij = 0 pro každé
i > j). Existuj́ı dvě verze:

• V redukovaném QR rozkladu je Q ∈ Rm×n a R ∈ Rn×n. V Matlabu [Q,R]=qr(A,0).

• V úplném QR rozkladu je Q ∈ Rm×m a R ∈ Rm×n. V Matlabu [Q,R]=qr(A). Úplný
QR rozklad lze napsat jako

A =
[
Q1 Q2

] [R1

0

]
, (3.4)
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kde A = Q1R1 je redukovaný QR rozklad. Tedy máme nav́ıc matici Q2 s ortonormálńımi
sloupci, které jsou kolmé na sloupce Q1. Podprostory rng Q1 a rng Q2 jsou tedy komple-
mentárńı.

QR rozklad je základńım stavebńım kamenem mnoha daľśıch algoritmů numerické lineárńı
algebry vektor̊u. Je také užitečný pro řešeńı lineárńıch rovnic. Řešme např. soustavu Ax = b
s regulárńı čtvercovou matićı A. Rozlož́ıme A = QR a vynásob́ıme soustavu zleva QT , což dá
Rx = QTb. Toto je ekvivalentńı úprava, nebot’ Q je regulárńı. Ale protože je R trojúhelńıková,
tato soustava se levně vyřeš́ı zpětnou substitućı.

QR rozklad lze poč́ıtat např. vylepšenou Gramm-Schmidtovou ortonormalizaćı. Rovnice (3.2)
se dá psát v maticovém tvaru jako (3.3), kde vektory a1, . . . , an jsou sloupce matice A, vektory
q1, . . . ,qn jsou sloupce Q a R je horńı trojúhelńıková s prvky rjk = qi · ak. Redukovaný QR
rozklad pak vznikne vylepšeńımi tohoto algoritmu, které jednak zmenš́ı zaokrouhlovaćı chyby
a jednak dovoĺı lineárńı závislost sloupc̊u A.

3.6 Cvičeńı

3.1. Dokažte, že součin ortogonálńıch matic je ortogonálńı matice.

3.2. Pro jaké n je matice diag(−1) (tedy diagonálńı matice s mı́nus jedničkami na diagonále)
rotačńı?

3.3. Počet nezávislých parametr̊u (stupň̊u volnosti) ortogonálńı matice n×n se źıská jako rozd́ıl
počtu prvk̊u matice (n2) a počtu nezávislých rovnic v podmı́nce UTU = I. Neformálně
řečeno udává, kolika ‘knofĺıky’ můžeme nezávisle ‘kroutit’ při rotaci v n-rozměrném pros-
toru. Jaké je toto č́ıslo pro n = 2, 3, 4? Najděte vzorec pro obecné n.

3.4. Pro ‖v‖ = 1 je H = I − 2vvT známa jako Householderova matice. Transformace Hx je
zrcadleńı vektoru x kolem nadroviny s normálovým vektorem v, proto se H také někdy
nazývá elementárńı reflektor.

a) Ukažte, že H = HT a HTH = I (tj. matice je symetrická a ortogonálńı).

b) Z těchto dvou vlastnost́ı vyplývá HH = I. Co to ř́ıká o transformaci Hx?

c) Ukažte, že det H = −1.

d) Co je Hv? Co je Hx, kde vTx = 0? Ukažte algebraicky a od̊uvodněte geometricky.

3.5. (?) RQ rozklad rozlož́ı matici A = RQ, kde R je horńı trojúhelńıková a Q je ortogonálńı.
Jak spoč́ıtáte RQ rozklad, máte-li poč́ıtačovou implementaci QR rozkladu?
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Kapitola 4

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Řešme nehomogenńı soustavu lineárńıch rovnic

Ax = b, (4.1)

kde A ∈ Rm×n. Soustava má řešeńı právě tehdy, když b ∈ rng A, tedy je-li b lineárńı kombinaćı
sloupc̊u A (Frobeniova věta). V opačném př́ıpadě je soustava přeurčená. To nastane typicky
pro m > n (tedy rovnic je v́ıce než neznámých) – tato podmı́nka však neńı ani nutná ani
postačuj́ıćı.

Řešme přeurčenou soustavu přibližně. Hledejme takové x, že vzdálenost mezi body Ax a b
je co nejmenš́ı, když už nemůže být nulová:

min{ ‖Ax− b‖ | x ∈ Rn }, (4.2)

Je jasné, že mı́sto normy ‖Ax− b‖ můžeme minimalizovat jej́ı čtverec ‖Ax− b‖2. Protože to
vlastně znamená minimalizaci součtu čtverc̊u rezidúı aTi x− bi (kde aTi jsou řádky A), mluv́ıme
o přibližném řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u (least squares solution).

Př́ıklad 4.1. Soustava třech rovnic o dvou neznámých

x + 2y = 6
−x + y = 3
x + y = 4

je přeurčená. Jej́ı řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u znamená naj́ıt taková č́ısla x, y, která
minimalizuj́ı č́ıslo (x+ 2y − 6)2 + (−x+ y − 3)2 + (x+ y − 4)2. �

Úlohu lze řešit čistě geometrickou úvahou. Pokud vzdálenost Ax a b má být minimálńı,
muśı být vektor Ax−b kolmý na prostor rng A, tedy na každý sloupec matice A (viz obrázek).0 Ax� bAx brngA
To lze zapsat jako AT (Ax− b) = 0, tedy

ATAx = ATb. (4.3)

Soustava (4.3) se proto nazývá normálńı rovnice. Je to soustava n rovnic o n neznámých (to
je př́ıjemné, když m� n, což se v praktických úlohách často stává).
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Věta 4.1. Rovnice (4.3) má řešeńı pro každé A a b.

D̊ukaz. Tvrd́ıme, že

rank A
(a)
= rank ATA

(b)

≤ rank AT
[
A b

] (c)

≤ rank A.

Rovnost (a) byla dokázána v Př́ıkladu 2.3. Nerovnost (b) je evidentńı, nebot’ přidáńım sloupce
nemůže hodnost matice ATA klesnout. Nerovnost (c) plyne z (2.2). Jelikož vpravo i vlevo je
stejné č́ıslo, muśı být rank ATA = rank AT

[
A b

]
a podle Frobeniovy věty má soustava (4.3)

řešeńı. �

Když rank A = n, matice ATA ∈ Rn×n je regulárńı a soustavu můžeme řešit pomoćı inverze:

x = A+b, kde A+ = (ATA)−1AT . (4.4)

Matice A+ se nazývá pseudoinverze matice A. Je to jedna z levých inverźı matice A, nebot’

A+A = (ATA)−1ATA = I.

Lze dokázat, že pseudoinverze A+ má mezi všemi levými inverzemi B matice A nejmenš́ı
Frobeniovu normu

‖B‖F =

(∑
i,j

bij
2

)1/2

.

Pokud rank A < n, je matice ATA singulárńı a řešeńı pomoćı inverze nemůžeme použ́ıt.
V tom př́ıpadě rovnice (4.3), a tedy i úloha (4.2), maj́ı nekonečně mnoho (afinńı podprostor)
řešeńı x. To se obvykle nestává – může to znamenat, že jsme úlohu špatně zformulovali.

Normálńı rovnice lze také řešit pomoćı redukovaného QR rozkladu. Necht’ rank A = n a
A = QR. Po dosazeńı do (4.3) máme

RTQTQRx = RTQTb.

Po užit́ı QTQ = I a násobeńı matićı R−T zleva (což je ekvivalentńı operace) máme Rx = QTb.
To řeš́ıme zpětnou substitućı.

Dosad’me x spoč́ıtané vztahem (4.4) do levé strany (4.1):

Ax = Pb, kde P = AA+ = A(ATA)−1AT . (4.5)

Matice P ∈ Rm×m má význam ortogonálńı projekce na podprostor rng A. Hodnota minima
problému (4.2) je ‖Pb− b‖ = ‖(P− I)b‖.

4.1 Statistické od̊uvodněńı metody

Odhadujme skryté parametry x nějakého systému z měřeńı y na systému. Budiž vázány známou
lineárńı závislost́ı y = Ax. Měřeńı jsou zat́ıžena chybami, které jsou zp̊usobeny šumem senzor̊u,
nepřesnostmi měřeńı, nedokonalou znalost́ı modelu, apod. Tedy

y = Ax + ε,

kde ε = (ε1, . . . , εm) jsou náhodné proměnné modeluj́ıćı chyby měřeńı y. Metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u čińı dva předpoklady:
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• Náhodné proměnné εi maj́ı normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a směrodatnou
odchylkou σ,

p(εi) =
1

σ
√

2π
e−ε

2
i /(2σ

2).

• Náhodné proměnné ε1, . . . , εm jsou na sobě nezávislé. Tedy sdružená pravděpodobnost je
rovna součinu

p(ε1, . . . , εm) =
m∏
i=1

p(εi) =
m∏
i=1

1

σ
√

2π
e−εi

2/(2σ2). (4.6)

Dále aplikujeme princip maxima věrohodnosti . Ten ř́ıká, že parametry x se maj́ı naj́ıt tak, aby
pravděpodobnost (4.6) byla maximálńı. Je pohodlněǰśı minimalizovat jej́ı záporný logaritmus

− log p(ε1, . . . , εm) = −
m∑
i=1

log p(εi) =
m∑
i=1

[ εi2
2σ2

+ log(σ
√

2π)
]
.

Jelikož σ je konstanta, je to totéž jako minimalizovat
∑

i εi
2 = ‖y −Ax‖2.

4.2 Použit́ı na regresi

Regrese je modelováńı závislosti proměnné y ∈ R na proměnné t ∈ T regresńı funkćı

y = f(t,x),

která je známa až na parametry x ∈ Rn. Je dán soubor dvojic (ti, yi), i = 1, . . . ,m, kde měřeńı
yi ∈ R jsou zat́ıžena chybou. Úkolem je naj́ıt parametry x, aby yi ≈ f(ti,x). Podle metody
nejmenš́ıch čtverc̊u tedy řeš́ıme

min
x∈Rn

m∑
i=1

[f(ti,x)− yi]2. (4.7)

Zvolme regresńı funkci jako lineárńı kombinaci

f(t,x) = x1ϕ1(t) + · · ·+ xnϕn(t) = ϕ(t)Tx

daných bázových funkćı ϕi: T → R. Pak se úloha (4.7) dá psát jako minx ‖y−Ax‖2, kde prvky
matice A jsou aij = ϕj(ti).

Př́ıklad 4.2. Polynomiálńı regrese. Necht’ X = R a ϕi(t) = ti−1. Pak regresńı funkce je poly-
nom stupně n− 1,

f(t,x) = x1 + x2t+ x3t
2 + · · ·+ xnt

n−1.

Speciálně pro n = 1 úloha (4.7) zńı minx
∑

i(yi−x)2. Řešeńım je známý aritmetický pr̊uměr
x = 1

m

∑m
i=1 yi. �
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4.3 Cvičeńı

4.1. V Matlabu je řešeńı soustavy Ax = b, at’ už přesně určené nebo přeurčené, implemen-
továno v operátorech \ (zpětné lomı́tko) a / (lomı́tko). Pochopte všechny funkce těchto
operátor̊u pomoćı studia př́ıkaz̊u help mldivide a help mrdivide.

4.2. Projekćı se v lineárńı algebře rozumı́ každé lineárńı zobrazeńı f(y) = Py, které splňuje
f(f(y)) = f(y), tedy P2 = P. To vyjadřuje pochopitelný požadavek, že když jednou vektor
promı́tneme, tak daľśı promı́tnut́ı ho již nezměńı. Projekce obecně nemuśı být ortogonálńı.
Projekce je ortogonálńı, když nav́ıc plat́ı PT = P. Zkontrolujte, že matice (4.5) vyhovuje
uvedeným rovnostem.

4.3. V prknu je n děr o souřadnićıch x1, . . . , xn ∈ R, všechny v jedné př́ımce. Naměř́ıme metrem
vzdálenosti dij = xj − xi pro vybrané dvojice (i, j) ∈ E, kde množina E ⊆ {1, . . . , n}2 je
dána. Přitom dvojice jsou vybrané tak, že vždy xj > xi.

a) Zformulujte odhad x1, . . . , xn jako úlohu (4.2), tj. najděte matici A a vektor b.

b) Jaká je nejmenš́ı možná velikost množiny E, aby úloha měla smysl?

c) Lze dosáhnout, aby měla matice A plnou hodnost? Pokud ne, jak byste úlohu změnili,
aby měla?

4.4. Zformulujte nalezeńı př́ıčky mimoběžek v R3 jako úlohu ve tvaru (4.2) (udejte přesný tvar
matice A a vektoru b). Úlohu vyřešte a dokažte, že př́ıčka je na mimoběžky kolmá.

4.5. Máme množinu m př́ımek (afinńıch podprostor̊u dimenze 1) v prostoru Rn, kde i-tá př́ımka
je množina { ai + tsi | t ∈ R }. Najděte bod, jehož součet čtverc̊u vzdálenost́ı k př́ımkám
je minimálńı. Jak byste to zobecnili na př́ıpad, kdy mı́sto m př́ımek máme m afinńıch
podprostor̊u s dimenzemi d1, . . . , dm?

4.6. Máme m př́ımek v rovině, přičemž i-tá př́ımka má rovnici aTi x = bi pro dané ai ∈ R2

a bi ∈ R. Najděte bod, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı od jednotlivých
př́ımek. Nápověda: Jak se poč́ıtá vzdálenost bodu od nadroviny, tedy např. od př́ımky v
rovině?

4.7. V problému vážených nejmenš́ıch čtverc̊u chceme naj́ıt x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn minimal-
izuj́ıćı funkci

f(x) =
m∑
i=1

wi

( n∑
j=1

aijxj − bi
)2

kde wi jsou nezáporné váhy. Napǐste funkci v maticovém tvaru (nápověda: sdružte č́ısla
wi do diagonálńı matice). Za jakých podmı́nek má úloha řešeńı? Jak se řešeńı spoč́ıtá?
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Kapitola 5

Vlastńı č́ısla a kvadratické formy

5.1 Vlastńı č́ısla a vektory

Definice 5.1. Necht’ pro čtvercovou matici A ∈ Rn×n, vektor v 6= 0 a skalár λ ∈ C plat́ı

Av = λv. (5.1)

Pak λ se nazývá vlastńı č́ıslo matice a v vlastńı vektor matice př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ.

Rovnici (5.1) lze přepsat jako
(A− λI)v = 0. (5.2)

To je soustava homogenńıch lineárńıch rovnic pro v, která má netriviálńı řešeńı právě tehdy,
když matice A− λI je singulárńı. Tedy vlastńı č́ısla jsou řešeńım rovnice

det(A− λI) = 0. (5.3)

Levá strana této rovnice se nazývá charakteristický polynom. Vlastńı vektory př́ıslušné
vlastńımu č́ıslo λ pak spoč́ıtáme ze soustavy (5.2).

Př́ıklad 5.1. Najděte vlastńı č́ısla matice A =

[
1 2
3 4

]
. Charakteristická rovnice zńı

det(A− λI) = det

[
1− λ 2

3 4− λ

]
= (1− λ)(4− λ)− 3 · 2 = λ2 − 5λ− 2 = 0.

Tato kvadratická rovnice má dva kořeny λ = (5 ±
√

33)/2. To jsou vlastńı č́ısla matice A.
Vlastńı prostor př́ıslušný každému λ najdeme řešeńım homogenńı lineárńı soustavy[

1− λ 2
3 4− λ

]
v = 0.

�

Charakteristický polynom má stupeň n (dokažte z definice determinantu!). Má tedy n kořen̊u,
z nichž některé mohou násobné (tj. stejné). V tomto smyslu má každá matice n vlastńıch č́ısel,
z nichž některá mohou být násobná. Vlastńı č́ısla mohou být reálná nebo komplexńı. Množině
vlastńıch č́ısel matice (či lineárńıho zobrazeńı) se někdy ř́ıká jej́ı spektrum.

Všechny vlastńı vektory př́ıslušné danému vlastńımu č́ıslu tvoř́ı lineárńı podprostor Rn.
Speciálně, velikost vlastńıch vektor̊u nehraje roli a je proto zvykem je normalizovat, ‖v‖ = 1.
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Celkové množstv́ı všech lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u může být nejvýše n (protože
v́ıce než n vektor̊u v Rn je vždy lineárně závislých), může jich být ale i méně. Vlastńı vektory
př́ıslušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou lineárně nezávislé (dokažte!).

Rovnice (5.1) lze napsat pro všechna vlastńı č́ısla najednou jako

A
[
v1 · · · vn

]
=
[
v1 · · · vn

] λ1

. . .

λn

 ,
neboli

AV = VD. (5.4)

Diagonálńı matice D má na diagonále vlastńı č́ısla a sloupce čtvercové matice V jsou vlastńı
vektory. Přitom se předpokládá, že sloupce V jsou ze všech vlastńıch vektor̊u vybrány tak, aby
hodnost V byla největš́ı možná. Pokud je V regulárńı, (5.4) lze psát jako

A = VDV−1. (5.5)

Vztahu (5.5) se pak ř́ıká rozklad matice podle vlastńıch č́ısel nebo spektrálńı rozklad.

Věta 5.1. Necht’ matice A rozměru n × n je symetrická. Pak všechna jej́ı vlastńı č́ısla jsou
reálná a lze naj́ıt n navzájem ortogonálńıch vlastńıch vektor̊u.

Této větě se někdy ř́ıká spektrálńı věta. Podle ńı pro každou symetrickou A je ve vz-
tahu (5.4) matice D reálná a V může být zvolena jako ortogonálńı, V−1 = VT . Tedy

A = VDVT . (5.6)

Jak se poč́ıtaj́ı vlastńı č́ısla a vektory? Charakteristický polynom je hlavně teoertický nástroj
a př́ımé hledáńı jeho kořen̊u neńı vhodné pro numerický výpočet. Pro větš́ı matice se vlastńı č́ısla
a vektory poč́ıtaj́ı iteračńımi algoritmy. Nav́ıc, pro matice r̊uzného typu jsou vhodné r̊uzné algo-
ritmy – např. symetrické matice je výpočet významně snazš́ı. Matlabská funkce [V,D]=eig(A)

spoč́ıtá matice V a D splňuj́ıćı (5.4).

5.2 Kvadratická forma

Kvadratická forma je funkce f : Rn → R daná vzorcem

f(x) = xTAx,

kde A je matice velikosti n× n.
Každou čtvercovou matici můžeme psát jako součet symetrické a antisymetrické matice,

A =
A + AT

2︸ ︷︷ ︸
A+

+
A−AT

2︸ ︷︷ ︸
A−

.

Ale xTAx = (xTAx)T = xTATx, nebot’ transpozice skaláru je tentýž skalár. Z toho plyne

xTA−x = 0, xTA+x = xTAx.

Tedy když A neńı symetrická, můžeme ji nahradit jej́ı symetrickou část́ı (A+AT )/2 a kvadrat-
ická forma se nezměńı. Dále proto budeme předpokládat, že A je symetrická.
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Definice 5.2. Symetrická matice A je

• pozitivně [negativně] semidefinitńı, když pro každé x plat́ı xTAx ≥ 0 [xTAx ≤ 0]

• pozitivně [negativně] definitńı, když pro každé x 6= 0 plat́ı xTAx > 0 [xTAx < 0]

• indefinitńı, když existuje x a y tak, že xTAx > 0 a yTAy < 0.

Matice může mı́t i několik těchto vlastnost́ı najednou. Např. pozitivně definitńı matice je
zároveň pozitivně semidefinitńı. Nulová matice je zároveň pozitivně i negativně semidefinitńı.

I když definice dává dobrý smysl pro libovoné čtvercové matice, je zvykem hovořit o těchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Někdy se vlastnosti definuj́ı ne pro matici, ale ab-
straktněji pro kvadratickou formu.

Má-li kvadratická forma na množině Rn extrém, bude se nabývat v počátku x = 0 (i když
možná i jinde). Definice 5.2 ukazuje, má-li kvadratická forma extrém a př́ıpadně jaký:

• Je-li A pozitivně [negativně] semidefinitńı, pak je v počátku minimum [maximum].

• Je-li A pozitivně [negativně] definitńı, pak je v počátku ostré minimum [maximum].

• Je-li A indefinitńı, pak kvadratická forma extrém nemá.

Věta 5.2. Symetrická matice je

• pozitivně [negativně] semidefinitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla nezáporná [nekladná]

• pozitivně [negativně] definitńı, právě když má všechna vlastńı č́ısla kladná [záporná]

• indefinitńı, právě když má alespoň jedno kladné a alespoň jedno záporné vlastńı č́ıslo.

D̊ukaz. Z rozkladu podle vlastńıch č́ısel (5.6) máme

xTAx = xTVDVTx = yTDy = λ1y1
2 + · · ·+ λnyn

2. (5.7)

kde x = Vy. Substituce x = Vy tedy diagonalizovala matici kvadratické formy. Protože V je
regulárńı, definitnost matice A je stejná jako definitnost matice D. Ale protože D je diagonálńı,
jej́ı definitnost je okamžitě patrná ze znamének č́ısel λi. Např. výraz (5.7) je nezáporný pro každé
y právě tehdy, když všechna λi jsou nezáporná. �

Když jsou všechna λi kladná (A pozitivně definitńı), funkce g(y) = yTDy vypadá jako
‘údoĺı’. Když jsou všechna λi záporná (A negativně definitńı), funkce vypadá jako ’kopec’.
Když jsou některá kladná a některá záporná (A indefinitńı), tvarem je ‘sedlo’:
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Protože však V je ortogonálńı, transformace x = Vy je pouhá isometrie. Např. necht’

D =

[
4 0
0 1

]
, V =

1

2

[ √
2
√

2

−
√

2
√

2

]
,

tedy V reprezentuje otočeńı o π/4. Obrázek ukazuje vrstevnice p̊uvodńı a otočené funkce:
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g(y) = yTDy f(x) = g(VTx) = xTAx

5.3 Kvadratická funkce

Obecná kvadratická funkce v́ıce proměnných má tvar

f(x) = xTAx + bTx + c, (5.8)

oproti kvadratické formě tedy přibyl lineárńı a konstantńı člen. Opět předpokládáme AT = A.
Někdy lze tuto funkci přepsat jako

xTAx + bTx + c = (x− x0)
TA(x− x0) + y0. (5.9)

Výraz na pravé straně je kvadratická forma s počátkem x0, plus konstanta. Této úpravě se ř́ıká
‘doplněńı na čtverec’. Znáte ji pro př́ıpad, kdy A,b,x jsou skaláry – tak se na základńı škole
odvozuje známý vzorec pro kořeny kvadratické rovnice jedné proměnné. Spočtěme (x0, y0) z
(A,b, c). Roznásobeńım pravé strany dostaneme

(x− x0)
TA(x− x0) + y0 = xTAx− 2xT0 Ax + xT0 Ax0 + y0.

kde jsme použili xTAx0 + xT0 Ax = 2xTAx0. Porovnáńım s levou stranou máme

b = −2Ax0, c = xT0 Ax0 + y0,

z čehož spoč́ıtáme x0 a y0. Pokud tato soustava neńı řešitelná (Frobeniova věta), doplněńı na
čtverec neńı možné.

Pokud je doplněńı na čtverec možné, vyšetřeńı extrémů kvadratické funkce se nelǐśı od
vyšetřeńı extrémů kvadratické formy – rozd́ıl je jen v posunut́ı x0. Pokud doplněńı možné neńı,
kvadratická funkce extrém nemá ani když A je pozitivně či negativně semidefinitńı. Promyslete,
jak funkce v tom př́ıpadě vypadá!
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5.4 Cvičeńı

5.1. Spoč́ıtejte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matic

[
1 2
−4 −2

]
,

[
1 2
2 −3

]
.

5.2. Napǐste rovnici, jej́ımiž kořeny jsou vlastńı č́ısla matice

2 0 3
0 −2 −1
3 −1 2

.

5.3. Najděte všechna vlastńı č́ısla a vlastńı vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagonálńı
matice. Najděte vlastńı č́ısla trojúhelńıkové matice.

5.4. Ukažte, že λ1 + · · ·+ λn = trace A a λ1 × · · · × λn = det A.

5.5. Známe vlastńı č́ısla a vektory matice A. Jaké jsou vlastńı č́ısla a vektory matice A + αI?

5.6. Řekli jsme, že hledáńı kořen̊u charakteristického polynomu (5.3) neńı vhodný zp̊usob
na hledáńı vlastńıch č́ısel. Naopak: hledáńı kořen̊u libovolného polynomu jde převést na
hledáńı vlastńıch č́ısel matice, která se nazývá doprovodná matice polynomu. Odvod’te
tvar této matice. Ověřte v Matlabu pro r̊uzné polynomy.

5.7. Je známo, že libovolnou rotaci ve tř́ırozměrném prostoru lze realizovat jako rotaci kolem
jisté př́ımky (jdoućı počátkem) o jistý úhel. Geometrickou úvahou (tj. bez poč́ıtáńı) zjistěte
co nejv́ıce o vlastńıch č́ıslech a vektorech rotačńı matice rozměru 3× 3.

5.8. Ve Cvičeńı 4.2 jsme definovali projekci jako matici P splňuj́ıćı P2 = P. Geometrickou
úvahou najděte aspoň jedno vlastńı č́ıslo a př́ıslušný vlastńı vektor projekce.

5.9. Geometrickou úvahou najděte aspoň dva vlastńı vektory a př́ıslušná vlastńı č́ısla House-
holderovy matice ze Cvičeńı 3.4.

5.10. Čemu je rovno An, kde A je symetrická matice?

5.11. Ukažte, že vlastńı č́ısla antisymetrické matice jsou nula nebo čistě imaginárńı.

5.12. (?) Ukažte, že dvě čtvercové matice komutuj́ı, právě když maj́ı stejné vlastńı vektory.

5.13. (?) Necht’ A ∈ Rm×n a B ∈ Rn×m. Ukažte, že nenulová vlastńı č́ısla matic AB a BA jsou
stejná.

5.14. Pro dané matice určete, zda jsou pozitivně/negativně (semi)definitńı nebo indefinitńı:[
1 2
2 1

]
,

[
2 1
1 2

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
1 0
0 0

]
.

5.15. Najdi minimum kvadratické funkce

a) f(x, y) = x2 + 4xy − 2y2 + 3x− 6y + 5

b) f(x) = xT
[
1 2
2 1

]
x +

[
2 −1

]
x Nápověda: Doplňte na úplný čtverec.

5.16. Mějme matici A =

[
1 −3
2 −4

]
. Která z následuj́ıćıch tvrzeńı jsou pravdivá?

a) Výraz xTAx je nezáporný pro každé x ∈ R2.

b) Výraz xTAx je nekladný pro každé x ∈ R2.

c) Funkce f(x) = xTAx má v bodě x = 0 extrém.
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Nápověda: Je matice symetrická?

5.17. Napǐste v Matlabu funkci ellipse(Q), která vykresĺı elipsu s rovnićı xTAx = 1 pro
pozitivně definitńı A. Zamyslete se, jak byste postupovali při návrhu funkce conic(Q),
která vykresĺı kuželosečku xTAx = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeňte, že obecná
kuželosečka může být neomezená, tedy je nutno ji oř́ıznout do daného obdélńıku).

5.18. Dokažte, že matice ATA je pozitivně semidefinitńı pro každou matici A.

5.19. Dokažte, že matice ATA + µI je pozitivně definitńı pro každou matici A a každé µ > 0.

5.20. Muśı mı́t pozitivně semidefinitńı matice na diagonále nezáporné prvky? V př́ıpadě kladné
odpovědi dokažte, v př́ıpadě záporné odpovědi najděte protipř́ıklad.

5.21. Pozitivně semidefinitńı matice lze vńımat jako zobecněńı nezáporných č́ısel. Proto se někdy
pozitivńı semidefinitnost znač́ı A � 0 a pozitivńı definitnost A � 0. Zápis A � B je pak
zkratkou A−B � 0. Na základě této analogie bychom očekávali, že:

a) Pokud A � B a C � D, potom A + C � B + D.

b) Pokud A � 0 a α ≥ 0, potom αA � 0.

c) Pokud A � 0, potom A2 � 0.

d) Pokud A � 0 a B � 0, potom AB � 0.

e) Pokud A � 0, potom A−1 � 0.

f) (?) Pokud A � 0 a B � 0, potom ABA � 0.

Které z těchto tvrzeńı doopravdy plat́ı? Dokažte nebo najděte protipř́ıklady.

5.22. Uvažujme náhodnou čtvercovou matici, jej́ıž prvky jsou nezávislá náhodná č́ısla z normálńıho
rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a jednotkovou varianćı. Takovou matici źıskáme v
Matlabu př́ıkazem A=randn(n). Budeme-li takto generovat velké množstv́ı matic, kolik
mezi nimi bude pozitivně definitńıch, kolik pozitivně semidefinitńıch, a kolik indefinitńıch?
Od̊uvodněte. Zkuste v Matlabu pro konečné vzorky matic.
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Kapitola 6

Množiny a zobrazeńı v eukleidovských
prostorech

6.1 Minimum a infimum

Množina R reálných č́ısel je přirozeně obdařena úplným uspořádáńım, které znač́ıme ≤. Pro
množinu Y ⊆ R definujme:

• Dolńı závora (také dolńı mez, lower bound) množiny Y je každý prvek a ∈ R, pro který
je a ≤ y pro všechna y ∈ Y .

• Nejmenš́ı prvek (krátce minimum) množiny Y je jej́ı dolńı závora, která lež́ı v množině.
Pokud existuje, je určena jednoznačně. Znač́ıme a = minY .

• Infimum množiny Y je největš́ı dolńı závora množiny Y . Znač́ıme a = inf Y .

Horńı závora, největš́ı prvek (maximum, maxY ) a supremum (supY ) se definuj́ı analogicky.
Minimum či maximum podmnožiny reálných č́ısel nemuśı existovat. Je hlubokou vlastnost́ı

reálných č́ısel, že v nich existuje infimum [supremum] každé zdola [shora] omezené podmnožiny.
Tato vlastnost se nazývá úplnost . Pokud Y je zdola [shora] neomezená, definujeme inf Y = −∞
[supY = +∞]. Pro prázdnou množinu definujeme inf ∅ = +∞ a sup ∅ = −∞.

Př́ıklad 6.1.

1. Množina všech horńıch závor intervalu 〈0, 1) je 〈1,+∞).

2. Množina všech horńıch závor množiny R je ∅.
3. Množina všech horńıch závor množiny ∅ je R.

4. Interval 〈0, 1) nemá největš́ı prvek, ale má supremum 1.

5. Minimum množiny { 1/n | n ∈ N } neexistuje, ale infimum je rovno 0.

6. Maximum množiny {x ∈ Q | x2 ≤ 2 } = 〈−
√

2,
√

2〉∩Q neexistuje, ale supremum je rovno√
2.

7. max{1, 2, 3} = sup{1, 2, 3} = 3 (minimum a maximum každé konečné množiny existuj́ı a
jsou rovny infimu a supremu)

8. max R neexistuje. �
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6.2 Podmnožiny eukleidovského prostoru

Uvažujme prostor Rn vybavený eukleidovskou metrikou d(x,y) = ‖x− y‖. Existence metriky
nám dovoĺı zkoumat topologicko-metrické vlastnosti množin v Rn.

Pro ε > 0 a x ∈ Rn se množina

Uε(x) = {y ∈ Rn | ‖x− y‖ < ε }

nazývá ε-okoĺı bodu x. Je to koule (bez hranice) se středem x a nenulovým poloměrem ε.
Množina Pε(x) = Uε(x) \ {x} se nazývá prstencové ε-okoĺı bodu x.

Mějme množinu X ⊆ Rn. Bod x ∈ Rn se nazývá

• vnitřńı bod, jestliže existuje ε > 0 tak, že Uε(x) ⊆ X.

• hraničńı bod, jestliže pro každé ε > 0 plat́ı Uε(x) ∩X 6= ∅ a Uε(x) ∩ (Rn \X) 6= ∅.
• hromadný bod, jestliže pro každé ε > 0 plat́ı Pε(x) ∩X 6= ∅.
• izolovaný bod, jestliže neńı hromadný bod.

Všimněte si, že hraničńı a hromadný bod množiny nemuśı patřit do této množiny. Vnitřek
[hranice] množiny je množina všech jej́ıch vnitřńıch [hraničńıch] bod̊u.

Množina je

• otevřená, jestliže všechny jej́ı body jsou vnitřńı.

• uzavřená, jestliže obsahuje každý sv̊uj hraničńı bod.

Množina X je uzavřená [otevřená], právě když jej́ı doplněk Rn \ X je otevřený [uzavřený].
Otevřenost a uzavřenost se nevylučuj́ı: množiny ∅ a Rn jsou zároveň otevřené i uzavřené (a jiné
takové nejsou). Naopak, některé množiny nejsou otevřené ani uzavřené, např. interval (0, 1〉.

Množina je omezená, jestliže existuje ρ takové, že ‖x − y‖ < ρ pro všechna x,y ∈ X.
Jinými slovy, X se ‘vejde’ do koule konečného pr̊uměru.

Př́ıklad 6.2. Bod 1/2 je vnitřńım bodem intervalu 〈0, 1〉, bod 1 je jeho hraničńım bodem.
Množina { (x, y) ∈ R2 | −1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1 } je uzavřená, množina { (x, y) ∈ R2 | −1 <
x < 1, −1 < y < 1 } je otevřená, bod (0, 1) je hraničńım i hromadným bodem obou těchto
množin. �

6.3 Zobrazeńı mezi eukleidovskými prostory

Dále se budeme zabývat zobrazeńımi, které přǐrazuj́ı n-rozměrnému vektorum-rozměrný vektor,
tedy zobrazeńımi f : X → Rm, kde X ⊆ Rn. Množina X je definičńı obor zobrazeńı. Pokud
je zobrazeńı dáno vzorcem a definičńı obor neńı uveden, rozumı́me j́ım největš́ı množinu všech
bod̊u v Rn, kde je vzorec definován.

Pro m = 1 jsou hodnotami zobrazeńı jsou skaláry a proto budeme psát jeho jméno kurźıvou,
f . Pro m > 1 jsou hodnotami zobrazeńı vektory a jméno budeme psát tučně, f . I když př́ısně
vzato znamenaj́ı slova ‘funkce’ a ‘zobrazeńı’ jedno a to samé, je často zvykem pro m = 1 mluvit
o funkci a pro m > 1 o zobrazeńı. Někdy se zobrazeńı do Rm ř́ıká též vektorová funkce, ale slovo
‘zobrazeńı’ má výhodu, že koresponduje s pojmem ‘lineárńıho zobrazeńı’ z lineárńı algebry.

Máme tyto speciálńı př́ıpady:

• Pro n = m = 1 máme dobře známou funkci jedné proměnné.

• Pro n = 1 a m > 1 máme vlastně m funkćı jedné proměnné, které jsou složkami zobrazeńı.
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f(x, y) = −2x+ 3y f(x, y) = x2 − y2 f(x, y) = 3x− x3 − 3xy2

Obrázek 6.1: Př́ıklady grafu a vrtevnic funkćı dvou proměnných na obdélńıku 〈−1, 1〉2,
vytvořených př́ıkazem meshc.

• Pro n > 1 a m = 1 máme funkci v́ıce proměnných.

Pro funkce (tedy m = 1) už́ıváme tyto pojmy:

• Graf funkce f je množina { (x, y) ∈ Rn+1 | x ∈ X, y = f(x) }.
• Vrstevnice výšky y funkce f je množina {x ∈ X | f(x) = y }.

Tyto definice dobře pochopte! Pojem ‘graf funkce’ jste dosud možná chápali pouze intuitivně
jako ‘obrázek’.

Př́ıklad 6.3. Př́ıklady funkćı v́ıce proměnných (tedy m = 1):

1. X = { (x, y) ∈ R | x2 + y2 ≤ 1 }, f(x, y) =
√

1− x2 − y2

2. X = R2, f(x, y) = x2

3. X = Rn, f(x) = aTx + b (kde a ∈ Rn, b ∈ R jsou dány)

4. X = Rn, f(x) = e−‖x‖
2

5. X = Rn, f(x) = x1

6. X = Rn, f(x) =
n

max
i=1

xi �

Př́ıklad 6.4. Př́ıklady zobrazeńı (tedy m > 1):

1. f : Rn → Rn, f(x) = x (identické zobrazeńı neboli identita)

2. f : Rn → Rm, f(x) = Ax (lineárńı zobrazeńı) a f(x) = Ax + b (afinńı zobrazeńı)

3. f : 〈0, 2π)→ R2, f(t) = (cos t, sin t) (parametrická rovnice kružnice)

4. f : R→ R3, f(t) = (cos t, sin t, at) (parametrická rovnice šroubovice neboli helixu)

5. f : 〈0, 2π)2 → R3, f(u, v) = ( (R + r cos v) cosu, (R + r cos v) sinu, r sin v ) (parametrická
rovnice toroidu neboli anuloidu)

6. Při technice image morphing se obrázek např. obličeje zdeformuje na obrázek jiného
obličeje. Pokud množinu bod̊u obrázku (zidealizovaně) reprezentujeme jako obdélńık X =
〈x1, x2〉 × 〈y1, y2〉 ⊆ R2, je morphing realizován zobrazeńım X → R2.

7. Elektrické pole přǐrad́ı každému bodu v R3 vektor z R3. �
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6.4 Limita

Definice 6.1. Necht’ a ∈ Rn je hromadný bod množiny X ⊆ Rn. Bod b ∈ Rm je limita
zobrazeńı f : X → Rm v bodě a, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ tak, že

f(Pδ(a) ∩X) ⊆ Uε(b). (6.1)

Potom znač́ıme
lim
x→a

f(x) = b.

Xab U"(b)f(PÆ(a) \X) PÆ(a) \X
Limita popisuje chováńı zobrazeńı v bĺızkosti daného bodu. Bĺıž́ı-li se vzory k bodu a, obrazy

se muśı bĺıžit k bodu b. Bod a nemuśı patřit do definičńıho oboru (protože nezkoumáme obraz
př́ımo bodu a, ale jen bod̊u v jeho bĺızkosti), ale muśı být jeho hromadným bodem (jinak by
nebylo ‘dost’ bod̊u bĺızkých a, které bychom mohli zkoumat).

Mezi limitou funkćı či zobrazeńı jedné proměnné (n = 1) a v́ıce proměnných (n > 1) je
kvalitativńı rozd́ıl daný t́ım, že množina R je úplně uspořádaná, kdežto množina Rn neńı. Pro
n = 1 se k bodu a můžeme bĺıžit pouze dvěma zp̊usoby, zleva a zprava. Aby v tomto bodě
existovala limita, muśı v něm existovat limita k tomuto bodu zleva a zprava a tyto limity se
muśı rovnat. To dobře známe z analýzy funkćı jedné proměnné.

Pro n > 1 se k bodu a můžeme bĺıžit nekonečně mnoha zp̊usoby – po r̊uzných množinách.
Každý zp̊usob bĺıžeńı je dán nějakou množinou A ⊆ X takovou, že a je jej́ım hromadným
bodem. Aby existovala v bodě a limita, muśı existovat limity odpov́ıdaj́ıćı všem zp̊usob̊um
bĺıžeńı a muśı si být rovny. To lze formalizovat následovně. Označme f |A: A → Rm restrikci
zobrazeńı f : X → Rm na množinu A ⊆ X. Restrikce je to samé zobrazeńı f ale s definičńım
oborem zmenšeným z množiny X na množinu A. Jestliže limita zobrazeńı f v bodě a existuje
a je rovna b, pak existuje limita zobrazeńı f |A v bodě a a je také rovna b.

Př́ıklad 6.5. Pro m = n = 1 a X = R źıskáme známou limitu funkce jedné proměnné. Volba
A = (−∞, a) vede na limitu v bodě a zleva a volba A = (a,+∞) vede na limitu v bodě a zprava.
Všimněte si, že a je hromadným bodem intervalu A i když do něj nepatř́ı. Aby existovala v
bodě a limita, muśı existovat limity zleva a zprava a muśı si být rovny. �

Př́ıklad 6.6. Necht’ X = R2 \ (0, 0) a poč́ıtejme

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
. (6.2)

Položme A = { (x, y) ∈ R2 \ (0, 0) | y = kx }, tj. budeme se k bodu (0, 0) bĺıžit po př́ımce jdoućı
počátkem se sklonem k. Máme

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

x→0

x · kx
x2 + (kx)2

=
k

1 + k2
.

Tato limita je r̊uzná pro r̊uzná k, tedy limita (6.2) neexistuje. �
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Poč́ıtat limity pro funkce a zobrazeńı v́ıce proměnných je obt́ıžněǰśı než pro funkce jedné
proměnné. Nejsou žádné ‘mechanické pomůcky’ jako L’Hospitalovo pravidlo, výpočet je často
nutné dělat př́ımo z definice a vyžaduje kreativitu. Naučit se tomuto uměńı je za rámec našeho
kursu.

6.5 Spojitost

Zobrazeńı f : X → R, kde X ⊆ Rn, je spojité v bodě a ∈ X, jestliže

lim
x→a

f(x) = f(a).

Zobrazeńı je spojité na množině X, jestliže je spojité v každém bodě X.
Výše jsme definovali vlastnosti podmnožin X ⊆ Rn otevřenost, uzavřenost a omezenost.

Vyvstává přirozená otázka, které z těchto vlastnost́ı se zachovávaj́ı spojitým zobrazeńım. Tedy,
zda obraz

f(X) = { f(x) | x ∈ X }
množiny X v zobrazeńı f má také tyto vlastnosti. Je snadné ukázat, že žádná z těchto vlastnost́ı
se nezachovává zvlášt’.

Př́ıklad 6.7. Necht’ X ⊆ R je interval 〈1,+∞). Tato množina je uzavřená a neńı omezená.
Zobrazeńı f(x) = 1/x (spojité na X) tento interval zobraźı na interval f(X) = (0, 1〉, který
neńı uzavřený a je omezený. �

Př́ıklad 6.8. Obraz neomezené množiny X = Rn spojitým zobrazeńım f(x) = x/
√

1 + xTx
je otevřená omezená množina f(X) = {x ∈ Rn | xTx < 1 } (jednotková koule bez hranice).
Obrázek znázorňuje množinu f(X), je-li množina X pravidelná mř́ıžka v R2:

�

Ovšem zachovává se kombinace uzavřenosti a omezenosti. Tato kombinace je natolik hluboká
vlastnost, že je pro ńı zvláštńı slovo, nazývá se kompaktnost.

Věta 6.1. Spojité zobrazeńı uzavřené omezené množiny je uzavřená omezená množina.

Pro funkci f : X → R je obraz uzavřené omezené množiny X ⊆ Rn uzavřená omezená
podmnožina R. To ale nemůže být nic jiného než uzavřený konečný interval nebo sjednoceńı
takových interval̊u. Taková množina jistě má nejmenš́ı a největš́ı prvek. To je d̊uležitý d̊usledek
pro optimalizaci. Je znám jako věta o extrémńı hodnotě nebo Weierstrassova věta.

Důsledek 6.2. Spojitá funkce f : X → R nabývá na uzavřené omezené množině X ⊆ Rn svého
minima i svého maxima. Tedy existuj́ı prvky x,x ∈ X takové, že

f(x) = min f(X) = min
x∈X

f(x), f(x) = max f(X) = max
x∈X

f(x).
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6.6 Cvičeńı

6.1. Pro tyto množiny rozhodněte, zda existuj́ı infimum, minimum, supremum, maximum:

a) { 1/n | n ∈ N }
b) { e−x

2 | x ∈ R }
c) {x ∈ Q | x2 ≤ 2 }
d) { |x− y| | x ∈ 〈0, 1〉, y ∈ (1, 2〉 }

6.2. Jsou tyto množiny uzavřené, otevřené, omezené? Co je jejich vnitřek a hranice?

a) { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y > 0 } ∪ {1, 1}
b) { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, y ≥ 0 }
c) { (x, y) ∈ R2 | y = x2, −1 < x ≤ 1 }
d) { (x, y) ∈ R2 | xy < 1, x > 0, y > 0 }
e) Q3

f) {x ∈ Rn | maxni=1 xi ≤ 1 }
g) {x ∈ Rn | aTx = b }, kde a ∈ Rn, b ∈ R (nadrovina)

h) {x ∈ Rn | b ≤ aTx ≤ c }, kde a ∈ Rn, b, c ∈ R (panel)

i) {x ∈ Rn | Ax = b }, kde A je široká (afinńı podprostor Rn)

j) {A ∈ Rn×n | det A = 0 }
k) {A ∈ Rn×n | ATA = I }

6.3. Může být bod zároveň vnitřńı i hraničńı? Najděte př́ıklad nebo vyvrat’te z definice.

6.4. Matlab má bohatou podporu na vizualizaci funkćı dvou proměnných, včetně kresleńı grafu
a vrstevnic. Např. pro funkci f(x, y) = x2 − y2 na obdélńıku 〈−1, 1〉2 vytvořte data,

N=40; x=ones(N,1)*linspace(-1,1,N); y=x’; z=x.^2-y.^2;

a pak zkoumejte tyto př́ıkazy: mesh(z), mesh(x,y,z), meshc(x,y,z), surf(x,y,z),

surfc(x,y,z), contour(z), contour(x,y,z), contour(x,y,z,20), imagesc(z).

6.5. Co je vrstevnice výšky 1 funkce f(x, y) = xy?

6.6. Co jsou vrstevnice funkce f(x) = ‖x‖?
6.7. Co znamená funkce f(x) = inf{ ‖x − y‖ | y ∈ X } pro danou množinu X ⊆ Rn? Jak

budou vypadat jej́ı vrstevnice pro X = 〈−1, 1〉n (načrtněte pro n = 2)?
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Kapitola 7

Derivace

Předpokládáme, že student zná derivace funkćı jedné proměnné a parciálńı derivace funkćı v́ıce
proměnných. Parciálńı derivaci funkce f : Rn → R podle xi znač́ıme jedńım ze symbol̊u

∂f(x)

∂xi
= fxi

(x) =
∂y

∂xi
= yxi

,

kde posledńı značeńı předpokládá, že jsme psali y = f(x). Pro jistotu zopakujeme, že ji
spoč́ıtáme tak, že všechny proměnné xj, j 6= i, považujeme za konstanty a zderivujeme funkci
podle jediné proměnné xi.

Př́ıklad 7.1. Parciálńı derivace funkce f(x, y) = x2y + sin(x− y3) podle x a podle y jsou

∂f(x, y)

∂x
= fx(x, y) = 2xy + cos(x− y3)

∂f(x, y)

∂y
= fy(x, y) = x2 − 3y2 cos(x− y3). �

V této kapitole dále uvažujeme funkce a zobrazeńı definované na celém Rn mı́sto na množině
X ⊆ Rn. Zjednoduš́ı to značeńı a žádnou podstatnou myšlenku t́ım neztrat́ıme.

7.1 Totálńı derivace zobrazeńı

Zopakujme definici derivace funkce jedné proměnné f : R→ R v bodě x. Existuje-li limita

df(x)

dx
= f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
, (7.1)

funkce se nazývá diferencovatelná v bodě x a hodnota limity jej́ı derivace v bodě x. Diferenco-
vatelnost znamená, že funkci lze v bĺızkosti bodu x ‘dobře aproximovat’ jako

f(x+ h) ≈ f(x) + f ′(x)h. (7.2)

Viz obrázek:

f(x)

f(x) + f ′(x)h
f(x + h)

x x + h
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Jak zobecnit tuto definici pro zobrazeńı f : Rn → Rm? Tvar (7.1) se ukazuje jako k tomu
nevhodný, vhodný je ale tvar (7.2). Zkusme zobrazeńı f aproximovat v bĺızkosti bodu x jako

f(x + h) ≈ f(x) + f ′(x)h. (7.3)

Považujeme-li x za konstantu, pravá strana je afinńı zobrazeńı v proměnné h. Zat́ım netuš́ıme,
zda je taková aproximace v̊ubec možná a co by mohl znamenat symbol f ′(x). Nicméně je jasné,
že f ′(x) muśı být matice rozměru m × n. Ukazuje se, že tato matice má zcela přirozený tvar,
totiž jej́ı složky jsou parciálńı derivace všech složek zobrazeńı podle všech proměnných,

df(x)

dx
= f ′(x) =


∂f1(x)
∂x1

· · · ∂f1(x)
∂xn

...
. . .

...
∂fm(x)
∂x1

· · · ∂fm(x)
∂xn

 . (7.4)

Tato matice se nazývá totálńı derivace, nebo krátce jen derivace. Z historických d̊uvod̊u se
j́ı ř́ıká také Jacobiho matice.

Ted’ je ale nutno celou věc postavit na pevnou zem. Muśıme definovat, co znamená, že (7.3)
je ‘dobrá aproximace’. Chceme, aby chyba aproximace r(h) = f(x+h)−f(x)−f ′(x)h byla malá
pro malé h. Jak tento požadavek formalizovat? Prvńı nápad je požadovat limh→0 r(h) = 0, ale
to plat́ı vždy. Správná volba je požadovat limh→0 r(h)/‖h‖ = 0, tedy chyba muśı klesat se
zmenšuj́ıćım se h ‘rychleji než lineárně’.

Definice 7.1. Zobrazeńı f : Rn → Rm se nazývá diferencovatelné v bodě x, jestliže existuje
matice f ′(x) ∈ Rm×n taková, že

lim
h→0

f(x + h)− f(x)− f ′(x)h

‖h‖ = 0. (7.5)

Je-li zobrazeńı f diferencovatelné, lze ukázat, že matice f ′(x) je požadavkem (7.5) určena
jednoznačně, existuj́ı všechny parciálńı derivace a plat́ı (7.4).

Někdy se mı́sto pojmu ‘totálńı derivace’ použ́ıvá pojem ‘totálńı diferenciál’. Tyto pojmy jsou
si podobné ale ne identické: totálńı derivace je matice a totálńı diferenciál je lineárńı zobrazeńı
reprezentované touto matićı. Rozd́ıl je přesně stejný, jako když v lineárńı algebře mı́sto ‘lineárńı
zobrazeńı’ ř́ıkáme pouze ‘matice’.

Př́ıklad 7.2. Ukážeme, že pro n = m = 1 totálńı derivace splývá s obyčejnou derivaćı (7.1).
Požadavek (7.5) v tom př́ıpadě zńı

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

|h| = 0, (7.6)

kde x, h, f(x), f ′(x) jsou skaláry. Použijeme fakt, že pro h ≥ 0 je |h| = h a pro h ≤ 0 je |h| = −h.
Rovnice (7.6) je tedy ekvivalentńı dvěma rovnićım

lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

h
= 0, lim

h→0−

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h

−h = 0.

Ale ve zlomku f ′(x)h/h se h vykrát́ı a tyto dvě rovnice tedy lze psát jako

lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x), lim

h→0−

f(x+ h)− f(x)

−h = − lim
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= −f ′(x).

Levá rovnice ř́ıká, že f ′(x) je derivace funkce f v bodě x zprava. Pravá rovnice ř́ıká, že f ′(x)
je derivace f v x zleva. Tedy rovnice (7.5) požaduje, aby funkce f měla v x derivaci zprava i
zleva a obě byly rovny f ′(x). �
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Pro n = 1 je zobrazeńı f vektorová funkce jedné proměnné a jeho derivace je sloupcový
vektor (matice m× 1) sestavený z derivaćı jednotlivých složek, f ′(x) = (f ′1(x), . . . , f ′m(x)). Neńı
to tedy nic nového oproti derivaci funkćı jedné proměnné. Pro m = 1 je zobrazeńı f funkce n
proměnných f : Rn → R a jeho derivaćı je řádkový vektor (matice 1× n).

Jak zjistit, zda je zobrazeńı diferencovatelné? Zjǐst’ovat to př́ımo z Definice 7.1 je obt́ıžné
a tud́ıž nepraktické. Je jasné, že pro diferencovatelnost zobrazeńı nepostačuje jeho spojitost:
např. funkce f(x) = |x| je v bodě 0 spojitá ale ne diferencovatelná. Člověk by doufal, že pro
diferencovatelnost postač́ı existence všech parciálńıch derivaćı v bodě x. Bohužel, ani to nestač́ı,
nebot’ parciálńı derivace hovoř́ı jen o chováńı funkce na řezech podle souřadnicových os.

Postačuj́ıćı (i když ne nutnou) podmı́nkou pro diferencovatelnost je, aby všechny parciálńı
derivace existovaly a byly to spojité funkce proměnné x. Tato podmı́nka se většinou snadno
ověř́ı a vystač́ıme s ńı ve většině praktických situaćı.

Př́ıklad 7.3. Necht’ je funkce R2 → R definována jako

f(x, y) =

{
1 když x = 0 nebo y = 0

0 když x 6= 0 a y 6= 0
.

V tomto bodě sice existuj́ı obě parciálńı derivace (obě jsou rovny nule), ale parciálńı derivace
podle x neńı v tomto bodě spojitou funkćı (x, y). Lze ukázat z definice, že v bodě (0, 0) funkce
neńı diferencovatelná – což nepřekvapuje, nebot’ funkce s v okoĺı tohoto bodu afinńı funkci
v̊ubec nepodobá. �

7.2 Směrová derivace

Řez zobrazeńı f : Rn → Rm v bodě x ∈ Rn ve směru s ∈ Rn je zobrazeńı ϕ: R→ Rm dané jako

ϕ(h) = f(x + hs).

Směrovou derivaćı zobrazeńı f v bodě x ve směru s nazýváme č́ıslo

ϕ′(0) =
dϕ(h)

dh

∣∣∣∣
h=0

= lim
h→0

f(x + hs)− f(x)

h
. (7.7)

Zde ϕ′(h) = (ϕ′1(h), . . . , ϕ′m(h)) je derivace zobrazeńı ϕ, kde ϕj jsou funkce jedné proměnné.
Směrová derivace ve směru i-tého vektoru standardńı báze ei neńı nic jiného než parciálńı

derivace podle proměnné xi.
Směrová derivace diferencovatelného zobrazeńı se dá snadno spoč́ıtat z parciálńıch derivaćı.

Věta 7.1. Necht’ f : Rn → Rm, je diferencovatelné zobrazeńı. Pak směrová derivace f v bodě x
ve směru s je rovna f ′(x)s.

D̊ukaz. Chceme dokázat, že výraz (7.7) je roven f ′(x)s. Zkoumejme absolutńı hodnotu rozd́ılu
těchto výraz̊u. Je jasné, že ta je rovna∣∣∣∣ lim

h→0

f(x + hs)− f(x)− f ′(x)hs

h

∣∣∣∣ = lim
h→0

∣∣∣∣f(x + t)− f(x)− f ′(x)t

‖t‖

∣∣∣∣‖s‖,
kde t = hs. Ale limita vpravo je restrikce limity (7.5) na řez t = hs, proto je rovna nule. �

Nic takového jako Věta 7.1 neplat́ı, když f neńı diferencovatelné. Lze ukázat, že zobrazeńı f
je diferencovatelné v bodě x právě tehdy, když existuje matice f ′(x) tak, že směrová derivace ve
směru s je rovna f ′(x)s. Tedy existence všech směrových derivaćı ještě pro diferencovatelnost
nepostačuje, ale postačuje, když směrová derivace je lineárńı zobrazeńı směru.
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7.3 Totálńı derivace složeného zobrazeńı

‘Řetězové pravidlo’ pro derivaci složených funkćı lze přirozeným zp̊usobem rozš́ı̌rit na zobrazeńı.

Věta 7.2. Necht’ g: Rn → Rm a f : Rm → R` jsou diferencovatelná zobrazeńı. Derivace
složeného zobrazeńı f ◦ g: Rn → R` je

(f ◦ g)′(x) =
df(g(x))

dx
= f ′(g(x)) g′(x). (7.8)

Dimenze zúčastněných prostor̊u lze přehledně znázornit diagramem

Rn g−→ Rm f−→ R`. (7.9)

Pokud ṕı̌seme u = g(x) a y = f(u), pravidlo lze psát také v Leibnizově značeńı:

dy

dx
=

dy

du

du

dx
, (7.10)

což se dobře pamatuje, protože du se ‘vykrát́ı’. Zd̊urazněme, že tato rovnost je násobeńı matic.
Výraz na levé straně je matice ` × n, prvńı výraz na pravé straně je matice ` × m a druhý
výraz na pravé straně je matice m × n. Pro ` = m = n = 1 dostaneme známé řetězové
pravidlo pro derivaci složeńı funkćı jedné proměnné. Pravidlo se dá zjevným zp̊usobem rozš́ı̌rit
na složeńı v́ıce než dvou zobrazeńı: Jacobiho matice složeného zobrazeńı je součinem Jacobiho
matic jednotlivých zobrazeńı.

Př́ıklad 7.4. Necht’ f(u, v) je diferencovatelná funkce dvou proměnných. Určeme (totálńı)
derivaci funkce f(x+ y, xy) podle vektoru (x, y), neboli jej́ı parciálńı derivace podle x a y.

Máme diagram R2 g−→ R2 f−→ R, kde zobrazeńı g je dané předpisem[
u
v

]
= g(x, y) =

[
x+ y
xy

]
.

Derivace zobrazeńı f podle vektoru (u, v) je matice 1× 2 (tj. řádkový vektor)

f ′(u, v) =
[
∂f(u,v)
∂u

∂f(u,v)
∂v

]
=
[
fu(u, v) fv(u, v)

]
.

Derivace zobrazeńı g podle vektoru (x, y) je matice 2× 2

g′(x, y) =
dg(x, y)

d(x, y)
=

[
∂(x+y)
∂x

∂(x+y)
∂y

∂(xy)
∂x

∂(xy)
∂y

]
=

[
1 1
y x

]
.

Derivace zobrazeńı f ◦ g: R2 → R podle vektoru (x, y) je matice 1× 2 (tj. řádkový vektor)

df(g(x, y))

d(x, y)
= f ′(u, v)g′(x, y)

=
[
fu(u, v) fv(u, v)

] [1 1
y x

]
=
[
fu(u, v) + yfv(u, v) fu(u, v) + xfv(u, v)

]
. �
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Př́ıklad 7.5. Ukažme dva zp̊usoby, jak spoč́ıtat parciálńı derivaci fx funkce f(x, y) = e(x+y)2+(xy)2 :

(a) Považujeme y za konstantu a derivujeme f jako funkci jedné proměnné x:

fx = [2(x+ y) + 2(xy)y]e(x+y)2+(xy)2 = 2(x+ y + xy2)e(x+y)2+(xy)2 .

(b) Položme u = x+ y, v = xy, f(u, v) = eu
2+v2 . Z Př́ıkladu 7.4 máme fx = fu + yfv. Jelikož

fu = 2ueu
2+v2 , fv = 2veu

2+v2 ,

máme fx = fu + yfv = 2ueu
2+v2 + y(2v)eu

2+v2 = 2(x+ y + xy2)e(x+y)2+(xy)2 . �

Př́ıklad 7.6. Spoč́ıtejme derivaci funkce z = f(t+ t2, sin t) podle t.

Máme diagram R g−→ R2 f−→ R, kde zobrazeńı g je dané předpisem[
u
v

]
= g(t) =

[
t+ t2

sin t

]
.

Máme

df(t+ t2, sin t)

dt
= f ′(u, v)g′(t)

=
[
fu(u, v) fv(u, v)

] [1 + 2t
cos t

]
= fu(u, v)(1 + 2t) + fv(u, v) cos t. �

Př́ıklad 7.7. Dokažme jiným zp̊usobem Větu 7.1. Zobrazeńı y = ϕ(h) = f(x+hs) je složeńım
dvou zobrazeńı y = f(u) a u = x + hs. Máme du/dh = s. Podle řetězového pravidla je

ϕ′(h) =
dy

dh
=

dy

du

du

dh
=

df(u)

du
s.

Pro h = 0 je u = x, č́ımž dostaneme (7.7). �

7.4 Gradient funkce

Často se použ́ıvá zvláštńı název pro transpozici totálńı derivace funkce f : Rn → R, ř́ıká se j́ı
gradient a znač́ı se

f ′(x)T = ∇f(x)

(čteme ‘nabla’). Jelikož f ′(x) je řádkový vektor, je gradient sloupcový vektor parciálńıch derivaćı.
Zavedeńı nového slova pro transpozici derivace se zdá zbytečné – nicméně derivace je lineárńı
funkce, kdežto gradient je vektor.

Literatura ovšem neńı jednotná v rozlǐsováńı gradientu a (totálńı) derivace. Někdy se oboj́ı
ztotožňuje a znač́ı ∇f(x). To ale vede k nekonzistenci, protože derivace funkce Rn → R pak
neńı speciálńım př́ıpadem derivace zobrazeńı Rn → Rm (tedy Jacobiho matice) pro m = 1, což
je řádkový vektor. Dále se budeme symbolu ∇f(x) sṕı̌se vyhýbat a mı́sto něj použ́ıvat f ′(x)T .

Zkoumejme směrovou derivaci f ′(x)s v pevném bodě x pro r̊uzné normalizované směry s
(tedy ‖s‖ = 1). Je jasné, že:
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• Směrová derivace je největš́ı ve směru s = ∇f(x)/‖∇f(x)‖, tedy když je s rovnoběžný s
gradientem a stejně orientovaný. Tedy směr gradientu je směr nejvěťśıho r̊ustu funkce.

• Velikost gradientu ‖∇f(x)‖ je velikost strmosti funkce ve směru největš́ıho r̊ustu.

• Směrová derivace ve směru kolmém na gradient je nulová. Jelikož směrová derivace je
nulová ve směru vrstevnice, gradient je vždy kolmý k vrstevnici .

Obrázek ukazuje tři vrstevnice funkce f : R2 → R a jej́ı gradienty v několika bodech:

x3 2 1 f(x) rf(x)
7.5 Parciálńı derivace druhého řádu

Stejně jako máme obyčejné derivace druhého řádu, máme i parciálńı derivace druhého řádu.
Zderivujeme-li funkci f : Rn → R nejdř́ıve podle proměnné xi a pak podle proměnné xj, výsledek
znač́ıme

∂

∂xj

∂f(x)

∂xi
=
∂2f(x)

∂xi ∂xj
.

Je-li i = j, ṕı̌seme zkráceně
∂

∂xi

∂f(x)

∂xi
=
∂2f(x)

∂xi2
.

Pokud jsou druhé smı́̌sené parciálńı derivace

∂2f(x)

∂xi ∂xj
,

∂2f(x)

∂xj ∂xi

spojité funkce v bodě x, pak jsou si rovny. Tedy, pořad́ı derivováńı podle jednotlivých proměnných
jde zaměnit.

Př́ıklad 7.8. Určeme všechny druhé parciálńı derivace funkce f(x, y) = x2y + sin(x − y3) z
Př́ıkladu 7.1. Prvńı derivace už tam máme. Nyńı druhé derivace:

∂2f(x, y)

∂x2
=

∂

∂x
[2xy + cos(x− y3)] = 2y − sin(x− y3)

∂2f(x, y)

∂x ∂y
=

∂

∂y
[2xy + cos(x− y3)] = 2x+ 3y2 sin(x− y3)

∂2f(x, y)

∂y ∂x
=

∂

∂x
[x2 − 3y2 cos(x− y3)] = 2x+ 3y2 sin(x− y3)

∂2f(x, y)

∂y2
=

∂

∂y
[x2 − 3y2 cos(x− y3)] = −6y cos(x− y3)− 9y4 sin(x− y3). �
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Pro funkci f : Rn → R budeme značit matici všech druhých parciálńıch derivaćı

f ′′(x) =


∂2f(x)
∂x1∂x1

· · · ∂2f(x)
∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f(x)
∂xn∂x1

· · · ∂2f(x)
∂xn∂xn

 .
Je to symetrická matice velikosti n× n, která se často nazývá Hessova matice.

Co by byla druhá derivace zobrazeńı f : Rn → Rm? Nebyla by to již dvojrozměrná tabulka
(tedy matice) n× n, nýbrž tř́ırozměrná tabulka velikosti m× n× n.

7.6 Derivace vektorových a maticových výraz̊u

Jsou-li funkce nebo zobrazeńı zadány výrazem obsahuj́ıćım vektory a matice, derivaci lze vždy
spoč́ıtat tak, že výraz rozeṕı̌seme do složek a spoč́ıtáme parciálńı derivace všech složek podle
všech proměnných. Pak se snaž́ıme uspořádat tyto parciálńı derivace do hezké maticové formy.
To ale může to být zdlouhavé, proto je dobré si pamatovat derivace často potkávaných výraz̊u
v maticové formě. Např.

f(x) f ′(x)
x I
Ax A
xTx 2xT

xTAx xT (A + AT )
xTy = yTx yT

‖x‖ xT/‖x‖
g(Ax) g′(Ax)A
g(x)Tg(x) 2g(x)Tg′(x)
g(x)Th(x) g(x)Th′(x) + h(x)Tg′(x)

Dále je dobré pamatovat si Hessovu matici funkce f(x) = xTAx, tedy kvadratické formy. Je to
f ′′(x) = A + AT .

Odvod’te tyto derivace! Často je pro to užitečné řetězové pravidlo.

7.7 Taylor̊uv polynom

Mějme funkci jedné proměnné, f : R→ R, která má v bodě x0 derivace až do řádu k. Taylor̊uv
polynom stupně k je funkce Tk: R→ R daná předpisem

Tk(x) =
k∑
i=0

1

i!
f (i)(x0) (x− x0)

i, (7.11)

kde symbol f (i) označuje i-tou derivaci funkce f a kde klademe 0! = 1. Polynom Tk má
zaj́ımavou vlastnost, že v bodě x0 má všechny derivace až do řádu k (včetně nulté derivace,
což je funkčńı hodnota sama) stejné jako funkce f . Zkuste si to! V tomto smyslu je polynom
Tk aproximaćı funkce f v okoĺı bodu x0.
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Tvary polynomu až do řádu 2:

T0(x) = f(x0)

T1(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0)

T2(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
1

2
f ′′(x0) (x− x0)

2.

Taylor̊uv polynom nultého řádu T0(x) je hodně špatná aproximace funkce f(x), rovná jednoduše
konstantńı funkci y = f(x0). Polynom prvńıho řádu T1(x) neńı nic jiného než tečna ke grafu
funkce f v bodě x0. Polynom druhého řádu T2(x) je parabola, která má s funkćı f v bodě x0

společnou hodnotu a prvńı dvě derivace. Viz obrázek:

T2(x)

T0(x)

T1(x)

f(x)

x0

Jak zobecnit Taylor̊uv polynom pro funkci v́ıce proměnných f : Rn → R? Nebudeme uvádět
obecný vzorec pro celý polynom a uvedeme jen polynom stupně dva. Vyšš́ı stupně se v opti-
malizaci použ́ıvaj́ı zř́ıdka. Tedy

T1(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) (7.12a)

T2(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0) +
1

2
(x− x0)

Tf ′′(x0) (x− x0). (7.12b)

Zde x a x0 jsou sloupcové vektory délky n, f ′(x0) je derivace funkce f (Jacobiho matice, zde
řádkový vektor délky n) a f ′′(x0) je Hessova matice (symetrická matice n× n). Ujasněte si, že
(7.12a) je afinńı funkce x a (7.12b) je kvadratická funkce x, tj. má tvar (5.8).

Taylor̊uv polynom lze definovat i pro zobrazeńı f : Rn → Rm tak, že jednoduše vezmeme
Taylorovy polynomy všech složek f1, . . . , fm. Polynom prvńıho stupně lze napsat v maticové
formě jako

T1(x) = f(x0) + f ′(x0) (x− x0),

což neńı nic jiného než (7.3) po substituci x0 ← x a x ← x + h. Polynom druhého stupně je
zobrazeńı T2, jehož složky jsou funkce (7.12b). To nejde napsat v jednoduché maticové formě
jako T1, protože všech m× n× n druhých parciálńıch derivaćı se ‘nevejde’ do matice.

7.8 Cvičeńı

7.1. Je dána funkce dvou proměnných f(x, y).

a) Spoč́ıtejte derivace f podle polárńıch souřadnic (ϕ, r), kde x = r cosϕ, y = r sinϕ.

b) Bod (x, y) se v čase t pohybuje po křivce dané rovnićı (x, y) = (t2 + 2t, ln(t2 + 1)).
Najděte derivaci f podle času.

7.2. Spoč́ıtejte derivaci funkce g(u) = f(aTu, ‖u‖) podle vektoru u.
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7.3. Metoda konečných diferenćı poč́ıtá derivaci funkce přibližně jako f ′(x) ≈ [f(x + h) −
f(x)]/h, kde h je malé č́ıslo (dobrá volba je h =

√
ε, kde ε je strojová přesnost). Toto jde

zjevně použ́ıt i na parciálńı derivace. Vymyslete si dvě zobrazeńı g: Rn → Rm a f : Rm → R`

pro nějaké navzájem r̊uzné dimenze n,m, ` > 1. Zvolte bod x ∈ Rn. Spoč́ıtejte přibližně
totálńı derivace (Jacobiho matice) g′(x) a f ′(g(x)) v Matlabu metodou konečných difer-
enćı. Potom spoč́ıtejte derivaci složeného zobrazeńı (f ◦ g)′(x) jednak metodou konečných
diferenćı a jednak vynásobeńım matic g′(x) a f ′(g(x)).

7.4. Nadmořská výška krajiny je dána vzorcem h(d, s) = 2s2 +3sd−d2 +5, kde d je zeměpisná
délka (zvětšuje se od západu k východu) a s je zeměpisná š́ı̌rka (zvětšuje se od jihu k
severu). V bodě (s, d) = (1,−1) určete

a) směr nejstrměǰśıho stoupáńı terénu

b) strmost terénu v jihovýchodńım směru.

7.5. Spoč́ıtejte druhou derivaci f ′′(x, y) (tj. Hessovu matici) funkćı

a) f(x, y) = e−x
2−y2

b) f(x, y) = ln(ex + ey)

7.6. Je dána funkce f(x, y) = 6xy2 − 2x3 − 3y3. V bodě (x0, y0) = (1,−2) určete Taylorova
polynomu prvńıho a druhého stupně.
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Kapitola 8

Analytické podmı́nky na lokálńı
extrémy

8.1 Globálńı a lokálńı extrémy

Funkce f : X → R má na množině X ⊆ Rn v bodě x ∈ X
• (globálńı) minimum, jestliže f(x) ≤ f(y) pro všechna y ∈ X.

• lokálńı minimum, existuje-li ε > 0 tak, že x je globálńı minimum funkce f na množině
Uε(x) ∩X, neboli f(x) ≤ f(y) pro všechna y ∈ Uε(x) ∩X.

• ostré lokálńı minimum, existuje-li ε > 0 tak, že x je jediné globálńı minimum funkce f
na množině Uε(x) ∩X, neboli f(x) < f(y) pro všechna y ∈ Pε(x) ∩X.

Podobně se definuje (ostré) lokálńı maximum. Př́ıvlastek ‘globálńı’ se už́ıvá pro zd̊urazněńı,
že nejde o minimum lokálńı. Globálńı minimum nemuśı existovat, nebot’ množina f(X) ⊆ R
nemuśı mı́t nejmenš́ı prvek. Na druhou stranu, minim může být i v́ıce. Každé globálńı minimum
je zároveň lokálńı, naopak to ale platit nemuśı.

Př́ıklad 8.1. Funkce jedné proměnné na obrázku má na uzavřeném intervalu 〈a, f〉 v bodě a
globálńı a zároveň ostré lokálńı maximum, v bodě b ostré lokálńı minimum, v bodě c lokálńı
maximum ale ne ostré, v bodě d ostré lokálńı maximum, v bodě e globálńı a zároveň ostré
lokálńı minimum, v bodě f ostré lokálńı maximum.

a b c d fe �

Pokud bod patř́ı do množiny, muśı být bud’ vnitřńım nebo hraničńım bodem této množiny.
Extrém funkce na množině se tedy nabývá bud’ ve vnitřńım nebo v hraničńım bodě množiny.
Pokud se nabývá ve vnitřńım bodě, jde o volný extrém. Pokud se nabývá v hraničńım bodě,
jde o vázaný extrém.
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Nalézt globálńı extrém funkce mnoha proměnných je obecně těžké. Může to totiž vyžadovat
nalezeńı všech lokálńıch extrémů, a těch může být velký (exponenciálńı v počtu proměnných)
počet. Př́ıklady takových funkćı uvedeme později. Na druhou stranu, nalezeńı nějakého lokálńıho
extrému funkce je obvykle daleko snazš́ı. Dále v této kapitole se budeme zabývat lokálńımi
extrémy diferencovatelných funkćı.

8.2 Volné extrémy

Bod x z definičńıho oboru funkce f nazveme

• stacionárńı, pokud v něm je funkce diferencovatelná a má všechny parciálńı derivace
nulové, tedy f ′(x) = 0T .

• kritický, pokud je bud’ stacionárńı nebo v něm funkce neńı diferencovatelná.

Poznamenejme, že literatura ne vždy přesně odlǐsuje tyto dva pojmy.

Věta 8.1. Necht’ x je vnitřńı bod množiny X ⊆ Rn. Necht’ x je lokálńı extrém funkce f : X → R
na množině X. Pak x je kritický bod funkce f .

Př́ıklad 8.2. V Př́ıkladu 8.1 jsou body a, f hraničńı (jsou tam lokálńı extrémy ale ne volné),
body b, c stacionárńı (a tedy i kritické), body d, e kritické ale ne stacionárńı.

Funkce f(x) = x3 má na R v bodě 0 stacionárńı bod, ale nemá tam lokálńı extrém. To neńı
v rozporu s větou, nebot’ implikace je jen jedńım směrem.

Funkce f(x) = ‖x‖ má na kouli {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1 } v bodě 0 kritický bod ale ne
stacionárńı, je tam lokálńı minimum. Dále má funkce vázaná lokálńı maxima ve všech hraničńıch
bodech koule. �

Věta 8.1 ř́ıká, že kritické body jsou body ‘podezřelé’ z volného lokálńıho extrému. Hledáme-
li tedy volné lokálńı extrémy, najdeme všechny kritické body a o každém rozhodneme, zda je
to lokálńı extrém či ne. V tom nám pomohou následuj́ıćı podmı́nky druhého řádu.

Věta 8.2. Necht’ x je vnitřńı bod množiny X ⊆ Rn. Necht’ je funkce f : X → R v bodě x
dvakrát diferencovatelná a necht’ x je stacionárńı bod.

• f má v bodě x ostré lokálńı minimum [maximum] na X právě tehdy, když Hessova matice
druhých derivaćı f ′′(x) je pozitivně [negativně] definitńı.

• Je-li f ′′(x) indefinitńı, nemá f v x lokálńı minimum ani lokálńı maximum na X.

Věta nic neř́ıká o př́ıpadu, kdy je f ′′(x) pozitivně nebo negativně semidefinitńı – pak v
bodě x může nebo nemuśı být lokálńı extrém (např. vezměte funkce f(x) = x3 a f(x) = x4 v
bodě x = 0). Bod x, ve kterém je f ′(x) = 0T a matice f ′′(x) je indefinitńı, se nazývá sedlový
bod.

Př́ıklad 8.3. Vrat’me se k přibližnému řešeńı přeurčené nehomogenńı lineárńı soustavy ve
smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u. Řešeńı úlohy (4.2) lze źıskat bez geometrické úvahy, položeńım
derivaćı rovných nule. Uprav́ıme

‖Ax− b‖2 = (Ax− b)T (Ax− b)

= xTATAx− xTATb− bTAx + bTb

= xTATAx− 2bTAx + bTb.
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Podmı́nka na stacionárńı bod:
d

dx
(xTATAx− 2bTAx + bTb) = 2xTATA− 2bTA = 0T .

Po transpozici dostaneme normálńı rovnice (4.3).
Druhá derivace (Hessián) účelové funkce je 2ATA. Pokud A má plnou hodnost, Hessián je

pozitivně definitńı a tedy nalezený extrém je lokálńı minimum. Pokud A nemá plnou hodnost,
Hessián je pozitivně semidefinitńı a druh extrému nemůžeme z Věty 8.2 určit. �

8.3 Extrémy vázané rovnostmi

Hledejme extrémy funkce f : Rn → R na množině X = {x ∈ Rn | g(x) = 0 }, kde g: Rn → R.
Mluv́ıme o extrémech funkce f vázaných podmı́nkou g(x) = 0.

V některých př́ıkladech můžeme všechna řešeńı rovnice g(x) = 0 vyjádřit explicitně. Pak
lze úlohu prostým dosazeńım převést na úlohu bez omezeńı a použ́ıt Věty 8.1 a 8.2.

Př́ıklad 8.4. Hledejme strany kvádru s jednotkovým objemem a minimálńım povrchem. Tedy
minimalizujeme funkci f(x, y, z) = xy+xz+yz za podmı́nky g(x, y, z) = 1−xyz = 0. Vyjádř́ıme
z podmı́nky z = 1/(xy), dosad́ıme to do účelové funkce a použijeme Větu 8.1. Dostaneme jediné
lokálńı minimum (x, y, z) = (1, 1, 1). Dopoč́ıtejte! �

Pokud ale rovnice g(x) = 0 explicitně řešit nejde, Věty 8.1 použ́ıt obvykle nelze, nebot’

množina X obvykle nemá žádné vnitřńı body. Dále proto poṕı̌seme obecněǰśı př́ıstup, metodu
Lagrangeových multiplikátor̊u.

8.3.1 Odvozeńı geometrickou úvahou

Zde odvod́ıme metodu pomoćı jednoduché geometrické úvahy. Zd̊urazněme, že tato úvaha ne-
nahrazuje formálńı d̊ukaz.

Obrázek ukazuje př́ıklad pro n = 2. Jsou na něm tři vrstevnice funkce f s výškami 1, 2, 3
a jedna vrstevnice funkce g s výškou 0. Hledá se lokálńı extrém funkce f na křivce g(x) = 0.
Uvažujme bod x na křivce g(x) = 0 a tečnu ke křivce v tomto bodě. Pokud gradient funkce f v
bodě x má nenulový pr̊umět do tečny, pohyb po křivce ve směru pr̊umětu funkci f určitě zvětš́ı
a pohyb proti směru pr̊umětu funkci f určitě zmenš́ı. Bod x′ na levém obrázku tedy nemůže
být lokálńı extrém.

Nulovost pr̊umětu gradientu do tečny ale lokálńı extrém nezaručuje, je to podmı́nka nutná
nikoli postačuj́ıćı. Bod x na levém obrázku je lokálńı minimum: jeho pohyb po křivce g(x) = 0
nahoru i dol̊u funkci f zvětš́ı. Ovšem bod x v pravém obrázku neńı lokálńı extrém: jeho pohyb
po křivce nahoru funkci f zvětš́ı a pohyb dol̊u ji zmenš́ı. Je to proto, že vrstevnice obou funkćı
se v bodě x křižuj́ı.

1 x rf(x)x0 rf(x0)
g(x) = 0

rg(x) rg(x0)f(x)3 2 1 x rf(x)g(x) = 0 rg(x)f(x)3 2
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Došli jsme k následuj́ıćımu pozorováńı: jestliže je bod x lokálńı extrém, pak vektor∇f(x) má
nulový pr̊umět do tečny k vrstevnici ke křivce g(x) = 0 v bodě x. Protože gradient a vrstevnice
funkce jsou v každém bodě na sebe kolmé, znamená to rovnoběžnost gradient̊u funkćı f a g v
bodě x. Neboli existuje č́ıslo λ ∈ R tak, že ∇f(x) = −λ∇g(x), tedy

f ′(x) + λ g′(x) = 0T . (8.1)

Č́ıslo λ může být kladné i záporné, protože nev́ıme, na jaké straně vrstevnice g(x) = 0 funkce g
klesá a na jaké stoupá. Může být i nulové, což se stane tehdy, když v bodě x bude gradient f
nulový, tedy x bude stacionárńı bod funkce f i bez omezeńı.

Č́ıslo λ se nazývá Lagrange̊uv multiplikátor. Podmı́nka (8.1) se často zapisuje následuj́ıćım
ekvivalentńım zp̊usobem. Definujeme Lagrangeovu funkci

L(x, λ) = f(x) + λ g(x). (8.2)

Pak podmı́nka ∂L(x, λ)/∂x = 0T odpov́ıdá rovnici (8.1) a ∂L(x, λ)/∂λ = g(x) = 0 odpov́ıdá
omezeńı. Je-li tedy dvojice (x, λ) stacionárńı bod Lagrangeovy funkce, je bod x ‘podezřelý’ z
lokálńıho extrému funkce f vázaného podmı́nkou g(x) = 0.

Př́ıklad 8.5. Hledejme extrémy funkce f(x, y) = x+ y za podmı́nky g(x, y) = 1−x2− y2 = 0.
Množina př́ıpustných řešeńı X = { (x, y) | x2 + y2 = 1 } je kružnice. Lagrangeova funkce je

L(x, y, λ) = x + y + λ(1 − x2 − y2). Jej́ı stacionárńı body (x, y, λ) jsou řešeńımi soustavy tř́ı
rovnic o třech neznámých

∂L(x, y, λ)/∂x = 1− 2λx = 0

∂L(x, y, λ)/∂y = 1− 2λy = 0

∂L(x, y, λ)/∂λ = 1− x2 − y2 = 0.

Prvńı dvě rovnice daj́ı x = y = 1/(2λ). Dosazeńım do třet́ı máme 2/(2λ)2 = 1, což dá dva
kořeny λ = ±1/

√
2. Stacionárńı body funkce L jsou dva, (x, y, λ) = ±(1, 1, 1)/

√
2. Tedy máme

dva kandidáty na lokálńı extrémy, (x, y) = ±(1, 1)/
√

2. U této jednoduché úlohy je jasné, že
jde o lokálńı minimum a maximum a že jsou zároveň globálńı. �

Úvaha se snadno zobecńı na př́ıpad n ≥ 2 tak, že mı́sto tečny ke křivce g(x) = 0 uvažujeme
tečnou nadrovinu k nadploše g(x) = 0.

Př́ıklad 8.6. Řešme znovu Př́ıklad 8.4. Lagrangeova funkce je

L(x, y, z, λ) = xy + xz + yz + λ(1− xyz).

Řeš́ıme soustavu

∂L(x, y, z, λ)/∂x = y + z − λyz = 0

∂L(x, y, z, λ)/∂y = x+ z − λxz = 0

∂L(x, y, z, λ)/∂z = x+ y − λxy = 0

∂L(x, y, z, λ)/∂λ = xyz − 1 = 0.

Soustava je zjevně splněna pro (x, y, z, λ) = (1, 1, 1, 2). �
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8.3.2 Kdy metoda nefunguje

V naš́ı úvaze jsme mlčky předpokládali, že gradient ∇g(x) v bodě x na křivce g(x) = 0 je
nenulový. Pokud by tomu tak nebylo, nastal by problém: rovnice (8.1) by nemusela platit pro
žádné λ a přesto by x mohl být lokálńı extrém. Tedy tento lokálńı extrém bychom neodhalili.

Zde je nutno se smı́̌rit s myšlenkou, že může existovat funkce g, jej́ıž vrstevnice g(x) = 0 je
‘dobře vychovaná’ křivka, ale gradienty funkce g v některých bodech této křivky jsou nulové.

Př́ıklad 8.7. Řešme opět Př́ıklad 8.5, kde ale omezeńı změńıme na g(x, y) = (1−x2−y2)2 = 0.
Je jasné, že staré i nové omezeńı definuj́ı stejnou kružnici,

X = { (x, y) ∈ R2 | 1− x2 − y2 = 0 } = { (x, y) ∈ R2 | (1− x2 − y2)2 = 0 }.
Úlohy maj́ı tedy stejné řešeńı. Gradient nové funkce g je

∇g(x, y) = g′(x, y)T =

[
−4x(1− x2 − y2)
−4y(1− x2 − y2)

]
.

Vid́ıme, že ∇g(x, y) = 0 pro všechny body (x, y) splňuj́ıćı g(x, y) = 0. Čekáme tedy problém.
Stacionárńı body Lagrangeovy funkce L(x, y, λ) = x+ y + λ(1− x2 − y2)2 muśı splňovat

∂L(x, y, λ)/∂x = 1− 4λx(1− x2 − y2) = 0

∂L(x, y, λ)/∂y = 1− 4λy(1− x2 − y2) = 0

∂L(x, y, λ)/∂λ = (1− x2 − y2)2 = 0.

Tyto rovnice si odporuj́ı. Jelikož 1− x2 − y2 = 0, tak např. prvńı rovnice ř́ıká 1− 4λx · 0 = 0,
což neplat́ı pro žádné x, λ. Závěr je, že lokálńı extrémy (x, y) = ±(1, 1)/

√
2 jsme nenašli. �

8.3.3 Obecná formulace

Dovolme nyńı v́ıce než jedno omezeńı, tedy

X = {x ∈ Rn | g(x) = 0 },
kde g: Rn → Rm. Množina X obsahuje řešeńı soustavy rovnic gi(x) = 0, i = 1, . . . ,m, kde
funkce g1, . . . , gm: Rn → R jsou složky zobrazeńı g. Geometrická úvaha pro m > 1 je poměrně
složitá a proto pouze bez d̊ukazu uvedeme následuj́ıćı větu.

Bod x nazveme regulárńı bod diferencovatelného zobrazeńı g: Rn → Rm, má-li Jacobiho
matice g′(x) hodnost m, tj. jsou-li gradienty ∇g1(x), . . . ,∇gm(x) lineárně nezávislé. Všimněte
si, že pro m = 1 to znamená jednoduše podmı́nku ∇g(x) 6= 0 z §8.3.2.

Věta 8.3. Mějme funkci f : Rn → R a zobrazeńı g: Rn → Rm. Necht’ x je lokálńı extrém funkce
f vázaný podmı́nkou g(x) = 0. Necht’ jsou f a g v bodě x diferencovatelné. Necht’ x je regulárńı
bod zobrazeńı g. Pak existuje vektor λ = (λ1, . . . , λm) ∈ Rm tak, že (x,λ) je stacionárńı bod
Lagrangeovy funkce

L(x,λ) = f(x) + λTg(x) = f(x) +
m∑
i=1

λi gi(x). (8.3)

Stacionárńı body (x,λ) funkce L źıskáme řešeńım soustavy

∂L(x,λ)/∂x = f ′(x) + λTg′(x) = 0T

∂L(x,λ)/∂λ = g(x)T = 0T .

Jako cvičeńı si ujasněte, proč ∂L(x,λ)/∂λ = g(x)T .
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8.3.4 Jak (ne)určovat druh vázaného etrému

Necht’ (x,λ) je stacionárńı bod Lagrangeovy funkce. Pak tedy bod x je ‘podezřelý’ z lokálńıho
extrému funkce f vázaného podmı́nkou g(x) = 0. Jak poznáme, zda tento podezřelý bod x je
vázané lokálńı minimum, vázané lokálńı maximum, či nic z toho? K tomu existuj́ı podmı́nky
druhého řádu analogické Větě 8.2, jsou ale dosti složité a proto je vynecháme.

Řekneme pouze, jak druh vázaného extrému v podezřelém bodě x zjistit nejde. Nejde to
zjistit podle definitnosti Hessovy matice L′′(x,λ), tedy použ́ıt Větu 8.2 na funkci L. Důvodem
je, že pokud x je vázaný lokálńı extrém funkce f a (x,λ) je stacionárńı bod funkce L, pak
(x,λ) obecně neńı lokálńı extrém funkce L. Naopak, lze ukázat, že vždy je to jej́ı sedlový bod.

8.3.5 Podurčené lineárńı soustavy

V §4 jsme se věnovali přeurčené nehomogenńı lineárńı soustavě Ax = b pro A ∈ Rm×n.
Nyńı uvažujme př́ıpad, kdy soustava má v́ıce než jedno řešeńı, tedy množina řešeńı je afinńı
podprostor Rn. Taková soustava je podurčená. To nastane typicky pro m < n (tedy rovnic je
méně než neznámých) – tato podmı́nka však neńı ani nutná ani postačuj́ıćı.

Z množiny řešeńı přeurčené soustavy je často užitečné vybrat jediné podle nějakého kritéria.
Nejjednodušš́ı kritérium je minimalizovat normu řešeńı, což vede na úlohu

min{ ‖x‖ | x ∈ Rn, Ax = b }. (8.4)

Tato úloha je známa jako řešeńı soustavy ve smyslu nejmenš́ı normy (least norm solution).
Podotkněme, že někdy je nutno použ́ıt jiná kritéria, viz Cvičeńı 8.20.

Úlohu (8.4) vyřeš́ıme pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u. Mı́sto normy budeme minimal-
izovat jej́ı čtverec ‖x‖2 = xTx. Lagrangeova funkce je

L(x,λ) = xTx + 2λT (b−Ax),

kde přidaná dvojka neměńı úlohu (proč?) a usnadńı odvozeńı. Je ∂L(x,λ)/∂x = 2xT − 2λTA
(odvod’te!). Stacionárńı body (x,λ) funkce L tedy źıskáme řešeńım soustavy

x = ATλ, Ax = b.

Dosad́ıme x do druhé rovnice, AATλ = b. Pokud matice A má plnou hodnost (tedy m), máme
odtud λ = (AAT )−1b. Dosazeńım do prvńı rovnice dostaneme

x = A+b, kde A+ = AT (AAT )−1. (8.5)

Matice A+ se zde nazývá pseudoinverze. Je to jedna z pravých inverźı matice A (ověřte!).
Pseudoinverzi jsme již jednou definovali vzorcem (4.4). Má-li A plnou hodnost, jej́ı pseu-

doinverzi je rovna bud’ (ATA)−1AT nebo AT (AAT )−1 podle toho, zda je A úzká nebo široká.
Vektor x = A+b je v prvńım př́ıpadě řešeńı přeurčené soustavy ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u,
ve druhém př́ıpadě řešeńı podurčené soustavy ve smyslu nejmenš́ı normy.

V př́ıpadě, že A nemá plnou hodnost, je řešeńı složitěǰśı.

8.4 Cvičeńı

8.1. Funkce f(x, y, z) má stacionárńı bod (2, 1, 5). Co se dá o tomto stacionárńım bodě ř́ıci,
když Hessova matice f ′′(2, 1, 5) v něm má vlastńı č́ısla
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a) {2, 3,−1}
b) {2, 3, 0}
c) {0,−1, 1}

8.2. Pro následuj́ıćı funkce spoč́ıtejte (na paṕı̌re) stacionárńı body. Pro každý stacionárńı bod
určete, zda je to lokálńı minimum, lokálńı maximum, či sedlový bod. Pokud to určit
nedokážete, od̊uvodněte.

a) f(x, y) = x(1− 2
3
x2 − y2)

b) f(x, y) = 1/x+ 1/y + xy

c) f(x, y) = ey(y2 − x2)

Dávejte dobrý pozor při řešeńı soustav rovnic vzniklých z podmı́nky na stacionárńı bod!
Snadno se totiž stane, že vám nějaké řešeńı unikne.

8.3. Je dána funkce f : Rn → R, množiny Y ⊆ X ⊆ Rn, a bod x ∈ Y . Uvažujme dva výroky:

a) Funkce f má v bodě x lokálńı minimum na množině X.

b) Funkce f má v bodě x lokálńı minimum na množině Y .

Vyplývá druhý výrok z prvńıho? Vyplývá prvńı výrok z druhého? Dokažte z definice
lokálńıho extrému nebo vyvrat’e nalezeńım protipř́ıkadu.

V následuj́ıćıch úlohách na Lagrangeovy multiplikátory nemuśıte určovat druh extrému, stač́ı
pouze naj́ıt ‘podezřelé’ body.

8.4. Najděte lokálńı extrémy funkćı

a) f(x, y) = 2x− y
b) f(x, y) = x2 + 2y2

c) f(x, y) = x2y

d) f(x, y) = x4 + y2

e) f(x, y) = sin(xy)

f) f(x, y) = exy

na kružnici x2 + y2 = 1.

Nápověda: Někdy je dobré účelovou funkci zjednodušit, pokud to nezměńı řešeńı. A bud’te
opět velmi pozorńı při řešeńı vzniklých soustav rovnic.

8.5. Rozložte dané kladné reálné č́ıslo na součin n kladných reálných č́ısel tak, aby jejich součet
byl co nejmenš́ı.

8.6. Pastevec vlastńı 100 metr̊u pletiva a chce z něj udělat ohradu pro ovce o co největš́ım
obsahu. Ohrada bude mı́t tvar obdélńıka, z něhož tři strany budou tvořeny plotem a zbylá
strana řekou (ovce neuměj́ı plavat). Jaký bude obsah ohrady?

8.7. Spoč́ıtejte rozměry tělesa tak, aby mělo při daném objemu nejmenš́ı povrch:

a) kvádr

b) kvádr bez v́ıka (má jednu dolńı stěnu a čtyři bočńı, horńı stěna chyb́ı)

c) válec

d) p̊ullitr (válec bez v́ıka)
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e) keĺımek (komolý kužel bez v́ıka). Objem komolého kužele a povrch jeho pláště je dán
vzorci V = π

3
h(R2 +Rr + r2) a S = π(R + r)

√
(R− r)2 + h2.

8.8. Najděte bod nejbĺıže počátku na křivce

a) x+ y = 1

b) x+ 2y = 5

c) y = x3 + 1

d) x2 + 2y2 = 1

8.9. Necht’ x∗ je bod nejbĺıže počátku na nadploše h(x) = 0. Ukažte metodou Lagrangeových
multiplikátor̊u, že vektor x∗ je kolmý k tečné nadrovině plochy v bodě x∗.

8.10. Najděte extrémy funkce

a) f(x, y, z) = x+ yz za podmı́nek x2 + y2 + z2 = 1 a z2 = x2 + y2

b) f(x, y, z) = xyz za podmı́nek x2 + y2 + z2 = 1 a xy + yz + zx = 1

8.11. Máme kouli o poloměru r a středu x0, tj. množinu {x ∈ Rn | ‖x−x0‖ ≤ r }. Máme nadrov-
inu {x ∈ Rn | aTx = b }. Najděte vzdálenost koule od nadroviny metodou Lagrangeových
multiplikátor̊u.

8.12. Do elipsy o daných délkách os vepǐste obdélńık s maximálńım obsahem.

8.13. Fermat̊uv princip v paprskové optice ř́ıká, že cesta mezi libovolnými dvěma body na
paprsku má takový tvar, aby ji světlo proběhlo za čas kratš́ı než j́ı bĺızké dráhy. Později
se zjistilo, že správným kritériem neńı nejkraťśı ale extrémńı čas. Tedy skutečná dráha
paprsku muśı mı́t čas větš́ı nebo menš́ı než j́ı bĺızké dráhy. Z tohoto principu odvod’te:

a) Zákon odrazu od zrcadla: úhel dopadu se rovná úhlu odrazu.

b) Snell̊uv zákon lomu: na rozhrańı dvou prostřed́ı se světlo lomı́ tak, že

c1
c2

=
sinα1

sinα2

,

kde αi je úhel paprsku od normály rozhrańı a ci je rychlost světla v prostřed́ı i.

Odvozeńı udělejte

a) pro rovinné zrcadlo a rozhrańı (což vede na minimalizaci bez omezeńı),

b) (?) pro zrcadlo a rozhrańı tvaru obecné plochy s rovnićı g(x) = 0. Dokážete naj́ıt
situaci, kdy skutečná dráha paprsku má čas věťśı než j́ı bĺızké dráhy?

8.14. Rozděleńı pravděpodobnosti diskrétńı náhodné proměnné je funkce p: {1, . . . , n} → R+

(tj. soubor nezáporných č́ısel p(1), . . . , p(n)) splňuj́ıćı
∑n

x=1 p(x) = 1.

a) Entropie náhodné proměnné s rozděleńım p je rovna −∑n
x=1 p(x) log p(x), kde log

je přirozený logaritmus. Najděte rozděleńı s maximálńı entropíı. Udělejte totéž za
omezeńı, že je předepsána středńı hodnota µ =

∑m
i=1 x p(x).

b) Dokažte Gibbsovu nerovnost (též zvanou informačńı nerovnost): pro každé dvě rozděleńı
p, q plat́ı

∑n
x=1 p(x) log q(x) ≥∑n

x=1 p(x) log p(x), přičemž rovnost nastává jen tehdy,
když p = q.
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8.15. (?) Máme trojúhelńık se stranami délek a, b, c. Uvažujme bod, který má takovou polohu,
že součet čtverc̊u jeho vzdálenost́ı od stran trojúhelńıku je nejmenš́ı možný. Jaké budou
vzdálenosti x, y, z tohoto bodu od stran trojúhelńıku?

8.16. Popǐste množinu řešeńı soustavy

x+ 2y + z = 1

2x− y − 2z = 2.

Najděte takové řešeńı soustavy, aby výraz
√
x2 + y2 + z2 byl co nejmenš́ı.

8.17. Minimalizujte xTx za podmı́nky aTx = 1. Jaký je geometrický význam úlohy?

8.18. Maximalizujte aTx za podmı́nky xTx = 1. Jaký je geometrický význam úlohy?

8.19. Minimalizujte xTAx za podmı́nky bTx = 1, kde A je pozitivně definitńı.

8.20. Minimalizujte ‖Cx‖ za podmı́nky Ax = b, kde C je čtvercová nebo úzká s lineárně
nezávislými sloupci.

8.21. (?) Minimalizujte ‖Cx‖ za podmı́nek Ax = 0 a xTx = 1.

8.22. (?) Minimalizujte ‖Ax‖ za podmı́nek xTCx = 1, kde C je positivně definitńı.

8.23. (?) Jaké muśı být vlastnosti matice A a vektoru b, aby max{ ‖Ax‖ | bTx = 0 } = 0?
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Kapitola 9

Numerické algoritmy na hledáńı
volných lokálńıch extrémů

Zde se budeme věnovat numerickým iteračńım algoritmům na nalezeńı volného lokálńıho min-
ima diferencovatelných funkćı na množině Rn.

9.1 Rychlost konvergence iteračńıch algoritmů

Iteračńı algoritmus konstruuje posloupnost bod̊u xk, která se bĺıž́ı k řešeńı x. Zkoumejme
rychlost, s jakou se posloupnost zbytk̊u ak = ‖xk − x‖ bĺıž́ı nule. Tato posloupnost je zjevně
nezáporná, ak ≥ 0, a pokud algoritmus konverguje, máme limk→∞ ak = 0.

Pokud existuje limita

lim
k→∞

ak+1

ak
= r, (9.1)

řekneme, že posloupnost {ak} konverguje

• sublineárně, pokud r = 1

• lineárně, pokud 0 < r < 1

• superlineárně, pokud r = 0.

Je jasné, že č́ım je r menš́ı, t́ım posloupnost konverguje ‘rychleji’. Sublineárńı konvergence zna-
mená velmi (často nepoužitelně) pomalý algoritmus. Lineárńı konvergence znamená přijatelnou
rychlost, přibližně rovnou rychlosti konvergence geometrické řady. Většina numerických algo-
ritmů konverguje lineárně. Superlineárńı konvergence znamená výborný algoritmus.

Př́ıklad 9.1.

1. Posloupnost {ak} = {2−k} =
{

1
2
, 1

4
, 1

8
, 1

16
, . . .

}
konverguje lineárně, protože ak+1/ak = 1/2,

což je nezávislé na k. Posloupnost je obyčejná geometrická řada.

2. Posloupnost {ak} = {1/k} =
{

1, 1
2
, 1

3
, 1

4
, . . .

}
konverguje sublineárně, protože ak+1/ak =

k/(k + 1), což pro k →∞ se bĺıž́ı 1.

3. Posloupnost {ak} = {2−2k} =
{

1
4
, 1

16
, 1

256
, . . .

}
konverguje superlineárně, protože

ak+1

ak
=

2−2k+1

2−2k = 2−2k+1+2k

= 2−2k

�

a tedy limita (9.1) je rovna 0.
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Uvědomte si, jak fantasticky rychlá je to konvergence. Znamená to, že ak+1 = ak
2, tj. s

každou iteraćı se zhruba zdvojnásob́ı počet platných cifer . Strojové přesnosti dosáhneme
za několik málo iteraćı.

4. Posloupnost {ak} = {k−k} konverguje superlineárně (limitu (9.1) spočtěte!).

5. Pro posloupnost {ak} =
{

1
2
, 1

2
, 1

4
, 1

4
, 1

8
, 1

8
, . . .

}
, tj. ‘koktavou’ verzi posloupnosti {2−k},

limita (9.1) neexistuje, protože výraz ak+1/ak je jiný pro sudé a pro liché k.

Posledńı př́ıklad ukazuje nedostatečnost stávaj́ıćı definice: limita (9.1) neexistuje, přesto
že posloupnost je jinak ‘rozumná’. Proto se zavád́ı obecněǰśı definice. Řekneme, že posloup-
nost {ak} konverguje alespoň sublineárně [lineárně, superlinárně], existuje-li posloupnost {a′k},
která konverguje sublineárně [lineárně, superlinárně] a a′k ≥ ak pro každé k. Např. posloupnost
z př́ıkladu 5 výše konverguje alespoň lineárně, protože můžeme zvolit a′k = 2−k/2.

9.2 Metoda zlatého řezu

(Tato část je nepovinná.)
Půleńı intervalu je známá iteračńı metoda na hledáńı nulové hodnoty spojité funkce

g: R→ R (tj. hledáńı kořene rovnice g(x) = 0), bez nutnosti poč́ıtáńı jej́ıch derivaćı (které ani
nemusej́ı existovat). Na začátku iterace jsou dány dva body x1 a x2 takové, že g(x1)g(x2) < 0.
Tedy v intervalu 〈x1, x2〉 muśı ležet aspoň jeden kořen. Zjist́ıme hodnotu funkce g(x3) v bodě
x3 = (x1 + x2)/2. Nezbytně bude bud’ g(x1)g(x3) < 0 nebo g(x3)g(x2) < 0 nebo g(x3) = 0. V
prvńım př́ıpadě interval 〈x1, x2〉 nahrad́ıme intervalem 〈x1, x3〉, ve druhém př́ıpadě intervalem
〈x3, x2〉. Pokračujeme stejně. Všimněme si, že v každé iteraci se interval neučitosti zúž́ı na
polovinu.

Hledejme nyńı nikoliv nulovou hodnotu, ale minimum funkce f : R → R. Nemáme opět
př́ıstup k derivaćım (které nemusej́ı existovat). Přepodkládáme, že funkce je na daném počátečńım
intervalu 〈x1, x2〉 spojitá a unimodálńı – tj. existuje bod x∗ tak, že na intervalu 〈x1, x

∗〉 funkce
striktně klesá a na intervalu 〈x∗, x2〉 striktně roste. Zat́ımco v metodě p̊uleńı intervalu stačilo
pro zúžeńı intervalu přidat jediný bod, zde potřebujeme do intervalu umı́stit dva body, x3 a x4.
Tedy máme čtyři body tak, že x1 < x3 < x4 < x2. Muśı nastat jeden z těchto př́ıpad̊u:

1. f(x3) ≤ f(x4). Minimum je nutně v intervalu 〈x1, x4〉.
2. f(x3) > f(x4). Minimum je nutně v intervalu 〈x3, x2〉.

Z̊ustává otázka, jak volit pozici bod̊u, aby bylo zaručeno největš́ı možné zmenšeńı intervalu
neurčitosti, a to při obou možnostech 1 a 2. Jedna možnost je zvolit x3 a x4 bĺızko vedle sebe
symetricky uprostřed intervalu 〈x1, x2〉, tj.

x3 =
x1 + x2

2
− δ, x4 =

x1 + x2

2
+ δ

pro nějaké velmi malé δ > 0. Toto však nezaručuje největš́ı možné zúžeńı intervalu neurčitosti.
Označme a = x3−x1, b = x2−x3, c = x4−x3. Aby byl interval v (k+ 1)-ńı iteraci rozdělen

ve stejném poměru jako v k-té iteraci, a to nezávisle na tom jaká z možnost́ı 1 a 2 nastane,
potřebujeme

b

a
=
a

c
=

b

b− c.
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Odtud dostaneme ϕ − ϕ−1 = 1, kde jsme označili b
a

= ϕ. Kladný kořen této rovnice je č́ıslo

ϕ = (1 +
√

5)/2 ≈ 1.618, známé z antiky jako zlatý řez. Máme zaručeno, že v daľśı iteraci
bude interval neurčitosti ϕ-krát kratš́ı.

Kdy skončit algoritmus zlatého řezu? Lze ukázat, že kv̊uli zaokrouhlovaćım chybám nejde
interval neurčitosti zmenšit na méně než asi

√
ε, kde ε je strojová přesnost.

Metoda p̊uleńı intervalu a metoda zlatého řezu jsou určeny pouze pro funkce jedné proměnné.
Obě konverguj́ı lineárně. To se dá ukázat z toho, že se v každé iteraci interval neurčitosti zmenš́ı
o jistý konstantńı poměr, v prvńım př́ıpadě 1

2
, ve druhém ϕ.

9.3 Sestupné metody

Iteračńı algoritmy na hledáńı lokálńıho minima funkce f : Rn → R maj́ı tvar

xk+1 = xk + αk sk, (9.2)

kde vektor sk ∈ Rn je směr hledáńı a skalár αk > 0 je délka kroku. Ve velké tř́ıdě algo-
ritmů zvaných sestupné metody (descent methods) hodnota funkce monotonně klesá, tedy
f(xk+1) < f(xk). Existuj́ı ale i algoritmy, ve kterých hodnota f(xk) neklesá monotonně (tj.
někdy stoupne a někdy klesne) a přesto konverguj́ı k optimu (např. subgradientńı metody).

Směr sk se nazývá sestupný, jestliže

f ′(xk) sk < 0, (9.3)

tedy směrová derivace ve směru sk je záporná. Pokud v bodě xk existuje sestupný směr, existuje
délka kroku αk > 0 tak, že f(xk+1) < f(xk). Pokud v bodě xk sestupný směr neexistuje, vektor
f ′(xk) je nutně nulový (proč?). Našli jsme tedy stacionárńı bod. V tom př́ıpadě xk může (a
skoro vždy je) ale také nemuśı být lokálńı minimum.

Máme-li sestupný směr, optimálńı délku kroku αk najdeme minimalizaćı funkce f na polopř́ımce
z bodu xk ve směru sk. Tedy minimalizujeme funkci jedné proměnné

ϕ(αk) = f(xk + αksk) (9.4)

přes všechny αk ≥ 0. Tato úloha je v kontextu v́ıcerozměrné optimalizace nazývána line search.
Úlohu stač́ı často řešit přibližně. Takovou přibližnou metodu neńı obt́ıžné vymyslet a proto se
j́ı dále nebudeme zabývat.

Dále uvedeme nějznáměǰśı zástupce sestupných metod.

9.4 Gradientńı metoda

Tato nejjednodušš́ı metoda voĺı zvolit směr sestupu jako záporný gradient funkce f v bodě xk:

sk = −f ′(xk)T = −∇f(xk). (9.5)

Tento směr je sestupný, což je okamžitě vidět dosazeńım do (9.3).
Rychlost konvergence gradientńı metody je lineárńı. Konvergence je často pomalá kv̊uli

‘cik-cak’ chováńı.
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9.4.1 Závislost na lineárńı transformaci souřadnic

Transformujme vektor proměnných x lineárńı transformaćı x̃ = Ax, kde A je čtvercová
regulárńı matice. Je jasné, že úloha v nových proměnných bude mı́t stejné optimum jako v
p̊uvodńıch proměnných. Tedy

min
x
f(x) = min

x̃
f̃(x̃), kde f̃(x̃) = f̃(Ax) = f(x) = f(A−1x̃).

Iterace gradientńı metody v nových proměnných je

x̃k+1 = x̃k − αk f̃ ′(x̃k)T . (9.6)

Zkoumejme, jaké iteraci to odpov́ıdá v p̊uvodńıch proměnných. K tomu potřebujeme vyjádřit (9.6)
v proměnných x. Použit́ım řetězového pravidla odvod́ıme

f̃ ′(x̃) =
df̃(x̃)

dx̃
=

df̃(x̃)

dx

dx

dx̃
=

df(x)

dx

dx

dx̃
= f ′(x)A−1.

Dosazeńım za x̃ a f̃ ′(x̃) do (9.6) a úpravou dostaneme

xk+1 = xk − αk (ATA)−1f ′(xk)
T . (9.7)

To lze napsat ve tvaru (9.2) se směrem hledáńı

sk = −(ATA)−1f ′(xk)
T . (9.8)

Tento směr se lǐśı od p̊uvodńıho směru (9.5) vynásobeńım matićı (ATA)−1. Vid́ıme tedy, že
gradientńı metoda neńı invariantńı v̊uči lineárńı transformaci souřadnic.

Ovšem lze ukázat, že nový směr (9.8) je také sestupný. Dosazeńım (9.5) do (9.3) to znamená,
že −f ′(xk)(ATA)−1f ′(xk)

T < 0. To je ale pravda, nebot’ matice ATA a tedy i jej́ı inverze je
pozitivně definitńı, viz Cvičeńı 5.18.

Na vzorec (9.8) se lze d́ıvat ještě obecněji. Je jasné, že směr sk = −C−1
k f ′(xk)

T je sestupný,
je-li matice Ck pozitivně definitńı. Dá se ukázat i opak, totiž že každý sestupný směr lze napsat
takto. Matice Ck může být jiná v každém kroku. Uvid́ıme, že algoritmy uvedené dále budou
mı́t vždy tento tvar.

9.5 Newtonova metoda

Newtonova metoda (také zvaná Newtonova-Raphsonova) je slavný iteračńı algoritmus na
řešeńı soustav nelineárńıch rovnic. Lze ho použ́ıt i na minimalizaci funkce tak, že hledáme
nulový gradient. Oba zp̊usoby použit́ı ted’ poṕı̌seme.

9.5.1 Použit́ı na soustavy nelineárńıch rovnic

Řešme rovnici g(x) = 0, kde g: Rn → Rn je diferencovatelné zobrazeńı. Jedná se tedy o soustavu
n rovnic s n neznámými, které obecně mohou být nelineárńı. Zobrazeńı g aproximujeme v okoĺı
bodu xk Taylorovým polynomem prvńıho řádu

g(x) ≈ ĝ(x) = g(xk) + g′(xk) (x− xk), (9.9)
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kde g′(xk) je derivace zobrazeńı v bodě xk, tedy (Jacobiho) matice rozměru n × n. Daľśı
iteraci xk+1 najdeme řešeńım nehomogenńı lineárńı soustavy ĝ(xk+1) = 0. Pokud je Jacobiho
matice regulárńı, řešeńım je

xk+1 = xk − g′(xk)
−1 g(xk). (9.10)

Viz obrázek:

0 x�
g(x) ĝ(x) = g(xk) + g0(xk)(x� xk)

xkxk+1
Př́ıklad 9.2. Babylónská metoda na výpočet druhé odmocniny č́ısla a ≥ 0 je dána iteraćı

xk+1 =
1

2

(
xk +

a

xk

)
.

To neńı nic jiného než Newtonova metoda pro řešeńı rovnice 0 = g(x) = x2 − a. Opravdu,

xk+1 = xk −
g(x)

g′(x)
= xk −

x2 − a
2x

= xk −
1

2

(
xk −

a

xk

)
=

1

2

(
xk +

a

xk

)
.

�

Př́ıklad 9.3. Hledejme pr̊useč́ık křivek (x− 1)2 + y2 = 1 a x4 + y4 = 1. Máme n = 2 a

x=(x, y)=

[
x
y

]
, g(x)=g(x, y)=

[
(x− 1)2 + y2 − 1
x4 + y4 − 1

]
, g′(x)=g′(x, y)=

[
2(x− 1) 2y

4x3 4y3

]
.

Iterace (9.10) je [
xk+1

yk+1

]
=

[
xk
yk

]
−
[
2(xk − 1) 2yk

4xk
3 4yk

3

]−1 [
(xk − 1)2 + yk

2 − 1
xk

4 + yk
4 − 1

]
.

Načrtneme-li si obě křivky, vid́ıme, že maj́ı dva pr̊useč́ıky. Zvolme počátečńı odhad pro horńı
pr̊useč́ık (x0, y0) = (1, 1). Prvńı iterace bude[

x1

y1

]
=

[
1
1

]
−
[
0 2
4 4

]−1 [
0
1

]
=

[
0.75

1

]
.

Šestá iterace má již 15 platných cifer, (x6, y6) = ( 0.671859751039018, 0.944629015546222 ). �

Newtonova metoda konverguje obvykle (i když ne vždy) superlineárně, tedy velmi rychle.
Jej́ı nevýhodou je, že je nutno zač́ıt poměrně přesnou aproximaćı x0 skutečného řešeńı, jinak
algoritmus snadno diverguje nebo konverguje k něčemu jinému než k řešeńı soustavy g(x) = 0.
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9.5.2 Použit́ı na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze použ́ıt pro hledáńı lokálńıho extrému dvakrát diferencovatelné funkce
f : Rn → R tak, že v algoritmu (9.10) polož́ıme g(x) = f ′(x)T . T́ım dostaneme iteraci

xk+1 = xk − f ′′(xk)−1 f ′(xk)
T , (9.11)

kde f ′′(xk) je Hessova matice funkce f v bodě xk.
Význam iterace (9.10) byl takový, že se zobrazeńı g aproximovalo Taylorovým polynomem

prvńıho řádu (tedy afinńım zobrazeńım) a pak se našel kořen tohoto polynomu. Význam iter-
ace (9.11) je takový, že se funkce f aproximuje Taylorovým polynomem druhého řádu (tedy
kvadratickou funkćı) a pak se najde minimum této kvadratické funkce. Odvod’te podrobně, že
tomu tak je!

xk

f(x)

xk+1x∗

f̂(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + 1
2 (x− xk)T f ′′(x)(x− xk)

Iteraci (9.11) lze napsat v obecněǰśım tvaru (9.2), kde

sk = −f ′′(xk)−1f ′(xk)
T . (9.12)

Výhodou tohoto zobecněńı je možnost zvolit optimálńı (ne nutně jednotkovou) délku kroku
pomoćı jednorozměrné minimalizace (9.4). Algoritmu (9.11) s jednotkovou délkou kroku se pak
ř́ıká čistá Newtonova metoda.

Vektoru (9.12) ř́ıkáme Newton̊uv směr. Aby to byl sestupný směr, muśı být

f ′(xk) sk = −f ′(xk) f ′′(xk)−1f ′(xk)
T < 0.

Postačuj́ıćı podmı́nkou pro to je, aby Hessova matice f ′′(xk) (a tedy i jej́ı inverze) byla pozitivně
definitńı.

9.6 Gaussova-Newtonova metoda

Řešme soustavu rovnic g(x) = 0 pro g: Rn → Rm, tedy soustavu m rovnic s n neznámými.
Dovoĺımem ≥ n, tj. soustava může být přeurčená. Přibližné řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u
vede na minimalizaci funkce

f(x) = ‖g(x)‖2 = g(x)T g(x) =
m∑
i=1

gi(x)2, (9.13)

kde gi jsou složky zobrazeńı g. Speciálńım př́ıpadem je přibližné řešeńı přeurčené lineárńı ne-
homogenńı soustavy Ax = b, kde g(x) = b − Ax, čemuž jsme se věnovali v §4. Zde ovšem
předpokládáme obecně nelineárńı zobrazeńı g.
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Všimněte si, že zat́ımco v §9.4 a §9.5.2 bylo ćılem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme
minimalizovat funkci ve speciálńım tvaru (9.13). Nyńı máme dvě možnosti. Bud’ můžeme nasa-
dit na funkci (9.13) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkce, k čemuž se vrát́ıme v §9.6.1.
Nebo můžeme být chytřeǰśı a využ́ıt speciálńıho tvaru funkce (9.13), což uděláme ted’.

Aproximujme opět zobrazeńı g Taylorovým polynomem prvńıho řádu (9.9). Úloha (9.13)
pak vyžaduje minimalizovat ‖ĝ(x)‖2. To je úloha lineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u, kterou jsme
vyřešili v §4. Vede na normálńı rovnice

g′(xk)
T g′(xk) (x− xk) = −g′(xk)

T g(xk).

Pokud má Jacobiho matice g′(xk) plnou hodnost, řeš́ıme pomoćı pseudoinverze:

xk+1 = xk − [g′(xk)
T g′(xk)]

−1 g′(xk)
T︸ ︷︷ ︸

g′(xk)
+

g(xk) (9.14)

Algoritmus (9.14) je znám jako Gaussova-Newtonova metoda. Můžeme jej opět napsat
obecněji ve tvaru (9.2) se směrem hledáńı

sk = −[g′(xk)
T g′(xk)]

−1 g′(xk)
T g(xk). (9.15)

Pro m = n máme g′(xk)
+ = g′(xk)

−1, tedy Gaussova-Newtonova metoda se redukuje na
Newtonovu metodu (9.10) na řešeńı soustavy n rovnic s n neznámými.

Snadno spoč́ıtáme (viz 7.6) derivaci účelové funkce (9.13), je rovna f ′(x) = 2g(x)Tg′(x). Z
toho vid́ıme, že Gauss̊uv-Newton̊uv směr (9.15) lze psát ekvivalentně jako

sk = −1
2
[g′(xk)

T g′(xk)]
−1 f ′(xk)

T . (9.16)

Tento směr se lǐśı od gradientńıho směru (9.5) pouze násobeńım matićı 1
2
[g′(xk)

T g′(xk)]
−1.

Pokud Jacobián g′(xk) má plnou hodnost (tedy n), tato matice je pozitivně definitńı. Podobnou
úvahou jako v §9.4.1 dostaneme, poněkud překvapivě, že směr (9.15) je vždy sestupný.

‘Čistá’ Gaussova-Newtonova metoda (tj. s jednotkovou délkou kroku) může divergovat.
Protože ale Gauss̊uv-Newton̊uv směr je vždy sestupný, alespoň přibližnou optimalizaćı délky
kroku αk lze zajistit konvergenci.

9.6.1 Rozd́ıl proti plné Newtonově metodě

Předpokládejme, že bychom optimalizovali naš́ı účelovou funkci (9.13) př́ımo Newtonovou metodou
z §9.5.2. Spoč́ıtejme (proved’te i sami!) Hessián funkce (9.13):

f ′′(x) = 2g′(x)T g′(x) + 2
m∑
i=1

gi(x) g′′i (x).

Hessián je součtem členu obsahuj́ıćıho derivace prvńıho rádu a členu obsahuj́ıćıho derivace
druhého řádu. Vid́ıme, že směr (9.16) se lǐśı od Newtonova směru (9.12) zanedbáńım členu
druhého řádu v Hessiánu f ′′(xk). To se projevuje t́ım, že Gaussova-Newtonova metoda má horš́ı
lokálńı konvergenčńı chováńı než plná Newtonova metoda – ani v bĺızkém okoĺı řešeńı nemuśı
konvergovat superlineárně. Na druhou stranu, vyhnuli jsme se poč́ıtáńı druhých derivaćı funkce
g, což je velké zjednodušeńı.
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9.6.2 Levenbergova-Marquardtova metoda

Levenbergova-Marquardtova metoda je široce použ́ıvané vylepšeńı Gaussovy-Newtonovy
metody, které matici g′(x)Tg′(x) v iteraci (9.14) nahrazuje matićı

g′(xk)
Tg′(xk) + µkI (9.17)

pro µk > 0. Vid́ıme, že:

• Pro malé µk se Levenbergova-Marquardtova iterace bĺıž́ı Gaussově-Newtonově iteraci.

• Pro velké µk je inverze matice (9.17) bĺızká µ−1
k I, tedy Levenbergova-Marquardtova iterace

je bĺızká xk+1 = xk − µ−1
k f ′(xk)

T . Ale to je iterace gradientńı metody s délkou kroku µ−1
k .

T́ım jsou spojeny výhody Gaussovy-Newtonovy metody (typicky rychlá konvergence v okoĺı
optima) a gradientńı metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru µk spojitě
přecháźıme mezi oběma metodami.

Parametr µk měńıme během algoritmu. Začneme např. s µ0 = 103 a pak v každé iteraci:

• Pokud iterace sńıžila účelovou funkci, iteraci přijmeme a µk zmenš́ıme.

• Pokud iterace nesńıžila účelovou funkci, iteraci odmı́tneme a µk zvětš́ıme.

Zvětšováńı a zmenšováńı µk děláme násobeńım a děleńım konstantou, např. 10. Všimněte si,
toto nahrazuje optimalizaci délky kroku αk, která v algoritmu nevystupuje.

Na algoritmus lze pohĺıžet i jinak. V iteraci (9.14) se poč́ıtá inverze matice g′(xk)
Tg′(xk).

Tato matice je sice vždy positivně semidefinitńı, ale může být bĺızká singulárńı (kdy se to
stane?). To neblaze ovlivńı stabilitu algoritmu. Matice (9.17) je ale vždy pozitivně definitńı
(viz Cvičeńı 5.19), a tedy regulárńı.

Poznámka na závěr. Probrané algoritmy jsou vlastně velmi jednoduché, je to zcela minimálńı
základ numerické optimalizace. Hroźı však nebezpeč́ı, že se v látce student ‘zamotá’. Muśı vám
být zcela jasné, jakou úlohu každý algoritmus řeš́ı! Udělejte si tabulku, ve které pro každý algo-
ritmus naṕı̌sete jednak účelovou funkci a jednak iteraci ve všech možných tvarech. Přemýšlejte
o tabulce a hledejte mezi algoritmy souvislosti.

9.7 Cvičeńı

9.1. Najděte lokálńı extrém funkce f(x, y) = x2−y+sin(y2−2x) čistou Newtonovou metodou.
Počátečńı odhad zvolte (x0, y0) = (1, 1).

9.2. V systému GPS máme m satelit̊u se známými souřadnicemi a1, . . . , am ∈ Rn a chceme
spoč́ıtat naše souřadnice x ∈ Rn z naměřených vzdálenost́ı yi = ‖ai−x‖. Tato měřeńı jsou
ovšem zat́ıžena chybou, proto obecně nebude žádné x vyhovuj́ıćı těmto rovnićım. Řešme
tuto přeurčenou nelineárńı soustavu ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u, tedy minimalizujme
funkci

f(x) =
m∑
i=1

(
‖ai − x‖ − yi

)2
.

Odvod’te iteraci Gaussovy-Newtonovy a Levenbergovy-Marquardtovy metody.

9.3. Máme m bod̊u v rovině o souřadnićıch (xi, yi), i = 1, . . . ,m. Tyto body chceme proložit
kružnićı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u – tj. hledáme kružnici se středem (u, v) a poloměrem
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r takovou, aby součet čtverc̊u kolmých vzdálenost́ı bod̊u ke kružnici byl minimálńı. Zformu-
lujte př́ıslušnou optimalizačńı úlohu. Odvod’te iteraci Gaussovy-Newtonovy a Levenbergovy-
Marquardtovy metody.

9.4. Mějme křivky (x − 3)2 + y2 = 1 a x4 + y4 = 1. Tyto křivky nemaj́ı společný pr̊useč́ık,
tedy soustava rovnic je přeurčená, i když má stejný počet rovnic jako neznámých. Řešte
ji Gauss-Newtonovou metodou. Křivky si načrtněte a podle toho zvolte počátečńı odhad.
Odpovězte na následuj́ıćı otázku: pokud metoda konverguje ke globálńımu maximu, bude
toto maximum bod, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı k oběma křivkám?
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Kapitola 10

Konvexńı množiny

10.1 Čtyři kombinace a čtyři obaly

Necht’ V je lineárńı prostor. Vážený součet α1x1 + · · ·+αkxk vektor̊u x1, . . . ,xk ∈ V se nazývá
jejich

lineárńı kombinace, jestliže α1, . . . , αk ∈ R.
afinńı kombinace, jestliže α1, . . . , αk ∈ R, α1 + · · ·+ αk = 1.

nezáporná kombinace, jestliže α1, . . . , αk ∈ R, α1, . . . , αk ≥ 0.
konvexńı kombinace, jestliže α1, . . . , αk ∈ R, α1 + · · ·+ αk = 1, α1, . . . , αk ≥ 0.

Množina, která je uzavřená v̊uči

lineárńım kombinaćım, se nazývá lineárńı podprostor.
afinńım kombinaćım, se nazývá afinńı podprostor.

nezáporným kombinaćım, se nazývá konvexńı kužel.
konvexńım kombinaćım, se nazývá konvexńı množina.

Lineárńı [afinńı, nezáporný, konvexńı] obal vektor̊u x1, . . . ,xk je množina všech jejich
lineárńıch [afinńıch, nezáporných, konvexńıch] kombinaćı. Obecněji, obal (konečné či nekonečné)
množiny X ⊆ V je množina kombinaćı všech konečných podmnožin X. Ekvivalentńı definice
obal̊u: Lineárńı [afinńı, nezáporný, konvexńı] obal množiny X ⊆ Rn je nejmenš́ı lineárńı pod-
prostor [afinńı podprostor, konvexńı kužel, konvexńı množina] obsahuj́ıćı množinu X.

Cvičeńı: Nakreslete lineárńı, afinńı, nezáporný a konvexńı obal k bod̊u v Rn pro devět
př́ıpad̊u k, n ∈ {1, 2, 3}.

10.2 Konvexńı množiny

Zdaleka nejd̊uležitěǰśı nový pojem je konvexńı množina. Věnujme se j́ı podrobněji.
Množina U ⊆ V se nazývá konvexńı množina, pokud je uzavřená v̊uči konvexńım kom-

binaćım, tj. každá konvexńı kombinace bod̊u z U patř́ı do U . Toto je (což lze dokázat indukćı)
ekvivalentńı tvrzeńı, že každá konvexńı kombinace dvojice bod̊u z U patř́ı do U . Jinými slovy,
množina je konvexńı, pokud každá úsečka s krajńımi body v množině lež́ı celá v množině.

Věta 10.1. Pr̊unik (i nekonečně mnoha) konvexńıch množin je konvexńı množina.

Důkaz je snadný.
Sjednoceńı konvexńıch množin ale nemuśı být konvexńı množina.
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10.3 Konvexńı polyedry

(Uzavřený) poloprostor je množina {x ∈ Rn | aTx ≥ b } pro nějaké a ∈ Rn, b ∈ R.

Definice 10.1. Konvexńı polyedr je pr̊unik konečně mnoha poloprostor̊u, tedy množina

X = {x ∈ Rn | Ax ≥ b }.

Tato definice samozřejmě dovoluje i omezeńı typu rovnosti aTx = b, které jdou složit ze dvou
omezeńı aTx ≤ b a aTx ≥ b. Pak je polyedr pr̊unikem poloprostor̊u a nadrovin. Nadrovina je
ale také pr̊unik dvou poloprostor̊u.

Jelikož poloprostor je očividně konvexńı množina, plyne konvexita konvexńıho polyedru z
Věty 10.1. Všimněte si, že konvexńı polyedr nemuśı být omezený.

Př́ıklad 10.1. Př́ıklady konvexńıch polyedr̊u:

• Prázdná množina ∅.
• Celý prostor Rn.

• Jediný bod.

• Př́ımka, at’ už procházej́ıćı nebo neprocházej́ıćı počátkem.

• Nadrovina {x ∈ Rn | aTx = b }.
• Afinńı podprostor.

• Polopř́ımka {x0 + αs | α ≥ 0 }.
• Poloprostor. Bud’ uzavřený {x ∈ Rn | aTx ≥ b } nebo otevřený {x ∈ Rn | aTx > b }.
• Pás {x ∈ Rn | b1 ≤ aTx ≤ b2 }.
• Platónova tělesa v R3.

• Hyperkrychle {x ∈ Rn | −1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n }.
• Simplex, to jest konvexńı obal n+ 1 afinně nezávislých bod̊u.

• Standardńı simplex {x ∈ Rn | xi ≥ 0,
∑n

i=1 xi ≤ 1 }.
• Pravděpodobnostńı simplex {x ∈ Rn | xi ≥ 0,

∑n
i=1 xi = 1 } (množina všech rozděleńı

pravděpodobnosti diskrétńı náhodné proměnné).

• Zobecněný osmistěn {x ∈ Rn |∑n
i=1 |xi| ≤ 1 }. �

10.3.1 Dvě reprezentace polyedru

Bod x ∈ X nazveme extrémńı bod konvexńı množiny X, pokud neńı roven konvexńı kombinaci
jiných bod̊u množiny X. Extrémńı body konvexńıho poleydru nazýváme jeho vrcholy.

Věta 10.2. Konvexńı obal konečně mnoha bod̊u je omezený konvexńı polyedr. Obráceně,
omezený1 konvexńı polyedr je konvexńım obalem svých vrchol̊u.

Máme tedy dvě reprezentace omezeného polyedru:

1 Pro neomezené konvexńı polyedry plat́ı podobná věta, kterou zde nebudeme uvádět. V ńı kromě vrchol̊u
vystupuj́ı paprsky , což jsou polopř́ımky, podél nichž polyedr ub́ıhá do nekonečna.
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• H-reprezentace: pr̊unik konečně mnoha poloprostor̊u (’H’ jako ’half-space’)

• V-reprezentace: konvexńı obal konečně mnoha bod̊u (’V’ jako ’vertex’)

Přechod od jedné reprezentace ke druhé může být výpočetně velmi těžký nebo i nemožný.
Důvodem je to, že polyedr definovaný jako pr̊unik malého počtu (přesněji, tento počet je poly-
nomiálńı funkćı dimenze n) poloprostor̊u může mı́t obrovský (exponenciálńı v dimenzi n) počet
vrchol̊u. Naopak, polyedr s malým počtem vrchol̊u může mı́t exponenciálńı počet facet. Tedy
algoritmus, který převád́ı H-reprezentaci na V -reprezentaci nebo naopak, by při polynomiálně
dlouhém vstupu musel vydat exponenciálně dlouhý výstup.

Př́ıklad 10.2.

• Simplex (tedy konvexńı obal n + 1 bod̊u) je konvexńı polyedr, který má n + 1 vrchol̊u a
n+ 1 facet.

• Hyperkrychle má 2n facet, ale 2n vrchol̊u.

• Zobecněný osmistěn {x ∈ Rn | ∑i |xi| ≤ 1 } má 2n vrchol̊u, ale 2n facet (je to v jistém
smyslu duálńı polyedr k hyperkrychli). �

10.4 Cvičeńı

10.1. Které z následuj́ıćıch množin jsou konvexńı polyedry? Pokud je množina konvexńı polyedr,
dokážete ji vyjádřit ve tvaru {x | Ax ≥ b } (tj. jako pr̊unik poloprostor̊u)?

a) { 2y1 + 3y2 | −1 ≤ y1 ≤ 1, −1 ≤ y2 ≤ 1 }
b)
{

x ∈ Rn | x ≥ 0, 1Tx = 1,
∑

i x1ai = b1,
∑

i xiai
2 = b2

}
, kde ai, b1, b2 jsou dané

skaláry

c) {x ∈ Rn | ‖x− a‖ ≤ ‖x− b‖ }, kde a,b jsou dány

d) {Cy | y ≥ 0 }, kde matice C je dána

e) {Cy | ‖y‖ ≤ 1 }, kde matice C je dána

10.2. Dokažte z definice konvexńı množiny, že následućıćı množiny jsou konvexńı:

a) interval 〈a, b〉 ⊆ R
b) {x ∈ Rn | Ax ≤ b, Cx = d }
c) Množina všech positivně definitńıch matic rozměru n× n.

d) {x ∈ Rn | xTAx ≤ 1 }, kde A je pozitivně semidefinitńı

10.3. Mějme m vektor̊u a1, . . . , am ∈ Rn. Pro každé i = 1, . . . ,m definujme množinu

Xi = {x ∈ Rn | ‖x− ai‖ ≤ ‖x− aj‖ ∀j 6= i }.

Dokažte, že množiny X1, . . . , Xm jsou konvexńı. Ukažte, že tyto množiny tvoř́ı rozklad
množiny Rn.

10.4. Které z následuj́ıćıch množin jsou konvexńı? Pokud to jde, zkuste množinu načrtnout v
prostoru malé dimenze.

a) {x ∈ Rn |∑n
i=1 xi = 1 }

(Řešeńı: Nadrovina, tedy konvexńı.)
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b) {x ∈ Rn |∑n
i=1 xi ≥ 1 }

(Řešeńı: Poloprostor, tedy konvexńı.)

c) {x ∈ Rn | x ≥ 0,
∑n

i=1 xi = 1 }
(Řešeńı: Pr̊unik poloprostor̊u a nadroviny, tedy konvexńı polyedr.)

d) {x ∈ Rn | x ≥ 0,
∑n

i=1 xi ≤ 1 }
(Řešeńı: Pr̊unik poloprostor̊u, tedy konvexńı polyedr.)

e) Rn \ {x ∈ Rn |∑n
i=1 xi ≥ 1 }

(Řešeńı: Doplněk uzavřeného poloprostoru, tedy otevřený poloprostor, tedy kon-
vexńı.)

f) Rn \ {x ∈ Rn | x ≥ 0,
∑n

i=1 xi ≤ 1 }
(Řešeńı: Doplněk simplexu, neńı konvexńı.)

g) {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1 }
(Řešeńı: Sféra (koule bez vnitřku), neńı konvexńı.)

h) {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1 }
(Řešeńı: Otevřená koule, konvexńı.)

i) {A ∈ Rn×n | A = −AT } kde Rn×n znač́ı množinu všech matic n× n
(Řešeńı: Lineárńı podprostor prostoru Rn×n, konvexńı.)

j) { (x, y) ∈ R2 | x ≥ 0, y ≥ 0, xy = 1 }
(Řešeńı: Graf jedné větve hyperboly, neńı konvexńı množina).

k) { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2 } ∩ { (x, y) ∈ R2 | (x− 1)2 + y2 ≤ 2 }
(Řešeńı: Pr̊unik dvou kouĺı, konvexńı.)
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Kapitola 11

Lineárńı programováńı

Úloha lineárńıho programováńı (LP, také zvané lineárńı optimalizace) znamená minimalizaci
či maximalizaci lineárńı funkce za podmı́nek afinńıch rovnost́ı a nerovnost́ı. Neboli v obecné
formulaci (1.3) je funkce f lineárńı a funkce gi, hi jsou afinńı.

Množina př́ıpustných řešeńı úlohy LP je konvexńı polyedr. Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 11.1. Lineárńı funkce nabývá na konvexńı množině svého minima v jednom nebo v́ıce
extrémńıch bodech této množiny.

Tedy pokud má úloha LP optimálńı řešeńı, nabývá se vždy alespoň v jednom vrcholu
množiny př́ıpustných řešeńı.

Př́ıklad 11.1. Pokud úloha LP má pouze dvě proměnné, můžeme ji řešit graficky pomoćı
obrázku v rovině. Zkuste to např. pro úlohu

min 3x1 + 4x2

za podmı́nek x1 + 2x2 ≤ 14
3x1 − x2 ≥ 0
x1 − x2 ≤ 2 �

11.1 Různé tvary úloh LP

Při zápisu úlohy LP je zvykem odděleně zapisovat obecná lineárńı omezeńı a omezeńı na
znaménka jednotlivých proměnných. Obecnou úlohu LP tedy zaṕı̌seme takto:

min (nebo max) c1x1 + · · ·+ cnxn

za podmı́nek ai1x1 + · · ·+ ainxn ≥ bi, i ∈ I+
ai1x1 + · · ·+ ainxn ≤ bi, i ∈ I−
ai1x1 + · · ·+ ainxn = bi, i ∈ I0

xj ≥ 0 , i ∈ J+

xj ≤ 0 , i ∈ J−
xj ∈ R, j ∈ J0
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Zde I = {1, . . . ,m} = I0 ∪ I+ ∪ I− a J = {1, . . . , n} = J0 ∪ J+ ∪ J− jsou rozklady indexových
množin. Zápis xj ≥ 0 znač́ı, že proměnná xj může nabývat pouze nezáporných hodnot, zat́ımco
xj ∈ R znač́ı, že xj může nabývat libovolných hodnot.

Poč́ıtačové algoritmy na řešeńı LP často předpokládaj́ı úlohu v nějakém speciálńım tvaru,
kdy jsou dovoleny pouze jisté typy omezeńı. Nejčastěji už́ıvané speciálńı tvary jsou:

• Dovoĺıme pouze omezeńı typu ‘=’ a nezáporné proměnné (I+ = I− = J− = J0 = ∅), tj.

min c1x1 + · · ·+ cnxn

za podmı́nek ai1x1 + · · ·+ ainxn = bi, i = 1, . . . ,m
xj ≥ 0 , j = 1, . . . , n

To lze psát maticově jako min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }, kde x, c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n.
Tomuto tvaru se ř́ıká standardńı. Podotkněme ovšem, že názvoslov́ı jednotlivých tvar̊u LP
neńı jednotné, slova jako ‘standardńı tvar’, ‘základńı tvar’ či ‘kanonický tvar’ tedy mohou
znamenat v každé knize něco jiného.

• Tvar min{ cTx | Ax ≥ b, x ≥ 0 }.
• Tvar min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ Rn }.

Tyto spećıálńı tvary nemaj́ı menš́ı vyjadřovaćı schopnost než obecný tvar, nebot’ obecný tvar
se dá na libovolný speciálńı tvar převést pomoćı následuj́ıćıch operaćı:

• Minimalizaci nahrad́ıme maximalizaćı, nebot’ minx∈X f(x) = −maxx∈X [−f(x)].

• Rovnost ai1x1 + · · ·+ ainxn = bi nahrad́ıme dvěma nerovnostmi ai1x1 + · · ·+ ainxn ≤ bi a
ai1x1 + · · ·+ ainxn ≥ bi.

• Nerovnost ai1x1 + · · · + ainxn ≤ bi převedeme na rovnost přidáńım pomocné slackové
proměnné1 ui ≥ 0 jako ai1x1 + · · ·+ ainxn + ui = bi.

Jak převedeme nerovnost ai1x1 + · · ·+ ainxn ≥ bi na rovnost?

• Proměnnou bez omezeńı xi ∈ R rozděĺıme na dvě nezáporné proměnné x+
i ≥ 0, x−i ≥ 0

přidáńım podmı́nky xi = x+
i − x−i .

11.1.1 Po částech lineárńı účelová funkce

Mějme účelovou funkci

f(x) =
K

max
k=1

(cTk x + dk), (11.1)

kde ck ∈ Rn a dk ∈ R. Pro dané x tedy spoč́ıtáme č́ıslo f(x) tak, že vezmeme největš́ı z č́ısel
cTk x + dk pro k = 1, . . . , K (viz Cvičeńı 11.3). Uvažujme úlohu

min f(x)
za podmı́nek Ax = b

x ≥ 0
(11.2)

Toto neńı úloha LP, nebot’ účelová funkce f neńı lineárńı nebo afinńı, je pouze po částech afinńı
(později uvid́ıme, že je konvexńı, nebot’ maximum afinńıch funkćı je konvexńı funkce). Úloha

1 Slack znamená anglicky např. mezeru mezi zd́ı a skř́ıńı, která neńı zcela přiražená ke zdi. Termı́n slack
variable nemá ustálený český ekvivalent, někdy se překládá jako skluzová proměnná.
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jde ale převést na LP zavedeńım pomocné proměnné z:

min z
za podmı́nek cTk x + dk ≤ z, k = 1, . . . , K

Ax = b
x ≥ 0

Zde minimalizujeme přes proměnné x ∈ Rn a z ∈ R. Rozmyslete si dobře, proč maj́ı obě úlohy
stejné optimum!

Př́ıklad 11.2. Úloha
min max{ 3x1 + 4x2, 2x1 − 3x2 }

za podm. x1 + 2x2 ≤ 14
3x1 − x2 ≥ 0
x1 − x2 ≤ 2

neńı LP, protože účelová funkce f(x1, x2) = max{ 3x1 +4x2, 2x1−3x2 } neńı lineárńı ani afinńı.
Lze ji ale přeformulovat na

min z

za podm. 3x1 + 4x2 ≤ z
2x1 − 3x2 ≤ z
x1 + 2x2 ≤ 14

3x1 − x2 ≥ 0
x1 − x2 ≤ 2

což je LP, nebot’ účelová funkce f(x1, x2, z) = z je lineárńı a omezeńı jsou také lineárńı. �

Při těchto převodech je nutná opatrnost: pokud bychom v úloze (11.2) maximalizovali mı́sto
minimalizovali, převod na LP by nebyl možný.

Podobně lze často na LP převést úlohy, které obsahuj́ı minima a maxima v omezeńıch.

Př́ıklad 11.3. Úloha vlevo neńı LP, protože omezeńı max{x, y} ≤ 1 neńı lineárńı nerovost.
Ale dá se převést na LP vpravo:

min{x− y | x ≥ 0, y ≥ 0, max{x, y} ≤ 1 } = min{x− y | x ≥ 0, y ≥ 0, x ≤ 1, y ≤ 1 } �

11.2 Některé aplikace LP

Zde uvedeme typické aplikace LP. Zdaleka to ale neńı výčet všech aplikaćı, ten je totiž nepřeberný.
Dále doporučujeme prostudovat př́ıklady v §3.2 ve skriptech [?].

11.2.1 Optimálńı výrobńı program

Z m druh̊u surovin vyráb́ıme n druh̊u výrobk̊u.

• aij = množstv́ı suroviny druhu i potřebné na výrobu výrobku druhu j

• bi = množstv́ı suroviny druhu i, které máme k dispozici

• cj = zisk z vyrobeńı jednoho výrobku druhu j
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• xj = počet vyrobených výrobk̊u druhu j

Úkolem je zjistit, kolik jakých výrobk̊u máme vyrobit, abychom dosáhli největšiho zisku. Řešeńı:

max

{ n∑
j=1

cjxj

∣∣∣∣ n∑
j=1

aijxj ≤ bi, xj ≥ 0

}
. (11.3)

Př́ıklad 11.4. [?] Pán u stánku prodává luṕınky za 120 Kč/kg a hranolky za 76 Kč/kg. Na
výrobu 1 kg luṕınk̊u se spotřebuje 2 kg brambor a 0.4 kg oleje. Na výrobu 1 kg hranolku se
spotřebuje 1.5 kg brambor a 0.2 kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Brambory
stály 12 Kč/kg, olej 40 Kč/kg. Kolik má pán vyrobit luṕınk̊u a kolik hranolk̊u, aby co nejv́ıce
vydělal? To lze vyjádřit jako LP

max 120` + 76h

za podmı́nek 2` + 1.5h ≤ 100
0.4` + 0.2h ≤ 16

`, h ≥ 0

Přitom předpokládáme, že zbytky surovin se po pracovńı době vyhod́ı. Pokud se zbytky využij́ı,
tak maximalizujeme (120− 24− 16)`+ (76− 18− 8)h = 80`+ 50h. �

11.2.2 Směšovaćı (dietńı) problém

Z n druh̊u surovin, z nichž každá je směśı m druh̊u látek, máme namı́chat konečný produkt o
požadovaném složeńı tak, aby cena surovin byla minimálńı.

• aij = množstv́ı látky druhu i obsažené v jednotkovém množstv́ı suroviny druhu j

• bi = požadované množstv́ı látky druhu i v konečném produktu

• cj = jednotková cena suroviny druhu j

• xj = množstv́ı suroviny druhu j

Řešeńı:

min

{ n∑
j=1

cjxj

∣∣∣∣ n∑
j=1

aijxj = bi, xj ≥ 0

}
Př́ıklad je uveden ve Cvičeńı 11.5.

11.2.3 Dopravńı problém

Máme m výrobc̊u a n spotřebitel̊u.

• ai = množstv́ı zbož́ı vyráběné výrobcem i

• bj = množstv́ı zbož́ı požadované spotřebitelem j

• cij = cena dopravy jednotky zbož́ı od výrobce i ke spotřebiteli j

• xij = množstv́ı zbož́ı vezené od výrobce i ke spotřebiteli j

Chceme co nejlevněji rozvézt zbož́ı od výrobc̊u ke spotřebitel̊um. Řešeńı:

min

{ m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

∣∣∣∣ n∑
j=1

xij = ai,
m∑
i=1

xij = bj, xij ≥ 0

}
.
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Zadáńı muśı splňovat
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj (nab́ıdka muśı být rovna poptávce), jinak bude úloha

nepř́ıpustná. Úloha jde modifikovat tak, že dovoĺıme
∑m

i=1 ai ≥
∑n

j=1 bj (proved’te!).

11.2.4 Distribučńı problém

Máme m stroj̊u a n druh̊u výrobk̊u.

• ai = počet hodin, který je k dispozici na stroji i

• bj = požadované množstv́ı výrobku druhu j

• cij = cena jedné hodiny práce stroje i na výrobku typu j

• kij = hodinový výkon stroje i při výrobě výrobku druhu j

• xij = počet hodin, po který bude stroj i vyrábět výrobek druhu j

Pro každý ze stroj̊u máme určit, kolik výrobk̊u se na něm bude vyrábět. Řešeńı:

min

{ m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

∣∣∣∣ n∑
j=1

xij ≤ ai,

m∑
i=1

kijxij = bj, xij ≥ 0

}
.

11.3 Řešeńı přeurčených lineárńıch soustav

11.3.1 Vektorové normy

Definice 11.1. Funkce Rn → R se nazývá norma a znač́ı se ‖x‖, jestliže splňuje tyto axiomy:

1. Jestliže ‖x‖ = 0 pak x = 0.

2. ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖ pro každé λ ∈ R a x ∈ Rn (norma je kladně homogenńı).

3. ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ pro každé x,y ∈ Rn (trojúhelńıková nerovnost).

Z axiomů snadno vyplývaj́ı tyto daľśı vlastnosti normy:

• ‖0‖ = 0, což plyne z homogenity pro λ = 0

• ‖x‖ ≥ 0 pro každé x ∈ Rn. To jde odvodit tak, že v trojúhelńıkové nerovnosti polož́ıme
y = −x, což dá

‖x− x‖ = ‖0‖ = 0 ≤ ‖x‖+ ‖−x‖ = 2‖x‖,
kde na pravé straně jsme použili homogenitu.

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x.
Jednotková sféra normy je množina {x ∈ Rn | ‖x‖ = 1 } všech vektor̊u s jednotkovou

normou. Dı́ky axiomu homogenity je jednotková sféra středově symetrická a jej́ı tvar zcela
určuje normu.

Uved’me př́ıklady norem. Základńım př́ıkladem je `p-norma

‖x‖p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p.

Muśı být p ≥ 1, jinak neplat́ı trojúhelńıková nerovnost. Nejčastěji naraźıte na:

• ‖x‖1 = |x1| + · · · + |xn|. Někdy se j́ı ř́ıká manhattanská norma, protože v systému
pravoúhlých ulic je vzdálenost mezi body x a y rovna ‖x− y‖1.
• ‖x‖2 =

√
x1

2 + · · ·+ xn2 =
√

xTx. Je to známá eukleidovská norma.
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• ‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} (spoč́ıtejte podrobně limitu limp→∞ ‖x‖p!). Nazývá se Chebyševova
nebo max-norma.

Jednotkové sféry těchto norem v R2 vypadaj́ı takto:

10 10 10

‖x‖1 = 1 ‖x‖2 = 1 ‖x‖∞ = 1

Existuj́ı ale i normy, které nejsou `p-normy, např.

• ‖x‖ = 2|x1|+
√
x2

2 + x3
2 + max{|x4|, |x5|} je norma na R5.

• Je-li ‖x‖ norma a A je čtvercová nebo úzká matice s plnou hodnost́ı, je také ‖Ax‖ norma.

11.3.2 Řešeńı přeurčených soustav

Necht’ A ∈ Rm×n, kde m > n. Řešme přeurčenou nehomogenńı lineárńı soustavu Ax = b jako

min{ ‖Ax− b‖p | x ∈ Rn } (11.4)

(definice `p normy je v §11.3.1). Pro p = 2 dostaneme řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u,
kterým jsme se již zabývali v §4.

Pro p =∞ hledáme takové x, které minimalizuje výraz

‖Ax− b‖∞ =
m

max
i=1
|aTi x− bi|, (11.5)

tedy minimalizuje maximálńı residuum. Toto řešeńı je známé pod názvem minimaxńı nebo
Čebyševovo. Tato úloha je ekvivalentńı lineárńımu programu

min z

za podm. aTi x − bi ≤ z, i = 1, . . . ,m
−aTi x + bi ≤ z, i = 1, . . . ,m

který lze zapsat elegantněji jako

min{ z ∈ R | x ∈ Rn, −z1 ≤ Ax− b ≤ z1 }. (11.6)

Pro p = 1 hledáme takové x, které minimalizuje výraz

‖Ax− b‖1 =
m∑
i=1

|aTi x− bi|, (11.7)

Úloha je ekvivalentńı lineárńımu programu

min
m∑
i=1

zi

za podm. aTi x − bi ≤ zi, i = 1, . . . ,m
−aTi x + bi ≤ zi, i = 1, . . . ,m

který lze zapsat elegantněji jako

min{1Tz | z ∈ Rm, x ∈ Rn, −z ≤ Ax− b ≤ z }. (11.8)
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11.3.3 Použit́ı na robustńı regresi

Řešeńı ve smyslu `1 normy se použ́ıvá tehdy, když potřebujeme modelovat funkčńı závislost
naměřených dat (tedy děláme regresi, viz §4.2) a malá část dat je naměřená úplně špatně
(např. se někdo při zapisováńı č́ısel spletl v desetinné čárce). Takovým datovým bod̊um s hrubou
chybou se ř́ıká vychýlené body (outliers). Discipĺına zabývaj́ıćı se modelováńım funkčńıch
závislost́ı za př́ıtomnosti vychýlených bod̊u se nazývá robustńı regrese.

V tomto př́ıpadě řešeńı ve smyslu nejmenš́ıch čtverc̊u neńı vhodné (neńı ’robustńı’), protože
i jediný vychýlený bod velmi ovlivńı řešeńı. Řešeńı ve smyslu `1 normy tuto neblahou vlastnost
nemá, přesněji, má ji v menš́ı mı́̌re.

Ukážeme to na nejjednodušš́ım možném př́ıpadu regrese: odhad hodnoty jediného reálného
č́ısla ze souboru jeho nepřesných měřeńı. Mějme č́ısla y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm a řešme úlohu
(11.4) ve tvaru

min{ ‖1x− y‖p | x ∈ R }. (11.9)

• Pro p =∞ minimalizujeme funkci f(x) = maxmi=1 |x−yi|. Řešeńım střed intervalu krajńıch
bod̊u, x = 1

2

(
minmi=1 yi + maxmi=1 yi

)
.

• Pro p = 2 minimalizujeme funkci f(x) =
√∑m

i=1(x− yi)2. Řešeńım je aritmetický pr̊uměr,
x = 1

m

∑m
i=1 yi (viz Př́ıklad 4.2).

• Pro p = 1 minimalizujeme funkci f(x) =
∑m

i=1 |x − yi|. Řešeńım x je medián z č́ısel yi.
Medián se vypočte tak, že seřad́ıme č́ısla yi podle velikosti a vezmeme prostředńı z nich.
Pokud je m sudé, máme dva prostředńı prvky a v tom př́ıpadě funkce f nabývá minima v
jejich libovolné konvexńı kombinaci. Je pak úzus definovat medián jako aritmetický pr̊uměr
prostředńıch prvk̊u.

Předpokládejme nyńı, že jeden libovolný bod (např. y1) se bude zvětšovat. V tom př́ıpadě
se řešeńı x pro r̊uzná p budou chovat r̊uzně. Např. aritmetický pr̊uměr se bude zvětšovat, a to
tak, že zvětšováńım hodnoty y1 dosáhneme libovolné hodnoty x. Pro medián to ovšem neplat́ı
– zvětšováńım jediného bodu yi ovlivńıme x jen natolik, nakolik to změńı pořad́ı bod̊u. Jeho
libovolným zvětšováńım nedosáhneme libovolné hodnoty x.

Př́ıklad 11.5. Šuplérou změř́ıme pr̊uměr ocelové kuličky v několika mı́stech, dostaneme hod-
noty y = (1.02, 1.04, 0.99, 2.03) (cm). Při posledńım měřeńı jsme se na stupnici přehlédli, proto
je posledńı hodnota úplně špatně. Z těchto měřeńı chceme odhadnout skutečný pr̊uměr. Máme

m

median
i=1

yi = 1.005,
1

m

m∑
i=1

yi = 1.27,
1

2

( m

min
i=1

yi +
m

max
i=1

yi
)

= 1.51.

Je zjevné, že medián je neovlivněn vychýleným bodem, zat́ımco ostatńı odhady ano. �

Ve složitěǰśım př́ıpadě, např. prokládáńı dat polynomem jako v Př́ıkladu 4.2, se nedá ro-
bustnost `1 rešeńı takto jednoduše formálně ukázat. Ale intuitivně bude situace obdobná: `1
řešeńı bude méně citlivé na vychýlené body než `2 řešeńı.
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11.4 Cvičeńı

11.1. Najděte graficky množinu optimálńıch řešeńı úlohy

min c1x1 + c2x2 + c3x3

za podm. x1 + x2 ≥ 1
x1 + 2x2 ≤ 3
x1 + x2 ≤ 10
x1, x2, x3 ≥ 0

pro následuj́ıćı př́ıpady: c = (−1, 0, 1), c = (0, 1, 0), c = (0, 0,−1).

11.2. Vyřešte úvahou tyto úlohy a napǐste vzorec pro optimálńı hodnotu. Ve všech úlohách
optimalizujeme přes proměnné x ∈ Rn (př́ıp. také y ∈ Rn). Parametry c ∈ Rn a k ∈ N,
1 ≤ k ≤ n, jsou dány.

a) min{ cTx | 0 ≤ x ≤ 1 }
(výsledek:

∑
i | ci<0 ci, tedy součet těch č́ısel ci která jsou záporná)

b) min{ cTx | −1 ≤ x ≤ 1 }
(výsledek:

∑
i |ci|)

c) (?) min{ cTx | 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xn ≤ 1 }
(nápověda: proved’te substituci proměnných yi = xi − xi−1)

d) max{ cTx | x ≥ 0, 1Tx = 1 }
e) max{ cTx | x ≥ 0, 1Tx ≤ 1 }
f) max{ cTx | x ≥ 0, 1Tx = k }
g) max{ cTx | x ≥ 0, 1Tx ≤ k }
h) (?) max{ cTx | −y ≤ x ≤ y, 1Ty = k, y ≤ 1 }
i) (?) min{1T (u + v) | u,v ≥ 0, u− v = c }
j) (?) min{ aTu + bTv | u,v ≥ 0, u− v = c }, kde a,b jsou dány a plat́ı a ≥ b

11.3. Pochopte následuj́ıćı kód, který vizualizuje funkci f(x) = maxKk=1(c
T
k x + dk) pro n = 2:

K = 200; N = 40;

cd = randn(3,K);

x1 = ones(N,1)*linspace(-1,1,N); x2 = linspace(-1,1,N)’*ones(1,N);

x = [x1(:)’; x2(:)’]; x(3,:) = 1;

meshc(x1,x2,reshape(max(cd’*x,[],1),[N N])); axis vis3d

11.4. Převed’te na LP nebo od̊uvodněte, proč to nejde:

a) max{ |cTx| | Ax = b, x ≥ 0 }
b) max{ cTx | Ax = b, |dTx + e| ≤ f, x ≥ 0 }

c) min

{ L∑
`=1

K
max
k=1

(cTk`x + dk`)

∣∣∣∣Ax = b, x ≥ 0

}
d) max{ |x− 1|+ 2|y + 1| | x, y ∈ R, x+ y ≤ 2 }
e) min{ |x1|+ |x2|+ |x3| | 2x1− x2− x3 ≥ 1, −x1 + 2x2− x3 ≥ 1, −x1− x2 + 2x3 ≥ 1 }
f) max{ min{pTx, qTx} − |rTx| | x ∈ Rn, Ax ≥ b }, kde p,q, r ∈ Rn
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g) minx∈Rn

∑m
i=1 f(aTi x− bi), kde funkce f je dána obrázkem

−2 +1−4 +5

+2

t

f(t)

h) minx∈Rn ‖Ax− b‖1 (pro definici p-normy viz 11.3.1)

i) minx∈Rn ‖Ax− b‖∞
j) min{ ‖Ax− b‖1 | x ∈ Rn, ‖x‖∞ ≤ 1 }
k) min{ ‖x‖1 | x ∈ Rn, ‖Ax− b‖∞ ≤ 1 }
l) minx∈Rn(‖Ax− b‖1 + ‖x‖∞)

m) minx∈Rn

∑K
k=1 ‖Akx−bk‖∞, kde A1, . . . ,AK jsou dané matice a b1, . . . ,bK jsou dané

vektory.

11.5. Jste kuchařka v menze a máte uvařit pro studenty co nejlevněǰśı oběd, ve kterém ovšem
muśı být dané minimálńı množstv́ı živin (cukr̊u, b́ılkovin a vitamı́n̊u). Oběd budete vařit
ze tř́ı surovin: brambor, masa a zeleniny. Kolik je třeba každé suroviny na jeden oběd?

na jednotku na jednotku na jednotku min. požadavek
brambor masa zeleniny na jeden oběd

obsah cukr̊u 2 1 1 8
obsah b́ılkovin 2 6 1 16
obsah vitamı́n̊u 1 3 6 8
cena 25 50 80

11.6. Máme kladku s provazem, jehož oba konce
konč́ı hákem. Na levém háku viśı n závaž́ı na
provázćıch, přičemž i-té závaž́ı má t́ıhu mi a
jeho výška nad zemı́ je di, pro i = 1, . . . , n.
Na pravém háku viśı n′ závaž́ı na provázćıch,
přičemž i-té závaž́ı má t́ıhu m′i a jeho výška
nad zemı́ je d′i, pro i = 1, . . . , n′. Výšky di a d′i
se měř́ı v poloze, kdy jsou oba háky ve stejné
výšce nad zemı́. Kladka se pohybuje bez třeńı
a provázky maj́ı nulovou hmotnost a stále ste-
jnou délku nezávisle na śıle napnut́ı. Obrázek
ukazuje př́ıklad soustavy pro n = 3, n′ = 2.
Je-li to možné, napǐste lineárńı program, jehož
optimum je rovno minimálńı potenciálńı en-
ergii soustavy. Neńı-li to možné, vysvětlete
proč.

11.7. Dokažte, že

max{ cTx | x ∈ Rn, ‖x‖ = 1 } = max{ cTx | x ∈ Rn, ‖x‖ ≤ 1 },
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tj. že omezuj́ıćı podmı́nka ‖x‖ ≤ 1 úlohy vpravo bude v optimu vždy aktivńı. Zde ‖ · ‖ je
libovolná norma a c ∈ Rn je daný vektor.

Nápověda: Jako prvńı krok d̊ukazu si uvědomte, že optimálńı hodnota bude vždy nezáporná,
protože jinak bychom ji mohli zlepšit nahrazeńım x za −x.

Plat́ı tvrzeńı i pro úlohu min{ cTx | ‖x‖ = 1 }? Plat́ı pro úlohu max{ ‖Ax‖ | ‖x‖ = 1 }?
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Kapitola 12

Simplexová metoda

Zde poṕı̌seme algoritmus na řešeńı úloh lineárńıho programováńı zvaný simplexová metoda.
Zapomeňme prozat́ım na účelovou funkci a zkoumejme množinu př́ıpustných řešeńı LP ve

standardńım tvaru
X = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 }, (12.1)

kde A ∈ Rm×n je široká (m < n) matice s hodnost́ı m, tedy jej́ı řádky jsou lineárně nezávislé.
Soustava Ax = b má nekonečně mnoho řešeńı. Polož́ıme-li však n − m složek vektoru x

rovno nule, soustava může mı́t jediné řešeńı. Tato úvaha vede k následuj́ıćım definićım:

• Množina L ⊆ {1, 2, . . . , n} se nazývá báze úlohy, pokud |L| = m a sloupce matice A
s indexy L jsou lineárně nezávislé. Tedy sloupce L tvoř́ı regulárńı matici m×m.

• Vektor x se nazývá bázové řešeńı př́ıslušné bázi L, pokud Ax = b a xj = 0 pro j /∈ L.

• Bázové řešeńı x se nazývá př́ıpustné, pokud x ≥ 0.

• Bázové řešeńı x se nazývá degenerované, pokud má méně než m nenulových složek.

• Dvě báze se nazývaj́ı sousedńı, pokud maj́ı m− 1 společných prvk̊u.

Protože A má hodnost m, existuje aspoň jedna báze. Je jasné, že báze určuje jednoznačně
bázové řešeńı. Bázové řešeńı však může odpov́ıdat v́ıce než jedné bázi, což se stane právě tehdy,
když je toto bázové řešeńı degenerované.

Př́ıklad 12.1. Necht’ je soustava Ax = b dána tabulkou

[ A |b ] =

 −1 1 3 1 0 2 1
1 0 4 0 1 4 4
−1 0 4 1 1 4 2

 .
• L = {2, 3, 5} neńı báze, protože sloupce 2, 3, 5 matice A jsou lineárně závislé.

• L = {1, 2, 4} je báze, protože tyto sloupce jsou lineárně nezávislé. Bázové řešeńı x =
(x1, x2, . . . , x6) př́ıslušné bázi L se najde řešeńım soustavy−1 1 1

1 0 0
−1 0 1

x1

x2

x4

 =

1
4
2


a položeńım x3 = x5 = x6 = 0. Dostaneme x = (4,−1, 0, 6, 0, 0). Toto bázové řešeńı je
nepř́ıpustné, protože x2 < 0. Neńı degenerované, protože má m = 3 nenulových složek.
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• L = {1, 2, 6} je báze. Bázové řešeńı je x = (1, 1
2
, 0, 0, 0, 3

4
). Je př́ıpustné, protože x ≥ 0.

• L = {3, 4, 5} je báze. Bázové řešeńı je x = (0, 0, 1,−2, 0, 0). Je nepř́ıpustné. Nav́ıc je
degenerované, protože má méně než m− 1 = 3 nenulových složek.

• Stejné bázové řešeńı x = (0, 0, 1,−2, 0, 0) dostaneme volbou báze L = {3, 4, 6}. Vid́ıme,
že bázové řešeńı odpov́ıdá v́ıce než jedné bázi, protože je degenerované.

• Báze {2, 3, 5} a {3, 4, 5} jsou sousedńı, protože maj́ı společné dva prvky {3, 5}. Báze
{2, 3, 5} a {1, 2, 4} nejsou sousedńı, protože maj́ı společný jen jeden prvek. �

Lze ukázat (přesný d̊ukaz vynecháme), že př́ıpustná bázová řešeńı odpov́ıdaj́ı vrchol̊um
konvexńıho polyedru X. Dále v́ıme, že optimum lineárńı funkce se muśı nabývat alespoň v jed-
nom vrcholu. To nám dovoluje navrhnout naivńı algoritmus na řešeńı LP: uděláme výčet všech
př́ıpustných bázových řešeńı a nalezneme to s nejlepš́ı hodnotou účelové funkce. Tato metoda
samozřejmě nelze prakticky použ́ıt, protože př́ıpustných bázových řešeńı je exponenciálně mnoho.

Simplexová metoda je efektivněǰśı obměna tohoto př́ıstupu: přecháźı mezi sousedńımi bázemi
tak, že bázová řešeńı jsou stále př́ıpustná a účelová funkce se zlepšuje (nebo aspoň nezhoršuje).

12.1 Stavebńı kameny algoritmu

Zde vysvětĺıme jednotlivé stavebńı kameny simplexové metody, které nakonec v §12.2 spoj́ıme
v celý algoritmus.

12.1.1 Přechod k sousedńı standardńı bázi

Ačkoliv výše uvedená definice báze dovoluje libovolné báze, simplexový algoritmus udržuje
pouze standardńı báze. V tom př́ıpadě jsou nenulové složky bázového řešeńı x rovny jednoduše
složkám vektoru b.

Z lineárńı algebry známe ekvivalentńı řádkové úpravy soustavy Ax = b: libovolný řádek
tabulky [ A |b ] můžeme vynásobit nenulovým č́ıslem a můžeme k němu přič́ıst libovolnou
lineárńı kombinaci ostatńıch řádk̊u. Tyto úpravy neměńı množinu řešeńı soustavy.

Ukážeme, jak přej́ıt od aktuálńı standardńı báze L k sousedńı standardńı bázi, tedy nahradit
jeden bázový sloupec j′ ∈ L nebázovým sloupcem j /∈ L. Necht’ i je takový řádek, ve kterém má
sloupec j′ jedničku, aij′ = 1. Prvek aij se nazývá pivot (angl. znamená čep). Přepokládáme, že
aij 6= 0. Chceme nastavit pivot aij na jedničku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a nezměnit
přitom sloupce L \ {j′}. Toho se dosáhne těmito ekvivalentńımi řádkovými úpravami:

1. Vyděl řádek i č́ıslem aij.

2. Pro každé i′ 6= i odečti ai′j-násobek řádku i′ od řádku i.

Ř́ıkáme, že jsme provedli ekvivalentńı úpravu kolem pivotu s indexy (i, j).

Př́ıklad 12.2. Mějme soustavu

[ A |b ] =

 0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3
0 −1 1 0 1 2 1


se standardńı báźı L = {1, 4, 5}. Vid́ıme ihned odpov́ıdaj́ıćı bázové řešeńı, x = (3, 0, 0, 4, 1, 0).
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Nahrad́ıme bázový sloupec j′ = 1 nebázovým sloupcem j = 2, tedy přejdeme k sousedńı
bázi {2, 4, 5}. Máme i = 2, tedy pivot je prvek a22 (v tabulce zvýrazněn). Řádkovými úpravami
muśıme doćılit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad ńım a pod ńım byly nulové. Při tom
smı́me ‘zničit’ sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se změnit nesměj́ı. Toho se doćıĺı vyděleńım řádku
2 č́ıslem a22 (což zde lze vynechat, protože náhodou máme a22 = 1) a pak přičteńım vhodných
násobk̊u řádku 2 k ostatńım řádk̊um. Výsledek:

[ A |b ] =

 −2 0 0 1 0 0 −2
1 1 3 0 0 2 3
1 0 4 0 1 4 4

 .
Nyńı sloupce {2, 4, 5} tvoř́ı standardńı bázi. �

12.1.2 Kdy je sousedńı bázové řešeńı př́ıpustné?

Uvedeným zp̊usobem můžeme od aktuálńı standardńı báze přej́ıt k libovolné sousedńı stan-
dardńı bázi. Přitom nové bázové řešeńı může nebo nemuśı být př́ıpustné. Je-li aktuálńı bázové
řešeńı př́ıpustné, jak poznáme, zda i nové bázové řešeńı bude př́ıpustné?

Protože nenulové složky bázového řešeńı x jsou rovny složkám vektoru b, bázové řešeńı je
př́ıpustné právě tehdy, když b ≥ 0. Necht’ v aktuálńı tabulce je b ≥ 0. Proved’me ekvivalentńı
úpravu kolem pivotu (i, j). Hledáme podmı́nky na (i, j), za kterých bude i po úpravě b ≥ 0.

Po ekvivalentńı úpravě kolem pivotu (i, j) se vektor b změńı takto (viz §12.1.1):

• bi se změńı na bi/aij,

• pro i′ 6= i se bi′ změńı na bi′ − ai′j(bi/aij).
Tato č́ısla musej́ı být nezáporná. Tvrd́ıme, že to nastane právě tehdy, když plat́ı následuj́ıćı
podmı́nky:

aij > 0 (12.2a)

Pro každé i′ 6= i plat́ı ai′j ≤ 0 nebo
bi
aij
≤ bi′

ai′j
. (12.2b)

(’nebo’ je zde užito v nevylučovaćım smyslu).
Podmı́nka (12.2a) je zřejmá. Po jistém zamyšleńı vid́ıme, že podmı́nka (12.2b) je ekvivalentńı

podmı́nce bi′ − ai′j(bi/aij) ≥ 0, uvědomı́me-li si, že aij > 0, bi > 0, bi′ > 0.

Př́ıklad 12.3. Uvažujme opět naši soustavu

[ A |b ] =

 0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 −1 1 0 1 2 1

 .
• Povede ekvivalentńı úprava okolo pivotu (i, j) = (3, 2) k př́ıpustnému řešeńı? Ne, protože
aij = −1 < 0, což porušuje podmı́nku (12.2a).

• Povede ekvivalentńı úprava okolo pivotu (i, j) = (2, 2) k př́ıpustnému řešeńı (tuto úpravu
jsme již provedli v Př́ıkladu 12.2)? Ne, protože (i, j) nesplňuje podmı́nku (12.2b). Pro
i′ = 3 máme ai′j = −1 ≤ 0, tedy podmı́nka (12.2b) je splněna. Ale pro i′ = 1 je ai′j > 0,
tedy muśı být 3

1
≤ 4

2
, což neńı pravda.

• Povede ekvivalentńı úprava okolo pivotu (i, j) = (3, 6) k př́ıpustnému řešeńı? Podmı́nka (12.2a)
je splněna, protože aij = 2 > 0. Podmı́nka (12.2b) vyžaduje 1

2
≤ 4

4
a 1

2
≤ 3

2
, což plat́ı. �
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12.1.3 Co znamená nekladný sloupec?

Jestliže jsou všechny prvky v nebázovém sloupci nekladné, tento sloupec se nemůže stát bázovým,
nebot’ v něm nelze vybrat pivot splňuj́ıćı podmı́nku (12.2a). V tom př́ıpadě se některé složky
vektoru x mohou zvětšovat nade všechny meze. Tedy existuje polopř́ımka s počátkem v x lež́ıćı
celá v polyedru X. To znamená, že polyedr X je neomezený.

Př́ıklad 12.4. Necht’ tabulka [ A |b ] vypadá takto:

0 −2 6 1 0 4 4
1 −1 3 0 0 2 3
0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

Báze je {1, 4, 5}. Pod tabulkou je napsáno odpov́ıdaj́ıćı bázové řešeńı x. Když se x2 bude
libovolně zvětšovat, změnu lze kompenzovat současným zvětšováńım x1, x4, x5 tak, že vektor
Ax z̊ustane nezměněn a tedy roven b. Konkrétně, vektor x = ( 3 + α, α, 0, 4 + 2α, 1 + α, 0 )
bude pro každé α ≥ 0 splňovat Ax = b a x ≥ 0. �

12.1.4 Ekvivalentńı úpravy účelového řádku

Dosud jsme prováděli ekvivalentńı řádkové úpravy pouze na soustavě Ax = b a účelové funkce
si nevš́ımali. Tyto úpravy lze rozš́ı̌rit na celou úlohu LP včetně účelové funkce. Nebudeme
účelovou funkci uvažovat ve tvaru cTx, ale v mı́rně obecněǰśım tvaru cTx− d. Tedy řeš́ıme LP

min{ cTx− d | Ax = b, x ≥ 0 }. (12.3)

Úlohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou[
cT d

A b

]
. (12.4)

Přičtěme k účelovému řádku [ cT | d ] libovolnou lineárńı kombinaci yT [ A |b ] ostatńıch
řádk̊u [ A |b ], kde y znač́ı koeficienty lineárńı kombinace. Ukážeme, že tato úprava zachová
hodnotu účelové funkce cTx− d pro každé x splňuj́ıćı Ax = 0. Nový účelový řádek bude

[ cT | d ] + yT [ A |b ] = [ cT + yTA | d+ yTb ].

Nová účelová funkce bude tedy

(cT + yTA)x− (d+ yTb) = cT − d+ yT (Ax− b).

Ale to je rovno cT − d pro každé x splňuj́ıćı Ax = b.

12.1.5 Co udělá přechod k sousedńı bázi s účelovou funkćı?

Necht’ sloupce L tvoř́ı standardńı bázi. Přičtěme k účelovému řádku takovou lineárńı kombinaci
ostatńıch řádk̊u, aby koeficienty cj v bázových sloupćıch j ∈ L byly nulové. To lze vždy udělat.
Protože bázové řešeńı x je v nebázových sloupćıch nulové, znamená to cTx = 0. Tedy hodnota
kritéria cTx− d v bázovém řešeńı x je rovna jednoduše −d. Nav́ıc je na prvńı pohled vidět, co
udělá s kritériem vložeńı nebázového sloupce j /∈ L do báze: při cj ≥ 0 kritérium stoupne nebo
se nezměńı, při cj ≤ 0 kritérium klesne nebo se nezměńı.
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Př́ıklad 12.5. Mějme úlohu se standardńı báźı {1, 4, 5}:

[
cT d

A b

]
=


1 −2 −3 −1 2 1 4
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 −1 1 0 1 2 1

 .
Vynulujme hodnoty vektoru c v bázových sloupćıch. To uděláme tak, že ke kriteriálńımu řádku
přičteme prvńı řádek, odečteme druhý řádek, a odečteme dvojnásobek třet́ıho řádku:

0 1 −2 0 0 −1 3
0 2 6 1 0 4 4
1 1 3 0 0 2 3
0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

Do tabulky jsme úplně dol̊u nav́ıc napsali odpov́ıdaj́ıćı bázové řešeńı x. Je vidět, že cTx = 0 a
tedy aktuálńı hodnota kritéria je cTx− d = −d = −3.

Dejme tomu, že chceme přidat do báze nebázový sloupec 2 a vyloučit z ńı některý z bázových
sloupc̊u {1, 4, 5}. Po tomto přechodu se x2 stane kladné nebo z̊ustane nulové a jedna ze složek
x1, x4, x5 se vynuluje. Protože c1 = c4 = c5 = 0, změna x1, x4, x5 se na kritériu neprojev́ı a
kritérium se změńı o c2x2. Kritérium tedy stoupne nebo z̊ustane stejné, protože c2 = 1 > 0. �

Pokud v některém sloupci j plat́ı cj ≤ 0 a aij ≤ 0 pro všechna i, pak můžeme proměnnou
xj libovolně zvětšovat (viz 12.1.3) a úloha je tedy neomezená (jej́ı optimum se bĺıž́ı −∞).

12.2 Základńı algoritmus

Spojeńım popsaných stavebńıch kamen̊u dostaneme iteraci simplexové metody. Iterace přejde k
sousedńı standardńı bázi takové, že bázové řešeńı z̊ustane př́ıpustné a účelová funkce se zmenš́ı
nebo alespoň nezměńı. Vstupem i výstupem iterace je simplexová tabulka s těmito vlastnostmi:

• podmnožina sloupc̊u A tvoř́ı standardńı bázi,

• bázové řešeńı odpov́ıdaj́ıćı této bázi je př́ıpustné, tj. b ≥ 0,

• složky vektoru c v bázových sloupćıch jsou nulové.

Iteraci se provede ve třech kroćıch:

1. Vyber index j podle znaménka cj a index i podle podmı́nek (12.2).

2. Udělej ekvivalentńı úpravu tabulky [ A |b ] okolo pivotu (i, j).

3. Udělej ekvivalentńı úpravu účelového řádku, která vynuluje cj v novém bázovém sloupci j.

Požadavky na výběr index̊u (i, j) nemuśı tyto indexy určit jednoznačně, nebot’ může být v́ıce
sloupc̊u j s vhodným znaménkem cj a v́ıce řádk̊u i může splňovat podmı́nky (12.2). Algoritmus,
kterým se vyb́ırá jediný pivot z několika možnost́ı, se nazývá pivotové pravidlo. Možné (ale
nikoliv jediné možné) pivotové pravidlo je následuj́ıćı:

j ∈ argmin
j

cj, i ∈ argmin
i | aij>0

bi
aij

(12.5)
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(ve druhém vzorci minimalizujeme přes všechna i splňuj́ıćı aij > 0). Rozmyslete dobře, že druhý
vzorec vskutku zajist́ı splněńı podmı́nek (12.2)! Předpis (12.5) stále nemuśı dát jediné (i, j),
pokud množiny argmin maj́ı v́ıce než jeden prvek – v tom př́ıpadě vezmeme libovolný z nich.

Algoritmus, který opakuje uvedenou iteraci, nazveme základńı simplexový algoritmus.
Algoritmus konč́ı, když už nelze iteraci provést. To nastane z jednoho z těchto d̊uvod̊u:

• Všechny koeficienty cj jsou nezáporné (kritérium nelze zlepšit a jsme v optimu).

• Ve všech sloupćıch s cj < 0 je aij ≤ 0 pro všechna i (úloha je neomezená). Poznamenejme,
že pro neomezenost stač́ı, když již v jediném sloupci je cj < 0 a aij ≤ 0 pro všechna i.

Zř́ıdka se algoritmus může dostat do stavu, kdy do nekonečna procháźı stále stejnou množinu
báźı, které odpov́ıdaj́ı jedinému degenerovanému bázovému řešeńı a tedy účelová funkce se
neměńı. Tomuto problému cykleńı se dá zabránit použit́ım vhodného pivotového pravidla
(nejznáměǰśı je Blandovo anticykĺıćı pravidlo), což ale podrobněji popisovat nebudeme.

Př́ıklad 12.6. Vyřešte simplexovou metodou:

min −6x1 − 8x2 − 5x3 − 9x4

za podmı́nek 2x1 + x2 + x3 + 3x4 + x5 = 5
x1 + 3x2 + x3 + 2x4 + x6 = 3

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

Výchoźı tabulka je
−6 −8 −5 −9 0 0 0

2 1 1 3 1 0 5

1 3 1 2 0 1 3

Účelový řádek budeme nazývat nultý, ostatńı pak prvý, druhý atd. Počátečńı báze je L = {5, 6}.
Vybereme sloupec, který nově vstouṕı do báze. To může být libovolný sloupec, který má v

nultém řádku záporné č́ıslo. Je rozumné vźıt největš́ı takové č́ıslo, zde −9, tedy sloupec 4.
Protože do báze chceme přidat sloupec 4, muśı některý ze sloupc̊u 5 a 6 z báze ven. Jeho

index źıskáme porovnáńım č́ısel 5
3

a 3
2

(čitatel je vždy vpravo, jmenovatel je vždy ve sloupci,
který má přij́ıt do báze; uvažujeme ale jen pod́ıly s kladným jmenovatelem): vybereme to
nejmenš́ı z nich. Protože 5

3
> 3

2
, pivot bude v řádku 2. Všimněte si, že přes stávaj́ıćı standardńı

bázi řádek 2 odpov́ıdá sloupci 2 – tento sloupec tedy p̊ujde z báze ven.
Výsledný pivot (který je v takto nalezeném řádku a sloupci) je označen tučně. Na základě

něj spoč́ıtáme novou tabulku. To uděláme ekvivalentńımi řádkovými úpravami, kterými muśıme
dosáhnout toho, že:

• z pivotu se stane jednička,

• nad i pod pivotem budou nuly, a to včetně nultého řádku.

Jediný zp̊usob, jak toho dosáhnout, je pomoćı těchto dvou úprav:

• přič́ıtat vhodné násobky pivotového řádku k ostatńım řádk̊um (tedy k ničemu nikdy
nepřič́ıtáme násobky jiného řádku než pivotového)

• samotný pivotový řádek dělit kladným č́ıslem

Tedy k nultému řádku přičteme 9
2

druhého řádku, k prvńımu řádku přičteme −3
2

druhého řádku,
a druhý řádek vyděĺıme dvěma:

−1.5 5.5 −0.5 0 0 4.5 13.5

0.5 −3.5 −0.5 0 1 −1.5 0.5
0.5 1.5 0.5 1 0 0.5 1.5
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Všimněme si, že vše je v pořádku: v nové tabulce máme opět standardńı bázi (sloupce 5 a 4),
nad ńı máme v nultém řádku nuly, a č́ısla v nejv́ıce pravém sloupci jsou nezáporná. V poĺıčku
vpravo nahoře máme aktuálńı hodnotu kritéria, 13.5.

Nový pivot je vyznačen tučně. Daľśı krok je zde:

0 −5 −2 0 3 0 15
1 −7 −1 0 2 −3 1

0 5 1 1 −1 2 1

Daľśı krok:
0 0 −1 1 2 2 16
1 0 0.4 1.4 0.6 −0.2 2.4

0 1 0.2 0.2 −0.2 0.4 0.2

Daľśı krok:
0 5 0 2 1 4 17
1 −2 0 1 1 −1 2
0 5 1 1 −1 2 1

Protože všechna č́ısla v účelovém řádku jsou nezáporná, konč́ıme. Původńı LP má optimálńı
řešeńı, které má hodnotu −17 a nastává v bodě x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6) = (2, 0, 1, 0, 0, 0).

Pro kontrolu si dosad’te řešeńı do p̊uvodńıho zadáńı a zkontrolujte, že řešeńı je př́ıpustné a
že hodnota kritéria je −17. �

Př́ıklad 12.7. Vyřešte simplexovou metodou:

min −2x1 + 6x2 + x3

za podmı́nek −x1 − x2 − x3 + x4 + = 2
2x1 − x2 − 2x3 + + x5 = 1

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

Výchoźı tabulka je
−2 6 1 0 0 0
−1 −1 −1 1 0 2

2 −1 −2 0 1 1

Pivot je vyznačen tučně. Druhá tabulka je zde:

0 5 −1 0 1 1
0 −1.5 −2 1 0.5 2.5
1 −0.5 −1 0 0.5 0.5

Podle nultého řádku by daľśı pivot měl být ve třet́ım sloupci. Ale v něm jsou č́ısla v prvém
a druhém řádku záporná. Tedy úloha je neomezená (to bylo ostatně patrné hned ze zadáńı).
V nové tabulce je jasně vidět, že můžeme zvětšovat x3 libovolně, což bude kompenzováno
př́ıslušným nár̊ustem x1 a x4. Jelikož x1 a x4 nejsou v kritériu, jejich změny se na něm neprojev́ı
a jediný vliv na kritérium bude mı́t x3, které ho bude libovolně zmenšovat. �
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12.3 Inicializace algoritmu

Na začátku algoritmu muśı být množina př́ıpustných řešeńı zadána ve tvaru

X = {x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 }, (12.6)

kde matice A obsahuje standardńı bázi a b ≥ 0. Pokud toto neńı splněno, nemůžeme základńı
algoritmus př́ımo aplikovat. Ukážeme, jak lze každou úlohu převést na tento tvar.

Pokud má množina př́ıpustných řešeńı tvar {x ∈ Rn | Ax ≤ b, x ≥ 0 } a plat́ı b ≥ 0,
převod je snadný: přidáme slackové proměnné u ≥ 0 a omezeńı převedeme na tvar Ax+u = b.

Protože Ax + u = [ A | I ]

[
x
u

]
, tvoř́ı sloupce př́ıslušné proměnným u standardńı bázi.

Př́ıklad 12.8. Vyřešte simplexovou metodou:

max 3x1 + x2 + 3x3

za podmı́nek 2x1 + x2 + x3 ≤ 2
x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 5

2x1 + 2x2 + x3 ≤ 6
x1, x2, x3 ≥ 0

Přidáme slackové proměnné u1, u2, u3 ≥ 0, abychom omezeńı uvedli do tvaru rovnost́ı:

max 3x1 + x2 + 3x3

za podmı́nek 2x1 + x2 + x3 + u1 = 2
x1 + 2x2 + 3x3 + u2 = 5

2x1 + 2x2 + x3 + u3 = 6
x1, x2, x3, u1, u2, u3 ≥ 0

Protože hledáme maximum (a ne minimum, jak jsme zvykĺı), můžeme bud’ napsat do tabulky
hodnoty c s opačným znaménkem, nebo vyb́ırat největš́ı (a ne nejmenš́ı) hodnotu v účelovém
řádku. Zvoĺıme duhou možnost. Zde jsou kroky metody:

3 1 3 0 0 0 0

2 1 1 1 0 0 2
1 2 3 0 1 0 5
2 2 1 0 0 1 6

0 −0.5 1.5 −1.5 0 0 −3
1 0.5 0.5 0.5 0 0 1

0 1.5 2.5 −0.5 1 0 4
0 1 0 −1 0 1 4

0 −1.4 0 −1.2 −0.6 0 −5.4
1 0.2 0 0.6 −0.2 0 0.2
0 0.6 1 −0.2 0.4 0 1.6
0 1 0 −1 0 1 4

Úloha má optimálńı řešeńı s hodnotou 5.4 v bodě x = (x1, x2, x3) = (0.2, 0, 1.6) (ověřte v
p̊uvodńım zadáńı!). Hodnota slackových proměnných je (u1, u2, u3) = (0, 0, 4). �
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Pokud jsou naše omezeńı zadána v obecném tvaru, operacemi z §11.1 je lze vždy převést do
tvaru (12.6), kde ale nemuśı být patrná standardńı báze a nemuśı platit b ≥ 0. Vynásobeńım
některých řádk̊u záporným č́ıslem snadno zajist́ıme b ≥ 0. Matice A ale nemuśı obsahovat
standardńı bázi. Máme dokonce vážněǰśı problém: neńı v̊ubec jasné, zda množina (12.6) je
neprázdná, tj. zda je úloha př́ıpustná. V tomto př́ıpadě nejdř́ıve vyřeš́ıme pomocnou úlohu
LP, která najde nějaké (ne nutně optimálńı) př́ıpustné řešeńı. Z něj pak lze źıskat kýženou
standardńı bázi. Pomocná úloha zńı

min{1Tu | Ax + u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 } (12.7)

a má simplexovou tabulku [
0T 1T 0

A I b

]
.

Je zřejmé, že pomocná úloha má optimum rovné 0 právě tehdy, když u = 0. Na počátku tvoř́ı
sloupce př́ıslušné proměnným u standardńı bázi, lze tedy na ńı pustit základńı simplexový
algoritmus. Ten může skončit dvěma zp̊usoby:

• Pokud je optimum větš́ı než 0, pak množina (12.6) je prázdná a p̊uvodńı úloha je nepř́ıpustná.

• Pokud je optimum rovno 0, pak u = 0 a množina (12.6) je neprázdná. Po skončeńı sim-
plexového algoritmu typicky budou proměnné u nebázové a tedy mezi sloupci př́ıslušnými
proměnným x bude existovat standardńı báze. Kv̊uli degeneraci se ale zř́ıdka může stát,
že některé z proměnných u budou na konci algoritmu bázové – pak je nutno udělat do-
datečné úpravy kolem pivot̊u ve sloupćıch př́ıslušných bázovým proměnným u, abychom
tyto proměnné dostali z báze ven.

Nalezeńı nějakého př́ıpustného řešeńı v pomocné úloze se nazývá prvńı fáze a řešeńı p̊uvodńı
úlohy pak druhá fáze algoritmu, mluv́ıme tedy o dvoufázové simplexové metodě.

Př́ıklad 12.9. Řešte

min −20x1 − 30x2 − 40x3

za podmı́nek 3x1 + 2x2 + x3 = 10
x1 + 2x2 + 2x3 = 15

x1, x2, x3 ≥ 0

Máme sice b ≥ 0, ale neńı jasné, zda existuje př́ıpustné x, t́ım méně neńı vidět standardńı
báze. Provedeme prvńı fázi algoritmu. Pomocná úloha bude

min u1 + u2

za podmı́nek 3x1 + 2x2 + x3 + u1 = 10
x1 + 2x2 + 2x3 + u2 = 15

x1, x2, x3, u1, u2 ≥ 0

s tabulkou
0 0 0 1 1 0
3 2 1 1 0 10
1 2 2 0 1 15

Sloupce nad přidanými proměnnými tvoř́ı standardńı bázi, můžeme tedy na pomocnou úlohu
pustit základńı simplexový algoritmus. Po vynulováńı ceny nad bázovými proměnnými budou
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kroky algoritmu vypadat takto:

−4 −4 −3 0 0 −25

3 2 1 1 0 10
1 2 2 0 1 15

2 0 −1 2 0 −5
1.5 1 0.5 0.5 0 5

−2 0 1 −1 1 5

0 0 0 1 1 0
2.5 1 0 1 −0.5 2.5
−2 0 1 −1 1 5

Optimum je rovno 0, tedy p̊uvodńı úloha je př́ıpustná. Proměnné u1, u2 jsou nebázové a tedy
rovny nule, bázové proměnné jsou x2, x3. Ted’ tedy můžeme zač́ıt druhou fázi (řešeńı p̊uvodńı
úlohy) s počátečńı tabulkou

−20 −30 −40 0
2.5 1 0 2.5
−2 0 1 5 �

12.4 Cvičeńı

12.1. Zapǐste lineárńı program

min −x1 − x4 − 3x5

za podmı́nek 2x1 + x4 + x5 + x6 = 2
−x1 + x2 + 2x4 + 3x5 = 4
2x1 + x3 + 2x4 − x5 = 6

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

do simplexové tabulky. Předpokládejte, že aktuálńı báze je tvořena sloupci 2, 3, 6 a hodnota
kritéria v aktuálńım bázovém řešeńı je nula.

a) Jaké je aktuálńı bázové řešeńı?

b) Je toto bázové řešeńı př́ıpustné či degenerované?

c) Pokud je to možné, udělejte jeden krok simplexového algoritmu, napǐste simplexovou
tabulku po tomto kroku. Pokud to možné neńı, vysvětlete proč.

12.2. Vyřešte simplexovou metodou:

max 2x1 − x2 − 3x3

za podmı́nek −2x1 − x2 + x3 ≤ 2
−x1 + 2x2 − 3x3 ≤ 5
−2x1 − 4x2 + x3 ≤ 6

x1, x2, x3 ≥ 0
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12.3. Vyřešte simplexovou metodou (navzdory tomu, že lze řešit úvahou):

max 6x1 + 9x2 + 5x3 + 9x4

za podmı́nek x1 + x2 + x3 + x4 = 1
x1, x2, x3, x4 ≥ 0

12.4. Úloha (12.3) má v́ıce než jedno optimálńı řešeńı. Jak se to projev́ı v simplexové tabulce?
Můžeme udělat výčet všech optimálńıch bázových řešeńı?
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Kapitola 13

Dualita v lineárńım programováńı

Ke každé úloze LP lze sestavit podle dále popsaného postupu jinou úlohu LP. Novou úlohu
nazýváme duálńı, p̊uvodńı úlohu nazýváme primárńı či př́ımou. Konstrukce je symetrická:
duál duálu je p̊uvodńı úloha. Tedy má smysl ř́ıkat, že primárńı a duálńı úloha jsou navzájem
duálńı. Dvojice duálńıch úloh je svázána zaj́ımavými vztahy.

13.1 Konstrukce duálńı úlohy

K úloze LP v obecném tvaru se duálńı úloha źıská dle tohoto postupu:

min
∑
j∈J

cjxj max
∑
i∈I
yibi

za podm.
∑
j∈J

aijxj = bi za podm. yi ∈ R, i ∈ I0∑
j∈J

aijxj ≥ bi yi ≥ 0 , i ∈ I+∑
j∈J

aijxj ≤ bi yi ≤ 0 , i ∈ I−

xj ∈ R
∑
i∈I
yiaij = cj, j ∈ J0

xj ≥ 0
∑
i∈I
yiaij ≤ cj, j ∈ J+

xj ≤ 0
∑
i∈I
yiaij ≥ cj, j ∈ J−

V levém sloupci je primárńı úloha, v prostředńım sloupci je z ńı vytvořená duálńı úloha. V
pravém sloupci jsou množiny index̊u pro obě úlohy: I = {1, . . . ,m} = I0 ∪ I+ ∪ I− je indexová
množina primárńıch omezeńı a duálńıch proměnných, J = {1, . . . , n} = J0∪J+∪J− je indexová
množina primárńıch proměnných a duálńıch omezeńı.

Všimněte si, že i-tému primárńımu omezeńı
∑

j aijxj ≥ bi odpov́ıdá duálńı proměnná yi ≥ 0.
Tato proměnná je vlastně Lagrange̊uv multiplikátor tohoto omezeńı. Podobně, j-tá primárńı
proměnná xj je Lagrange̊uv multiplikátor j-tého duálńıho omezeńı

∑
i aijxj ≤ cj.

Pro speciálńı tvary LP se dvojice duálńıch úloh přehledněji naṕı̌se v maticové formě. Např.
pro I0 = I− = J0 = J− = ∅ obdrž́ıme

min cTx max yTb
za podm. Ax ≥ b za podm. y ≥ 0

x ≥ 0 yTA ≤ cT
(13.1)
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13.2 Věty o dualitě

Následuj́ıćı věty plat́ı pro obecný tvar LP, ale d̊ukazy uděláme pouze pro speciálńı tvar (13.1).

Věta 13.1 (o slabé dualitě). Necht’ x je př́ıpustné primárńı řešeńı a y př́ıpustné duálńı
řešeńı. Pak cTx ≥ yTb.

D̊ukaz. Dı́ky př́ıpustnosti x a y plat́ı yTA ≤ cT a x ≥ 0, z čehož plyne (proč?) yTAx ≤ cTx.
Podobně, d́ıky př́ıpustnosti x a y plat́ı Ax ≥ b a y ≥ 0, z čehož plyne yTAx ≥ yTb. Naṕı̌seme-
li tyto dvě nerovnosti za sebe, máme

cTx ≥ yTAx ≥ yTb. (13.2)

�

Věta 13.2 (o komplementaritě). Necht’ x je př́ıpustné primárńı řešeńı a y př́ıpustné duálńı
řešeńı. Pak cTx = yTb právě tehdy, když zároveň plat́ı tyto dvě podmı́nky komplementarity:

Pro každé i ∈ I plat́ı yi = 0 nebo
∑
j∈J

aijxj = bi. (13.3a)

Pro každé j ∈ J plat́ı xj = 0 nebo
∑
i∈I

aijyi = cj. (13.3b)

‘Nebo’ je zde užito v nevylučovaćım smyslu, tj. mohou nastat obě možnosti současně.

D̊ukaz. Kĺıčové je si uvědomit (rozmyslete!), že pro libovolné vektory u,v ≥ 0 plat́ı

∀i (ui = 0 nebo vi = 0) ⇐⇒ ∀i (uivi = 0) ⇐⇒ uTv = 0.

Tedy podmı́nky (13.3) je možno psát jako

yT (Ax− b) = 0 (13.4a)

(cT − yTA)x = 0. (13.4b)

Tvrzeńı cTx = yTb je ekvivalentńı tomu, že obě nerovnosti ve vztahu (13.2) jsou rovnostmi.
Pak cTx = yTAx je ekvivalentńı (13.4b) a yTAx = yTb je ekvivalentńı (13.4a). �

Podmı́nky komplementarity v LP jsou vlastně podmı́nky komplementarity v KKT-podmı́nkách
pro obecné nelineárńı optimalizačńı úlohy.

Věta 13.3 (o silné dualitě). Primárńı úloha má optimálńı řešeńı právě tehdy, když má duálńı
úloha optimálńı řešeńı. Maj́ı-li obě úlohy optimálńı řešeńı, plat́ı cTx = yTb, kde x a y znač́ı
tato optimálńı řešeńı.

Důkaz věty o silné dualitě je obt́ıžný (a vynecháme jej). To neńı překvapivé, nebot’ tato
věta je jedńım z nejhlubš́ıch výsledk̊u v lineárńım programováńı. Věty o slabé a silné dualitě
maj́ı jasnou interpretaci: pro př́ıpustná x a y neńı hodnota duálńıho kritéria nikdy větš́ı než
hodnota primárńıho kritéria, a tyto hodnoty se potkaj́ı ve společném optimu. Viz obrázek:

možné hodnoty cT x pro př́ıpustná x možné hodnoty yT b pro př́ıpustná y

společné optimum cT x = yT b
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Z věty o silné dualitě ihned plyne věta o slabé dualitě (proč?), proto se někdo může ptát, proč
větu o slabé dualitě uvád́ıme. Je to proto, že jej́ı d̊ukaz je o mnoho jednodušš́ı.

Dobře si uvědomte, že věta o komplementaritě je slabš́ı než věta o silné dualitě, protože věta
o komplementaritě neř́ıká, že rovnost cTx = yTb v̊ubec někdy nastane. Uved’me ještě jeden
jednoduchý d̊usledek slabé duality, který je opět slabš́ı než silná dualita.

Důsledek 13.4. Necht’ x je př́ıpustné primárńı řešeńı a y je př́ıpustné duálńı řešeńı. Necht’

cTx = yTb. Potom x a y jsou zároveň optimálńı řešeńı.

D̊ukaz. Pro libovolné primárńı př́ıpustné řešeńı x′ plyne z věty o slabé dualitě yTb ≤ cTx′. Z
předpokladu máme cTx = yTb. Z toho plyne cTx ≤ cTx′. Jelikož toto plat́ı pro každé př́ıpustné
x′, řešeńı x muśı být optimálńı.

Optimalita y se dokáže symetricky. �

Věta 13.5 (o st́ınových cenách). Necht’ duálńı úloha má jediné optimálńı řešeńı y∗. Označme

f(b) = min{ cTx | Ax ≥ b, x ≥ 0 } = max{yTb | yTA ≤ cT , y ≥ 0 }
optimálńı hodnotu dvojice duálńıch úloh jako funkci vektoru b. Pak je funkce f v bodě b
diferencovatelná a plat́ı f ′(b) = (y∗)T .

D̊ukaz. Jelikož je optimálńı řešeńı y∗ jediné, nabývá se ve vrcholu polyedru př́ıpustných řešeńı
{y ∈ Rm | yTA ≤ cT , y ≥ 0 }. Změńıme-li nepatrně b, množina duálńıch optimálńıch řešeńı se
nezměńı, neboli budeme mı́t stále jediné optimálńı řešeńı ve stejném vrcholu y∗ (tento argument
neńı zcela rigorózńı, ale geometricky je dosti názorný). Tedy v malém okoĺı bodu b je hodnota
optima jednoduše rovna (y∗)Tb. Derivaćı toho źıskáme f ′(b) = (y∗)T . �

Uvědomte si nutnost předpokladu o jednoznačnosti optimálńıho řešeńı. Kdyby množina
duálńıch optimálńıch řešeńı byla ne jediný vrchol, ale stěna vyšš́ı dimenze, po infinitezimálńı
změně účelového vektoru b by se optimálńı stěna mohla stát vrcholem a funkce f by tedy v
bodě b nebyla diferencovatelná. Předpoklad o jednoznačnosti řešeńı lze vypustit, ale pak by
věta byla složitěǰśı.

Protože b je zároveň vektor pravých stran primárńı úlohy, optimálńı duálńı proměnné y∗

vyjadřuj́ı citlivost optima primárńı úlohy na změnu pravých stran primárńıch omezeńı Ax ≥ b.
Interpretujeme-li naše LP jako optimálńı výrobńı plán (11.3) (pozor, lǐśı se obrácenou nerovnost́ı
v omezeńı), pak hodnota y∗i ř́ıká, jak by se náš výdělek zvětšil, kdybychom trochu uvolnili
omezeńı na výrobńı zdroje aTi x ≤ bi. Proto se duálńım proměnným někdy ř́ıká st́ınové ceny
primárńıch omezeńı.

Všimněte si, že věta o st́ınových cenách je ve shodě s větou o komplementaritě. Pokud
y∗i = 0, je aTi x < bi, tedy malá změna bi nemá na optimum vliv.

Př́ıklad 13.1. Mějme dvojici navzájem duálńıch úloh LP:

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.4 max 3y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.4

3 = 2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3 0.2 = y1 ≥ 0
2.4 = x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

3 = x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0
−0.6 = −x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

1.2 = x1 ≥ 0 2 = 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2
0.6 = x2 ≥ 0 5 = y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

0 = x3 ≥ 0 2 = 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6
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Spočetli jsme optimálńı řešeńı obou úloh a dosadili tato řešeńı do kritéríı a do omezeńı. Hodnoty
optimálńıch řešeńı x∗ = (1.2, 0.6, 0) a y∗ = (0.2, 0, 1.6) a hodnoty omezeńı a kritéríı v optimech
jsou napsané tučně před/za rovńıtky. Vid́ıme, že:

• Obě optima se sobě rovnaj́ı. Tak to muśı být podle věty o silné dualitě.

• Vezmeme-li libovolný řádek (kromě kriteriálńıho), je na něm alespoň jedno z obou omezeńı
aktivńı (tj. plat́ı s rovnost́ı). Např. ve druhém řádku je primárńı omezeńı 2x1+x2+2x3 ≥ 3
aktivńı (protože jeho levá strana je rovna 3) a duálńı omezeńı y1 ≥ 0 je neaktivńı (protože
plat́ı y1 > 0). Podle věty o komplementaritě se nemůže stát, že by na některém řádku byly
obě rovnosti zároveň neaktivńı (mohou být obě ale zároveň aktivńı, což zde nenastává, ale
stane se to v př́ıpadě degenerace).

• Např. y1 = 0.2 je st́ınová cena prvńıho primárńıho omezeńı 2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3. Změňme
pravou stranu b1 = 3 tohoto omezeńı o malou hodnotu h = 0.01 a zkoumejme, jak se
změńı optimum. Tato změna nezměńı argument y∗ duálńıho optima, pouze změńı jeho
hodnotu y∗Tb. Podle silné duality hodnota primárńıho optima muśı být rovna hodnotě
duálńıho optima (argument x∗ primárńıho optima se nějak změńı, my ale nepotřebujeme
vědět, jak). Dvojice úloh tedy bude vypadat takto:

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.402 max 3.01y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.402

2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3.01 0.2 = y1 ≥ 0
x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0
x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0
−x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0
x1 ≥ 0 2 = 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

x2 ≥ 0 5 = y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5
x3 ≥ 0 2 = 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6

Věta o st́ınových cenách ř́ıká, že v malém okoĺı bodu b = (3, 1, 3,−1), ve kterém se neměńı
optimálńı y∗, bude f(b) = y∗Tb a tedy

5.402− 5.4 =
∂f(b)

∂b1
h = y1h = 0.2 · 0.01.

�

Př́ıklad 13.2. Je dána primárńı úloha z Př́ıkladu 13.1. Je dáno x = (x1, x2, x3) = (1.2, 0.6, 0),
ale už neńı dáno duálńı řešeńı y. Dokažte bez použit́ı algoritmu na řešeńı LP, že dané x je
optimálńı řešeńı primárńı úlohy.

Optimalitu daného x zkuśıme dokázat pomoćı věty o komplementaritě. Předpokládejme, že
y (které zat́ım neznáme) je optimálńı řešeńı duálńı úlohy. Protože jsou druhé a čtvrté primárńı
omezeńı neaktivńı (neplat́ı v nich rovnost ale pouze nerovnost), z komplementarity muśı být
y2 = y4 = 0. Protože x1 > 0 a x2 > 0, z komplementarity muśı být prvńı a druhé duálńı
omezeńı aktivńı. Máme tedy soustavu lineárńıch rovnic

2y1 + y3 = 2
y1 + 3y3 = 5

(13.5)

která má jediné řešeńı (y1, y3) = (0.2, 1.6). Tedy y = (0.2, 0, 1.6, 0). Toto duálńı řešeńı je
př́ıpustné (tj. splňuje všechna duálńı omezeńı). Protože se hodnota primárńıho kritéria v bodě x
rovná hodnotě duálńıho kritéria v bodě y, musej́ı být x a y optimálńı řešeńı.
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Zd̊urazněme, že tento postup nemuśı vést vždy k ćıli. Když bude mı́t duálńı úloha v́ıce
než jedno řešeńı, bude mı́t soustava (13.5) nekonečně mnoho (afinńı podprostor) řešeńı. Mezi
nimi sice budou př́ıpustná duálńı řešeńı, ale k jejich nalezeńı budeme potřebovat řešit soustavu
rovnic a nerovnic (což už neńı snadné). �

13.2.1 Dovolené kombinace řešitelnosti dvojice duálńıch úloh

Zopakujme, že pro každou úlohu LP mohou nastat 3 možnosti:

• úloha má optimálńı řešeńı

• úloha je neomezená

• úloha je nepř́ıpustná (tj. množina př́ıpustných řešeńı je prázdná).

Věta 13.6. Z dev́ıti možnost́ı pro dvojici duálńıch úloh se realizuj́ı tyto:

primárńı/duálńı má optimum neomezená nepř́ıpustná

má optimum ano ne ne
neomezená ne ne ano
nepř́ıpustná ne ano ano

D̊ukaz. Snadno najdeme př́ıklady dvojic duálńıch úloh, které realizuj́ı povolené kombinace.
Zbývá dokázat, že zakázané kombinace nemohou nastat.

Čtyři zakázané kombinace v prvńım řádku a prvńım sloupci plynou z prvńı části věty o
silné dualitě (primárńı úloha má optimum právě tehdy , když duálńı úloha má optimum).

Pokud je primárńı resp. úloha neomezená, jej́ı optimum je −∞ resp. +∞. Věta o slabé
dualitě zakazuje, aby úlohy byly zároveň neomezené, protože pak bychom měli −∞ ≥ +∞. �

Často se už́ıvá konvence, že optimum nepř́ıpustné minimalizačńı úlohy je rovno +∞ a
optimum nepř́ıpustné maximalizačńı úlohy je rovno −∞. To vyplývá z toho, že inf ∅ = +∞ a
sup ∅ = −∞, viz §6.1. Za této konvence je třet́ı řádek třet́ı a sloupec ve shodě s větou o slabé
dualitě, i když př́ısně řečeno toto tvrzeńı z ńı nevyplývá (protože věta nic neř́ıká o nepř́ıpustných
řešeńıch).

13.3 Použit́ı duality

• Návrh nových algoritm̊u. Zat́ımco př́ımá úloha má m omezeńı a n proměnných, duálńı
úloha má n omezeńı a m proměnných.

• Certifikát optimality. Předlož́ıme-li př́ıpustná primárńı a duálńı řešeńı taková, že se kritéria
rovnaj́ı, dokázali jsme optimalitu. Pro úlohy s mnoha omezeńımi/proměnnými to může
být nejsnadněǰśı d̊ukaz optimality. Někdy lze spoč́ıtat optimálńı duálńı řešeńı levně z
optimálńıho primárńıho, viz Př́ıklad 13.2.

• Dualita umožňuje vhled do řešeného problému, často velmi netriviálńı. Dá se ř́ıci, že aby-
chom jakékoli úloze porozuměli do hloubky, muśıme pochopit jak jej́ı primárńı tak duálńı
formulaci.

• Citlivostńı analýza, st́ınové ceny.
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Př́ıklad 13.3. Mějme úlohu

min{ aTx | 1Tx = 1, x ≥ 0 } = min

{ n∑
i=1

aixi

∣∣∣∣ n∑
i=1

xi = 1, xi ≥ 0

}
,

kde a = (a1, . . . , an) je dáno a optimalizuje se přes x = (x1, . . . , xn). Najděte elementárńı
úvahou hodnotu optima, napǐste duálńı úlohu. Vysvětlete, co v dané úloze znamenaj́ı věty o
silné dualitě a komplementaritě.

Optimálńı hodnota je minni=1 ai, tedy nejmenš́ı z č́ısel ai. Dosahuje se ve vektoru x jehož
všechny složky jsou nulové kromě složek př́ıslušných minimálńımu ai. To je jasné, protože
je nejvýhodněǰśı soustředit všechnu ‘váhu’ rozděleńı x do nejmenš́ıho prvku. Pokud je v́ıce
minimálńıch prvk̊u ai, optimálńı vektor x neńı dán jednoznačně. Např. pro a = (1, 3, 1, 2) budou
optimálńımi řešeńımi vektory x = (x1, 0, x3, 0) pro všechna x1, x3 ≥ 0 splňuj́ıćı x1 + x3 = 1.

Podle návodu na konstrukci duálńı úlohy dostaneme duál

max{ y ∈ R | y1 ≤ a } = max{ y ∈ R | y ≤ ai, i = 1, . . . , n }.

Tato úloha má jasný význam: hledá se největš́ı č́ıslo y, které je menš́ı než všechna č́ısla ai.
Takové č́ıslo y se rovná minimu z č́ısel ai.

Význam silné duality je jasný: hodnoty primárńıho i duálńıho optima jsou si rovny.
Podmı́nky komplementarity ř́ıkaj́ı, že v optimech bude alespoň jedno z odpov́ıdaj́ıćı dvojice

primárńı-duálńı omezeńı aktivńı. Dvojice omezeńı
∑

i xi = 1, y ∈ R splňuje podmı́nky kom-
plementarity triviálně. Dvojice omezeńı xi ≥ 0, y ≤ ai je splňuje právě tehdy, když je splněna
aspoň jedna z rovnost́ı xi = 0, y = ai. To znamená:

• Pokud je v duálu y < ai, v primáru muśı být xi = 0. To je ale jasné, protože y < ai
znamená, že ai neńı nejmenš́ı ze složek vektoru a a tud́ıž v primáru by byla hloupost mu
př́ı̌radit nenulovou váhu xi.

• Obráceně, pokud je v primáru xi > 0, muśı být v duálu y = ai. To je jasné, protože pokud
jsme v primáru přǐradili č́ıslu ai nenulovou váhu, muśı být nejmenš́ı. �

13.4 Ilustrace duality na hydraulickém poč́ıtači

(Tato část je nepovinná, doporučujeme ale proj́ıt.)
Uvažujme fyzikálńı systém (’analogový poč́ıtač’), který sestává z nádob s nestlačitelnou

kapalinou uzavřených ṕısty a ze závaž́ı. K pochopeńı jeho činnosti budeme potřebovat tyto
známé poučky z hydrostatiky:

• Objem kapaliny v uzavřené nádobě je při libovolném tlaku stejný.

• Tlak v kapalině je při rovnováze všude stejný.

• Necht’ y je tlak v nádobě s kapalinou uzavřené ṕıstem. Necht’ ṕıst má povrch a a p̊usob́ı
na něj śıla c (viz obrázek). Pak c = ay.
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Obrázek 13.1 ukazuje celý stroj, v němž

• aij = povrch svislého ṕıstu v nádobě i spojeného se závaž́ım j (pro aij > 0 je ṕıst nahoře,
pro aij < 0 je ṕıst dole).

• xj = výška závaž́ı j (měřeno směrem dol̊u od roviny nulové výšky)

• b′i = š́ı̌rka mezery mezi tyč́ı a stěnou. Při x = 0 plat́ı b′i = bi.

• cj = t́ıha závaž́ı j

• Vodorovné ṕısty maj́ı povrch jednotkový.
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Obrázek 13.1: Hydraulický poč́ıtač řeš́ıćı primárńı i duálńı úlohu LP.

Ze zachováńı objemu kapaliny v nádobě i plyne b′i = bi − ai1x1 − · · · − ainxn. Protože
vodorovné tyče nemohou proj́ıt stěnou, je vždy b′i ≥ 0. Tedy b′ = b−Ax ≥ 0, tedy Ax ≤ b.

Potenciálńı energie závaž́ı j je −cjxj. Libovolný statický systém v rovnováze zaujme stav
s nejnižš́ı potenciálńı energíı. Proto se závaž́ı ustáĺı v takových výškách, že jejich celková po-
tenciálńı energie bude minimálńı, neboli c1x1 + · · · + cnxn = cTx bude maximálńı. Tedy stroj
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řeš́ı lineárńı program
max{ cTx | Ax ≤ b, x ∈ Rn }.

Jeho duál je
min{yTb | yTA = cT , y ≥ 0 }.

Tento duálńı LP jsme našli čistě formálně podle postupu o konstrukci duálńı úlohy. To nám
ale v̊ubec neř́ıká, jaký má duál vztah k našemu stroji. Pokusme se tento vztah odhalit. Kĺıčové
pro objeveńı tohoto vztahu je přǐradit duálńı proměnné yi význam tlaku v nádobě i (všimněte
si, že v primárńı úloze tlak v̊ubec nevystupuje). Ted’ dokážeme interpretovat duálńı LP a jeho
vztah k primárńımu LP daný větami o dualitě (vynecháváme větu o slabé dualitě):

• Jelikož stěna p̊usob́ı silou vždy od sebe, muśı být tlak v yi v nádrži i nezáporný. To dá
duálńı omezeńı y ≥ 0.

• Protože povrch vodorovných ṕıst̊u je jednotkový, tlak yi se rovná śıle vodorovné tyče i na
stěnu. Rovnováha sil pro svislou tyč j bude a1jy1 + · · ·+amjym = cj, což je duálńı omezeńı
yTA = cT .

• Dle věty o komplementaritě v ustáleném stavu plat́ı bud’ b′i = bi − ai1x1 − · · · − ainxn = 0
nebo yi = 0, pro každé i. Ale to je jasné, protože když se některá vodorovná tyč nedotýká
stěny, muśı být tlak v př́ıslušné nádobě nulový.

• Dle věty o silné dualitě je v ustáleném stavu duálńı kritérium yTb = y1b1 + · · · + ymbm
minimálńı. Proč to tak je? Potenciálńı energie všech závaž́ı je rovna práci, nutné na jejich
vyzdvižeńı do roviny x = 0. Tato práce se dá vykonat bud’ př́ımo zdvihnut́ım závaž́ı
(což odpov́ıdá primárńımu kritériu cTx) nebo odtlačeńım vodorovných tyč́ı od stěny
do vzdálenost́ı bi. Ukážeme, že druhý zp̊usob odpov́ıdá duálńımu kritériu. Zafixujeme-
li všechny vodorovné tyče kromě jediné tyče i, při odtlačováńı tyče i se śıla, kterou tlač́ıme
na tyč, neměńı (promyslete!). Tedy vykonáme práci yibi. Když takto odtlač́ıme od stěny
postupně všechny tyče, vykonáme práci yTb.

• Věta o st́ınových cenách ř́ıká, že se změnou bi se optimum měńı t́ım v́ıce, č́ım je větš́ı
tlak yi. To je ale jasné, protože č́ım je větš́ı tlak yi, t́ım větš́ı práce je třeba na odtlačeńı
tyče od stěny do vzdálenosti bi.

Zd̊urazněme, že tyto úvahy nedokazuj́ı žádnou ze tř́ı vět o dualitě. Předpokládáme totiž
platnost fyzikálńıch zákon̊u, které ale nelze matematicky dokázat, lze je pouze experimentálně
pozorovat. Skutečnost, že z chováńı stroje ‘vyplývá’ např. věta o silné dualitě, neńı matematický
d̊ukaz – ten je totiž čistou logickou dedukćı a žádné fyzikálńı zákony nepředpokládá.

T́ım, že se nám podařilo pochopit význam duálńı úlohy ve stroji, jsme se o fyzice našeho
stroje dozvěděli něco nového – tedy, že se dá podmı́nka rovnováhy formulovat pomoćı tlak̊u v
nádobách. Toho bychom si nejsṕı̌se nevšimli, kdybychom se nezabývali duálńı úlohou. Tak je to
u každého reálného systému (fyzikálńıho, ekonomického, ...) popsaného lineárńım programem:
abychom systém pochopili do hloubky, je třeba přǐradit význam nejen primárńı úloze, ale i
duálńı úloze a větám o dualitě.

13.5 Cvičeńı

13.1. Ukažte pro dvojici úloh LP v §13.1, že duál duálu se rovná p̊uvodńı úloze. Muśıte nejdř́ıve
duálńı úlohu (prostředńı sloupec) vpravo převést do tvaru primárńı úlohy (prvńı sloupec),
tj. např. muśıte převést maximalizaci na minimalizaci.
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13.2. Napǐste duál a podmı́nky komplementarity pro úlohy (11.6) a (11.8).

13.3. Napǐste duálńı úlohy a podmı́nky komplementarity k následuj́ıćım úlohám. Výsledek vždy
co nejv́ıce zjednodušte př́ıp. převed’te z maticové do skalárńı formy, je-li skalárńı forma
výstižněǰśı. Pro každou úlohu interpretujte silnou duality (tj. úvahou odvod’te, jaká je
optimálńı hodnota duálńı úlohy, a tato muśı být stejná jako optimálńı hodnota primárńı
úlohy) a podmı́nky komplementarity, podobně jako v Př́ıkladu 13.3.

a) Všechny úlohy ze Cvičeńı 11.2.

b) minx∈R maxni=1 |ai − x| (střed intervalu)

c) (?) minx∈R
∑n

i=1 |ai − x| (medián)

d) Úloha LP vzniklá ve Cvičeńı 11.6.

e) (?) Př́ıklad 11.4.

13.4. Dokažte bez užit́ı algoritmu na řešeńı LP, že x = (1, 1, 1, 1) je optimálńı řešeńı úlohy

min
[
47 93 17 −93

]T
x

za podm.


−1 −6 1 3
−1 −2 7 1

0 3 −10 −1
−6 −11 −2 12

1 6 −1 −3

x ≤


−3

5
−8
−7

4


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