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Kapitola 1

Uvod

1.1 Disciplina optimalizace

Optimalizace (pfesnéji matematickd optimalizace) se zabyvé minimalizaci (¢i maximalizaci)
funkci mnoha proménnych za pripadnych omezujicich podminek. Tato formulace pokryva mnoho
uloh z inzenyrské praxe i piirodnich véd: ¢asto preci chceme néco udélat ‘nejlépe’ v ramci
‘danych moznosti’. Umét rozpoznavat optimaliza¢ni problémy kolem sebe je inzenyrovi velmi
uzitecné. Optimalizace, téz zvand matematické programovdni, je ¢ast aplikované matematiky,
lezici na pomezi matematické analyzy, linearni algebry a informatiky. Je to moderni obor, ktery
se rychle rozviji.
Piiklady problému, které vedou na optimalizacni ulohy:

e Aproximuj namérenou funkéni zavislost funkei z dané tiidy funkei.

e Investuj 1000 K¢ do danych druhu akcii tak, aby o¢ekdvany vynos byl velky a riziko malé.

e Rozmisti dany pocet prodejen po meésté tak, aby kazdy ¢lovék mél do prodejny blizko.

e Najdi prubéh ridiciho signalu ruky robota tak, aby se dostala z mista A do mista B po

draze minimalni délky (pfip. minimélniho ¢asu ¢i vydaje energie) a bez kolize.

e Reguluj privod plynu do kotle tak, aby teplota v domé byla blizka kyzené teploté.

e Navrhni plosny spoj daného zapojeni, aby délka spoju byla nejmensi.

e Najdi nejkratsi cestu v pocitacové siti.

e Vyhledej nejlepsi spojeni v jizdnim fadu z mista A do mista B.

e Navrhni nejlepsi skolni rozvrh.

e Postav most o dané nosnosti pri nejmensi spotiebé materialu.

e Nau¢ umélou neuronovou sit.
Mimo inzenyrskou praxi je optimalizace vyznamna v piirodnich védach. Vétsinu fyzikalnich
zakonu lze formulovat tak, ze néjaka velicina nabyva extrémalni hodnoty. Zivé organismy v
kazdém okamziku fesi, védomeé ¢i podvédomeé, mnozstvi optimalizac¢nich tloh — napft. se rozho-
duji pro nejlepsi z moznych chovani.

V tomto kursu se nenaucite fesit vSechny tyto tlohy — uz proto, ze nékteré jsou velmi tézké.
Ale naucite se rozpoznat druh a obtiznost tloh a dostanete zaklady pro feseni téch snadnéjsich

vvvvvv

rozSiti po absolvovani navazujiciho kursu Kombinatorickd optimalizace.



1.2 Matematické znaceni

Mnoziny
{ai,...,a,} mnozina s prvky aq,...,a,
a€c A prvek a patif do mnoziny A (neboli a je prvkem A)
ACB mnozina A je podmnozinou mnoziny B (kazdy prvek z X patii do Y')
A=B mnozina A je rovna mnoziné B, plati zaroven AC Ba BC A
{a€ Al p(a)} mnozina prvku z A s vlastnosti ¢. Nekdy zkracujeme na {a | ¢(a) }.
AUB sjednoceni mnozin, mnozina {a | a € Anebo a € B}
ANB prunik mnozin, mnozina {a | @ € A a zaroven a € B }
(a1,...,a,) usporadand n-tice prvku aq,...,a,
Ax B kartézsky souc¢in mnozin, mnozina { (a,b) | a € A, b € B}
A" kartézsky soucin n stejnych mnozin, A" = A x --- x A (n-krét).
Zobrazeni

Zapisem f: A — B rozumime zobrazeni z mnoziny A (zvané defini¢ni obor) do mnoziny B.
Formélni definice je tato: podmnozina f kartézského soucinu A x B (tedy relace) se nazyva
zobrazeni, plati-li (a,b) € f, (a,b') € f = b ="V Neformdlné si predstavujeme zobrazeni jako
¢ernou skifnku (napf. poé¢itacovou funkci), kterd priradi kazdému prvku a € A jediny prvek
b= f(a) € B. Ptisné vzato, ‘zobrazeni’ (mapping, map) znamend presné to samé jako ‘funkce’
(function), ovsem slovo ‘funkce’ se obvykle pouziva pouze pro zobrazeni do ¢iselnych mnozin
(tedy B =R, Z, C apod.).

Pro mnozinu obrazu vSech vzoru s vlastnosti ¢ se pouziva zkratka { f(a) | a € A, p(a) } =
{be B|b= f(a), a € A, p(a) } nebo pouze { f(a) | v(a) }, pokud je A jasné z kontextu. Napf.
mnozina {z? | —1 < z < 1} je polouzavieny interval (0,1). Obraz mnoziny A v zobrazeni f
budeme casto znacit f(A) ={ f(a)|a € A}.

Zobrazeni se nazyva:
e injektivni (neboli prosté) pokud kazdy vzor mad jiny obraz, tj. f(a) = f(a') = a=d/,

e surjektivni (neboli A na B) pokud kazdy obraz ma vzor, tj. f(A) = B, tj. pro kazdé
b € B existuje a € A tak, ze b = f(a),

e bijektivni (neboli vzajemné jednoznaéné) pokud je zaroven injektivni a surjektivni.

~
’

iselné mnoziny

N mnozina prirozenych ¢isel

/ mnozina celych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych c¢isel

R, mnozina nezapornych realnych ¢isel

R, mnozina kladnych redlnych ¢isel

(x1,79) polouzavieny interval redlnych ¢isel, {z € R | zy <z < x5}
C mnozina komplexnich ¢isel



Vektory a matice

R™ ™ mnozina redlnych matic rozméru m x n (tedy s m tadky a n sloupci)

R™ mnozina sloupcovych vektorii, ztotoznéna s mnozinou R™*! jednosloupcovych matic
R™"  mnozina fadkovych vektori

x -y  skaldrni soucin vektoru

|x|l, p-norma vektoru x

|x||  norma vektoru x, bez dalstho uptesnéni eukleidovskd norma ||x||o
Vektory a matice znacime tuéné, skalary kurzivou.
Symbol f: R™ — R znaéi funkci n proménnych, kterd vektoru x = (z1,...,z,) € R" piitadi
skalar f(x) = f(x1,...,2,) € R. Jméno funkce piseme kurzivou, nebot jeji hodnoty jsou skaldry.
Symbol f: R" — R™ znaé¢i zobrazeni, které vektoru x = (z1,...,x,) € R™ piifadi vektor
f(x) =f(z1,...,2,) = (fi(x),..., f;(X)) = (fi(x1, ..., 20), ..., fiu(z1, ..., 2y)) € R™. Jméno
zobrazeni piSeme tucéné, nebot jeho hodnoty jsou vektory. Funkce fi,..., fm: R® — R jsou

slozky zobrazeni f.

Extrém funkce na mnoziné

Pro minimum funkce f: X — R na mnoziné X se uziva znaceni

min f(z) = min{ f(z) |z € X }.

zeX

Pro mnozinu prvku X, ve kterych se minimum nabyva, se pouziva symbol argument minima:

argmin f(z) = {2* € X | f(27) = min f() }.

zeX
Pro maximum je to analogické. Minima a maxima se souhrnné nazyvaji extrémy nebo optima.

Priklad 1.1.
. min|z — 1| =min{ |z — 1| | z € R} = 0, argmin |z — 1| = {1}
z€R zeR

2. Necht (ay,az,...,a5) = (1,2,3,2,3). Pak mSalxai =3, argfr)naxai = {3,5}. O
i= i=1

1.3 Formulace optimalizac¢nich uloh
Optimalizacni tilohy 1ze formulovat jako hledani minima dané redlné funkce na dané mnoziné:

min f(x). (1.1)
V optimalizaci se uziva nésledujici nazvoslovi. Funkce f se nazyva hcelova (také pokutova,
cenovd, kriteridlni) funkce. Mnozina X se nazyvd mnozina pFipustnych feSeni — coz je
vlastné protimluv, protoze prvky X nejsou fesenimi ilohy. Prvkam z* € X pro které f(z*) =
mingcx f(x) se pak iikd optimalni feSeni. Optimalni feseni muze byt jedno, vice, nebo nemusi
existovat.
Formulace (1.1) je velmi obecnd a abstraktni, nebot mnozina X muze byt zcela libovoln4.
Existuji tii Siroké kategorie uloh:



e Pokud je mnozina X konecéna (i kdyz tfeba velmi velkd), mluvime o kombinatorické op-
timalizaci. Jeji prvky mohou byt napt. cesty v grafu, konfigurace Rubikovy kostky, nebo
textové tetézce konecné délky. Prikladem je nalezeni nejkratsi cesty v grafu nebo problém
obchodniho cestujiciho.

e Pokud mnozina X obsahuje realna ¢isla ¢i vektory, mluvime o spojité optimalizaci. Ptikladem
je uloha linearniho programovani.

e Pokud mnozina X obsahuje funkce, mluvime o variacnim poctu. Piikladem je nalézt tvar

rovinné kiivky, ktera pti dané délce obepina co nejveétsi obsah.

Tento kurs se vénuje hlavné spojité optimalizaci. Zde prvky mnoziny X jsou n-tice redlnych
proménnych x = (z1,...,2,) € R" tedy X C R". Zde zapisujeme x tucné, protoze jej
povazujeme za vektor. Mnozina piipustnych feseni X je definovana jako mnozina vSech x € R"
spliujicich rovnice

gi(x) <0, i=1,....,m

hi(x) =0, i=1,.. ¢ (1.2)
pro dané realné funkce n proménnych gq,...,¢m a hi,..., hy. Uloha se zapisuje také jako
min  f(x)
za podminek g¢;(x) <0, 1=1,...,m (1.3)
hix) =0, i=1,...,C

Priklad 1.2. Mame najit bod v roviné, ktery lezi na kruznici s jednotkovym polomérem a
se stfedem v pocatku a ktery je nejblize danému bodu a. Zde mame n = 2, m = 0, £ = 1,
f(x) = [|x — a||, hi(x) = ||x|| — 1. Resime tilohu min{|ja — x|| | x € R?, ||x|| = 1}, tedy
minimalizujeme ||a — x|| za podminky ||x| = 1. O

Rovnice a nerovnice (1.2) jsou omezujici podminky, kriatce omezeni. Omezeni tvaru
g:(x) < 0 pfip. h;(x) = 0 se nazyva omezeni typu nerovnosti piip. typu rovnosti. Vsimnéte
si, ze omezeni h;(x) = 0 je ekvivalentni dvéma omezenim h;(x) < 0 a —h;(x) < 0, proto jsme
vlastné omezeni typu rovnosti v problému (1.3) nemuseli explicitné uvddét. Omezeni mohou
chybét (m = (¢ =0).

V zavislosti na ucelové funkci a omezenich muze byt nalezeni optimalniho feSeni snadné,
obtizné, nebo prakticky nemozné.

V tomto kursu se budeme zabyvat témito specialnimi ptripady:

e m = { =0, funkce f spojita diferencovatelna.

Vicerozmérna optimalizace bez omezeni. Specidlné f kvadraticka pozitivné definitni: linedrni
nejmensi ¢tverce.

e m =0, ¢ >0, funkce f, h; diferencovatelné.
Zde se naucite metodu Lagrangeovych multiplikatoru.

e m, ! > 0, funkce f,g;, h; direferencovatelné.
Zobecnéni metody Lagrangeovych multiplikatoru: Karush-Kuhn-Tucker (KKT) podminky.

e m, ! > 0, funkce f,g;, h; afinni.
Linedrni programovéni (LP) a simplexovd metoda.

e m, ! > 0, funkce f kvadraticka pozitivné semidefinitni, g;, h; afinni.
Kvadratické programovéni (QP).



e m, ! > 0, funkce f,g; konvexni, h; afinni.
Konvexni programovani, existuje jen jedno lokalni minimum. Budeme se zabyvat vlast-
nostmi konvexnich mnozin a funkei.

1.4 Cviceni

1.1. Najdéte (ivahou) co nejjednodussi popis nésledujicich mnozin:
a) {2? |z eR}
b) {1/z|z>1}
¢) {e* |z eR}
d) {z+yl2®+y* <1}

¢}

) {z+yla®+y* =1}

£) {lzf +lyl [ 2> +y* =1}
g) {mi+- 4z, |xeR" ||x[|=1}
h) {|z—yl|2€(0,1), y€(1,2)}

1.2. Mé&me mnozinu bodi v roving X = (—1,1) x {0} = {(z,0) | -1 <z < 1} C R%
Nac¢rtnéte nasledujici mnoziny:

a)
b)

{y eR*| min|lx—y| <1}
{y e R*| max|lx —y[ <2}

1.3. Formulujte (jiz vSak nefeste) nédsledujici tlohy ve tvaru min{ f(x) | x € X }.

a)

)

Najdi dvojici bodu v roviné, z nichz jeden je uvniti ¢tverce se sttedem v pocatku a
jednotkovou stranou a druhy je uvniti kruhu se stiedem v bodeé (2, 2) a jednotkovym
polomérem, tak aby si tyto dva body byly nejblize.

Najdi dvé prirozena ¢isla se souctem 7 a nejmensim soucinem.

Necht A je matice rozméru m x n, kde m < n, a b je vektor délky m. Piedpoklddejte,
ze matice ma hodnost m. Najdi feSeni x soustavy Ax = b tak, ze délka vektoru x je
minimalni.

Ve vesnici je n chalup o danych soufadnicich. Najdi souradnice posty tak, aby postak
mél k nejvzdélenéjsi (méreno vzdusnou ¢arou) chalupé co nejblize.

Ve vesnici je n chalup o danych soutadnicich. Najdi soutadnice m pump tak, aby
vzdalenost (vzdusnou carou) od libovolné chalupy k nejblizsi pumpé byla minimalni.

1.4. Vyteste néasledujici ulohy:

a)
b)

min{z?+y*|2>0,y>0, 2y >1}

min{ (z = 2)2 + (y— 1?22 < 1, y? < 1}

max{x-y | x € R", x-x <1} pro dany vektor y € R" (x -y znaci skaldrni soucin).
Zkuste nejprve pro n = 1, pak pro n = 2, pak zobecnéte na libovolné n.

Najdi rozméry krabice bez vika o jednotkovém objemu a nejmensim povrchu.

Hled4 se n-tice ¢isel xq,...,z, € {—1,+1} tak, ze jejich soucin je kladny a je-
jich soucet minimdlni. Jako vysledek napiSte hodnotu tohoto minimélniho souctu
v zavislosti na n.



Kapitola 2

Vektory a matice

Zde zopakujeme potiebné partie linearni algebry a priddme nékteré nové, které budeme potiebovat
pozdéji. Z linearni algebry, kterou znate z nizsich ro¢niki, se budeme vénovat pouze algebie
redlnych vektortu konecné dimenze a matic konecné dimenze. Nepostupujeme formalné metodou
definice-véta-dukaz, vétsinu tvrzeni predlozime jako fakta bez dukazu nebo dikaz pouze naznac¢ime.

2.1 Linearni prostor

Necht
e V' je neprazdnd mnozina,
e + je binarni operace V x V — V|
e - je binarni operace R x V. — V.
Necht jsou splnény tyto podminky (axiomy):
e x+(y+z)=(x+y)+z
e X+y=y+X

Existuje y € V tak, ze pro kazdé x € V je y + x = x. Znacime y = 0.

Pro kazdé x € V existuje y € V tak, ze x + y = 0. Zna¢ime y = —x.

1l-x=x

a-(8-%) = (a-§) - x

a-(x+y)=(a-x)+(ay)

(@+pP)-x=(a-x)+(5-x)

Trojice (V,+,-) se pak nazyva linearni prostor (nebo vektorovy prostor) nad télesem
realnych cisel. Prvkum mnoziny V se iikd vektory a prvkum télesa R skalary. Misto « - x
piSeme casto jen ax.

Operace + a - télesa R pro jednoduchost znac¢ime stejnymi symboly jako operace linearniho
prostoru. Kupt. + nékdy pouzivame jako operaci V- x V. — V (tj. jako s¢itédni vektoru) a
jindy jako operaci R x R — R (s¢itani skaldru, prvku télesa R). Toto pretéZovani operdtori
vyznamné zjednodusuje znaceni, ale student si ho musi byt védom a vzdy si ujasnit ‘datové
typy’ argumentu kazdého vyskytu operatoru.

Priiklad 2.1. Priklady linearnich prostoru:
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1. Mnozina {0} (tedy mnozina obsahujici pouze prvek 0) s operacemi definovanymi jako
0+0=0aa-0=0. Toto je nejmensi mozny linearni prostor a fikd se mu trividlni.

2. Mnozina R™ v8ech n-tic redlnych ¢isel (x4, ..., x,), definujeme-li operaci + jako s¢itani po
slozkach a operaci - jako nasobeni vsech slozek skalarem.

3. Mnozina vSech matic (‘tabulek’) redlnych ¢isel velikosti m x n, spolu s operacemi defino-
vanymi opét ‘po slozkach’.

4. Mnozina vSech funkci f: X — R, kde X je libovolna dand mnozina. Operace jsou ptirozené
séitani funkef a ndsobeni skaldrem ‘v kazdém argumentu zv1ast’.

5. Mnozina vsech polynomu p: R — R libovolného stupné. Operace opét dany prirozené.

Mnozina vSech polynomu stupné n neni linearni prostor, protoze souc¢et dvou plynomu stupné
n muze byt polynom stupné nizsiho. O

Linearni kombinace vektoru xi,...,x; € V je vektor
Xy + Xy

pro néjaké skalary aq,...,a; € R. Linedrni prostor je uzavieny vuéi linearnim kombinacim,
tj. linedrni kombinace jakychkoliv vektoru z V' zustavd ve V. To snadno (indukei) plyne z
podminek

e prokazdé x,y e Vijex+yeV,
e prokazdé a e RaxeVjeaxe V.

Rozumi se samo sebou, Ze tyto podminky plati, nebot v definici linedrniho prostoru jsme defi-
novali operaci + jako V' x V — V a operaci - jako R x V' — V.

Linedrni podprostor (kratce podprostor) linedrniho prostoru (V,+,-) je mnozina U C
V', kterd je uzaviend vuci linedrnim kombinacim (tj. kazda linedrni kombinace vektort z U lezi
v U). Potom mnozina U s operacemi ‘zdédénymi’ z ptuvodniho prostoru V' tvori sama o sobé
linedrni prostor.

Vektory x1,...,X, jsou linedrné zavislé, kdyz existuji skalary aq, ..., a; takové, ze aspon
jeden z téchto skalaru je nenulovy a

Xy + -+ X = 0.

Ekvivalentné se da tici, ze libovolny vektor je linearni kombinaci ostatnich. Mnozina (koneénd
¢i nekoneénd) X C V je linedrné zavisld, kdyz néjakd jeji konetnd podmnozina je linearné
zavisla. V opacném piipadé je linedrné nezavisla.

Linearni obal mnoziny vektoru X C V je mnozina

span X = {ayx; + -+ uXg | x1,.. ., xx € X, aq,..., 04, ER Kk €N}

Tedy pokud je mnozina konecnd, X = {xy,...,Xx}, jeji linedrni obal je mnozina vsech linedrnich
kombinaci vektoru xi,...,x;. Pokud je X nekonecna, je jeji linedarni obal mnozina vsech
linedrnich kombinaci vSech konecnych podmnozin X. Ekvivalentné lze tici, Ze linearni obal
mnoziny X C V je nejmensi linearni podprostor V' obsahujici X.

Baze linedarniho prostoru V' je linedrné nezavisla mnozina vektort, jejiz linearni obal je cely
prostor V. Kazdy linearni prostor ma alespon jednu bazi. Pokud linearni prostor ma néjakou
bazi s koneénym poctem vektoru, pak jeho kazda jind baze ma stejny pocet vektoru. Tento
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pocet je dimenzi linearniho prostoru, kterou znac¢ime dim V. Pokud V' nema béazi s koneénym
poctem prvki, je jeho dimenze nekonecné.

V nasem kursu budeme potiebovat vyhradné redlné linedrni prostory s konecnou dimenzi.
Zakladnim piikladem takového prostoru je R™. Lze ukézat, Zze vSechny realné linearni pros-
tory dimenze n jsou v jistém smyslu ‘stejné’ (isomorfni), tento piiklad je tedy vlastné jediny.
Standardni bazi prostoru R"” budeme znacit

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), e, = (0,...,0,1).

Vektor ze samych jedni¢ek budeme znacit 1, = (1,...,1) nebo krétce 1.

2.2 Matice

Redlnd matice rozméru m x n je zobrazeni A: {1,...,m} x {1,...,n} — R. Hodnoty tohoto
zobrazeni znac¢ime a;;. Matici pomoci vyctu prvku zapisujeme tabulkou

aix - Aip
A = [a;] =

Am1  *°° Amn

Mnozinu vsech redlnych matic rozméru m x n (tj. s m fadky a n sloupci) zna¢ime R™*™.

Na mnoziné R"™*™ zavedeme operace + a - ‘po prvcich’. Tim se tato mnozina stane linearnim
prostorem dimenze mn. Nulovou matici (jeji vSechny prvky jsou nuly) pak zna¢ime O.

Pro m = n se matice nazyva ¢tvercova, pro m # n obdélnikova. Pro m < n nazveme
matici Sirokou, pro m > n tzkou (toto ndzvoslovi neni standardni).

Ctvercovd matice je diagondlni, kdyz ma vsude mimo hlavni diagonélu nuly, tedy a;; =0
pro i # j. Jednotkova matice méa na diagonale jednicky a mimo diagondalu nuly, zna¢ime ji I.

Transpozici matice A = [q;;] € R™*" znacime AT = [a;;] € R™™. Plat{ (A + B)T =
AT + BT, Ctvercova matice se nazyva symetrickd, kdyz A” = A, a antisymetricka, kdyz
AT = —A.

Soucin matic A € R™*? a B € RP*" je matice C € R™*" s prvky

p
Cij = E az’kbkja
k=1

coz zna¢ime C = AB. Vlastnosti maticového soucinu:
e (¢/A)B =A(aB) = a(AB)
e (AB)C=A(BC)
e ( A+B)C=AC+BCaAB+C)=AB+ AC
e (AB)T = BTAT
Ctvercové matice obecné nekomutuji, AB # BA.
Neékdy je nutné sestavit matici z nékolika jejich podmatic (zvanych téz bloky), coz znacime

A8l & p [on]
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Rozméry jednotlivych blokii musi byt kompatibilni. Vsimnéte si, ze ve tietim piikladé jsou
rozmeéry jednotkové matice I a nulové matice 0 ur¢eny rozméry matic A a D. Pro nasobeni
matic sestavenych z bloku plati podobné pravidlo jako pro matice sestavené ze skalaru:

© ol [v]= [exiev)

2.2.1 Hodnost a inverze

Hodnost matice je maximalni pocet jejich linearné nezavislych sloupcu, coz je totéz jako
dimenze linedrniho obalu sloupcti matice. Hodnost znaéime rank A. Plat{ rank A = rank AT
tedy misto pomoci sloupcu jsme mohli hodnost definovat pomoci fadkiu. Obecné je vzdy

rank A < min{m,n}. (2.1)

Pokud je rank A = min{m,n}, fikdme, za matice ma plnou hodnost. Ctvercovd matice s
plnou hodnosti se nazyva regularni, jinak je singularni. Pro hodnost souc¢inu matic plati

rank(AB) < min{rank A, rank B}. (2.2)
Pokud matice A € R™™ a B € R™*"™ splnuji
AB =1, (2.3)

nazyva se matice B prava inverze matice A a matice A leva inverze matice B. Prava ¢i leva
inverze nemusi existovat nebo nemusi byt jedina. Napf. pro m < n rovnost (2.3) nikdy nenastane
(pro¢?). Pravé inverze matice A existuje, pravé kdyz jeji fadky jsou linedrné nezéavislé. Levéa
inverze matice B existuje, pravé kdyz jeji sloupce jsou linearné nezavislé.

Pro m = n (¢tvercové matice) prava inverze matice A existuje pravé tehdy, kdyz A je
reguldrni (proto se reguldrni matici iikd také invertovatelnd). V tom piipadé je jedind a je
rovna levé inverzi matice A. Pak mluvime pouze o inverzi matice A a znaéime ji A~!. Mdme

tedy AA™' =TI = A"'A. Pro reguldrni matice A a B plati (AB)"! =B 1A%

2.2.2 Determinant

Determinant je funkce det: R™™ — R (tedy piitazuje Ctvercové matici skalar) definovand

jako
det A = Z sgno H i o (i)
o =1

kde s¢itame pres vSechny permutace n prvku o: {1,...,n} — {1,...,n}, pficemz sgn o oznacuje
znaménko permutace. Nékteré jeho vlastnosti:

e Determinant je multilinedarni funkce sloupcii matice, tj. je linearni funkci libovolného
sloupce, jsou-li vSechny ostatni sloupce konstanty.

e Determinant je alternujici funkce sloupctu matice, tj. prohozeni dvou sousednich sloupcu
zméni znaménko determinantu.

o detlI=1
e det A = 0 prave tehdy, kdyz A je singuldrni
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o det AT =det A
e det(AB) = (det A)(det B)
o det A~! = (det A)~! (plyne z predchoziho pro B = A™1)

2.2.3 Ztotoznéni vektord a jednosloupcovych matic

Siroce se uziva nasledujici konvence. Je jasné, ze linedrnf prostor R” viech n-tic (zy,...,z,) a
linedrni prostor R"*! viech matic s jedinym sloupcem délky n jsou ‘stejné’ (isomorfni). Proto
tyto prostory ztotoznime a budeme bez upozornéni prechazet mezi obéma vyznamy. Slovem
‘vektor’ v tomto smyslu rozumime tedy objekt

4

T ]!

—

x=(x1,...,x5)=| | =

Tn

Tedy zatimco obecné v linedrni algebie slovo ‘vektor’ znamena prvek linearniho prostoru, v
maticové algebrfe znamend jednosloupcovou matici. Totéz bychom samoziejmé mohli udélat s
fddky (a nekdo to tak i déld, napi. pocitacovi grafikové). Proto matici x € R™*! nazyvame
pfesnéji sloupcovy vektor a matici x € R*" fadkovy vektor.

Mame-li tedy matici A € R™"™ a vektor x € R", vyraz y = Ax € R" znac¢i maticové
nasobeni matice m x n matici n x 1, které definuje nasobeni vektoru matici

n
Yi = E ATy
j=1

Vektor y je linearni kombinace (s koeficienty x;) sloupcu matice A.

Podobné, pro x,y € R" je xTy = 219, + - -+ + 2,9, je maticovy soucin fddkového vektoru
x!" a sloupcového vektoru y, jehoz vysledkem je skaldr. Naproti tomu xy’ je matice m x n
(které se nekdy tika vnéjsi soucin vektoru) hodnosti 1.

Mohli bychom si myslet, ze kdyz vektory lze povazovat za matice rozméru n x 1, tak skalary
lze povazovat za matice rozméru 1 x 1. Neni tomu tak: vyraz oA je syntakticky spravné, ale

neni to maticovy soucin, protoze vnitini rozmér matic je ruzny. Pak navic plati A = Aa.

2.3 Zloc¢iny na maticich

Pro manipulaci s maticovymi vyrazy a rovnicemi je nutno ziskat podobnou zrucnost, jakou
mate pro manipulaci se skalarnimi vyrazy a rovnicemi. K tomu je tfeba nejenom znalost linearni
algebry, ale i cvik — je nutno, aby vam ‘proslo rukama’ co nejvice vyrazu a rovnic obsahujicich
matice a vektory. Pti upravach maticovych vyrazu délaji studenti ¢asto hrubé chyby, kterych
se 1ze pri alespon minimalni pozornosti vyvarovat. Vyskyt takové chyby v testu ¢i u zkousky je
neomluvitelny. Dale uvedeme typické kategorie téchto zloc¢inu.

Vyraz je nesmyslny kvili rozmérim matic

Prvni druh chyb je ten, ze vyraz nemé smysl kvili rozmérum matic a vektort. Rozlisime dva
druhy téchto chyb. Pii syntaktické chybé pachatel napise maticovy vyraz, ktery porusuje
syntakticka pravidla. Piiklady:
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e Pokud A € R?*3 a B € R3*3, tak nésledujici vyrazy jsou syntaktické chyby:
A+B, A=B, [AB], A'B, A, detA, A2

A

e Zcela odstrasujici priklad je pouziti ‘zlomku’, napi. B To je mozné jen tehdy, kdyz ve
jmenovateli je skalar.

Pti sémantické chybé pachatel napiSe vyraz nebo udéld zavér, ktery sice neodporuje syntaxi,
ale nedava smysl kvili svému vyznamu. Piiklady:

e Inverze ¢tvercové, ale evidentné singuldrn{ matice. Napt. (ww?)~!, kde w € R3.

e Predpoklad existence levé inverze Siroké matice nebo pravé inverze tzké matice. Napr.
napiseme QQ’ =1I, kde Q € R>*3,

e Tvrzeni rank A = 5, kde A € R35. Je chybné, protoze kazdd pétice vektoru z R? je
linearné zavisla.

Piiklad 2.2. Vidime-li viraz (ATB)~!, musime okamzité udélat tyto ivahy o rozmérech matic
A € R™" a B € RF>P:

e Abychom se vyhnuli syntaktické chybé v nasobeni, musi byt m = k. Vyjimkou je pripad,
kdy A je skaldr (m = n = 1) nebo B je skalar (k = p = 1) — pak by ATB byl sice zvl4stni,
ale syntakticky korektni zapis.

e Jelikoz sou¢in ATB je rozméru n x p, musi byt n = p, abychom se vyhnuli syntaktické
chybé pii inverzi. Ted tedy vime, Ze obé matice musi mit stejny rozmér.

e Pokud by matice AT byla 1izkd nebo matice B sirokd, matice ATB by uréité byla singuldrn{
a dostali bychom sémantickou chybu. Abychom se ji vyhnuli, musi byt obé matice bud
ctvercové nebo uzké, m > n.

Zaver: aby vyraz (ATB)~! mél smysl, musi mit obé matice stejny rozmér a musf byt étvercové
nebo tzké. Namitnete, ze matice A”B nemusi mit inverzi ani za téchto podminek — nasim cilem
vSak bylo pouze najit nutné podminky na rozméry matic, aby vyraz meél smysl. O

Pouziti neexistujicich maticovych identit
Pro manipulaci s maticovymi vyrazy je uziteéné mit v pameéti zasobu maticovych identit. Ovsem
nesmi byt chybné. Typické priklady:
e (AB)T = ATBT (pokud v maticovém soucinu ATBT je vnitin{ rozmér rizny, je to také
syntakticka chyba)
e (AB)"! = A7'B™! (pro nectvercové matice je to také syntaktické chyba, pro ¢tvercové
ale singularni matice je to také sémantickd chyba)

e (A+B)>=A%+2AB + B2 Tato identita se opira o velice uzitecnou (avsak neexistujici)
identitu AB = BA.

Neekvivalentni tipravy (ne)rovnic

Zde zlocinec udéla chybny usudek pti neekvivalentni upravée rovnice ¢i nerovnice. Ekvivalentni
a neekvivalentni upravy skalarnich rovnic zname jiz ze zakladni skoly. Napft. operace ‘odmocni
rovnici’ je neekvivalentni, nebot sice a = b implikuje a® = b2, ale a® = b? neimplikuje a = b.

Priklady:
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° Usudek, 7e a’x = al'y implikuje x =y (nenf{ pravda, ani kdyz vektor a je nenulovy).

e Usudek, ze pokud A € R35 a4 AX = AY, pak plati X = Y (neni pravda, protoze A
nemd levou inverzi, tedy linedrné nezavislé sloupce).

e Usudek, 72 ATA = B”B implikuje A = B (neni pravda, ani kdyz jsou obé matice
¢tvercové regularni — zkuste pro skalary)

Dalsi tipy pro praci s maticemi
e Pod maticové vyrazy si malujte obdélnicky s rozméry matic, abyste méli presnou predstavu
o0 jejich rozmérech.
e Vidite-li maticovou rovnici ¢i soustavu rovnic, spocitejte si skalarni rovnice a neznamé.

e Pracujte nejen s papirem, ale i s Matlabem. Upravy maticovych vyrazii lze ¢asto ovérit
na nghodnych maticich. Napi. chceme-li ovérit rovnost (AB)T = BT AT, zkusime napf.
A=randn(5,3); B=randn(3,6); (A*B)’-B’x*A’. Samoziejmé to neni dukaz.

2.4 Linearni zobrazeni

Necht U a V jsou linearni prostory. Zobrazeni f: U — V se nazyva linearni, pokud
o f(x+y)="Ff(x)+f(y)
o f(ax) = af(x)

To je o¢ividné (matematickou indukef) ekvivalentni jediné podmince
f(Oé1X1 + -+ Oéka) = O{lf(l'l) + -+ Oékf(llj’k), (24)

tedy ‘zobrazeni linedrni kombinace je rovno linedarni kombinaci zobrazeni’. Této podmince se
nekdy tika princip superpozice.
Zobrazeni f: R® — R™ dané jako

f(x) = Ax, (2.5)

je linedrni, nebot

o f(x+y)=A(x+y)=Ax+ Ay =f(x) + f(y)

o f(ax) = A(ax) = a(Ax) = af(x)
Prostfedni rovnosti plynou z vlastnosti maticového nasobeni. Obracené lze dokazat (udélejte!),
ze kazdé linedrni zobrazeni R" — R™ lze napsat jako (2.5) pro néjakou matici A € R™*™.
Rikame, ze matice A reprezentuje linearni zobrazeni.

Slozeni linearnich zobrazeni je opét linearni zobrazeni. Jeho matice je sou¢inem matic jed-
notlivych zobrazeni. Pro f(x) = Ax a g(y) = By médme

g(f(x)) = (gof)(x) = B(Ax) = (BA)x,

tedy BA je matice slozeného zobrazeni g o f.
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2.4.1 Obraz a nulovy prostor

S linedrnim zobrazenim jsou spjaty dva linedrni podprostory, obraz a nulovy prostor (jadro).
Pokud jde o zobrazeni f(x) = Ax, hovorime o obrazu a nulovém prostoru matice A € R™*™.
Obraz matice je mnozina

mgA ={Ax|xecR"} (2.6)

vSech linedrnich kombinaci sloupcti matice. Tedy je to linedarni obal sloupcu matice. Je to
mnozina f(R"™) vSech hodnot, jichz muze zobrazeni f nabyt. Je to linedrni podprostor R™ s
dimenzi dimrng A = rank A.

Nulovy prostor matice je mnozina

nll A ={xeR"|Ax=0} (2.7)

vSech vektoru, které se zobrazi na nulovy vektor. Néekdy se téz nazyva jddro (kernel) zobrazeni.
Nulovy prostor je linedrni podprostor R™. Tento podprostor je trividlni (obsahuje pouze vek-
tor 0) pravé tehdy, kdyz matice A ma linedrné nezavislé sloupce. Tedy Sirokd matice mé vzdy
netrivialni nulovy prostor.

Dimenze obrazu a nulového prostoru jsou svazany vztahem

dimrng A + dimnull A = n. (2.8)

Jak najdeme nulovy prostor? Hledame matici, jejiz sloupce tvoii bazi nulového prostoru
matice A. Je to zjevné kazd4 matice B € R™** spliujici AB = 0 a k = dimnull A = n—rank A.
V Matlabu ziskdme takovou matici napt. piikazem B=null(A).

Priklad 2.3. Dokazeme, ze pro kazdou matici A plati
rank(ATA) = rank A. (2.9)

Nejrpve dokéZzeme, 7ze null A = null(ATA):
e Dikaz null A C null(ATA): Ax=0 = ATAx=0.
e Dikaz null(ATA) CnullA: ATAx=0 = x"ATAx=||Ax|*=0 = Ax=0.

Jelikoz jsou nulové prostory matic stejné a n je stejné, podle (2.8) jsou stejné jejich hodnosti.l]

2.5 Afinni podprostor a zobrazeni
Afinni kombinace vektoru x1,...,x; € V je linearni kombinace
a1Xy + -+ QpXg,

ve které ag + -+ ap = 1.
Afinni obal vektoru x1, ..., X, je mnozina vSech jejich afinnich kombinaci. Obecnéji, afinni
obal (kone¢né ¢i nekoneéné) mnoziny X C V' je mnozina

af X = {agxy + -+ apxp | X1, ., x €X, a,...,ap €ER a1+ +a, =1, ke N}

afinnich kombinaci vSech kone¢nych podmnozin X.
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Piiklad 2.4. Mé&jme dva linedrné nezavislé vektory x,y € R2. Jejich linedrni obal je mnozina
span{x,y} = {ax + Oy | o, € R}, tedy rovina prochazejici témito dvéma body a poc¢dtkem
0, tedy cely R2. Jejich afinni obal je mnoZina

aff{x,y} = {ax+ By |0, € R, a+8=1} = {ax+(1-a)y |a € R},

coz je piimka prochdzejici body x,y. Nakreslete si vektory ax + (1 — «)y pro ruzné hodnoty o!

Podobné, linedrni obal dvou linedrné nezavislych vektortt z R? je rovina prochézejici témito
dvéma body a poc¢atkem 0, jejich afinni obal je pifimka prochazejici témito dvéma body. Afinni
obal tif linedrné nezavislych bodii v R? je rovina prochdzejici témito tiemi body. 0J

Mnozinu A C V nazveme afinni podprostor linearniho prostoru V', pokud je uzaviena
vuéi afinnim kombinacim (tedy kazda afinni kombinace vektoru z A lezi v A).
Pokud A je afinni podprostor V' a xy, € A, pak mnozina

A—xg={x—%x9|x€ A}

je linearni podprostor V. Toto tvrzeni dokazeme. Chceme dokazat, ze libovolna linearni kombi-
nace vektoru z mnoziny A—xq lezi v. A—xq. To znamena, ze pro Xi,...,x; € Aaay,...,ap € R
musi byt aq(x; — Xg) + -+ + ap(Xx — Xg) € A — Xq, tedy

ap(x; —Xo) + - Fag(Xp —X0) +Xo =Xy + - FapXp + (1 —ag — -+ — ag)xo € A.

To je ale pravda, nebot oy +-+-+ag + (1 —a; — -+ —ag) = 1 a tedy posledni vyraz je afinni
kombinace vektoru z A, ktera podle predpokladu lezi v A.

Podobné lze dokézat (provedte), ze je-li U linedrni podprostor V a xq € V, potom U + X
je afinni podprostor V. Tedy afinni podprostor neni nic jiného nez ‘posunuty’ linearni podpros-
tor. Dimenze afinniho podprostoru je dimenze tohoto linedarniho podprostoru. Afinnimu
podprostoru R™ dimenze 0, 1, 2 a n — 1 se fika po fadé bod, pfimka, rovina a nadrovina.

Kazdy afinni podprostor 1ze také vyjadrit jako mnozinu feseni nehomogenni soustavy rovnic,

{xeR"|Ax=Db}.

Ctendf si moznd vsiml, ze jsme definovali afinni podprostor linedrniho prostoru ale uz ne
afinni prostor sém o sobé (bez odkazu k néjakému linedrnimu prostoru). Definice afinniho
prostoru pomoci axiomu existuje, ale nebudeme ji potfebovat a proto ani uvadét.

Zobrazeni f: U — V z linedrniho prostoru U do linearniho prostoru V' nazveme afinni,
pokud (2.4) plati pro vSechna ay +- - - +ay = 1, tedy zobrazeni afinni kombinace je rovno afinni
kombinaci zobrazeni. Lze ukazat, ze zobrazeni f: R” — R™ je afinni pravé tehdy, kdyz existuje
matice A € R™*" a vektor b € R™ tak, ze

f(x) = Ax+b.

Na zavér terminologickd poznamka. V linearni algebie znamena ‘linedrni zobrazeni’ néco
jiného nez ve zbytku matematiky. Napt. funkci jedné proménné f(z) = ax + b znéte ze zakladni
skoly jako linedrni, v linearni algebfe vsak linedrni neni (je afinni). OvSem soustavé rovnic
Ax = b se tika ‘linearni’ i v linearni algebre.
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2.6 Cviceni

2.1. Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny tvoif linedrn{ prostor (vzdy bud dokazte nebo najdéte
protipiiklad):

a) {x|xTy =0} pro dany vektor y

b) Mnozina vsech symetrickych matic velikosti n x n.
¢) Mnozina vSech singuldrnich matic velikosti n x n.
d) Mnozina vsech levych inverzi dané tizké matice.

2.2. Které z téchto vyroku jsou pravdivé?

a) Pokud AB méd plnou hodnost, pak A a B maji plnou hodnost.

) Pokud A a B maji plnou hodnost, pak AB ma plnou hodnost.

¢) Pokud A a B maji trividlni nulovy prostor, pak AB m4 trividlni nulovy prostor.
)

Pokud A a B jsou tizké s plnou hodnost{ a plati AT”B = 0, pak matice [A B] je tizk4
s plnou hodnosti.

e) Pokud matice [A ma plnou hodnost, pak A i B maji plnou hodnost.

0
0 B
Kazdy vyrok dokazte nebo najdéte protipiiklad. Nékteré vyroky mohou platit jen pro
urcité rozméry matic — najdéte tedy co nejobecnéjsi podminky na rozméry matic, aby
vyroky byly pravdivé.
2.3. Vyfeste tyto rovnice pro nezndmou matici X (predpoklddejte, ze piipadnd inverze exis-
tuje):
a) AX+B = A?X
b) X - A =XB
c) 2X-—AX =2A=0
2.4. Reste soustavu rovnic {b; = Xa;, i = 1,...,k} pro nezndmou matici X € R™*". Jaké
musi byt k, aby soustava méla stejny pocet rovnic jako neznamych? Za jaké podminky ma
soustava jediné feseni?
2.5. Vyfeste soustavu rovnic { Ax = b, x = ATy}, kde x,y jsou nezndmé vektory a matice

A je sirokd s plnou hodnosti. Najdéte jen vztah pro x, vztah pro y nas nezajimé. Ovérte
v Matlabu pro nahodné zadani, které ziskate piikazy A=randn(m,n); b=randn(n,1).

2.6. Méjme soustavu rovnic pro neznamé x a y:

Ax+By=a
Cx+Dy=b

a) Vyjadrete soustavu ve tvaru Pu = q.
b) Je-li a,x € R™, b,y € R", ukazte, ze x = (A — BD!C)"!(a — BD"'b). Jakou to
ma vyhodu oproti poc¢itani u piimo ze soustavy Pu = q?
2.7. Které z téchto soustav rovnic jsou linearni? Mala pismena znaci vektory, velkd matice.

Predpokladejte co nejobecnéjsi rozméry matic a vektoru. Jaky je pocet rovnic a neznamych
v kazdé soustave?
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2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

a) Ax = b, neznamd x
b) xTAx = 1, nezndm4 x
c¢) a’Xb = 0, nezndmd X
d) AX+XAT=C
e) {XTY =A, YIX =B}, nezndmé X, Y
Zobrazeni vec: R™™ — R™" (‘vektorizace’ matice, v Matlabu oznaceno A(:)) je defi-

novano tak, ze vec A je matice A prerovnand po sloupcich do vektoru. Kroneckeruv soucin
matic (v Matlabu kron(A,B)) je definovén jako

(IHB e alnB
A®B= : :
B - B

Pro libovolné matice (s kompatibilnimi velikostmi) plati
vec(ABC) = (CT ® A) vecB. (2.10)

Pouzijte tohoto vzorce pro nalezeni explicitniho feseni nasledujicich soustav rovnic. Neznama
matice je X. Predpokladejte, ze pocet rovnic je rovny poctu neznamych. Predpokladejte,
ze matice a vektory maji nejobecnéjsi mozné rozmeéry, aby to davalo smysl.

a) {b/Xa;=0,i=1,...,k}

b) AX + XAT =C
Soucet prvku na diagonéle ¢tvercové matice se nazyva jeji stopa.

a) Dokazte, ze matice AB a BA maji stejnou stopu.

b) Dokazte, ze rovnice AB — BA = I nem4 feseni pro zadné A, B.
Komutdtorem dvou matic rozumime matici [A, B] = AB—BA. Dokazte, Ze plati Jacobiho
identita [A,[B, C]] + [B, [C, A]] + [C,[A,B]] = 0.

Dokazte Sherman-Morrisoniv vzorec pro inverzi matice B = A —uv? (A je ¢tvercovd
reguldrni):

TA-1
Bl=A(I+ 2 )
( N 1—-vTA-lu

%) Uvazujte zobrazeni F(A) = (I — A)(I + A)~!. Dokaite, Ze:
(%) j

a) Pro antisymetrickou matici A je matice F(A) ortogonalni.

b) Pro ortogondlni matici A je matice F(A) antisymetricka. Pfitom predpokladejte, ze
A nema vlastni ¢islo —1, jinak by totiz matice I + A byla singularni.

c) Zobrazeni F je inverzi sama sebe, tedy F(F(A)) = A pro kazdé A. Toto ma platit
pro kazdou matici A, nejen ortogonalni ¢i antisymetrickou.

Pred dukazy na papite se presvédcte v Matlabu, ze tvrzeni plati pro ndhodné matice.

Vyraz y x x oznacuje vektorovy soucin vektort x,y € R3. Najdéte matici A tak, aby
y x x = Ax. Cemu je rovno AT? Jakou hodnost m4 A?

(%) Matici nazveme surjektivni, pokud linedrni zobrazeni reprezentované matici je surjek-
tivni, viz §1.2. Které z téchto vyroku jsou pravdivé? Dokazte nebo najdéte protipiiklad.
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a) Pokud matice A a B jsou surjektivni, pak matice AB je surjektivni.
b) Pokud matice A? je surjektivni, pak A je surjektivni.

c) Pokud matice AT A je surjektivni, pak A je surjektivni.

d) Pokud matice [A 0] je surjektivni, pak A m4 plnou hodnost.

2.15. Analogicky k pojmu linearni nezavislosti, jak byste definovali ‘afinni nezévislost’? Zkuste
najit mnozinu vektoru, ktera je linedrné zavisld a afinné nezavisla. Zkuste to i naopak. V
kterém pripadé je to mozné?

21



Kapitola 3

Skalarni soucin a ortogonalita

3.1 Skalarni soucin

Prostor R™ je ptirozené vybaven standardnim skalarnim soucinem
X y=Ziy1+ -+ Tpln

(nékdy se téz znaci (x,y) nebo i jinak). Skaldrni soucin spliuje Cauchyovu-Schwarzovu
nerovnost (x-y)? < (x-x)(y -y).
Standardni skaldrni sou¢in na R" indukuje eukleidovskou normu

|| = VX - X = Vz 2 4 - + 2,2

Norma spliiuje trojihelnikovou nerovnost |x + y|| < [|x|| + ||y, kterd snadno plyne z
Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti (umocnéte a roznasobte). Norma méii délku vektoru x. Déle
umoznuje mérit wuhel vektoru

Xy
[ [Hly I
Eukleidovska norma indukuje eukleidovskou metriku

Cos p =

d(x,y) = lx =yl

Metrika méii vzddlenost bodu x a y.

Protoze pro n = 3 takto definované pojmy délky, ihlu a vzdéalenosti dobie modeluji prostor,
ve kterém zijeme, prostoru R” se standardnim skalarnim souc¢inem se casto iikda Eukleidovsky
prostor. Jeho prvkum se misto vektory nékdy tika body. Slovo vektor uzivame tehdy, chceme-
li zduraznit, ze x patii do vektorového prostoru, napi. smér vektoru spojujicitho pocatek 0 s
bodem x. Slovo bod uzivame, chceme-li zduraznit metrickou strukturu.

3.2 Ortogonalni vektory a podprostory

Dva vektory nazveme ortogondlni (kolmé), pokud u - v = 0, coz se znaéi také x L y. Vektor
nazveme normalizovany, pokud ma jednotkovou velikost, ||ul| =1 (tedy u-u = 1). Mnozinu
vektoru {uy,...,u;} nazveme ortonormdlni, pokud kazdy vektor je normalizovany a kazda
dvojice vektoru je ortogondlni.

Ortonormalni mnozina vektoru je linedarné nezavisla. To lze ukazat skalarnim vyndsobenim
rovnice ajuy + - - - + aguy = 0 vektorem u; (dukaz dokoncete!).

Podprostory U a U’ linedrniho prostoru V' se nazyvaji
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e ortogonadlni, je-li x 1 x' pro kazdé x € U a x’ € U’'. Znacime U 1L U’.

e komplementarni, plati-li zdroven U L U’ a span(U UU’) = V. Kazdy podprostor U ma
pravé jeden komplementarni podprostor, ktery znacéime U+.

Piiklad 3.1. Necht V = R3. Dvé na sebe kolmé piimky prochédzejici po¢dtkem jsou or-
togondlni podprostory. Nejsou komplementarni, protoze linearni obal jejich sjednoceni neni
cely R3, ale pouze rovina. Komplementarni podprostor k pifmce prochdzejici pocatkem je rov-
ina prochazejici pocatkem, ktera je na tuto piimku kolma. Vsimnéte si, Ze tento pozadavek
urcuje rovinu jednoznacné. [

Pro kazdou matici A jsou podprostory null A a rng(AT) komplementdrni. To je vidét z
toho, ze tng(AT) je mnozina vSech linedrnich kombinaci f4dkt matice A a null A je mnozina
vsech vektoru kolmych na vSechny radky matice A. Dukaz dokoncete!

3.3 Ortogonalni matice

Predpodkladejme, ze vektory tvoii sloupce matice U = [ul uk] € R™*. Ortonormalitu
sloupcu Ize nyni popsat podminkou
vlu =1,

tedy U7 je levd inverze U. Z linedrn{ nezavislosti sloupcti plyne, Ze nezbytné k& < n. Linedrni
zobrazeni f(x) = Ux zachovdvd standardni skaldrni soucin, nebot

f(x) - f(y) = (Ux) - (Uy) = (Ux)"(Uy) =x"U"Uy =x"y =x-y.

Pro x =y dostaneme, zZe se zachovava také eukleidovskd norma, |[f(x)| = ||Ux| = ||x||. Tedy
zobrazeni zachovava délky a ihly. Takova zobrazeni se nazyvaji isometrie.

Pro obdélnikovou matici s ortonormalnimi sloupci neexistuje standardni jméno. Pokud je
matice U ¢tvercova (k = n), nasledujici podminky jsou ekvivalentni (pro¢?):

U'U=1 < U'=U" < UuUU' =L
V tom piipadé se U nazyvé ortogondlni matice (z historickych divodu se nerika ‘ortonormalni
matice’). Z podminek pak plyne (det U)? = 1, mohou tedy nastat dva ptipady:
e Pokud det U = 1, matici se iikd specialni ortogonalni nebo také rotacni, protoze

transformace f(x) = Ux znamend otoceni vektoru x okolo pocatku. Kazdou rotaci v
prostoru R" Ize jednoznacné reprezentovat rotacni matici.

e Pokud det U = —1, transformace je slozenim otoceni a zrcadleni (reflexe) kolem nadroviny
prochazejici pocatkem.

Priklad 3.2. Vsechny rotaéni matice 2 x 2 lze napsat jako

U= [cgs ¢ —sin gp}
singp  cosp

pro néjaké ¢. Nasobeni vektoru touto matici odpovida otoceni vektoru v roviné o thel ¢.
Zkontrolujte, ze UTU = UUT =T a det U = 1.

Permutacéni matice je Ctvercova matice, jejiz sloupce jsou permutované (‘prehdzené’) vek-
tory standardni baze. Napt. matice [83 e eg]. Permutacni matice je zjevné ortogonalni. Jeji
determinant je rovny znaménku permutace. O
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Ortonormalni mnoziny vektori maji mnoho vyhod:

e Je to ‘nejvice liedrné nezavisla’ mnozina vektoru.

e Tvorii ‘nejhezéi’ baze linearnich podprostoru.

e Inverze ortonormdlni matice se spocita trividlné (transpozici) a nevznikaji u toho num-

erické (zaokrouhlovaci) chyby. Naproti tomu inverze obecné matice mé slozitost O(n?) a
mohou vznikat zna¢né zaokrouhlovaci chyby.

3.4 Gramm-Schmidtova ortonormalizace

(Tato ¢ést je nepovinna.)
Gramm-Schmidtova ortonormalizace je jednoduchy algoritmus, ktery pro dané linearné
nezavislé vektory ay, ..., a, € R™ najde vektory qi,...,q, € R™ takové, ze

® qi,...,q, jsou ortonormalni,

e Pro kazdé k =1,...,n plati span{qy,...,qx} = spanf{ai, ..., a;}.
Myslenka algoritmu je jednoducha. Predpoklddejme, Ze jiz méame vektory qi,...,qg_1 S pop-
sanymi vlastnostmi. K vektoru a, pricteme takovou linedrni kombinaci vektoru qi, ..., qs_1,
aby se stal na vSechny z nich ortogonélni. Poté tento vektor normalizujeme. Tedy

k—1
dk
dr = ar — ZTjqu', qr = el (3.1)
= 9k
Algoritmus postupné provede tuto iteraci pro k =1,...,n.

Jak najdeme koeficienty r;;? Ze (3.1) vyplyva, ze

k
ap = Z Tjk:qj- (32)
7=1

Méme zde navic koeficient 74, ktery reprezentuje zménu vektoru qx normalizaci. Vztah (3.2)
nam dovoluje spocitat koeficienty r;, z pozadavku na ortonormalitu vektoru qy,...,q. Jeho
vynasobenim vektorem q; dostaneme r;;, = q; - ay.

3.5 QR rozklad

Kazdou matici A € R™*"™ s m > n lze rozlozit na soucin
A =QR, (3.3)

kde Q méa ortonormdlni sloupce (Q7Q =1I) a R je horni trojihelnikovd (tj. r;; = 0 pro kazdé
i > j). Existuji dvé verze:
e V redukovaném QR rozkladu je Q € R"*" a R € R**". V Matlabu [Q,R]=qr(4,0).
e V Gplném QR rozkladu je Q € R™™ a R € R™*". V Matlabu [Q,R]=qr (A). Uplny
QR rozklad lze napsat jako

A=[Q Q) m (3.49)
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kde A = Q1R je redukovany QR rozklad. Tedy mame navic matici Qs s ortonormalnimi
sloupci, které jsou kolmé na sloupce Q;. Podprostory rng Q; a rng Q, jsou tedy komple-
mentarni.

QR rozklad je zédkladnim stavebnim kamenem mnoha dalsich algoritmu numerické linearni
algebry vektorti. Je také uziteény pro feseni linedrnich rovnic. Resme napf. soustavu Ax = b
s regularni ¢tvercovou matici A. Rozlozime A = QR a vynésobime soustavu zleva Q' coz d4
Rx = Q”b. Toto je ekvivalentni iprava, nebot Q je reguldrni. Ale protoze je R trojihelnikov4,
tato soustava se levné vytesi zpétnou substituci.

QR rozklad 1ze pocitat napf. vylepsenou Gramm-Schmidtovou ortonormalizaci. Rovnice (3.2)
se d& psat v maticovém tvaru jako (3.3), kde vektory ay, ..., a, jsou sloupce matice A, vektory
di,..-,qy jsou sloupce Q a R je horni trojuhelnikova s prvky r;, = q; - a;. Redukovany QR
rozklad pak vznikne vylepsenimi tohoto algoritmu, které jednak zmensi zaokrouhlovaci chyby
a jednak dovoli linearni zavislost sloupci A.

3.6 Cviceni

3.1. Dokazte, ze souc¢in ortogondlnich matic je ortogonalni matice.

3.2. Pro jaké n je matice diag(—1) (tedy diagonélni matice s minus jednickami na diagondle)
rotacni?

3.3. Pocet nezavislych parametru (stupnu volnosti) ortogonalni matice n x n se ziské jako rozdil
poctu prvki matice (n?) a poc¢tu nezavislych rovnic v podmince UTU = 1. Neformdlné
feceno udava, kolika ‘knofliky’ muzeme nezéavisle ‘kroutit’ pii rotaci v n-rozmérném pros-
toru. Jaké je toto ¢islo pro n = 2, 3,47 Najdéte vzorec pro obecné n.

3.4. Pro ||v|| =1 je H =1- 2vvT zndma jako Householderova matice. Transformace Hx je

zrcadleni vektoru x kolem nadroviny s normélovym vektorem v, proto se H také nékdy
nazyva elementdarni refiektor.

a) Ukazte, 7e H=H? a H'H = I (tj. matice je symetrickd a ortogondlnf).

b) Z téchto dvou vlastnosti vyplyvda HH = I. Co to fikd o transformaci Hx?

c) Ukazte, ze det H = —1.

d) Co je Hv? Co je Hx, kde vI'x = 0?7 Ukazte algebraicky a odivodnéte geometricky.

3.5. () RQ rozklad rozlozi matici A = RQ, kde R je horni trojtihelnikovéa a Q je ortogondlni.
Jak spocitate RQ rozklad, mate-li pocitacovou implementaci QR rozkladu?
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Kapitola 4

Metoda nejmensich ¢tvercu

Resme nehomogenni soustavu linearnich rovnic
Ax = Db, (4.1)

kde A € R™*". Soustava ma feSeni prave tehdy, kdyz b € rng A, tedy je-li b linearni kombinaci
sloupcu A (Frobeniova véta). V opa¢ném piipadé je soustava pfeurcend. To nastane typicky
pro m > n (tedy rovnic je vice nez neznamych) — tato podminka vSak neni ani nutnd ani
postacujici.

Resme preurcenou soustavu piiblizné. Hledejme takové x, Ze vzdalenost mezi body Ax a b
je co nejmensi, kdyz uz nemuze byt nulova:

min{ |Ax — b | x € R"}, (4.2)

Je jasné, ze misto normy ||Ax — b|| mtzeme minimalizovat jeji ¢tverec ||Ax — b||%. ProtoZe to
vlastné znamend minimalizaci souctu ¢tverci reziduf al’ x — b; (kde al jsou fadky A), mluvime
o priblizném feseni ve smyslu nejmensich &tvercu (least squares solution).

Priiklad 4.1. Soustava trech rovnic o dvou neznamych

T+ 2y==6
-+ y=3
r+ y=4

je preurcend. Jeji feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu znamena najit takova ¢isla z,y, ktera
minimalizujf ¢islo (z 42y — 6)? + (—x +y —3)* + (z +y — 4)°. O

Ulohu lze fesit cisté geometrickou tivahou. Pokud vzdalenost Ax a b ma byt minimalni,
musi byt vektor Ax —b kolmy na prostor rng A, tedy na kazdy sloupec matice A (viz obrézek).

Ax
Ax—-Db

mg A b

To lze zapsat jako AT(Ax —b) = 0, tedy
ATAx = A™b. (4.3)
Soustava (4.3) se proto nazyva normalni rovnice. Je to soustava n rovnic o n nezndmych (to

je pijemné, kdyz m > n, coz se v praktickych tlohdch casto stavd).
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Véta 4.1. Rovnice (4.3) ma feseni pro kazdé A a b.

Dikaz. Tvrdime, ze

(a) . ® T (e)
rank A = rank A* A < rank A [A b} < rank A.

Rovnost (a) byla dokdzana v Pifkladu 2.3. Nerovnost (b) je evidentni, nebot pfiddnim sloupce
nemuze hodnost matice AT A klesnout. Nerovnost (c) plyne z (2.2). Jelikoz vpravo i vlevo je
stejné ¢islo, musf byt rank A”A = rank A” [A b] a podle Frobeniovy véty mé soustava (4.3)
reseni. 0

Kdyz rank A = n, matice ATA € R™" je reguldrni a soustavu muizeme fesit pomoci inverze:

x=A"b, kde AT =(ATA) AT (4.4)

Matice AT se nazyvé pseudoinverze matice A. Je to jedna z levych inverzi matice A, nebot
ATA = (ATA) TATA =1

Lze dokdzat, ze pseudoinverze AT m& mezi vSemi levymi inverzemi B matice A nejmensi

Frobeniovu normu 1/2
IB||r = (Z bijz) .
]

Pokud rank A < n, je matice AT A singuldrni a feSeni pomoci inverze nemuiZzeme pouZit.
V tom piipadé rovnice (4.3), a tedy i iloha (4.2), maji nekoneéné mnoho (afinni podprostor)
reSeni x. To se obvykle nestava — muze to znamenat, ze jsme ulohu Spatné zformulovali.

Normélni rovnice lze také fesit pomoci redukovaného QR rozkladu. Necht rank A = n a
A = QR. Po dosazeni do (4.3) mame

RTQTQRx = RTQ"b.

Po uzit{ QT'Q = I a nasobeni maticf R~ zleva (coz je ekvivalentni operace) méme Rx = Q”b.
To tesime zpétnou substituci.
Dosadme x spoc¢itané vztahem (4.4) do levé strany (4.1):

Ax=Pb, kde P=AA" =A(ATA)AT. (4.5)

Matice P € R™ ™ ma vyznam ortogondlni projekce na podprostor rng A. Hodnota minima
problému (4.2) je [|Pb —b|| = ||[(P — I)b]|.

4.1 Statistické odivodnéni metody

Odhadujme skryté parametry x néjakého systému z méteni y na systému. Budiz vazany zndmou
linearni zavislosti y = Ax. Méfeni jsou zatizena chybami, které jsou zpusobeny Sumem senzoru,
nepiesnostmi méfeni, nedokonalou znalosti modelu, apod. Tedy

y = Ax + ¢,

kde € = (e1,...,&m) jsou ndhodné proménné modelujici chyby méfeni y. Metoda nejmensich
¢tvercu ¢ini dva predpoklady:
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e Nahodné proménné ¢; maji normdlni rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a smérodatnou

odchylkou o,
1

2 2
€)= e_ai /(20 )
plei) = —=
e Ndhodné proménné ¢4, ..., &, jsou na sobé nezavislé. Tedy sdruzena pravdépodobnost je
rovina soucinu

m m 1 ) )

= = —€i?/(207)
pEL, ... em) = | | &) = e * : 4.6
o) = [t =T] (4.6)

Dale aplikujeme princip mazima vérohodnosti. Ten tika, ze parametry x se maji najit tak, aby
pravdépodobnost (4.6) byla maximalni. Je pohodlnéjsi minimalizovat jeji zéporny logaritmus

20

m m 2
&q
—logp(er,...,em) = —Zlogp(ei) = Z [ 5+ log(ov2m)|.
i=1 ;

i=1

Jelikoz o je konstanta, je to totéz jako minimalizovat Y, ;% = |ly — Ax|?.

4.2 Pouziti na regresi

Regrese je modelovani zavislosti proménné y € R na proménné ¢ € T" regresni funkei

Yy = f(t,X),

ktera je zndma az na parametry x € R™. Je ddn soubor dvojic (¢;,y;), i = 1,..., m, kde méreni
y; € R jsou zatizena chybou. Ukolem je najit parametry x, aby y; ~ f(t;,x). Podle metody
nejmensich ¢tvercu tedy fesime

min Y [f(t,x) — v (4.7)

xERM 4
=1

Zvolme regresni funkci jako linedrni kombinaci

Ft,x) = z101(t) + - + ion(t) = @(t) 'x

danych bdzovijch funkci o;: T — R. Pak se tiloha (4.7) d& psat jako miny ||y — Ax||?, kde prvky
matice A jsou a;; = ¢;(t;).

Priklad 4.2. Polynomidlni regrese. Nechf X = R a ¢;(t) = t'~1. Pak regresn{ funkce je poly-
nom stupné n — 1,
f(t,x) = 21 + 2ot + 23t + - + 2"

Specidlné pro n = 1 tloha (4.7) zni min, Y, (y; — )2 Resenim je zndmy aritmeticky priamér
1 m
T =il Yie 0
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4.3 Cviceni

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

V Matlabu je feseni soustavy Ax = b, at uz pfesné uréené nebo preuréené, implemen-
tovano v operédtorech \ (zpétné lomitko) a / (lomitko). Pochopte vSechny funkce téchto
operatoru pomoci studia prikazu help mldivide a help mrdivide.

Projekci se v linearni algebte rozumi kazdé linearni zobrazeni f(y) = Py, které spliuje
f(f(y)) = f(y), tedy P? = P. To vyjadiuje pochopitelny pozadavek, Ze kdyz jednou vektor
promitneme, tak dalsi promitnuti ho jiz nezméni. Projekce obecné nemusi byt ortogonalni.
Projekce je ortogondlni, kdyz navic plati PT = P. Zkontrolujte, Ze matice (4.5) vyhovuje
uvedenym rovnostem.

V prknu je n dér o souradnicich x4, ..., x, € R, vSechny v jedné primce. Namétime metrem
vzdélenosti d;; = x; — x; pro vybrané dvojice (i,7) € E, kde mnozina E C {1,...,n}? je
dana. Piitom dvojice jsou vybrané tak, ze vzdy z; > ;.

a) Zformulujte odhad z1,...,z, jako tlohu (4.2), tj. najdéte matici A a vektor b.

b) Jaka je nejmensi mozn4 velikost mnoziny E, aby tloha méla smysl?

¢) Lze dosdhnout, aby méla matice A plnou hodnost? Pokud ne, jak byste tilohu zménili,
aby méla?

Zformulujte nalezeni piicky mimobézek v R? jako tilohu ve tvaru (4.2) (udejte presny tvar
matice A a vektoru b). Ulohu vyfeste a dokazte, Ze pricka je na mimobézky kolma.

Méme mnozinu m primek (afinnich podprostortu dimenze 1) v prostoru R", kde i-ta pitimka
je mnozina {a; +ts; | t € R}. Najdéte bod, jehoz soucet ¢tverct vzdalenosti k primkam
je minimalni. Jak byste to zobecnili na piipad, kdy misto m piimek mame m afinnich
podprostoru s dimenzemi dy, ..., d,,"?

Méme m ptimek v roviné, piicemz i-t4 piimka mé rovnici alx = b; pro dané a; € R?
a b; € R. Najdéte bod, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu vzdéalenosti od jednotlivych
piimek. Napovéda: Jak se pocita vzdalenost bodu od nadroviny, tedy napt. od piimky v
roviné?

V problému vdzZenych nejmensich étverci chceme najit x = (z1,...,2,) € R" minimal-
izujici funkci
m n 2
f(X) = Zwl ( Z Clijl'j — bz>
i=1 j=1

kde w; jsou nezaporné véhy. Napiste funkci v maticovém tvaru (ndpovéda: sdruzte cisla
w; do diagondlni matice). Za jakych podminek ma tloha teseni? Jak se feSeni spocitd?
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Kapitola 5

Vlastni cisla a kvadratické formy

5.1 Vlastni ¢isla a vektory
Definice 5.1. Necht pro ¢tvercovou matici A € R™", vektor v # 0 a skaldr A\ € C plat{

Av = )\v. (5.1)
Pak )\ se nazyva vlastni cislo matice a v vlastni vektor matice prislusny vlastnimu ¢islu \.

Rovnici (5.1) 1ze prepsat jako
(A —A)v=0. (5.2)

To je soustava homogennich linearnich rovnic pro v, kterd ma netrividlni feseni prave tehdy,
kdyz matice A — Al je singularni. Tedy vlastni ¢isla jsou feSenim rovnice

det(A — AI) = 0. (5.3)
Levé strana této rovnice se nazyva charakteristicky polynom. Vlastni vektory piislusné
vlastnimu ¢islo A pak spoc¢itame ze soustavy (5.2).

Priklad 5.1. Najdéte vlastni ¢isla matice A = [3 4

1 2 o, . ,
} . Charakteristickd rovnice zni

1—A 2

det(A—/\I):det[ 5 4

}:(1—>\)(4—/\)—3-2:)\2—5/\—2:0.

Tato kvadratickd rovnice mé dva kofeny A = (5 4+ v/33)/2. To jsou vlastni ¢isla matice A.
Vlastni prostor prislusny kazdému A najdeme feSenim homogenni linearni soustavy

{1—)\ 2

3 4—A}V:0'

O

Charakteristicky polynom ma stupen n (dokazte z definice determinantu!). M4 tedy n korent,
z nichz nékteré mohou nésobné (tj. stejné). V tomto smyslu ma kazda matice n vlastnich ¢isel,
z nichz nékterda mohou byt nasobna. Vlastni ¢isla mohou byt realna nebo komplexni. Mnoziné
vlastnich ¢isel matice (¢i linedrniho zobrazeni) se nékdy iiké jeji spektrum.

Vsechny vlastni vektory piislusné danému vlastnimu ¢éislu tvori linearni podprostor R™.
Specialné, velikost vlastnich vektort nehraje roli a je proto zvykem je normalizovat, ||v| = 1.
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Celkové mnozstvi vSech linedrné nezavislych vlastnich vektoru muze byt nejvyse n (protoze
vice nez n vektoru v R” je vzdy linedrné zavislych), muze jich byt ale i méné. Vlastni vektory
prislusné ruznym vlastnim ¢islam jsou linedrné nezdvislé (dokazte!).

Rovnice (5.1) lze napsat pro vSechna vlastni ¢isla najednou jako

A1

neboli
AV =VD. (5.4)

Diagonélni matice D ma na diagondle vlastni ¢isla a sloupce ctvercové matice V jsou vlastni
vektory. Pritom se predpoklada, ze sloupce V jsou ze vSech vlastnich vektoru vybrany tak, aby
hodnost V byla nejvétsi mozna. Pokud je V regularni, (5.4) lze psat jako

A=VDVh (5.5)
Vztahu (5.5) se pak 1ikd rozklad matice podle vlastnich &isel nebo spektralni rozklad.

Véta 5.1. Necht matice A rozméru n X n je symetricka. Pak vsechna jeji vlastni ¢isla jsou
realna a Ize najit n navzajem ortogonalnich vlastnich vektoru.

Této véte se neékdy tika spektralni véta. Podle ni pro kazdou symetrickou A je ve vz-
tahu (5.4) matice D redlnad a V muze byt zvolena jako ortogondlni, V=1 = VT Tedy

A =VDV7, (5.6)

Jak se pocitaji vlastni ¢isla a vektory? Charakteristicky polynom je hlavné teoerticky néstroj
a piimé hledéani jeho kofenu neni vhodné pro numericky vypocet. Pro vétsi matice se vlastni ¢isla
a vektory pocitaji iteracnimi algoritmy. Navic, pro matice rizného typu jsou vhodné ruzné algo-
ritmy — napf. symetrické matice je vypocet vyznamneé snazsi. Matlabskd funkce [V,D]=eig(A)
spocitd matice V a D splnujici (5.4).

5.2 Kvadraticka forma

Kvadraticka forma je funkce f: R® — R danda vzorcem
f(x) = x"Ax,

kde A je matice velikosti n x n.
Kazdou ¢tvercovou matici muzeme psat jako soucet symetrické a antisymetrické matice,

A+ AT A — AT

A= S
—_— —
A, A

Ale xTAx = (xTAx)T = xT ATx, nebot transpozice skaldru je tentyz skalar. Z toho plyne
xTA_x=0, xTA,x=x"Ax.

Tedy kdyZ A nenf symetricks, mizeme ji nahradit jejf symetrickou ¢asti (A +AT)/2 a kvadrat-
icka forma se nezméni. Dale proto budeme predpokladat, ze A je symetricka.
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Definice 5.2. Symetricka matice A je
e pozitivné [negativné] semidefinitni, kdyZ pro kazdé x plati x’ Ax > 0 [xT Ax < 0]
e pozitivné [negativné] definitni, kdyz pro kazdé x # 0 plati xT Ax > 0 [xTAx < 0]
e indefinitni, kdyZ existuje x a'y tak, Zex' Ax >0 ay’ Ay < 0.

Matice muze mit i nékolik téchto vlastnosti najednou. Napft. pozitivné definitni matice je
zaroven pozitivné semidefinitni. Nulova matice je zaroven pozitivné i negativné semidefinitni.

I kdyz definice dava dobry smysl pro libovoné ¢tvercové matice, je zvykem hovorit o téchto
vlastnostech jen pro symetrické matice. Nékdy se vlastnosti definuji ne pro matici, ale ab-
straktnéji pro kvadratickou formu.

Mé-1i kvadratickd forma na mnoziné R™ extrém, bude se nabyvat v poc¢iatku x = 0 (i kdyz
moznd i jinde). Definice 5.2 ukazuje, ma-li kvadratickd forma extrém a piipadné jaky:

e Je-li A pozitivné [negativné] semidefinitni, pak je v po¢atku minimum [maximum].

e Je-li A pozitivné [negativné] definitni, pak je v pocatku ostré minimum [maximum].

e Je-li A indefinitni, pak kvadraticka forma extrém nema.

Véta 5.2. Symetricka matice je
e pozitivné [negativné| semidefinitni, pravé kdyz mé& vSechna vlastni ¢isla nezapornd [nekladnd]
e pozitivné [negativné| definitni, pravé kdyz ma vsechna vlastni ¢isla kladna [zaporné]

e indefinitni, pravé kdyz ma alespon jedno kladné a alespon jedno zaporné vlastni ¢islo.
Diikaz. 7 rozkladu podle vlastnich ¢éisel (5.6) méme
xTAx =x'VDVTx = y'Dy = \iyi2 + - + A\ (5.7)

kde x = Vy. Substituce x = Vy tedy diagonalizovala matici kvadratické formy. Protoze V je
reguldrni, definitnost matice A je stejna jako definitnost matice D. Ale protoze D je diagonalni,
jejl definitnost je okamzité patrnd ze znamének cisel \;. Napt. vyraz (5.7) je nezdporny pro kazdé
y praveé tehdy, kdyz vSechna \; jsou nezdporné. 0

Kdyz jsou vsechna ); kladnd (A pozitivné definitni), funkce g(y) = y? Dy vypada jako
“adoli’. Kdyz jsou vsechna J\; zdporna (A negativné definitni), funkce vypada jako ’kopec’.
Kdyz jsou néktera kladna a nékterd zapornd (A indefinitni), tvarem je ‘sedlo’:

S N 32 RIS s
Y AL OO
—, N ' 05 X '
o

17 EAEY 1T

91, y2) = yi + 3 91, y2) = v3 — v3 9y, y2) = —yi — ¥3

32



Protoze vsak V je ortogonalni, transformace x = Vy je pouhd isometrie. Napf. necht

ool veale Yl

tedy V reprezentuje otoceni o m/4. Obrazek ukazuje vrstevnice puvodni a otocené funkce:

7 \\\

U7

g(y) =y'Dy f(x) =g(VTx) =x"Ax

5.3 Kvadraticka funkce

Obecna kvadraticka funkce vice proménnych mé tvar
f(x) =x"Ax +b'x +¢, (5.8)

oproti kvadratické formé tedy piibyl linedrni a konstantni ¢len. Opét predpokldaddme AT = A.
Néekdy lze tuto funkei prepsat jako

xTAx +blx +c= (x —x0)TA(x — %0) + o (5.9)

Vyraz na pravé strané je kvadraticka forma s pocatkem xq, plus konstanta. Této uprave se rika
‘doplnéni na ¢tverec’. Znéate ji pro pripad, kdy A, b, x jsou skalary — tak se na zakladni skole
odvozuje zndmy vzorec pro koreny kvadratické rovnice jedné proménné. Spoctéme (Xo,yo) z
(A, b, ¢). Rozndsobenim pravé strany dostaneme

(x — x0)TA(x — %0) + 9o = xT Ax — 2x] Ax + x] Axo + yo.
kde jsme pouzili x” Axy + x{ Ax = 2xT Axy. Porovnénim s levou stranou mdme
b=-2Axy, c= XOTAXO + Yo,

z ¢ehoz spocitame Xg a yo. Pokud tato soustava nenf fesitelnd (Frobeniova véta), doplnéni na
¢tverec neni mozné.

Pokud je doplnéni na ¢tverec mozné, vysSetieni extrému kvadratické funkce se nelisi od
vySetfeni extrému kvadratické formy — rozdil je jen v posunuti xy. Pokud doplnéni mozné neni,
kvadraticka funkce extrém neméd ani kdyz A je pozitivné ¢i negativné semidefinitni. Promyslete,
jak funkce v tom ptipadé vypada!
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5.4 Cviceni

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.
5.9.
5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

5.10.
5.11.
5.12.
5.13.

0.14.

5.15.

5.16.

: - ) 1 2] 1 2
Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic [ , [ } :

—4 =2 2 -3

2 0 3
Napiste rovnici, jejimiz kofeny jsou vlastni ¢isla matice |0 —2 —1
3 -1 2

Najdéte vsechna vlastni ¢isla a vlastni vektory (a) nulové, (b) jednotkové, (c) diagonalni
matice. Najdéte vlastni ¢isla trojihelnikové matice.

Ukazte, ze Ay +---+ A\, =trace A a \; X --- x A\, = det A.
Zname vlastni ¢isla a vektory matice A. Jaké jsou vlastni ¢isla a vektory matice A + al?

Rekli jsme, 7e hleddn{ kofent charakteristického polynomu (5.3) neni vhodny zpusob
na hledani vlastnich ¢isel. Naopak: hledani kotrenu libovolného polynomu jde prevést na
hleddni vlastnich ¢isel matice, kterd se nazyva doprovodnd matice polynomu. Odvodte
tvar této matice. Ovéite v Matlabu pro ruzné polynomy.

Je znamo, Ze libovolnou rotaci ve tiirozmérném prostoru lze realizovat jako rotaci kolem
jisté primky (jdouci pocdtkem) o jisty thel. Geometrickou tivahou (tj. bez pocitani) zjistéte
co nejvice o vlastnich ¢islech a vektorech rotacni matice rozméru 3 x 3.

Ve Cviceni 4.2 jsme definovali projekei jako matici P spliujici P? = P. Geometrickou
uvahou najdéte aspon jedno vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor projekce.

Geometrickou uvahou najdéte aspon dva vlastni vektory a prislusnéa vlastni ¢isla House-
holderovy matice ze Cviceni 3.4.

Cemu je rovno A", kde A je symetrickd matice?

Ukazte, ze vlastni ¢isla antisymetrické matice jsou nula nebo ¢isté imagindrni.

(%) Ukazte, ze dvé ¢tvercové matice komutuji, pravé kdyz maji stejné vlastni vektory.

(x) Necht A € R™*™ a B € R"*™. Ukazte, ze nenulovd vlastn{ ¢isla matic AB a BA jsou
stejna.

Pro dané matice urcete, zda jsou pozitivné/negativné (semi)definitni nebo indefinitni:

E e B O U

Najdi minimum kvadratické funkce

a) f(r,y)=a2>+4zy — 29> + 32 — 6y +5

b) f(x)=x" B ﬂ x + [2 —1} x Napovéda: Doplite na uplny ¢tverec.

. .. 1 - . , o . .y
Mé¢jme matici A = {2 _ij . Ktera z nésledujicich tvrzeni jsou pravdiva?

a) Vyraz xI Ax je nezéporny pro kazdé x € R2.
b) Vyraz x” Ax je nekladny pro kazdé x € R2.
c¢) Funkce f(x) = xT Ax m4 v bodé x = 0 extrém.
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5.17.

2.18.
5.19.
5.20.

5.21.

0.22.

Népovéda: Je matice symetricka?

Napiste v Matlabu funkci ellipse(Q), ktera vykresli elipsu s rovnici x? Ax = 1 pro
pozitivné definitni A. Zamyslete se, jak byste postupovali pii navrhu funkce conic(Q),
kterd vykresli kuzelosecku x” Ax = 1 pro A libovolné definitnosti (nezapomeiite, Ze obecnd
kuzelosecka muze byt neomezend, tedy je nutno ji ofiznout do daného obdélniku).

Dokazte, ze matice AT A je pozitivné semidefinitni pro kazdou matici A.

Dokazte, ze matice AT A + ul je pozitivné definitni pro kazdou matici A a kazdé u > 0.
Musi mit pozitivné semidefinitni matice na diagonéle nezaporné prvky? V ptipadé kladné
odpovédi dokazte, v pripadé zaporné odpovédi najdéte protiptiklad.

Pozitivné semidefinitni matice 1ze vnimat jako zobecnéni nezapornych ¢isel. Proto se nékdy
pozitivni semidefinitnost znac¢i A > 0 a pozitivni definitnost A > 0. Zapis A = B je pak
zkratkou A — B > 0. Na zékladé této analogie bychom ocekavali, ze:

a) Pokud A > B a C > D, potom A+ C > B+D.
b) Pokud A > 0 a a > 0, potom A > 0.

c) Pokud A = 0, potom A% = 0.

d) Pokud A >0 a B > 0, potom AB > 0.

e) Pokud A > 0, potom A~! = 0.

f) (x) Pokud A =0 a B > 0, potom ABA > 0.

Které z téchto tvrzeni doopravdy plati? Dokazte nebo najdéte protipriklady.

Uvazujme ndhodnou ¢tvercovou matici, jejiz prvky jsou nezavisla nahodna ¢isla z normalniho
rozdéleni s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovou varianci. Takovou matici ziskame v
Matlabu ptikazem A=randn(n). Budeme-li takto generovat velké mnozstvi matic, kolik
mezi nimi bude pozitivné definitnich, kolik pozitivné semidefinitnich, a kolik indefinitnich?
Oduvodnéte. Zkuste v Matlabu pro konecné vzorky matic.
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Kapitola 6

Mnoziny a zobrazeni v eukleidovskych
prostorech

6.1 Minimum a infimum

Mnozina R redlnych ¢isel je ptirozené obdarena upinym usporddanim, které znacime <. Pro
mnozinu Y C R definujme:

e Dolni zavora (také dolni mez, lower bound) mnoziny Y je kazdy prvek a € R, pro ktery
je a <y pro vSechna y € Y.

e Nejmensi prvek (kratce minimum) mnoziny Y je jeji dolni zévora, kterd lez{ v mnoziné.
Pokud existuje, je urcena jednoznacné. Znacime a = min Y.

e Infimum mnoziny Y je nejvétsi dolni zavora mnoziny Y. Znac¢ime a = inf Y.
Horni zavora, nejvétsi prvek (maximum, maxY’) a supremum (sup Y') se definuji analogicky.

Minimum ¢i maximum podmnoziny redlnych ¢isel nemusi existovat. Je hlubokou vlastnosti
realnych ¢isel, ze v nich existuje infimum [supremum]| kazdé zdola [shora] omezené podmnoziny.
Tato vlastnost se nazyva uplnost. Pokud Y je zdola [shora] neomezend, definujeme inf Y = —oo
[supY = +o0]. Pro prézdnou mnozinu definujeme inf ) = +00 a sup () = —oc.

Priklad 6.1.
. Mnozina vsech hornich zavor intervalu (0, 1) je (1, +00).
. Mnozina vSech hornich zédvor mnoziny R je (.
. Mnozina v$ech hornich zédvor mnoziny 0 je R.

1

2

3

4. Interval (0,1) nemé& nejvétsi prvek, ale méa supremum 1.

5. Minimum mnoziny { 1/n | n € N } neexistuje, ale infimum je rovno 0.
6

. Maximum mnoziny {z € Q | 22 < 2} = (—v/2,v/2) NQ neexistuje, ale supremum je rovno
V2.
7. max{1,2,3} = sup{1,2,3} = 3 (minimum a maximum kazdé kone¢né mnoziny existuji a
jsou rovny infimu a supremu)

8. max R neexistuje. 0
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6.2 Podmnoziny eukleidovského prostoru

Uvazujme prostor R™ vybaveny eukleidovskou metrikou d(x,y) = ||x — y||. Existence metriky
nam dovoli zkoumat topologicko-metrické vlastnosti mnozin v R”.
Pro e > 0 a x € R" se mnozina

Ue(x) ={y e R" | [x —y[| <&}

nazyva e-okoli bodu x. Je to koule (bez hranice) se stfedem x a nenulovym polomérem e.
Mnozina P.(x) = U.(x) \ {x} se nazyva prstencové e-okoli bodu x.
Méjme mnozinu X C R™. Bod x € R” se nazyva

e vnitini bod, jestlize existuje € > 0 tak, ze U.(x) C X.

e hrani¢ni bod, jestlize pro kazdé ¢ > 0 plati U.(x) N X # 0 a U.(x) N (R™\ X) # 0.
e hromadny bod, jestlize pro kazdé e > 0 plati P.(x) N X # (.

e izolovany bod, jestlize neni hromadny bod.

Vsimnéte si, ze hrani¢ni a hromadny bod mnoziny nemusi pattit do této mnoziny. Vnitirek
[hranice] mnoziny je mnozina vsech jejich vnitinich [hraniénich] bodu.

Mnozina je

e otevrena, jestlize vSechny jeji body jsou vnitini.

e uzaviena, jestlize obsahuje kazdy sviij hrani¢ni bod.
Mnozina X je uzaviend [oteviend], pravé kdyz jeji doplnék R"™ \ X je otevieny [uzavieny].
Otevienost a uzavienost se nevylucuji: mnoziny () a R™ jsou zéroven oteviené i uzaviené (a jiné
takové nejsou). Naopak, nékteré mnoziny nejsou oteviené ani uzaviené, napt. interval (0, 1).

Mnozina je omezend, jestlize existuje p takové, ze ||x — y|| < p pro vSechna x,y € X.
Jinymi slovy, X se ‘vejde’ do koule koneéného pruméru.

Piiklad 6.2. Bod 1/2 je vnitinim bodem intervalu (0,1), bod 1 je jeho hraniénim bodem.
Mnozina { (z,y) € R? | -1 <2 <1, =1 <y < 1} je uzaviend, mnozina { (z,y) € R* | —=1 <
r <1, -1 <y < 1} je oteviend, bod (0,1) je hraniénim i hromadnym bodem obou téchto
mnozin. U

6.3 Zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory

Déle se budeme zabyvat zobrazenimi, které pritazuji n-rozmérnému vektoru m-rozmérny vektor,
tedy zobrazenimi f: X — R™, kde X C R". Mnozina X je defini¢ni obor zobrazeni. Pokud
je zobrazeni dano vzorcem a defini¢ni obor neni uveden, rozumime jim nejvétsi mnozinu vsech
bodu v R", kde je vzorec definovan.

Pro m =1 jsou hodnotami zobrazeni jsou skaldry a proto budeme psat jeho jméno kurzivou,
f. Pro m > 1 jsou hodnotami zobrazeni vektory a jméno budeme psat tucné, f. I kdyz ptisné
vzato znamenaji slova ‘funkce’ a ‘zobrazeni’” jedno a to samé, je casto zvykem pro m = 1 mluvit
o funkci a prom > 1 o zobrazeni. Nékdy se zobrazeni do R™ tika téz vektorovd funkce, ale slovo
‘zobrazeni’ ma vyhodu, ze koresponduje s pojmem ‘linearniho zobrazeni’ z linearni algebry.

Méme tyto specialni piipady:

e Pro n = m = 1 mame dobte zndmou funkci jedné proménné.

e Pron =1am > 1 mame vlastné m funkci jedné proménné, které jsou slozkami zobrazeni.
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1

f(z, y)': —2x + 3y

Obréazek 6.1: Pifklady grafu a vrtevnic funkci dvou proménnych na obdélniku (—1,1)2,
vytvorenych piikazem meshc.

e Pron >1am =1 mame funkci vice proménnych.
Pro funkce (tedy m = 1) uzivdme tyto pojmy:
e Graf funkce f je mnozina { (x,y) € R"" |x € X, y = f(x) }.
e Vrstevnice vysky y funkce f je mnozina {x € X | f(x) =y }.
Tyto definice dobie pochopte! Pojem ‘graf funkce’ jste dosud mozna chapali pouze intuitivné

jako ‘obrazek’.

Priklad 6.3. Piiklady funkeci vice proménnych (tedy m = 1):

L X={(z,y) eR[2>+1y2 <1}, fla,y) = /1—22 — 2
2. X =R? f(z,y) =2

3. X =R", f(x) =a’x+b (kde a € R", b € R jsou dany)

4 X =R, f(x) = eI

5. X =R", f(x) =z

6. X =R", f(x):niqzalxwi -

Priklad 6.4. Piiklady zobrazeni (tedy m > 1):
f: R* — R, f(x) = x (identické zobrazeni neboli identita)
f: R* — R™, f(x) = Ax (linedrni zobrazeni) a f(x) = Ax + b (afinni zobrazeni)

1

2

3. £: (0,27) — R? £(t) = (cost, sint) (parametrickd rovnice kruznice)

4. f: R — R3, f(t) = (cost, sint, at) (parametrickd rovnice sroubovice neboli helixu)
5

f: (0,2m)? — R3, f(u,v) = ((R+ rcosv)cosu, (R+ rcosv)sinu, rsinv) (parametrickd
rovnice toroidu neboli anuloidu)

6. Pii technice image morphing se obrazek napi. obliceje zdeformuje na obrazek jiného
obliceje. Pokud mnozinu bodu obrazku (zidealizované) reprezentujeme jako obdélnik X =
(w1, 29) X (y1,y2) € R? je morphing realizovan zobrazenim X — R2.

7. Elektrické pole piifadi kazdému bodu v R? vektor z R3. O
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6.4 Limita

Definice 6.1. Necht a € R" je hromadny bod mnoziny X C R". Bod b € R™ je limita
zobrazeni f: X — R™ v bodé a, jestlize pro kazdé € > 0 existuje o tak, Ze

f(Ps(a) N X) C U(b). (6.1)
Potom znacime
lim f(x) = b.

f(Ps(a) N X)

X

Limita popisuje chovani zobrazeni v blizkosti daného bodu. Blizi-li se vzory k bodu a, obrazy
se musi blizit k bodu b. Bod a nemusi patfit do definiéntho oboru (protoze nezkoumame obraz
piimo bodu a, ale jen bodu v jeho blizkosti), ale musi byt jeho hromadnym bodem (jinak by
nebylo ‘dost’ bodu blizkych a, které bychom mohli zkoumat).

Mezi limitou funkei ¢i zobrazeni jedné proménné (n = 1) a vice proménnych (n > 1) je
kvalitativni rozdil dany tim, ze mnozina R je tplné usporddand, kdezto mnozina R" neni. Pro
n = 1 se k bodu a muzeme blizit pouze dvéma zpusoby, zleva a zprava. Aby v tomto bodé
existovala limita, musi v ném existovat limita k tomuto bodu zleva a zprava a tyto limity se
musi rovnat. To dobfe zndme z analyzy funkci jedné proménné.

Pro n > 1 se k bodu a muzeme blizit nekoneéné mnoha zpusoby — po ruznych mnoZindch.
Kazdy zpusob blizeni je dan néjakou mnozinou A C X takovou, ze a je jejim hromadnym
bodem. Aby existovala v bodé a limita, musi existovat limity odpovidajici vSem zpusobum
blizeni a musf si byt rovny. To lze formalizovat nasledovné. Ozna¢me f|4: A — R™ restrikci
zobrazeni f: X — R™ na mnozinu A C X. Restrikce je to samé zobrazeni f ale s defini¢nim
oborem zmensenym z mnoziny X na mnozinu A. Jestlize limita zobrazeni f v bodé a existuje
a je rovna b, pak existuje limita zobrazeni f|4 v bodé a a je také rovna b.

Priiklad 6.5. Pro m =n =1 a X = R ziskdme znamou limitu funkce jedné proménné. Volba
A = (=00, a) vede na limitu v bodé a zleva a volba A = (a, +00) vede na limitu v bodé a zprava.
Vsimnéte si, ze a je hromadnym bodem intervalu A i kdyz do néj nepatii. Aby existovala v
bodé a limita, musi existovat limity zleva a zprava a musi si byt rovny. O

Priklad 6.6. Necht X = R?\ (0,0) a pocitejme
lim —
(@y)—(0,0) 22 + y?

Polozme A = { (z,y) € R*\ (0,0) | y = kz }, tj. budeme se k bodu (0,0) blizit po pifmce jdouci
pocatkem se sklonem k. Mame

(6.2)

I Ty I z-kx k
111 — = lm = )
(@y)—00) 22 4+y?  2—0 22+ (kx)? 14 k?

Tato limita je ruzna pro ruznd k, tedy limita (6.2) neexistuje. O
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proménné. Nejsou zadné ‘mechanické pomucky’ jako L’Hospitalovo pravidlo, vypocet je casto
nutné délat piimo z definice a vyzaduje kreativitu. Naucit se tomuto umeéni je za rdmec naseho
kursu.

6.5 Spojitost
Zobrazeni f: X — R, kde X C R", je spojité v bodé a € X, jestlize
lim f(x) = f(a).

X—a
Zobrazeni je spojité na mnoziné X, jestlize je spojité v kazdém bodé X.
Vyse jsme definovali vlastnosti podmnozin X C R™ otevienost, uzavienost a omezenost.
Vyvstava prirozena otazka, které z téchto vlastnosti se zachovavaji spojitym zobrazenim. Tedy,
zda obraz

JX)={/x)[xeX}
mnoziny X v zobrazeni f ma také tyto vlastnosti. Je snadné ukézat, ze zadna z téchto vlastnosti
se nezachovavd zvlast.

Priklad 6.7. Necht X C R je interval (1,+00). Tato mnozina je uzaviend a neni omezena.
Zobrazeni f(x) = 1/x (spojité na X) tento interval zobrazi na interval f(X) = (0,1), ktery
neni uzavieny a je omezeny. 0J

Piiklad 6.8. Obraz neomezené mnoziny X = R"™ spojitym zobrazenim f(x) = x/v/1 + xTx
je oteviend omezend mnozina f(X) = {x € R" | x”x < 1} (jednotkové koule bez hranice).
Obréazek znazorfiuje mnozinu f(X), je-li mnozina X pravidelnd mifzka v R%:

eEmma
[ TN
aé}’/l’lll'. .‘II\\\‘{{;
gy | I
NN
Ny 7
\ ‘ ’ //

O

Ovsem zachovava se kombinace uzavienosti a omezenosti. Tato kombinace je natolik hluboké
vlastnost, ze je pro ni zvlastni slovo, nazyva se kompaktnost.

Véta 6.1. Spojité zobrazeni uzaviené omezené mnoziny je uzaviena omezena mnozina.

Pro funkci f: X — R je obraz uzaviené omezené mnoziny X C R" uzaviend omezena
podmnozina R. To ale nemuze byt nic jiného nez uzavieny konec¢ny interval nebo sjednoceni
takovych intervalu. Takovd mnozina jisté ma nejmensi a nejvétsi prvek. To je dulezity dusledek
pro optimalizaci. Je zndm jako véta o extrémni hodnoté nebo Weierstrassova véta.

Disledek 6.2. Spojita funkce f: X — R nabyva na uzaviené omezené mnoziné X C R" svého
minima i svého maxima. Tedy existuji prvky x,X € X takové, ze

Flox) = min f(X) = min f(x), (%) = max f(X) = ma f (x).

xeX
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6.6 Cviceni

6.1. Pro tyto mnoziny rozhodnéte, zda existuji infimum, minimum, supremum, maximum:

a) {1/n|neN}

b) {e* |z €R}

c) {zeQla?<2}

d) {|Jx—yllze(0,1), ye(1,2)}

6.2. Jsou tyto mnoziny uzaviené, oteviené, omezené? Co je jejich vnitiek a hranice?

6.3.
6.4.

6.5.
6.6.
6.7.

a) {(z,y) eR?*|2?+¢y* <1, y>0}U{1,1}

b) {(z,y) eR* | 2* +y* =1,y >0}

Y {(z,y) eR?|y=22 —1<zx<1}

) {(z,y) eR* oy <1, 2>0,y>0}

) QF

f) {xeR" | max]" ;z; <1}

g) {xeR"|aT’x=10}, kde a € R", b € R (nadrovina)
h) {xeR"|b<a’x<c}, kdea e R", b,c€R (panel)
i) {xeR"| Ax=Db}, kde A je sirokd (afinni podprostor R")
i) {AeR™ | det A =0}

K) {AcRv™ | ATA =1}

)

o

{
{
Q

)

Muze byt bod zdroven vnitini i hraniéni? Najdéte priklad nebo vyvratte z definice.

Matlab ma bohatou podporu na vizualizaci funkci dvou proménnych, véetné kresleni grafu
a vrstevnic. Napf. pro funkci f(z,y) = 22 — y* na obdélniku (-1, 1)? vytvoite data,

N=40; x=ones(N,1)*linspace(-1,1,N); y=x’; z=x."2-y."2;

a pak zkoumejte tyto prikazy: mesh(z), mesh(x,y,z), meshc(x,y,z), surf(x,y,z),
surfc(x,y,z), contour(z), contour(x,y,z), contour(x,y,z,20), imagesc(z).

Co je vrstevnice vysky 1 funkce f(z,y) = xy?
Co jsou vrstevnice funkce f(x) = ||x||?

Co znamena funkce f(x) = inf{||x —y|| | ¥y € X} pro danou mnozinu X C R"? Jak
budou vypadat jeji vrstevnice pro X = (—1,1)" (naértnéte pro n = 2)7
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Kapitola 7

Derivace

Predpokladame, ze student zna derivace funkci jedné proménné a parcialni derivace funkei vice
proménnych. Parcidln{ derivaci funkce f: R™ — R podle x; zna¢ime jednim ze symbolu

f(x) _ _ Oy
8—%—fﬂﬁi(X>_a_xi_yzi7

kde posledni znaceni predpoklada, ze jsme psali y = f(x). Pro jistotu zopakujeme, zZe ji
spocitdme tak, ze vSechny proménné x;, j # i, povazujeme za konstanty a zderivujeme funkci
podle jediné proménné z;.

Priklad 7.1. Parcidlni derivace funkce f(x,y) = 2%y + sin(z — y3) podle z a podle y jsou

w = fo(z,y) = 2zy + cos(z — 3°)
S — o) = = 3% costa — ). .

V této kapitole dale uvazujeme funkce a zobrazeni definované na celém R™ misto na mnoziné
X C R". Zjednodusi to znaceni a zadnou podstatnou myslenku tim neztratime.

7.1 Totalni derivace zobrazeni

Zopakujme definici derivace funkce jedné proménné f: R — R v bodé x. Existuje-li limita

df(@) _ ., _ . fl@+h) = f(z)
@ = h !
funkce se nazyva diferencovatelna v bodé x a hodnota limity jeji derivace v bodé z. Diferenco-

vatelnost znamend, ze funkci lze v blizkosti bodu z ‘dobfe aproximovat’ jako
[z +h) = f(x) + f'(x)h. (7.2)

(7.1)

Viz obrazek:

flx+h)
f(@)+ f(x)h

f(z)

T x—|;h
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Jak zobecnit tuto definici pro zobrazeni f: R" — R™? Tvar (7.1) se ukazuje jako k tomu
nevhodny, vhodny je ale tvar (7.2). Zkusme zobrazeni f aproximovat v blizkosti bodu x jako

f(x+h) ~ f(x) + f'(x)h. (7.3)

Povazujeme-li x za konstantu, prava strana je afinni zobrazeni v proménné h. Zatim netusime,
zda je takova aproximace viubec mozna a co by mohl znamenat symbol f'(x). Nicméné je jasné,
ze f'(x) musi byt matice rozméru m x n. Ukazuje se, Ze tato matice mé zcela pfirozeny tvar,
totiz jeji slozky jsou parcialni derivace vSech slozek zobrazeni podle vSech proménnych,

ofi(x) ... 9h(x)
df 811 8In
X Ofm(x) .. Ofm(x)
8:171 6In

Tato matice se nazyva totalni derivace, nebo kratce jen derivace. Z historickych duvodu se
ji rika také Jacobiho matice.

Ted je ale nutno celou véc postavit na pevnou zem. Musime definovat, co znamend, ze (7.3)
je ‘dobrd aproximace’. Chceme, aby chyba aproximace r(h) = f(x+h)—f(x) —f’(x)h byla mala
pro malé h. Jak tento pozadavek formalizovat? Prvni napad je pozadovat limy, .o r(h) = 0, ale
to plati vzdy. Spravné volba je pozadovat limy,_or(h)/||h| = 0, tedy chyba musi klesat se
zmensujicim se h ‘rychleji nez linearné’.

Definice 7.1. Zobrazeni f: R" — R™ se nazyva diferencovatelné v bodé x, jestlize existuje
matice f'(x) € R™*" takova, ze
lim f(x+h)—f(x)—f'(x)h
h—0 [l

~0. (7.5)

Je-li zobrazeni f diferencovatelné, lze ukazat, ze matice f'(x) je pozadavkem (7.5) urcena
jednoznacné, existuji vSechny parcialni derivace a plati (7.4).

Nékdy se misto pojmu ‘totalni derivace’ pouziva pojem ‘totalni diferencial’. Tyto pojmy jsou
si podobné ale ne identické: totalni derivace je matice a totalni diferencidl je linedrni zobrazeni
reprezentované touto matici. Rozdil je pfesné stejny, jako kdyz v linedrni algebie misto ‘linearni
zobrazeni’ fikame pouze ‘matice’.

Piiklad 7.2. Ukazeme, ze pro n = m = 1 totdlni derivace splyva s obycejnou derivaci (7.1).
Pozadavek (7.5) v tom piipadé znf

_ _ !
i L&) = S@) = f@h _ (7.6)
h—0 |h|
kde x, h, f(z), f'(x) jsou skalary. Pouzijeme fakt, ze pro h > 0 je |h| = haproh < 0je |h| = —h.
Rovnice (7.6) je tedy ekvivalentni dvéma rovnicim
_ — f! _ g
i J@ERN = J@ = F@h e b) = fle) = S @b _

h—0+ h h—0— —h

0.

Ale ve zlomku f'(x)h/h se h vykrati a tyto dvé rovnice tedy lze psat jako

g JEEN @) e @) S ) - f)

h—0+ h h—0— —h h—0— h

= f'(@)

Leva rovnice ik, ze f'(x) je derivace funkce f v bodé x zprava. Pravd rovnice fika, ze f'(z)
je derivace f v z zleva. Tedy rovnice (7.5) pozaduje, aby funkce f méla v = derivaci zprava i
zleva a obé byly rovny f'(z). O
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Pro n = 1 je zobrazeni f vektorova funkce jedné proménné a jeho derivace je sloupcovy
vektor (matice m x 1) sestaveny z derivaci jednotlivych slozek, f'(z) = (f{(x),..., f/.(x)). Neni
to tedy nic nového oproti derivaci funkei jedné proménné. Pro m = 1 je zobrazeni f funkce n
proménnych f: R" — R a jeho derivaci je radkovy vektor (matice 1 X n).

Jak zjistit, zda je zobrazeni diferencovatelné? Zjistovat to pifmo z Definice 7.1 je obtizné
a tudiz nepraktické. Je jasné, ze pro diferencovatelnost zobrazeni nepostacuje jeho spojitost:
napi. funkce f(z) = |z| je v bodé 0 spojita ale ne diferencovatelna. Clovék by doufal, Ze pro
diferencovatelnost postaci existence vsech parcialnich derivaci v bodé x. Bohuzel, ani to nestaci,
nebot parcidlni derivace hovoii jen o chovani funkce na fezech podle soufadnicovych os.

Postacujici (i kdyz ne nutnou) podminkou pro diferencovatelnost je, aby vSechny parcialni
derivace existovaly a byly to spojité funkce proménné x. Tato podminka se vétsinou snadno
ovérl a vystacime s ni ve vétsiné praktickych situaci.

Piiklad 7.3. Necht je funkce R? — R definovéana jako

1 kdyz z =0 neboy =0
fla,y) = } .
0 kdyzx#0ay#0

V tomto bodé sice existuji obé parcidlni derivace (obé jsou rovny nule), ale parcidlni derivace
podle z neni v tomto bodé spojitou funkef (x,y). Lze ukazat z definice, ze v bodé (0,0) funkce
neni diferencovatelnd — coz neptekvapuje, nebot funkce s v okoli tohoto bodu afinni funkci
vibec nepodoba. O

7.2 Smeérova derivace

Rez zobrazeni f: R” — R™ v bodé x € R™ ve sméru s € R” je zobrazeni ¢: R — R dané jako
p(h) = f(x + hs).
Smeérovou derivaci zobrazeni f v bodé x ve sméru s nazyvame ¢islo

SO,((D:dggéh) :}LiiT%)f(X+hZ)_f<X>~

h=0

(7.7)

Zde ¢'(h) = (¢1(h),..., ¢, (h)) je derivace zobrazeni ¢, kde ¢; jsou funkce jedné promeénné.
Smérova derivace ve sméru i-tého vektoru standardni baze e; neni nic jiného nez parcialni
derivace podle proménné x;.
Smérova derivace diferencovatelného zobrazeni se da snadno spocitat z parcidlnich derivaci.

Véta 7.1. Necht f: R®™ — R™, je diferencovatelné zobrazeni. Pak smérova derivace £ v bodé x
ve smeéru s je rovna f'(x)s.

Diikaz. Chceme dokazat, ze vyraz (7.7) je roven f'(x)s. Zkoumejme absolutni hodnotu rozdilu
téchto vyrazu. Je jasné, ze ta je rovna

f hs) — f(x) — f'(x)h f t) — f(x) — f'(x)t
g £ 18) = 00 = PGhs| £+ 8) = F00 = POO[
h—0 h h—0 ||t]|
kde t = hs. Ale limita vpravo je restrikce limity (7.5) na fez t = hs, proto je rovna nule. [

Nic takového jako Véta 7.1 neplati, kdyz f neni diferencovatelné. Lze ukézat, ze zobrazeni f
je diferencovatelné v bodé x pravé tehdy, kdyz existuje matice f'(x) tak, ze smérové derivace ve
sméru s je rovna f’(x)s. Tedy existence vSech smérovych derivaci jesté pro diferencovatelnost
nepostacuje, ale postacuje, kdyz smérova derivace je linearni zobrazeni sméru.
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7.3 Totalni derivace slozeného zobrazeni

‘Retézové pravidlo’ pro derivaci slozenych funkci 1ze prirozenym zpusobem rozsitit na zobrazeni.

Véta 7.2. Necht g: R* — R™ a f: R™ — R’ jsou diferencovatelnd zobrazeni. Derivace
slozeného zobrazeni f o g: R* — R’ je

(fog)(x) = TEXD _ pg0) g(x) (78)

Dimenze zicastnénych prostoru lze prehledné znézornit diagramem
R" &, R™ L, R (7.9)
Pokud piseme u = g(x) a y = f(u), pravidlo lze psét také v Leibnizové znaceni:

dy dy du
- 7 1
dx du dx’ (7.10)

coz se dobfe pamatuje, protoze du se ‘vykrati’. Zduraznéme, ze tato rovnost je ndsobeni matic.
Vyraz na levé strané je matice ¢ x n, prvni vyraz na pravé strané je matice £ X m a druhy
vyraz na pravé strané je matice m X n. Pro £ = m = n = 1 dostaneme znamé fetézové
pravidlo pro derivaci slozeni funkei jedné proménné. Pravidlo se da zjevnym zpusobem rozsitit
na slozeni vice nez dvou zobrazeni: Jacobiho matice sloZeného zobrazeni je soucinem Jacobiho
matic jednotlivych zobrazens.

Priklad 7.4. Necht f(u,v) je diferencovatelnd funkce dvou proménnych. Uréeme (totdlni)
derivaci funkce f(z + y,zy) podle vektoru (x,y), neboli jeji parcidlni derivace podle z a y.

Méme diagram R? -5 R? 7, R, kde zobrazeni g je dané predpisem

u| |ty
Derivace zobrazeni f podle vektoru (u,v) je matice 1 x 2 (tj. fadkovy vektor)
[ v) = |20 2L | — [f, (u,v) f(u,0)] .

Derivace zobrazeni g podle vektoru (z,y) je matice 2 x 2

O(x+y) OA(z+y)
oz ):dg(az,y): —aaxy —aayy [
’ d(x7 y> (zy) (zy) Yy T

ox oy

Derivace zobrazen{ f o g: R? — R podle vektoru (x,y) je matice 1 x 2 (tj. fddkovy vektor)

df(g(z,y) . :
W = f(u,v)g' (2, y)

= [wo) Awo] | )]
= [fu(u,v) +yfv(u7v) fu<U,U) ‘I‘va(U,U)] . ]
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Piiklad 7.5. Ukazme dva zpusoby, jak spocitat parcidlni derivaci f, funkce f(z,y) = el +(zy)*,

(a) Povazujeme y za konstantu a derivujeme f jako funkci jedné proménné x:
fe =120 +vy)+ Q(xy)y]e(fﬁ+y)2+($y)2 =2z +y+ a;yQ)e(x-Fy)Q-i-(x’y)?‘
(b) Polozme u = x4y, v = zy, f(u,v) = ¥ t*. Z Piikladu 7.4 méme f, = f, + yf,. Jelikoz
fo=2ue T f = 2pe
méme f, = f, +yfo = 2ue” T 4 y(20)e" T = 2(x + y + wy?)eltV HEW)?, O

Priklad 7.6. Spocitejme derivaci funkce z = f(t + t?,sint) podle .

Méme diagram R -2 R? 4, R, kde zobrazeni g je dané predpisem

- (2]
Mame

df(t+ t?,sint)
dt

= [, 0)g (1)
= [fulu,0) folu,v)] F*Qt

cost} = fu(u,v)(1 +2t) + fo(u, v) cost. O

Piiklad 7.7. Dokazme jinym zptusobem Vétu 7.1. Zobrazeni 'y = ¢(h) = f(x+ hs) je slozenim
dvou zobrazeni y = f(u) a u = x + hs. Mdme du/dh = s. Podle tetézového pravidla je

~dy dydu df(u)

! _— —
L e e T i

Pro h =0 je u = x, é¢imz dostaneme (7.7). U

7.4 Gradient funkce

Casto se pouzivé zvlastni ndzev pro transpozici totalni derivace funkce f: R® — R, itk se ji
gradient a znaci se

f'x)" = Vi)
(¢teme ‘nabla’). Jelikoz f'(x) je tadkovy vektor, je gradient sloupcovy vektor parcidlnich derivaci.
Zavedeni nového slova pro transpozici derivace se zda zbytecné — nicméné derivace je linedrni
funkce, kdezto gradient je vektor.

Literatura ovsem neni jednotnd v rozliSovani gradientu a (totalni) derivace. Nékdy se oboji
ztotoznuje a zna¢i V f(x). To ale vede k nekonzistenci, protoze derivace funkce R" — R pak
neni specidlnim piipadem derivace zobrazeni R” — R™ (tedy Jacobiho matice) pro m = 1, coz
je fddkovy vektor. Dédle se budeme symbolu V f(x) spiSe vyhybat a misto néj pouzivat f'(x)?.

Zkoumejme smérovou derivaci f/(x)s v pevném bodé x pro ruzné normalizované sméry s
(tedy ||s|]| = 1). Je jasné, ze:
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e Smeérova derivace je nejvétsi ve smeéru s = Vf(x)/||V f(x)|], tedy kdyz je s rovnobézny s
gradientem a stejné orientovany. Tedy smér gradientu je smeér nejvétsiho rustu funkce.

e Velikost gradientu ||V f(x)|| je velikost strmosti funkce ve sméru nejvétsiho rustu.

e Smeérova derivace ve sméru kolmém na gradient je nulova. Jelikoz smérova derivace je
nulova ve sméru vrstevnice, gradient je vzdy kolmy k vrstevnici.

Obrézek ukazuje tii vrstevnice funkce f: R? — R a jeji gradienty v nékolika bodech:

Vi)

7.5 Parcialni derivace druhého radu

Stejné jako mame obycejné derivace druhého fadu, mame i parcidlni derivace druhého radu.
Zderivujeme-li funkci f: R" — R nejdiive podle proménné x; a pak podle proménné x;, vysledek
znacime

0 0f(x)  0*f(x)

8xj 890, N sz 81‘]"

Je-li ¢ = j, piSeme zkracené
0 0f(x) _ P*f(x)

Pokud jsou druhé smiSené parcialni derivace

0*f(x) 0*f(x)
82% 81‘]‘ ’ a{L‘j 8@

spojité funkce v bodé x, pak jsou si rovny. Tedy, poradi derivovani podle jednotlivych proménnych
jde zameénit.

Priklad 7.8. Urceme vSechny druhé parcidlni derivace funkce f(x,y) = 2%y + sin(z — ¢?) z
Piikladu 7.1. Prvni derivace uz tam mame. Nyni druhé derivace:

Pflzy)

o £[2xy +cos(z —y*)] =2y —sin(z — )

_@Qaf f;;j y) _ aﬁymy +cos(z —y®)] =20 +3y’sin(z - y°)

8_25”;2;‘/) _ (%[x? — 3y cos(z — ¢?)] = 2z + 3y sin(z — o)

—6222;’ v _ a%[a? —3y* cos(z — y°)] = —6y cos(z — y°) — 9y sin(z — ¢°). 0
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Pro funkci f: R™ — R budeme znacit matici vSech druhych parcialnich derivaci

P )
0x10z1 0zx10Tn
ffe=1 + -~
Pfx) .. PP
Oxn0x1 Oxn0xn

Je to symetricka matice velikosti n x n, ktera se casto nazyva Hessova matice.
Co by byla druhé derivace zobrazeni f: R — R™? Nebyla by to jiz dvojrozmérna tabulka
(tedy matice) n X n, nybrz tiirozmérna tabulka velikosti m x n x n.

7.6 Derivace vektorovych a maticovych vyrazu

Jsou-li funkce nebo zobrazeni zadany vyrazem obsahujicim vektory a matice, derivaci lze vzdy
spocitat tak, ze vyraz rozepiSeme do slozek a spocitame parcidlni derivace vsech slozek podle
vSech proménnych. Pak se snazime uspotradat tyto parcialni derivace do hezké maticové formy.
To ale muze to byt zdlouhavé, proto je dobré si pamatovat derivace casto potkavanych vyrazu
v maticové formé. Napft.

f(x) f'(x)

X I

Ax A

xT'x oxT

xT Ax xT(A + AT)

xy =y'x |y"

[ x|

g(Ax) g'(Ax)A

g(x)'g(x) |28(x)"g'(x)

g(x)"h(x) | g(x)"h'(x) +h(x)"g'(x)

Dale je dobré pamatovat si Hessovu matici funkee f(x) = x” Ax, tedy kvadratické formy. Je to
f"(x) = A+ AT,
Odvod'te tyto derivace! Casto je pro to uzitecné fetézové pravidlo.

7.7 Tayloruv polynom

Méjme funkci jedné proménné, f: R — R, kterd méa v bodé z( derivace az do fadu k. Taylorauv
polynom stupné k£ je funkce Ty: R — R dana predpisem

k
Te(w) = 3 /0 wo) (2 — o)’ (711)

1=0

kde symbol f® oznacuje i-tou derivaci funkce f a kde klademe 0! = 1. Polynom T} m4
zajimavou vlastnost, ze v bodé xy mé vsechny derivace az do fddu k (véetné nulté derivace,
coz je funkéni hodnota sama) stejné jako funkce f. Zkuste si to! V tomto smyslu je polynom
T}, aproximaci funkce f v okoli bodu xg.
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Tvary polynomu az do fadu 2:

To(m) = f(l’o)
Ti(x) = f(xo) + f'(w0) (v — 20)

(o) + (o) (& = 20) + 3" (o) (& = 0)"

Ty(x)
Tayloruv polynom nultého radu Ty (z) je hodné $patna aproximace funkce f(x), rovné jednoduse
konstantni funkci y = f(xg). Polynom prvniho fadu 7 (z) neni nic jiného nez teéna ke grafu

funkce f v bodé zg. Polynom druhého tddu T5(x) je parabola, kterd mé s funkei f v bodé zg
spole¢nou hodnotu a prvni dvé derivace. Viz obrazek:

Ts(z) Ti(z)
fz)~ \V/ To(z)

Zo

Jak zobecnit Tayloruv polynom pro funkci vice proménnych f: R” — R? Nebudeme uvadeét
obecny vzorec pro cely polynom a uvedeme jen polynom stupné dva. Vyssi stupné se v opti-
malizaci pouzivaji ziidka. Tedy

Ti(x) = f(x0) + F'(x0) (x — x0) (7.122)
To(x) = f(x0) + f'(%0) (X — X¢) + %(x —x0)T f"(x0) (x — xy). (7.12b)

Zde x a xq jsou sloupcové vektory délky n, f'(xq) je derivace funkce f (Jacobiho matice, zde
radkovy vektor délky n) a f”(xg) je Hessova matice (symetrickd matice n x n). Ujasnéte si, ze
(7.12a) je afinni funkce x a (7.12b) je kvadraticka funkce x, tj. ma tvar (5.8).

Tayloruv polynom lze definovat i pro zobrazeni f: R" — R™ tak, ze jednodusSe vezmeme

Taylorovy polynomy vsech slozek fi,..., f,. Polynom prvniho stupné lze napsat v maticové
formé jako

T (x) = f(xg) + ' (x0) (x — %),

coz neni nic jiného nez (7.3) po substituci xg «+— x a x <+ x + h. Polynom druhého stupné je
zobrazeni Ty, jehoz slozky jsou funkce (7.12b). To nejde napsat v jednoduché maticové forme
jako Ty, protoze vSech m x n X n druhych parcidlnich derivaci se ‘nevejde’ do matice.

7.8 Cviceni

7.1. Je déna funkce dvou proménnych f(z,y).

a) Spocitejte derivace f podle polarnich souradnic (¢, r), kde x = rcos ¢, y = rsin ¢.
b) Bod (z,y) se v ¢ase t pohybuje po kfivce dané rovnici (z,y) = (£ + 2t,In(¢* + 1)).
Najdéte derivaci f podle casu.

7.2. Spocitejte derivaci funkce g(u) = f(a’u, |Jul|) podle vektoru u.

49



7.3.

7.4.

7.5.

7.6.

Metoda konecénych diferenci pocita derivaci funkce priblizné jako f'(z) ~ [f(z + h) —
f(x)]/h, kde h je malé ¢islo (dobrd volba je h = /e, kde ¢ je strojova presnost). Toto jde
zjevné pouzit i na parcidlni derivace. Vymyslete si dvé zobrazeni g: R® — R™ a f: R™ — R*
pro néjaké navzajem ruzné dimenze n,m,f > 1. Zvolte bod x € R"™. Spocitejte ptiblizné
totélni derivace (Jacobiho matice) g'(x) a f'(g(x)) v Matlabu metodou koneénych difer-
enci. Potom spocitejte derivaci slozeného zobrazeni (f o g)’'(x) jednak metodou koneénych
diferenci a jednak vyndsobenim matic g'(x) a f'(g(x)).

Nadmoiskd vyska krajiny je ddna vzorcem h(d, s) = 2s*+3sd — d? + 5, kde d je zemépisnd
délka (zvétsuje se od zdpadu k vychodu) a s je zemépisnd sitka (zvétsuje se od jihu k
severu). V bodé (s,d) = (1, —1) urcete

a) smér nejstrmeéjsiho stoupani terénu

b) strmost terénu v jihovychodnim smeéru.

Spocitejte druhou derivaci f”(x,y) (tj. Hessovu matici) funkei
a) floy)=e "V
b) f(z,y) = In(e” +¢v)

Je ddna funkce f(x,y) = 6zy* — 223 — 3y®. V bodé (zg,v0) = (1,—2) urcete Taylorova
polynomu prvniho a druhého stupné.

2
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Kapitola 8

Analytické podminky na lokalni
extrémy

8.1 Globalni a lokalni extrémy

Funkce f: X — R mda na mnoziné X C R"” v bodé x € X
e (globdlni) minimum, jestlize f(x) < f(y) pro vSechnay € X.

e lokalni minimum, existuje-li € > 0 tak, ze x je globaln{ minimum funkce f na mnoziné
U.(x) N X, neboli f(x) < f(y) pro vSechna y € U.(x) N X.
e ostré lokalni minimum, existuje-li € > 0 tak, ze x je jediné globalni minimum funkce f
na mnoziné U.(x) N X, neboli f(x) < f(y) pro vsechna y € P.(x) N X.
Podobné se definuje (ostré) lokdlni maximum. Piivlastek ‘globdlni’ se uziva pro zduraznéni,
ze nejde o minimum lok&lni. Glob4ln{ minimum nemusi existovat, nebot mnozina f(X) C R
nemusi mit nejmensi prvek. Na druhou stranu, minim muze byt i vice. Kazdé globalni minimum
je zaroven lokalni, naopak to ale platit nemusi.

Piiklad 8.1. Funkce jedné proménné na obrazku mé na uzavieném intervalu (a, f) v bodé a
globalni a zaroven ostré lokalni maximum, v bodé b ostré lokalni minimum, v bodé ¢ lokalni
maximum ale ne ostré, v bodé d ostré lokalni maximum, v bodé e globalni a zaroven ostré
lokalni minimum, v bodé f ostré lokalni maximum.

a b c d e f O

Pokud bod pati{ do mnoziny, musi byt bud vnitinim nebo hrani¢nim bodem této mnoziny.
Extrém funkce na mnoziné se tedy nabyva bud ve vnitinim nebo v hraniénim bodé mnoziny.
Pokud se nabyva ve vnitinim bodé, jde o volny extrém. Pokud se nabyva v hrani¢cnim bodé,
jde o vazany extrém.
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Nalézt globalni extrém funkce mnoha proménnych je obecné tézké. Muze to totiz vyzadovat
nalezeni vSech lokdlnich extrému, a téch muze byt velky (exponencidlni v po¢tu proménnych)
pocet. Priklady takovych funkei uvedeme pozdéji. Na druhou stranu, nalezeni néjakého lokalniho
extrému funkce je obvykle daleko snazsi. Déle v této kapitole se budeme zabyvat lokalnimi
extrémy diferencovatelnych funkei.

8.2 Volné extrémy

Bod x z defini¢niho oboru funkce f nazveme
e stacionarni, pokud v ném je funkce diferencovatelnd a ma vSechny parcidlni derivace
nulové, tedy f'(x) = 07.
e kriticky, pokud je bud stacionarni nebo v ném funkce neni diferencovatelna.

Poznamenejme, ze literatura ne vzdy presné odlisuje tyto dva pojmy.

Véta 8.1. Necht x je vnitini bod mnoziny X C R™. Necht x je Iokalni extrém funkce f: X — R
na mnoziné X . Pak x je kriticky bod funkce f.

Piiklad 8.2. V Piikladu 8.1 jsou body a, f hraniéni (jsou tam lokdlni extrémy ale ne volné),
body b, ¢ stacionarni (a tedy i kritické), body d, e kritické ale ne stacionarni.

Funkce f(z) = 2® md na R v bodé 0 staciondrni bod, ale nemé tam lokaln{ extrém. To nen{
v rozporu s vétou, nebot implikace je jen jednim smérem.

Funkce f(x) = ||x]| m4 na kouli {x € R" | ||x]] < 1} v bodé O kriticky bod ale ne
stacionarni, je tam lokalni minimum. Dale m& funkce vazana lokalni maxima ve vSech hrani¢nich

bodech koule. O

Véta 8.1 tikd, ze kritické body jsou body ‘podezielé’ z volného lokalniho extrému. Hledame-
li tedy volné lokélni extrémy, najdeme vsechny kritické body a o kazdém rozhodneme, zda je
to lokalni extrém ¢i ne. V tom ndm pomohou nésledujici podminky druhého fadu.

Véta 8.2. Necht x je vnitini bod mnoziny X C R"™. Necht je funkce f: X — R v bodé x
dvakrat diferencovatelna a necht x je staciondrni bod.

e f md v bodé x ostré lokalni minimum [maximum]| na X pravé tehdy, kdyz Hessova matice
druhych derivaci f"(x) je pozitivné [negativné] definitni.

o Je-li f”(x) indefinitni, nema f v x lokdlni minimum ani lokalni maximum na X.
Véta nic nefikd o pripadu, kdy je f”(x) pozitivné nebo negativné semidefinitni — pak v
bodé x muZe nebo nemusi byt lokaln{ extrém (napt. vezméte funkce f(z) = 2 a f(x) = 2t v

bodé z = 0). Bod x, ve kterém je f'(x) = 07 a matice f”(x) je indefinitni, se nazyva sedlovy
bod.

Piiklad 8.3. Vratme se k piibliznému feSeni preurcené nehomogenni linedrni soustavy ve
smyslu nejmensich ¢tvercu. Reseni tlohy (4.2) lze ziskat bez geometrické tivahy, polozenim
derivaci rovnych nule. Upravime
|Ax — b|* = (Ax — b)" (Ax — b)
=x"'ATAx —xTATb —bTAx +b'b
=xTATAx — 2bT"Ax + b'b.
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Podminka na stacionarni bod:

d
d—(xTATAx —2b7Ax +b’b) = 2xT"ATA — 2bTA = 0'.

X
Po transpozici dostaneme normalni rovnice (4.3).

Druh4 derivace (Hessian) ticelové funkce je 2AT A. Pokud A méa plnou hodnost, Hessidn je

pozitivné definitni a tedy nalezeny extrém je lokalni minimum. Pokud A nemé plnou hodnost,
Hessian je pozitivné semidefinitni a druh extrému nemuzeme z Véty 8.2 urcit. U

8.3 Extrémy vazané rovnostmi

Hledejme extrémy funkce f: R — R na mnoziné X = {x € R" | g(x) =0}, kde ¢g: R* — R.
Mluvime o extrémech funkce f vdzanych podminkou g(x) = 0.

V nékterych piikladech muzeme vSechna feSeni rovnice g(x) = 0 vyjadfit explicitné. Pak
lze tlohu prostym dosazenim prevést na tlohu bez omezeni a pouzit Véty 8.1 a 8.2.

Priklad 8.4. Hledejme strany kvadru s jednotkovym objemem a minimélnim povrchem. Tedy
minimalizujeme funkci f(z,y, 2) = xy+xz+yz za podminky g(z,y, 2) = 1—zyz = 0. Vyjadiime
z podminky z = 1/(zy), dosadime to do ticelové funkce a pouzijeme Vétu 8.1. Dostaneme jediné
lokalni minimum (z,y, z) = (1,1, 1). Dopocitejte! O

Pokud ale rovnice g(z) = 0 explicitné fesit nejde, Véty 8.1 pouzit obvykle nelze, nebot
mnozina X obvykle neméa zadné vnitini body. Déle proto popiseme obecnéjsi pristup, metodu
Lagrangeovych multiplikatoru.

8.3.1 Odvozeni geometrickou tivahou

Zde odvodime metodu pomoci jednoduché geometrické tivahy. Zduraznéme, ze tato uvaha ne-
nahrazuje formalni dukaz.

Obrazek ukazuje piiklad pro n = 2. Jsou na ném tfi vrstevnice funkce f s vyskami 1, 2, 3
a jedna vrstevnice funkce g s vyskou 0. Hleda se lokélni extrém funkce f na kfivce g(x) = 0.
Uvazujme bod x na kfivee g(x) = 0 a te¢nu ke kiivce v tomto bodé. Pokud gradient funkce f v
bodé x ma nenulovy prumét do teény, pohyb po kiivce ve sméru prumétu funkci f urcité zvetsi
a pohyb proti sméru prumétu funkci f uréité zmensi. Bod x’ na levém obrézku tedy nemuze
byt lokalni extrém.

Nulovost prumétu gradientu do teény ale lokalni extrém nezarucuje, je to podminka nutna
nikoli postacujici. Bod x na levém obrazku je lokélni minimum: jeho pohyb po kiivce g(x) =0
nahoru i dolii funkei f zvétsi. Ovsem bod x v pravém obrazku neni lokalni extrém: jeho pohyb
po kfivce nahoru funkci f zvétsi a pohyb dolu ji zmensi. Je to proto, ze vrstevnice obou funkei

53



Dosli jsme k nésledujicimu pozorovani: jestlize je bod x lokalni extrém, pak vektor V f(x) ma
nulovy prumét do teény k vrstevnici ke kiivee g(x) = 0 v bodé x. Protoze gradient a vrstevnice
funkce jsou v kazdém bodé na sebe kolmé, znamena to rovnobéznost gradientu funkei f a g v
bodé x. Neboli existuje ¢islo A € R tak, ze Vf(x) = —AVyg(x), tedy

Fx)+Ag/(x) = 0. (8.1)

Cislo A mize byt kladné i zaporné, protoze nevime, na jaké strané vrstevnice g(x) = 0 funkce g
klesa a na jaké stoupa. Muze byt i nulové, coz se stane tehdy, kdyz v bodé x bude gradient f
nulovy, tedy x bude stacionarni bod funkce f i bez omezeni.

Cislo A se nazyva Lagrangetav multiplikator. Podminka (8.1) se ¢asto zapisuje nasledujicim
ekvivalentnim zpusobem. Definujeme Lagrangeovu funkci

L(x,\) = f(x) + A g(x). (8.2)

Pak podminka 0L(x,\)/0x = 07 odpovida rovnici (8.1) a dL(x,\)/OX = g(x) = 0 odpovidd
omezeni. Je-li tedy dvojice (x,\) stacionarni bod Lagrangeovy funkce, je bod x ‘podeztely’ z
lokélniho extrému funkce f vézaného podminkou g(x) = 0.

Priklad 8.5. Hledejme extrémy funkce f(z,y) = x +v za podminky g(z,y) = 1 — 2% —y? = 0.

Mnozina pifpustnych feseni X = { (z,y) | 2> +y* = 1} je kruznice. Lagrangeova funkce je
L(z,y,\) = x +y + M1 — 22 — y?). Jeji stacionarni body (z,y,\) jsou FeSenimi soustavy tif
rovnic o tfech neznamych

OL(z,y,\)/0xr =1—-2\x =0

OL(z,y,\)/Ooy=1—-2\y =0

OL(z,y,\) /oA =1— 2" —y* = 0.
Prvni dvé rovnice daji * = y = 1/(2)). Dosazenim do tiet{ mame 2/(2)\)? = 1, coz d4 dva
kofeny A = +1/+/2. Stacionarni body funkee L jsou dva, (z,y,\) = +(1,1,1)/v/2. Tedy mame

dva kandidaty na lokdln{ extrémy, (z,y) = +(1,1)/v/2. U této jednoduché tlohy je jasné, ze
jde o lokalni minimum a maximum a ze jsou zaroven globalni. U

Uvaha se snadno zobecnf na piipad n > 2 tak, ze misto tecny ke kiivce g(x) = 0 uvazujeme
tecnou nadrovinu k nadplose g(x) = 0.

Piiklad 8.6. Resme znovu Piiklad 8.4. Lagrangeova funkce je
Resime soustavu

OL(z,y,z,\)/0x =y +2z—Ayz =0
OL(z,y,2,\) /0y =a+2— Az =0
OL(x,y,z,\)/0z=x+y— Ay =0
OL(z,y,2z,A\) /0N = zyz — 1 =0.

Soustava je zjevné splnéna pro (z,y,z,A) = (1,1,1,2). d
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8.3.2 Kdy metoda nefunguje

V nasi uvaze jsme mlcéky predpoklddali, ze gradient Vg(x) v bodé x na kiivce g(x) = 0 je
nenulovy. Pokud by tomu tak nebylo, nastal by problém: rovnice (8.1) by nemusela platit pro
zadné A\ a presto by x mohl byt lokalni extrém. Tedy tento lokalni extrém bychom neodhalili.
Zde je nutno se smifit s myslenkou, ze muze existovat funkce g, jejiz vrstevnice g(x) = 0 je
‘dobre vychovand’ kiivka, ale gradienty funkce g v nékterych bodech této kiivky jsou nulové.

Piiklad 8.7. Resme opét Pifklad 8.5, kde ale omezeni zménime na g(xz,y) = (1—22—y?)? = 0.
Je jasné, ze staré i nové omezeni definuji stejnou kruznici,
X ={(a,y) €R |12 —y? =0} = { (x,y) € R? | (1 —a® —y2)* = 0},
Ulohy maji tedy stejné feSeni. Gradient nové funkee g je
—4z(1 — 2% — y?)
_ T _

Vidime, ze Vg(z,7) = 0 pro viechny body (z,y) splijic g(z,y) = 0. Cekdme tedy problém.
Staciondrni body Lagrangeovy funkce L(x,y,\) = x +y + A(1 — 2% — y*)? mus{ spliiovat
OL(z,y,\)/0x =1 -4 x(1 —2* —y*) =0
OL(x,y,\)/0y =1 — 4 y(1 —2° —y*) =0
OL(z,y,\)/OXN = (1 — 2% — y?)? = 0.
Tyto rovnice si odporuji. Jelikoz 1 — 2% — y? = 0, tak napf. prvni rovnice kd 1 — 4\z - 0 = 0,
coz neplati pro zadné x, \. Zaver je, ze lokélni extrémy (x,y) = £(1,1)/v/2 jsme nenasli. O

8.3.3 Obecna formulace

Dovolme nyni vice nez jedno omezeni, tedy
X={xeR"|g(x)=0},

kde g: R" — R™. Mnozina X obsahuje feseni soustavy rovnic g;(x) = 0, 7 = 1,...,m, kde
funkce g1, ..., gm: R® — R jsou slozky zobrazeni g. Geometrickd tvaha pro m > 1 je pomérné
slozitd a proto pouze bez dukazu uvedeme nasledujici vétu.

Bod x nazveme regularni bod diferencovatelného zobrazeni g: R™ — R™, ma-li Jacobiho

matice g'(x) hodnost m, tj. jsou-li gradienty Vg;(x),..., Vgn(x) linedrné nezavislé. Viimnéte
si, ze pro m = 1 to znamend jednoduse podminku Vg(x) # 0 z §8.3.2.
Véta 8.3. Méjme funkci f: R™ — R a zobrazeni g: R® — R™. Necht x je lokalni extrém funkce
f vdzany podminkou g(x) = 0. Necht jsou f a g v bodé x diferencovatelné. Necht x je reguldrni
bod zobrazeni g. Pak existuje vektor A = (A1,..., \,) € R™ tak, ze (x,A) je stacionarni bod
Lagrangeovy funkce

LX) = F(x) + ATg(x) = f(x) + > A gi(%). (8.3)

Staciondrni body (x,A) funkce L ziskdme feSenim soustavy
OL(x,\)/0x = f'(x) + ATg/(x) = 07
OL(x,X)/OX = g(x)T =07,
Jako cviceni si ujasnéte, pro¢ OL(x, A)/OX = g(x)T.
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8.3.4 Jak (ne)urcovat druh viazaného etrému

Necht (x,A) je staciondrni bod Lagrangeovy funkce. Pak tedy bod x je ‘podeziely’ z lokdlniho
extrému funkce f vazaného podminkou g(x) = 0. Jak pozndme, zda tento podeziely bod x je
vazané lokalni minimum, vazané lokalni maximum, ¢i nic z toho? K tomu existuji podminky
druhého fadu analogické Véte 8.2, jsou ale dosti slozité a proto je vynechame.

Rekneme pouze, jak druh vézaného extrému v podezelém bodé x zjistit nejde. Nejde to
zjistit podle definitnosti Hessovy matice L”(x, A), tedy pouzit Vétu 8.2 na funkci L. Duvodem
je, ze pokud x je vdzany lokdlni extrém funkce f a (x, ) je staciondrni bod funkce L, pak
(x, A) obecné neni lokalni extrém funkce L. Naopak, lze ukézat, ze vZdy je to jeji sedlovy bod.

8.3.5 Podurcené linearni soustavy

V 84 jsme se vénovali preurcené nehomogenni linedrni soustavé Ax = b pro A € R"™*",
Nyni uvazujme piipad, kdy soustava ma vice nez jedno teSeni, tedy mnozina feseni je afinni
podprostor R". Takové soustava je poduréend. To nastane typicky pro m < n (tedy rovnic je
méné nez neznamych) — tato podminka vsak neni ani nutnd ani postacujici.

Z mnoziny TeSeni preurcené soustavy je casto uzitecné vybrat jediné podle néjakého kritéria.
Nejjednodussi kritérium je minimalizovat normu feSeni, coz vede na tilohu

min{ ||x|| | x € R", Ax=Db}. (8.4)

Tato tloha je zndma jako feseni soustavy ve smyslu nejmensi normy (least norm solution).
Podotknéme, ze nékdy je nutno pouzit jina kritéria, viz Cviceni 8.20.

Ulohu (8.4) vyfesime pomoci Lagrangeovych multiplikatoru. Misto normy budeme minimal-
izovat jeji ctverec ||x||? = x?x. Lagrangeova funkce je

L(x,A) = x"x + 227 (b — Ax),

kde pfidana dvojka nemén{ tlohu (pro¢?) a usnadni odvozeni. Je OL(x, X)/dx = 2xT — 2ATA
(odvod'te!). Stacionarni body (x, A) funkce L tedy ziskdme feSenim soustavy

x=ATX, Ax=b.

Dosadime x do druhé rovnice, AATX = b. Pokud matice A m4 plnou hodnost (tedy m), mame
odtud XA = (AAT)"'b. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme

x=A'b, kde At =AT(AAT). (8.5)

Matice AT se zde nazyva pseudoinverze. Je to jedna z pravych inverzi matice A (ovéite!).

Pseudoinverzi jsme jiz jednou definovali vzorcem (4.4). Ma-li A plnou hodnost, jeji pseu-
doinverzi je rovna bud (ATA)"tAT nebo AT(AAT)~! podle toho, zda je A tizké nebo Siroka.
Vektor x = A™b je v prvnim pripadé feSeni preurcené soustavy ve smyslu nejmensich ctvercu,
ve druhém piipadé feseni podurcéené soustavy ve smyslu nejmensi normy.

vvvvvv

8.4 C(Cviceni

8.1. Funkce f(z,y,z) ma stacionarni bod (2,1,5). Co se d& o tomto stacionarnim bodé fici,
kdyz Hessova matice f”(2,1,5) v ném m4 vlastni ¢isla
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8.2.

8.3.

a) {2,3,—1}

b) {2,3,0}

c) {0,—1,1}
Pro nasledujici funkce spocitejte (na papite) stacionarni body. Pro kazdy staciondrni bod
urcete, zda je to lokalni minimum, lokalni maximum, ¢ sedlovy bod. Pokud to urcit
nedokazete, oduvodnéte.

a) flz,y) =2(1- 32" —y?)
b) f(z,y) =1/z+1/y +xy
c) f(x,y) =e'(y* — a?)
Davejte dobry pozor pii feseni soustav rovnic vzniklych z podminky na stacionarni bod!

Snadno se totiz stane, ze vam néjaké feseni unikne.

Je dana funkce f: R — R, mnoziny Y C X CR"”, a bod x € Y. Uvazujme dva vyroky:

a) Funkce f ma v bodé x lokdlni minimum na mnoziné X.
b) Funkce f méa v bodé x lokdlni minimum na mnoziné Y.

Vyplyva druhy vyrok z prvniho? Vyplyva prvni vyrok z druhého? Dokazte z definice
lokalniho extrému nebo vyvrate nalezenim protipiikadu.

V nésledujicich tlohach na Lagrangeovy multiplikatory nemusite urcovat druh extrému, staci
pouze najit ‘podezrelé’ body.

8.4.

8.5.

8.6.

Najdéte lokalni extrémy funkci

b) f(x,y) = 2* + 2y
¢) flz,y) =2y

d) f(z,y) =" +y

e) f(z,y) = sin(zy)

f) f(z,y) =e™

na kruznici 22 + y? = 1.

Népovéda: Nékdy je dobré icelovou funkei zjednodusit, pokud to nezmeéni feseni. A bud'te
opét velmi pozorni pti feseni vzniklych soustav rovnic.

Rozlozte dané kladné realné cislo na souc¢in n kladnych realnych ¢isel tak, aby jejich soucet
byl co nejmensi.

Pastevec vlastni 100 metru pletiva a chce z néj udélat ohradu pro ovce o co nejvétsim
obsahu. Ohrada bude mit tvar obdélnika, z néhoz tii strany budou tvoteny plotem a zbyla
strana fekou (ovce neuméji plavat). Jaky bude obsah ohrady?

8.7. Spocitejte rozmeéry télesa tak, aby mélo pii daném objemu nejmensi povrch:

a) kvadr
b) kvadr bez vika (md jednu dolni sténu a ¢tyti boéni, horni sténa chybi)
c) valec

d) pullitr (vélec bez vika)
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e) kelimek (komoly kuzel bez vika). Objem komolého kuzele a povrch jeho plasté je dan
vzorci V = Zh(R* 4+ Rr+r*) a S = n(R+71)\/(R —1)? + h?.

8.8. Najdéte bod nejblize poc¢atku na kiivce

a) v +y=1
b) z+2y=5
c)y=2>+1

d) 22 +2y* =1
8.9. Necht x* je bod nejblize pocatku na nadplose h(x) = 0. Ukazte metodou Lagrangeovych
multiplikatoru, ze vektor x* je kolmy k tecné nadroviné plochy v bodé x*.
8.10. Najdéte extrémy funkce
a) f(r,y,2) = +yz za podminek z% + y? + 22 =1 a 2% = 2% + ¢*
b) f(z,y,z) = xyz za podminek 2% + 3> + 22 =laxy +yz + 20 =1
8.11. Mame kouli o poloméru r a stfedu xp, tj. mnozinu { x € R" | ||[x—xo|| < r }. Mdme nadrov-

inu {x € R" | al’x = b }. Najdéte vzddlenost koule od nadroviny metodou Lagrangeovych
multiplikatoru.

8.12. Do elipsy o danych délkéch os vepiste obdélnik s maximalnim obsahem.

8.13. Fermatuv princip v paprskové optice tikd, ze cesta mezi libovolnymi dvéma body na
paprsku ma takovy tvar, aby ji svétlo probéhlo za cas kratsi nez ji blizké drahy. Pozdéji
se zjistilo, ze spravnym kritériem neni nejkratsi ale extrémni cas. Tedy skutecna draha
paprsku musi mit ¢as vétsi nebo mensf nez ji blizké drahy. Z tohoto principu odvodte:

a) Zékon odrazu od zrcadla: tihel dopadu se rovnd uhlu odrazu.

b) Snelluv zdkon lomu: na rozhrani dvou prostiedi se svétlo lomi tak, ze

c1 sin o

cy  sinag’
kde «; je thel paprsku od normély rozhrani a ¢; je rychlost svétla v prostiedi i.
Odvozeni udélejte

a) pro rovinné zrcadlo a rozhrani (coz vede na minimalizaci bez omezeni),

b) () pro zrcadlo a rozhrani tvaru obecné plochy s rovnici g(x) = 0. Dokazete najit
situaci, kdy skutecnd draha paprsku ma cas vétsi nez ji blizké drahy?

8.14. Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné je funkce p: {1,...,n} — R,
(tj. soubor nezdpornych ¢isel p(1),...,p(n)) spliujici > "_ p(x) = 1.

a) Entropie ndhodné proménné s rozdélenim p je rovna —y ', p(z)log p(z), kde log
je prirozeny logaritmus. Najdéte rozdéleni s maximalni entropii. Udélejte totéz za
omezeni, Ze je predepsdna stfedni hodnota p = »"1" zp(x).

b) Dokazte Gibbsovu nerovnost (téz zvanou informacni nerovnost): pro kazdé dvé rozdélent
p,gplati " p(x)logq(z) > >0 p(z)log p(z), piitemz rovnost nastava jen tehdy,
kdyz p = q.
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8.15.

8.16.

8.17.
8.18.
8.19.
8.20.

8.21.
8.22.
8.23.

(*¥) Méme trojuhelnik se stranami délek a, b, c. Uvazujme bod, ktery ma takovou polohu,
ze soucet Ctvercu jeho vzdalenosti od stran trojihelniku je nejmensi mozny. Jaké budou
vzdélenosti x, y, z tohoto bodu od stran trojihelniku?

Popiste mnozinu feSeni soustavy

r+2y+z =1
20 —y —2z=2.

Najdéte takové teseni soustavy, aby vyraz \/m byl co nejmensi.
Minimalizujte x?x za podminky a’x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?
Maximalizujte a’x za podminky x”x = 1. Jaky je geometricky vyznam tlohy?
Minimalizujte x” Ax za podminky b”x = 1, kde A je pozitivné definitni.

Minimalizujte ||Cx|| za podminky Ax = b, kde C je ¢tvercovd nebo 1zkd s linearné
nezavislymi sloupci.

Tx = 1.

(%) Minimalizujte ||Cx|| za podminek Ax =0 a x
(x) Minimalizujte ||Ax| za podminek x’Cx = 1, kde C je positivné definitni.

(x) Jaké musf byt vlastnosti matice A a vektoru b, aby max{ [|[Ax|| | b’x =0} = 0?
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Kapitola 9

Numerické algoritmy na hledani
volnych lokalnich extrému

Zde se budeme vénovat numerickym itera¢nim algoritmum na nalezeni volného lokalniho min-
ima diferencovatelnych funkei na mnoziné R".

9.1 Rychlost konvergence iteracnich algoritmu

Iteracni algoritmus konstruuje posloupnost bodu xj, kterd se blizi k feseni x. Zkoumejme
rychlost, s jakou se posloupnost zbytku a, = ||x; — x|| blizi nule. Tato posloupnost je zjevné
nezapornd, a; > 0, a pokud algoritmus konverguje, mame limy_,, ap = 0.

Pokud existuje limita

lim 25—, (9.1)
k—oo Qy

fekneme, ze posloupnost {a;} konverguje

e sublinearné, pokud r =1

e linearné, pokud 0 <r <1

e superlinearné, pokud r = 0.
Je jasné, ze ¢im je r mensi, tim posloupnost konverguje ‘rychleji’. Sublinearni konvergence zna-
mend velmi (Casto nepouzitelné) pomaly algoritmus. Linedrni konvergence znamend ptijatelnou

rychlost, pfiblizné rovnou rychlosti konvergence geometrické rady. Vétsina numerickych algo-
ritmu konverguje linedrné. Superlinearni konvergence znamend vyborny algoritmus.

Priklad 9.1.
1. Posloupnost {ax} = {27%} = {%, }l, %, %6, . } konverguje linedrné, protoze ayy1/ar = 1/2,
coz je nezavislé na k. Posloupnost je obycejna geometricka rada.
2. Posloupnost {ax} = {1/k} = {1,3,3,1,...} konverguje sublinedrné, protoze aj1/ar =
k/(k+ 1), coz pro k — oo se blizi 1.

3. Posloupnost {a;} = {272"} = {3 75 55 - - -} konverguje superlinedrné, protoze
ak+1 2_2k+1

o 2_2k+1+2k o 2_2k
_9ok T - 0
Qg 2

a tedy limita (9.1) je rovna 0.
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Uvédomte si, jak fantasticky rychld je to konvergence. Znamena to, Ze apr1 = a2, tj. s
kazdou iteraci se zhruba zdvojndsobi pocet platnijch cifer. Strojové presnosti dosdhneme
za nékolik mélo iteraci.

4. Posloupnost {a;} = {k~*} konverguje superlinedrné (limitu (9.1) spoctéte!).

5. Pro posloupnost {ay} = {%,%,}L,i,%,é,...}, tj. ‘koktavou’ verzi posloupnosti {27%},

limita (9.1) neexistuje, protoze vyraz ayy1/ay je jiny pro sudé a pro liché k.

Posledni priklad ukazuje nedostateénost stavajici definice: limita (9.1) neexistuje, ptresto
7e posloupnost je jinak ‘rozumnd’. Proto se zavadi obecnéjs definice. Rekneme, ze posloup-
nost {ay} konverguje alespon sublinedrné [linedrné, superlinarné], existuje-li posloupnost {aj}, },
kterd konverguje sublinedrné [linedrné, superlindrné| a aj, > a; pro kazdé k. Napf. posloupnost
z piikladu 5 vyse konverguje alespon linedrné, protoze muzeme zvolit a; = 2-k/2,

9.2 Metoda zlatého rezu

(Tato ¢ést je nepovinnd.)

Pileni intervalu je znaméd itera¢ni metoda na hleddni nulové hodnoty spojité funkce
g: R — R (tj. hledani kofene rovnice g(x) = 0), bez nutnosti po¢itani jejich derivaci (které ani
nemuseji existovat). Na zac¢atku iterace jsou dany dva body x; a xo takové, ze g(z1)g(zs) < 0.
Tedy v intervalu (z, o) musi lezet aspon jeden koten. Zjistime hodnotu funkce g(z3) v bodé
x3 = (z1 + x2)/2. Nezbytné bude bud g(z;)g(x3) < 0 nebo g(x3)g(x2) < 0 nebo g(x3) = 0. V
prvnim piipadé interval (z1,xs) nahradime intervalem (xq,x3), ve druhém piipadé intervalem
(x5, x9). Pokracujeme stejné. Vsimnéme si, ze v kazdé iteraci se interval neucitosti zizi na
polovinu.

Hledejme nyni nikoliv nulovou hodnotu, ale minimum funkce f: R — R. Nemédme opét
pristup k derivacim (které nemuseji existovat). Prepodkladdme, Ze funkce je na daném pocateénim
intervalu (x, z5) spojitd a unimodalni — tj. existuje bod x* tak, Ze na intervalu (xq, z*) funkce
striktné klesd a na intervalu (x*, z5) striktné roste. Zatimco v metodé puleni intervalu stacilo
pro zizeni intervalu piidat jediny bod, zde potfebujeme do intervalu umistit dva body, x3 a x4.
Tedy mame ¢tyti body tak, ze x1 < x3 < x4 < To. Musi nastat jeden z téchto pripadu:

1. f(z3) < f(z4). Minimum je nutné v intervalu (1, z4).
2. f(xs) > f(x4). Minimum je nutné v intervalu (zs, xs).

Zustava otazka, jak volit pozici bodu, aby bylo zaru¢eno nejvétsi mozné zmenseni intervalu
neurcitosti, a to pti obou moznostech 1 a 2. Jedna moznost je zvolit x3 a x4 blizko vedle sebe
symetricky uprostied intervalu (1, zs), tj.

T+ X9
2

T+ To
2

Ty = -0, my= + 6

pro néjaké velmi malé 6 > 0. Toto vSak nezarucuje nejvétsi mozné ziazeni intervalu neurcitosti.
Ozna¢me a = x3— 1, b = x9 — x3, ¢ = x4 — x3. Aby byl interval v (k + 1)-nf iteraci rozdélen

ve stejném pomeéru jako v k-té iteraci, a to nezavisle na tom jaka z moznosti 1 a 2 nastane,

potfebujeme

b
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Odtud dostaneme ¢ — ¢! = 1, kde jsme oznaéili g = . Kladny kotfen této rovnice je ¢islo
0 = (1++/5)/2 ~ 1.618, znamé z antiky jako zlaty Fez. Mame zaruceno, ze v daldf iteraci
bude interval neurcitosti ¢-krat kratsi.

Kdy skoncit algoritmus zlatého fezu? Lze ukazat, ze kvuli zaokrouhlovacim chybam nejde
interval neurcitosti zmensit na méné nez asi /¢, kde ¢ je strojovd presnost.

Metoda puleni intervalu a metoda zlatého rezu jsou urceny pouze pro funkce jedné proménné.
Obeé konverguji linedrné. To se d& ukéazat z toho, ze se v kazdé iteraci interval neurcitosti zmensi
o jisty konstantni pomér, v prvnim piipadé %, ve druhém .

9.3 Sestupné metody
Iteracéni algoritmy na hledani lokalniho minima funkce f: R™ — R maji tvar
Xg+1 = Xk + ay Sg, (92)

kde vektor s € R" je smér hledani a skalar a; > 0 je délka kroku. Ve velké tride algo-

ritmu zvanych sestupné metody (descent methods) hodnota funkce monotonné klesa, tedy

f(Xpy1) < f(xg). Existuji ale i algoritmy, ve kterych hodnota f(xj) neklesd monotonné (tj.

néekdy stoupne a nékdy klesne) a presto konverguji k optimu (napf. subgradientni metody).
Smeér sy se nazyva sestupny, jestlize

f’(Xk) Sk < 0, (93)

tedy smérova derivace ve sméru sy, je zaporna. Pokud v bodé x;, existuje sestupny smér, existuje
délka kroku oy > 0 tak, ze f(xp41) < f(Xx). Pokud v bodé x; sestupny smér neexistuje, vektor
f'(xx) je nutné nulovy (proc?). Nasli jsme tedy stacionarni bod. V tom piipadé x; muze (a
skoro vzdy je) ale také nemusi byt lokdlni minimum.

Mame-li sestupny smeér, optimalni délku kroku ay najdeme minimalizaci funkce f na polopiimce
z bodu x; ve sméru s;. Tedy minimalizujeme funkci jedné proménné

(o) = f(xk + cusi) (9.4)

pres vSechny oy > 0. Tato tuloha je v kontextu vicerozmérné optimalizace nazyvana line search.
Ulohu staéf éasto Fesit priblizné. Takovou pfibliznou metodu neni obtizné vymyslet a proto se
ji déle nebudeme zabyvat.

Daéle uvedeme néjznameéjsi zastupce sestupnych metod.

9.4 Gradientni metoda

Tato nejjednodussi metoda voli zvolit smér sestupu jako zaporny gradient funkce f v bodé x.:
sk = —f'(x1)" = =V f(x). (9.5)

Tento smér je sestupny, coz je okamzité vidét dosazenim do (9.3).

Rychlost konvergence gradientni metody je linearni. Konvergence je casto pomala kvuli
‘cik-cak’ chovéani.
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9.4.1 Zavislost na linearni transformaci souradnic

Transformujme vektor proménnych x linedrni transformaci x = Ax, kde A je ctvercova
regularni matice. Je jasné, ze uloha v novych proménnych bude mit stejné optimum jako v
puvodnich proménnych. Tedy

min f(x) = min f(%),  kde f(X) = f(Ax) = f(x) = f(AT'%).
Iterace gradientni metody v novych proménnych je
X1 = X5, — oy f'(%p) " (9.6)

Zkoumejme, jaké iteraci to odpovida v puvodnich proménnych. K tomu potiebujeme vyjadiit (9.6)
v proménnych x. Pouzitim tetézového pravidla odvodime

ooy AF(®)  df(%) dx _ df(x) dx

IR =" ~"ax & ax & WA
Dosazenim za % a f'(X) do (9.6) a tipravou dostaneme
Xp1 = Xp — ag (ATA) L (x)T (9.7)
To 1ze napsat ve tvaru (9.2) se smérem hleddni
s = —(ATA) ! (xp)". (9.8)

Tento smér se lisi od puvodniho sméru (9.5) vyndsobenim matici (ATA)~. Vidime tedy, ze
gradientni metoda nen? invariantni vuci linearni transformaci souradnic.

Ovsem lze ukézat, ze novy smér (9.8) je také sestupny. Dosazenim (9.5) do (9.3) to znamens,
7e —f'(xx)(ATA)1 f(x;,)T < 0. To je ale pravda, nebot matice ATA a tedy i jeji inverze je
pozitivné definitni, viz Cviceni 5.18.

Na vzorec (9.8) se lze divat jesté obecnéji. Je jasné, ze smér s, = —C; ' f/(xx)T je sestupny,
je-li matice Cy pozitivné definitni. Da se ukazat i opak, totiz ze kazdy sestupny smér lze napsat
takto. Matice Cj muze byt jind v kazdém kroku. Uvidime, ze algoritmy uvedené dale budou
mit vzdy tento tvar.

9.5 Newtonova metoda

Newtonova metoda (také zvana Newtonova-Raphsonova) je slavny itera¢ni algoritmus na
feSeni soustav nelinedrnich rovnic. Lze ho pouzit i na minimalizaci funkce tak, ze hledame
nulovy gradient. Oba zptisoby pouziti ted popiseme.

9.5.1 Pouziti na soustavy nelinearnich rovnic

Resme rovnici g(x) = 0, kde g: R® — R" je diferencovatelné zobrazeni. Jednd se tedy o soustavu
n rovnic s n neznamymi, které obecné mohou byt nelinearni. Zobrazeni g aproximujeme v okoli
bodu x; Taylorovym polynomem prvniho fadu

g(x) ~ g(x) = g(xx) + &'(xx) (x — xu), (9.9)
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kde g'(xy) je derivace zobrazeni v bodé xi, tedy (Jacobiho) matice rozméru n x n. Dalsi
iteraci x;,1 najdeme reSenim nehomogenni linedrni soustavy g(xy1) = 0. Pokud je Jacobiho
matice regularni, feSenim je
! -1
Xp+1 =X — 8 (Xk) &(Xk). (9.10)

Viz obréazek:

g(x) /) 9(x) = g(ar) + g'(zr) (@ — z1)

*
T Trp+1 Tk

Priiklad 9.2. Babylonskd metoda na vypocet druhé odmocniny cisla a > 0 je dana iteraci

1 a
Tht1 = 5(% + —>

Tk
To nenf nic jiného nez Newtonova metoda pro feSeni rovnice 0 = g(x) = 2% — a. Opravdu,
g(x) ? —a 1< a) 1( +a>
Tyl = Tp — —=% = Tp — =xr—=(ap—— ) ==z +—).
F F g'(z) ¥ 2 PR T 2\ T O

Priklad 9.3. Hledejme prusecik kiivek (r —1)2+y> =1lazt+y*=1. Mdmen=2a

) ew—eea= | weo—gen =[50 4]

x=(z,y)= {
Iterace (9.10) je

[xkﬂ] _ lxk} B [2(xk —1) 2y } - [(xk —1)2 4yt — 1] |

Yk+1 Yk 4y 4y, ot + oyt — 1

Nacrtneme-li si obé kiivky, vidime, ze maji dva pruseciky. Zvolme pocatecni odhad pro horni
prusecik (zo, o) = (1,1). Prvni iterace bude

n] [1] [o 2] (0] _[o.75
P A I
Sestd iterace mé jiz 15 platnych cifer, (zg,y6) = (0.671859751039018, 0.944629015546222). O
Newtonova metoda konverguje obvykle (i kdyz ne vzdy) superlinearné, tedy velmi rychle.

Jeji nevyhodou je, ze je nutno zacit pomérné presnou aproximaci xo skuteéného feseni, jinak
algoritmus snadno diverguje nebo konverguje k nééemu jinému nez k feseni soustavy g(x) = 0.
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9.5.2 Pouziti na minimalizaci funkce

Newtonovu metodu lze pouzit pro hledani lokalniho extrému dvakrat diferencovatelné funkce
f: R" — R tak, ze v algoritmu (9.10) polozime g(x) = f’(x)?. Tim dostaneme iteraci

X1 = X5 — f"(x) 7 f (%) (9-11)

kde f”(xy) je Hessova matice funkce f v bodé x.

Vyznam iterace (9.10) byl takovy, Ze se zobrazeni g aproximovalo Taylorovym polynomem
prvniho tddu (tedy afinnim zobrazenim) a pak se nasel kofen tohoto polynomu. Vyznam iter-
ace (9.11) je takovy, ze se funkce f aproximuje Taylorovym polynomem druhého tadu (tedy
kvadratickou funkef) a pak se najde minimum této kvadratické funkce. Odvod'te podrobné, Ze
tomu tak je!

F(2) ) f(x) = flan) + /(@) (@ — ap) + (@ = 2) " f (@) (2 — z,)

"E;k 1‘1;4—1 l‘k
Iteraci (9.11) lze napsat v obecnéjsim tvaru (9.2), kde
S — —f”(Xk)_lf/(Xk)T. (912)

Vyhodou tohoto zobecnéni je moznost zvolit optimalni (ne nutné jednotkovou) délku kroku
pomoci jednorozmérné minimalizace (9.4). Algoritmu (9.11) s jednotkovou délkou kroku se pak
rika €ista Newtonova metoda.

Vektoru (9.12) fikdime Newtonuv smér. Aby to byl sestupny smér, musi byt

(k) se = —f'(xu) f" ()7 (i) < 0.
Postacujici podminkou pro to je, aby Hessova matice f”(x;) (a tedy i jeji inverze) byla pozitivné

definitni.

9.6 Gaussova-Newtonova metoda

Resme soustavu rovnic g(x) = 0 pro g: R” — R™, tedy soustavu m rovnic s n neznamymi.
Dovolime m > n, tj. soustava muze byt preurcend. Priblizné feseni ve smyslu nejmensich ¢tvercu
vede na minimalizaci funkce

fx) = lg®)* = g(x)" g(x) = Z%(X)Q, (9.13)

kde g; jsou slozky zobrazeni g. Specidlnim piipadem je ptiblizné feSeni preurcené linedrni ne-
homogenni soustavy Ax = b, kde g(x) = b — Ax, ¢emuz jsme se vénovali v §4. Zde ovSem
predpokladame obecné nelinearni zobrazeni g.
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Vsimnéte si, ze zatimco v §9.4 a §9.5.2 bylo cilem minimalizovat obecnou funkci, zde chceme
minimalizovat funkci ve specidlnim tvaru (9.13). Nyni mame dvé moznosti. Bud muzeme nasa-
dit na funkci (9.13) jednu z metod pro minimalizaci obecné funkce, k ¢emuz se vratime v §9.6.1.
Nebo muzeme byt chytiejsi a vyuzit specidlniho tvaru funkce (9.13), coz udéldme ted.

Aproximujme opét zobrazeni g Taylorovym polynomem prvniho tddu (9.9). Uloha (9.13)
pak vyzaduje minimalizovat ||g(x)||?. To je tloha linedrnich nejmensich ¢tverct, kterou jsme
vytesili v §4. Vede na normalni rovnice

T

g/<Xk)T g (xr) (x —xz) = —g'(xx)" g(xx)-

Pokud m4 Jacobiho matice g'(x) plnou hodnost, Fesime pomoci pseudoinverze:

Xpr1 = x5, — [8/(x1)" g/ ()] 7 g/ (xi)” m(xn) (9.14)

J/

-~

g'(xx)*

Algoritmus (9.14) je zndm jako Gaussova-Newtonova metoda. Muzeme jej opét napsat
obecnéji ve tvaru (9.2) se smérem hledani

T

st = —[g'(x1)" g/ (xk)] " &' (xk) " &(xx). (9.15)

Pro m = n mame g'(x;,)" = g'(x;)"!, tedy Gaussova-Newtonova metoda se redukuje na
Newtonovu metodu (9.10) na feSeni soustavy n rovnic s n neznamymi.

Snadno spocitdme (viz 7.6) derivaci ticelové funkce (9.13), je rovna f'(x) = 2g(x)Tg'(x). Z
toho vidime, ze Gaussuv-Newtonuv smér (9.15) 1ze psat ekvivalentné jako

s = —3l8'(x)" g/ (xi)] 7! f1 ()" (9.16)

Tento smér se lis{ od gradientntho sméru (9.5) pouze nasobenfm matici [g/(xy) !

g (xi)] -

Pokud Jacobidn g'(x;) ma plnou hodnost (tedy n), tato matice je pozitivné geﬁnitni. Podobnou
uvahou jako v §9.4.1 dostaneme, ponékud piekvapive, ze smér (9.15) je vZdy sestupny.

‘Cistd’ Gaussova-Newtonova metoda (tj. s jednotkovou délkou kroku) muze divergovat.

Protoze ale Gaussuv-Newtonuv smér je vzdy sestupny, alespon ptibliznou optimalizaci délky

kroku a4, lze zajistit konvergenci.

T

9.6.1 Rozdil proti plné Newtonové metodeé

Predpokladejme, ze bychom optimalizovali nasi i¢elovou funkei (9.13) piimo Newtonovou metodou
z §9.5.2. Spocitejme (provedte i sami!) Hessidn funkce (9.13):

(%) = 2g'(x)" g'(x) + 2 Z 9i(x) g{ ().

Hessian je souctem clenu obsahujictho derivace prvniho radu a c¢lenu obsahujictho derivace
druhého fadu. Vidime, ze smér (9.16) se lisi od Newtonova sméru (9.12) zanedbanim clenu
druhého tadu v Hessianu f”(xy). To se projevuje tim, ze Gaussova-Newtonova metoda mé horsi
lokalni konvergenéni chovani nez plna Newtonova metoda — ani v blizkém okoli feSeni nemusi
konvergovat superlinearné. Na druhou stranu, vyhnuli jsme se pocitani druhych derivaci funkce
g, coz je velké zjednoduseni.
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9.6.2 Levenbergova-Marquardtova metoda

Levenbergova-Marquardtova metoda je Siroce pouzivané vylepseni Gaussovy-Newtonovy

metody, které matici g'(x)?g/(x) v iteraci (9.14) nahrazuje matici

g'(xi) g (xk) + 1 (9.17)

pro pi > 0. Vidime, ze:
e Pro malé uy; se Levenbergova-Marquardtova iterace blizi Gaussové-Newtonové iteraci.

e Pro velké yuy je inverze matice (9.17) blizka u,;ll, tedy Levenbergova-Marquardtova iterace
je blizkd x441 = x5 — i, - f'(xx)T. Ale to je iterace gradientni metody s délkou kroku p;*.

Tim jsou spojeny vyhody Gaussovy-Newtonovy metody (typicky rychla konvergence v okoli
optima) a gradientni metody (spolehlivost i daleko od optima). Volbou parametru puy spojité
prechazime mezi obéma metodami.

Parametr j;, ménime béhem algoritmu. Zacneme napi. s po = 10® a pak v kazdé iteraci:

e Pokud iterace snizila ucelovou funkei, iteraci pfijmeme a p zmensime.
e Pokud iterace nesnizila tcelovou funkci, iteraci odmitneme a py zvétsime.

Zvétsovani a zmenSovani py déldme néasobenim a délenim konstantou, napt. 10. VSimnéte si,
toto nahrazuje optimalizaci délky kroku ay, kterda v algoritmu nevystupuje.

Na algoritmus lze pohlizet i jinak. V iteraci (9.14) se pocita inverze matice g'(xx)" g'(xx)-
Tato matice je sice vzdy positivné semidefinitni, ale muze byt blizkd singuldrni (kdy se to
stane?). To neblaze ovlivni stabilitu algoritmu. Matice (9.17) je ale vzdy pozitivné definitni
(viz Cviceni 5.19), a tedy reguldrni.

T

Poznamka na zavér. Probrané algoritmy jsou vlastné velmi jednoduché, je to zcela minimélni
zaklad numerické optimalizace. Hrozi vSak nebezpeci, ze se v latce student ‘zamota’. Musi vam

byt zcela jasné, jakou tlohu kazdy algoritmus tesi! Udélejte si tabulku, ve které pro kazdy algo-

ritmus napisete jednak tcelovou funkci a jednak iteraci ve vSech moznych tvarech. Premyslejte

o tabulce a hledejte mezi algoritmy souvislosti.

9.7 Cviceni

9.1. Najdéte lokdln{ extrém funkce f(z,y) = 2% —y+sin(y? — 2x) ¢istou Newtonovou metodou.
Pocatecni odhad zvolte (zo,y0) = (1, 1).

9.2. V systému GPS mame m satelitu se znamymi souradnicemi ai,...,a,, € R™ a chceme
spocitat nase souradnice x € R" z namérenych vzdalenosti y; = ||a; —x||. Tato méfeni jsou
ovsem zatizena chybou, proto obecné nebude z&dné x vyhovujici témto rovnicim. Resme
tuto preurcenou nelinedrni soustavu ve smyslu nejmensich ¢tvercu, tedy minimalizujme

funkeci .

Fx) = (lla — x| —v:)*.

i=1
Odvod'te iteraci Gaussovy-Newtonovy a Levenbergovy-Marquardtovy metody.

9.3. Mdme m bodu v roviné o soufadnicich (z;,v;), i = 1,...,m. Tyto body chceme prolozit
kruznici ve smyslu nejmensich ¢tvercu — tj. hleddme kruznici se stiedem (u, v) a polomérem
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9.4.

r takovou, aby soucet ¢tvercu kolmych vzdalenosti bodu ke kruznici byl minimélni. Zformu-
lujte piislusnou optimalizaéni ilohu. Odvod'te iteraci Gaussovy-Newtonovy a Levenbergovy-
Marquardtovy metody.

Méjme kiivky (z — 3)?2 +¢y*> = 1 a ' + y* = 1. Tyto kiivky nemaji spolecny prusecik,
tedy soustava rovnic je preurcend, i kdyz mé stejny pocet rovnic jako neznamych. Reste
ji Gauss-Newtonovou metodou. Kfivky si nacrtnéte a podle toho zvolte pocatecni odhad.
Odpoveézte na nasledujici otazku: pokud metoda konverguje ke globalnimu maximu, bude
toto maximum bod, ktery minimalizuje soucet ctvercu vzdalenosti k obéma kiivkam?
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Kapitola 10

Konvexni mnoziny

10.1 Cty#i kombinace a &ty#i obaly

Necht V' je linearni prostor. Vazeny soucet a;x; + - - - + Xy vektorii Xy, ..., X, € V se nazyva
jejich
linearni kombinace, jestlize «y,...,ar € R.
afinni kombinace, jestlize ay,...,ap € R, a4+ -+ ap = 1.
nezaporna kombinace, jestlize «y,...,a € R, ag, ..., > 0.
konvexni kombinace, jestlize aq,...,ap, €R, a1+ ---+apr=1, a,...,a, > 0.

Mnozina, ktera je uzaviend vuci

linedrnim kombinacim, se nazyva linearni podprostor.
afinnim kombinacim, se nazyva afinni podprostor.
nezapornym kombinacim, se nazyva konvexni kuzel.
konvexnim kombinacim, se nazyvd konvexni mnozina.

Linedrni [afinni, nezdporny, konvexni] obal vektoru xi,...,X; je mnozina vSech jejich
linedrnich [afinnich, nezdpornych, konvexnich] kombinaci. Obecnéji, obal (koneéné ¢i nekoneéné)
mnoziny X C V je mnozina kombinaci vSech koneénych podmnozin X. Ekvivalentni definice
obalt: Linearni [afinni, nezdporny, konvexni] obal mnoziny X C R" je nejmensi linedrni pod-
prostor [afinni podprostor, konvexni kuzel, konvexni mnozina] obsahujici mnozinu X.

Cviceni: Nakreslete linearni, afinni, nezaporny a konvexni obal k£ bodi v R™ pro devét
pripadu k,n € {1,2,3}.

10.2 Konvexni mnoziny

Zdaleka nejdulezitéjsi novy pojem je konvexni mnozina. Vénujme se ji podrobnéji.

Mnozina U C V se nazyva konvexni mnozina, pokud je uzaviena vici konvexnim kom-
binacim, tj. kazdd konvexni kombinace bodu z U patii do U. Toto je (coz lze dokdzat indukei)
ekvivalentni tvrzeni, ze kazda konvexni kombinace dvojice bodu z U patii do U. Jinymi slovy,
mnozina je konvexni, pokud kazda tsecka s krajnimi body v mnoziné lezi cela v mnoziné.

Véta 10.1. Prunik (i nekonecné mnoha) konvexnich mnozin je konvexni mnozina.

Dukaz je snadny.
Sjednoceni konvexnich mnozin ale nemusi byt konvexni mnozina.
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10.3 Konvexni polyedry

(Uzavieny) poloprostor je mnozina {x € R" | a’x > b} pro néjaké a € R", b € R.

Definice 10.1. Konvexni polyedr je priinik konecné mnoha poloprostort, tedy mnozina
X={xeR"|Ax>b}.

Tato definice samoziejmé dovoluje i omezeni typu rovnosti a’ x = b, které jdou slozit ze dvou
omezeni a’x < b a a’x > b. Pak je polyedr prinikem poloprostori a nadrovin. Nadrovina je
ale také prunik dvou poloprostoru.

Jelikoz poloprostor je oc¢ividné konvexni mnozina, plyne konvexita konvexniho polyedru z
Véty 10.1. VSimnéte si, ze konvexni polyedr nemusi byt omezeny.

Priklad 10.1. Priklady konvexnich polyedru:

e Prizdna mnozina ().

e Cely prostor R™.

e Jediny bod.

e Pifmka, at uZ prochdzejici nebo neprochézejici pocdtkem.

e Nadrovina {x € R" |aTx =10}.

e Afinni podprostor.

e Polopiimka {xo+as|a >0}.

e Poloprostor. Bud uzavieny {x € R" | a’x > b} nebo otevieny {x € R" | al’x > b }.

e Pis{xeR" | <alx<bh}.

e Platénova télesa v R3.

e Hyperkrychle {x e R" | -1 <z; <1,i=1,...,n}.

e Simplex, to jest konvexni obal n + 1 afinné nezavislych bod.

e Standardni simplex {x € R" | z; >0, > " z; <1}.

e Pravdépodobnostni simplex {x € R | z; > 0, >  2; = 1} (mnozina vsech rozdéleni
pravdépodobnosti diskrétni ndhodné proménné).

e Zobecnény osmistén {x € R™ | Y77 | |x;| <1} O

10.3.1 Dveé reprezentace polyedru

Bod x € X nazveme extrémni bod konvexni mnoziny X, pokud neni roven konvexni kombinaci
jinych bodu mnoziny X. Extrémni body konvexniho poleydru nazyvame jeho vrcholy.

Véta 10.2. Konvexni obal koneéné mnoha bodi je omezeny konvexni polyedr. Obracené,
omezeny' konvexni polyedr je konvexnim obalem svych vrcholii.

Méme tedy dvé reprezentace omezeného polyedru:

! Pro neomezené konvexni polyedry plati podobn4 véta, kterou zde nebudeme uvadét. V ni kromé vrcholil
vystupuji paprsky, coz jsou polopiimky, podél nichz polyedr ubihd do nekonecna.
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e H-reprezentace: prunik koneéné mnoha poloprostoru ("H’ jako ’half-space’)
e V-reprezentace: konvexni obal konetné mnoha bodua (*V’ jako vertex’)

Ptechod od jedné reprezentace ke druhé muze byt vypocetné velmi tézky nebo i nemozny.
Duvodem je to, ze polyedr definovany jako prunik malého poctu (presnéji, tento pocet je poly-
nomidlni funkei dimenze n) poloprostoru muze mit obrovsky (exponencidlni v dimenzi n) pocet
vrcholu. Naopak, polyedr s malym poc¢tem vrcholi muze mit exponencidlni pocet facet. Tedy
algoritmus, ktery prevadi H-reprezentaci na V-reprezentaci nebo naopak, by pfi polynomialné
dlouhém vstupu musel vydat exponencialné dlouhy vystup.

Priklad 10.2.

e Simplex (tedy konvexni obal n 4+ 1 bodu) je konvexni polyedr, ktery méa n + 1 vrcholu a
n + 1 facet.

e Hyperkrychle ma 2n facet, ale 2™ vrcholu.

e Zobecnény osmistén {x € R” | > |z;] < 1} mé 2n vrchold, ale 2" facet (je to v jistém
smyslu dudlni polyedr k hyperkrychli). O

10.4 Cviceni

10.1. Které z nésledujicich mnozin jsou konvexni polyedry? Pokud je mnozina konvexni polyedr,
dokazete ji vyjadiit ve tvaru {x | Ax > b} (tj. jako prunik poloprostoru)?
a) {2y +3y2 | 1<y <1, -1 <y, <1}
b) {x ER" x>0, 1"x =1, Y ma; = by, Y, x;a;°> = by }, kde a;, by, by jsou dané
skalary
c) {xeR"||x—al <|x—b]|}, kde a,b jsou dény
d) {Cy |y > 0}, kde matice C je déna
e) {Cy | |lyll £ 1}, kde matice C je déna

10.2. Dokazte z definice konvexni mnoziny, ze nasleducici mnoziny jsou konvexni:

a) interval (a,b) C R

b) {xeR"| Ax<b, Cx=d}

¢) Mnozina vSech positivné definitnich matic rozméru n x n.
d) {xeR" | x'Ax <1}, kde A je pozitivné semidefinitn{

10.3. Méjme m vektoru ay,...,a,, € R". Pro kazdé i = 1,..., m definujme mnozinu
Xi={xeR"||[x—af <[x—a;|Vj#i}.
Dokazte, ze mnoziny Xi,...,X,, jsou konvexni. Ukazte, Ze tyto mnoziny tvoii rozklad
mnoziny R".

10.4. Které z nasledujicich mnozin jsou konvexni? Pokud to jde, zkuste mnozinu nacrtnout v
prostoru malé dimenze.

a) {xeR"| )i m=1}
(Reseni: Nadrovina, tedy konvexni.)
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b) {x €R"| X0 2 > 1}
(Reseni: Poloprostor, tedy konvexnf.)
c) {xeR"|x>0,>" z=1}
(Resent: Prinik poloprostorti a nadroviny, tedy konvexn{ polyedr.)
d) {xeR" x>0, > " 2;<1}
(Reéem’: Prunik poloprostoru, tedy konvexni polyedr.)
&) R'\ {x € R" | X0 2, > 1}
(Reéenl’: Doplnék uzavieného poloprostoru, tedy otevieny poloprostor, tedy kon-
vexni.)
f) R\\{xeR" x>0, > " x; <1}
(Reéem’: Doplnék simplexu, neni konvexni.)
g) {xeR"[|x]|=1}
(Resenti: Sféra (koule bez vnitiku), neni konvexni.)
h) {xeR"|[jx]| <1}
(Reseni: Oteviena koule, konvexni.)
i) {AeR™™| A=—AT} kde R™" zna¢i mnozinu vSech matic n x n

(Reéem’: Linedrni podprostor prostoru R™*", konvexni.)
DAy eR |z>0,y>0, zy=1}

(Reseni: Graf jedné vétve hyperboly, neni konvexni mnozina).
k) {(z,y) eR*[2® +y? <2}n{(z,y) eR? [ (z — 1) +y* <2}

(

eseni: Prunik dvou kouli, konvexni.)
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Kapitola 11

Linearni programovani

Uloha linedrniho programovani (LP, také zvané linedrni optimalizace) znamend minimalizaci
¢i maximalizaci linearni funkce za podminek afinnich rovnosti a nerovnosti. Neboli v obecné
formulaci (1.3) je funkce f linedrni a funkce g;, h; jsou afinni.

Mnozina piipustnych teseni ilohy LP je konvexni polyedr. Plati nasledujici véta.

Véta 11.1. Linearni funkce nabyva na konvexni mnoziné svého minima v jednom nebo vice
extrémnich bodech této mnoziny.

Tedy pokud méa tuloha LP optimdlni feseni, nabyva se vzdy alespon v jednom vrcholu
mnoziny piipustnych feseni.

Priiklad 11.1. Pokud tloha LP ma pouze dvé proménné, muzeme ji fesit graficky pomoci
obrazku v roviné. Zkuste to napf. pro tlohu

min 3x, + 4o

za podminek  x1 + 29 < 14
3[L’1 — T2 Z 0
1 — T9 S 2 OJ

11.1 Ruazné tvary uloh LP

Pii zapisu tlohy LP je zvykem oddélené zapisovat obecna linedrni omezeni a omezeni na
znaménka jednotlivych proménnych. Obecnou tlohu LP tedy zapiseme takto:

min (nebo max) cix; +-- 4+ T,

> b, iel,

by, i€l_

a;1xy +- -+ agpr, = b, 1€ I
x; >0, 1€ J;

J<0, Qe

r; €R, jeJy

za podminek a;1x1 +- -+ a;px,
a1 44 AinLn <
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Zde I ={1,....m}=1L,ul,Ul_aJ={1,...,n} = JyUJy UJ_ jsou rozklady indexovych
mnozin. Zapis x; > 0 znaci, ze proménnd x; muze nabyvat pouze nezapornych hodnot, zatimco
z; € R znaci, Ze x; muze nabyvat libovolnych hodnot.

Pocitacové algoritmy na feSeni LP casto predpokladaji tlohu v néjakém specidlnim tvaru,
kdy jsou dovoleny pouze jisté typy omezeni. Nejcastéji uzivané specialni tvary jsou:

e Dovolime pouze omezeni typu ‘=" a nezéporné proménné (I, =1_=J_ = Jy =), tj.

min ¢z 4+ cTn

za podminek a;1x1 +---+ ajpx, =0, t=1,....m
xj>(), jzl,...,n

To lze psat maticové jako min{ ¢’x | Ax =b, x > 0}, kdex,c € R", b € R™, A € R™*".
Tomuto tvaru se tikéd standardni. Podotknéme ovsem, ze nazvoslovi jednotlivych tvaru LP
neni jednotné, slova jako ‘standardni tvar’, ‘zakladni tvar’ ¢i ‘kanonicky tvar’ tedy mohou
znamenat v kazdé knize néco jiného.

e Tvar min{c’x| Ax>b, x>0}.

e Tvar min{c’x | Ax >b, x e R" }.
Tyto specidlni tvary nemaji mensi vyjadifovaci schopnost nez obecny tvar, nebot obecny tvar
se da na libovolny specialni tvar prevést pomoci nasledujicich operaci:

e Minimalizaci nahradime maximalizaci, nebot min,cx f(x) = — max,cx[—f(x)].

e Rovnost a;1x1 + - - - + a2, = b; nahradime dvéma nerovnostmi a;1x1 + -« - + @, < b; a
anTi + -+ Ty > by

e Nerovnost a;;x1 + -+ + a;p,x, < b; prevedeme na rovnost pridanim pomocné slackové
proménné’ u; > 0 jako a; 121 + -+ - + AinTn + u; = b;.

Jak prevedeme nerovnost a;1x1 + - - - + a;,T, > b; na rovnost?

e Proménnou bez omezeni x; € R rozdélime na dvé nezdporné proménné x > 0, z; > 0
piiddnim podminky z; = z — z; .
11.1.1 Po c¢astech linearni tcelova funkce
Meéjme 1ucelovou funkci
K
f(x) = max(cyx + dy), (11.1)

kde ¢ € R™ a d; € R. Pro dané x tedy spocitame ¢islo f(x) tak, ze vezmeme nejvétsi z cisel
cIx+dyprok=1,...,K (viz Cvicen{ 11.3). Uvazujme tlohu

min  f(x)
za podminek Ax=Db (11.2)
x>0

Toto nend tloha LP, nebot icelova funkce f neni linedarnf nebo afinni, je pouze po ¢astech afinni
(pozdéji uvidime, Ze je konvexni, nebot maximum afinnich funkei je konvexni funkce). Uloha

L Slack znamend anglicky napi. mezeru mezi zdi a skiini, kterd neni zcela pfirazend ke zdi. Termin slack
variable nemd ustaleny cesky ekvivalent, nékdy se preklada jako skluzovd proménnd.
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jde ale ptfevést na LP zavedenim pomocné proménné z:

min 2z
za podminek cfx+dy <z, k=1,...,K
Ax =D
x>0

Zde minimalizujeme pfes proménné x € R™ a z € R. Rozmyslete si dobte, pro¢ maji obé tilohy
stejné optimum!
P#iklad 11.2. Uloha

min max{ 3x; + 4z, 221 — 3x9 }

za podm. 1z + 22, < 14
31}1 — X9 Z 0
r1 — X9 S 2

neni LP, protoze ucelova funkce f(z1,x2) = max{ 3z, + 4wy, 221 —3xs } neni linedrni ani afinni.
Lze ji ale preformulovat na

min 2z
za podm. 3xy + 4xy < 2
201 — 319 < z
T + 2.272 < 14
3371 — X9 Z 0
1 — X9 S 2
coz je LP, nebot tcelové funkce f(x1,2,2) = z je linedrn{ a omezeni jsou také linedrni. 0

Pii téchto prevodech je nutnd opatrnost: pokud bychom v tloze (11.2) maximalizovali misto
minimalizovali, pfevod na LP by nebyl mozny.
Podobné 1ze casto na LP prevést tlohy, které obsahuji minima a maxima v omezenich.

Piiklad 11.3. Uloha vlevo neni LP, protoze omezeni max{z,y} < 1 neni linedrni nerovost.
Ale d4 se prevést na LP vpravo:

min{z—y|z>0,y>0 max{z,y} <1} =min{z—y|x>0,y>0,2<1,y<1} O

11.2 Neékteré aplikace LP

Zde uvedeme typické aplikace LP. Zdaleka to ale neni vycet vSech aplikaci, ten je totiz nepieberny.
Daéle doporucujeme prostudovat priklady v §3.2 ve skriptech [?].

11.2.1 Optimalni vyrobni program

Z: m druhu surovin vyrabime n druhu vyrobku.
® a;; = mnozstvi suroviny druhu 7 potfebné na vyrobu vyrobku druhu j
e b; = mnozstvi suroviny druhu 7, které mame k dispozici

e ¢; = zisk z vyroben{ jednoho vyrobku druhu j
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e 1; = pocet vyrobenych vyrobku druhu j

Ukolem je zjistit, kolik jakych vyrobki mame vyrobit, abychom doséhli nejvétsiho zisku. Resen:

n
max { E le'j

Jj=1

Zaijxj S bi7 T 2 0 } (113)

Jj=1

Piiklad 11.4. [?] Pan u stanku prodavé lupinky za 120 Ké/kg a hranolky za 76 Ké/kg. Na
vyrobu 1kg lupinku se spotfebuje 2kg brambor a 0.4kg oleje. Na vyrobu 1kg hranolku se
spotfebuje 1.5 kg brambor a 0.2 kg oleje. Je nakoupeno 100 kg brambor a 16 kg oleje. Brambory
staly 12 K¢ /kg, olej 40 Ké/kg. Kolik ma pan vyrobit lupinku a kolik hranolku, aby co nejvice
vydélal? To lze vyjadrit jako LP

max 120¢ + T6h

za podminek 2¢ + 1.5h < 100
0.4¢ +0.2h < 16
{h > 0

Pritom predpokladame, ze zbytky surovin se po pracovni dobé vyhodi. Pokud se zbytky vyuziji,
tak maximalizujeme (120 — 24 — 16)¢ 4 (76 — 18 — 8)h = 80¢ + 50h. O

11.2.2 Smeésovaci (dietni) problém
Z n druhu surovin, z nichz kazda je smési m druhu latek, mdme namichat konecny produkt o
pozadovaném slozeni tak, aby cena surovin byla minimalni.

e a;; = mnozstvi latky druhu ¢ obsazené v jednotkovém mnozstvi suroviny druhu j

e b; = pozadované mnozstvi latky druhu ¢ v koneéném produktu

e ¢; = jednotkova cena suroviny druhu j

e r; = mnozstvi suroviny druhu j

Resent:

Priklad je uveden ve Cviceni 11.5.

11.2.3 Dopravni problém
Mame m vyrobcu a n spotiebitelu.
e a; = mnozstvi zbozi vyrabéné vyrobcem ¢
e b; = mnozstvi zbozi pozadované spotiebitelem j
e ¢;; = cena dopravy jednotky zbozi od vyrobce @ ke spotiebiteli j
e 1;; = mnozstvi zbozi vezené od vyrobce i ke spotiebiteli j

Chceme co nejlevnéji rozvézt zbozi od vyrobeu ke spotiebitelim. Resent:

m n n m
mm{ E E Cij T4 E Tij = Qq, E Tij = bj, Tij Z 0 }
j=1 i=1

i=1 j=1
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Zadéni musi spliovat Y " | a; = Z?zl b; (nabidka musi byt rovna poptévce), jinak bude tloha

nepiipustné. Uloha jde modifikovat tak, ze dovolime S 7", a; > > i1 bj (provedte!).

11.2.4 Distribucni problém

Méame m stroju a n druhu vyrobkdu.
e a; = pocet hodin, ktery je k dispozici na stroji ¢
e b; = pozadované mnozstvi vyrobku druhu j
e ¢;; = cena jedné hodiny prace stroje ¢ na vyrobku typu j
e k;; = hodinovy vykon stroje ¢ pfi vyrobé vyrobku druhu j
e 1;; = pocet hodin, po ktery bude stroj ¢ vyrabét vyrobek druhu j

Pro kazdy ze stroji mame urcit, kolik vyrobki se na ném bude vyrabét. Regent:

m n n m
mln{ E E cijxij E xij S a;, E kijxij = bj, xij Z 0 }
j=1 =1

i=1 j=1

11.3 Reseni preurcenych linearnich soustav

11.3.1 Vektorové normy

Definice 11.1. Funkce R™ — R se nazyvd norma a znadi se ||x||, jestlize spliiuje tyto axiomy:
1. Jestlize ||x|| = 0 pak x = 0.
2. ||Ax]| = |\| - [|x]| pro kazdé A € R a x € R™ (norma je kladné homogenni).
3. Ix+yll < |Ix|| + |ly|| pro kazdé x,y € R™ (trojithelnikové nerovnost).

7, axiomu snadno vyplyvaji tyto dalsi vlastnosti normy:
e ||0]| = 0, coz plyne z homogenity pro A =0
e |x|| > 0 pro kazdé x € R". To jde odvodit tak, ze v trojihelnikové nerovnosti polozime
y = —X, coz da
[x = x[| = [l0]| = 0 < [[x|[ + [[=x]| = 2],
kde na pravé strané jsme pouzili homogenitu.

Norma formalizuje pojem ‘délky’ vektoru x.

Jednotkova sféra normy je mnozina {x € R" | ||x|| = 1} v8ech vektoru s jednotkovou
normou. Diky axiomu homogenity je jednotkové sféra stredové symetrickd a jeji tvar zcela
urcuje normu.

Uvedme pifklady norem. Zakladnim piikladem je £,-norma

Ixlly = (1| + -+ 2 ) 2.

Musi byt p > 1, jinak neplati trojuihelnikova nerovnost. Nejc¢astéji narazite na:
o |x]l1 = |z1] + -+ + |z,|. Nékdy se ji fikd manhattanskd norma, protoze v systému
pravouihlych ulic je vzdélenost mezi body x a y rovna ||x — y||;.

o [x]l2 = V124 + 2,2 = VxTx. Je to zndm4 eukleidovskd norma.
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o ||x||0 = max{|x1],...,|z,|} (spocitejte podrobné limitu lim,_, ||x],!). Nazyvé se Chebysevova
nebo max-norma.

Jednotkové sféry téchto norem v R? vypadaji takto:

CO b
N

[l =1 [1x[l2 =1 [%[loo =1
Existuji ale i normy, které nejsou £,-normy, napf.
o ||x|| = 2|z1| + Vzo? + 232 + max{|zy|, |v5|} je norma na R>.

e Je-li ||x|| norma a A je ¢tvercova nebo izka matice s plnou hodnosti, je také || Ax|| norma.

11.3.2 Reseni pieuréenych soustav

Nechf A € R™", kde m > n. Redme pfeuréenou nehomogenni lineérni soustavu Ax = b jako
min{ ||[Ax —b|[, [ x e R" } (11.4)

(definice ¢, normy je v §11.3.1). Pro p = 2 dostaneme feSeni ve smyslu nejmensich ¢tverct,
kterym jsme se jiz zabyvali v §4.
Pro p = oo hleddme takové x, které minimalizuje vyraz

|Ax — b||oo :miélx|a;fpx—bi|, (11.5)

tedy minimalizuje maximalni residuum. Toto TeSeni je znamé pod nazvem minimazrni nebo
Cebysevovo. Tato tiloha je ekvivalentni linedrnimu programu

min 2z
zapodm. alx—b;<z i=1,....m
—alx+0; <z i=1,....m
ktery lze zapsat elegantnéji jako
min{zeR|[xeR", —21 <Ax—-b<:z1}. (11.6)
Pro p = 1 hledame takové x, které minimalizuje vyraz
|Ax — bl =) " |a/x — b, (11.7)
i=1
Uloha je ekvivalentni linedrnimu programu
min ZZZ
i=1
zapodm. alx —b <z, i=1,...,m
—alx+b <z, i=1,...,m
ktery lze zapsat elegantnéji jako
min{17z |z € R™", x € R", —z< Ax—-b <z} (11.8)
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11.3.3 Pouziti na robustni regresi

Reseni ve smyslu ¢; normy se pouzivé tehdy, kdyz potiebujeme modelovat funkéni zévislost
namérenych dat (tedy délame regresi, viz §4.2) a mald ¢ast dat je naméfend uplné Spatné
(napf. se nékdo pii zapisovani ¢isel spletl v desetinné carce). Takovym datovym bodum s hrubou
chybou se fika vychylené body (outliers). Disciplina zabyvajici se modelovanim funkénich
zévislosti za pritomnosti vychylenych bodu se nazyva robustni regrese.

V tomto piipadé reseni ve smyslu nejmensich ¢tverci neni vhodné (neni ‘robustni’), protoze
i jediny vychyleny bod velmi ovlivni feseni. Resen{ ve smyslu £, normy tuto neblahou vlastnost
nema, presnéji, ma ji v mensi mife.

Ukéazeme to na nejjednodussim mozném piipadu regrese: odhad hodnoty jediného realného
¢isla ze souboru jeho neptesnych méreni. Méjme ¢isla y = (yi1,...,ym) € R™ a feSme tlohu
(11.4) ve tvaru

min{ |1z —y|, | z € R}. (11.9)

e Pro p = oo minimalizujeme funkci f(z) = max’™, |z —;|. Resenim stfed intervalu krajnich
bodu, = = %(min;’il Y; + maxj*, yi).

e Pro p = 2 minimalizujeme funkci f(z) = />, (z — y;)2. Resenim je aritmeticky priamér,
= L3y (viz Piiklad 4.2).

e Pro p = 1 minimalizujeme funkci f(z) = Y., |x — y;|. Resenim z je medidn z cisel y;.
Median se vypocte tak, ze sefadime cisla y; podle velikosti a vezmeme prostiedni z nich.
Pokud je m sudé, mame dva prostiedni prvky a v tom piipadé funkce f nabyva minima v
jejich libovolné konvexni kombinaci. Je pak tizus definovat median jako aritmeticky prumeér
prostiednich prvk.

Predpokladejme nyni, ze jeden libovolny bod (napi. y;) se bude zvétsovat. V tom piipadé
se Teseni = pro ruznd p budou chovat ruzné. Napt. aritmeticky prumeér se bude zvétsovat, a to
tak, ze zvétsovanim hodnoty y; dosdhneme libovolné hodnoty x. Pro medidan to ovSem neplati
— zvétsovanim jediného bodu y; ovlivnime z jen natolik, nakolik to zméni poradi bodu. Jeho
libovolnym zvétsovanim nedosdhneme libovolné hodnoty x.

P#iklad 11.5. Suplérou zméifme priamér ocelové kulicky v nékolika mistech, dostaneme hod-
noty y = (1.02, 1.04, 0.99, 2.03) (cm). Pfi poslednim méfeni jsme se na stupnici prehlédli, proto
je posledni hodnota tuplné Spatné. Z téchto méreni chceme odhadnout skutec¢ny prumeér. Mame

m

m. 1 & 1, m m
mei(zi%anyi = 1.005, o Z;yl = 1.27, 5( un y; + r?jlxyi) =1.51.

1=

Je zjevné, ze median je neovlivnén vychylenym bodem, zatimco ostatni odhady ano. 0

bustnost ¢; reSeni takto jednoduSe formalné ukazat. Ale intuitivné bude situace obdobna: ¢,
feSeni bude méné citlivé na vychylené body nez ¢, feseni.
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11.4 Cviceni

11.1. Najdéte graficky mnozinu optimalnich feSeni ilohy

min C1T1 + Coxy + C313

za podm. z; + z9 > 1
T1 + 2x9 <3

r1 + wp <10

x1,%2,23 = 0

pro nésledujici pfipady: ¢ = (—1,0,1), ¢ = (0,1,0), ¢ = (0,0, —1).
11.2. Vyfteste tvahou tyto ulohy a napiste vzorec pro optimalni hodnotu. Ve vSech tlohach
optimalizujeme pfes proménné x € R™ (piip. také y € R™). Parametry ¢ € R" a k € N,
1 < k <n, jsou dany.
a) min{c’x |0 <x<1}
(vysledek: >, . o i, tedy soucet téch cisel ¢; kterd jsou zdpornd)
b) min{c’x|-1<x<1}
(vysledek: ). |ci|)
¢) (x) min{c'x|0< 2 <a9y <+ <2, <1}
(ndpovéda: provedte substituci proménnych y; = x; — ;1)

d) max{cTx| x>0, 1Tx =1}
e) max{c’x| x>0, 1"x <1}
f) max{c’x|x>0, 1"Tx=Fk}

o

h

i

(x) max{c'x |~y <x<y, 1"y =k y<1}
(x) min{1T(u+v)|u,v>0,u—v=c}
j) (*) min{a’u+bTv|u,v>0, u—v=c}, kde a,b jsou ddny a plati a > b

)
)
)
) max{cfx |[x>0, 1Tx <k}
)
)

11.3. Pochopte ndsledujici kéd, ktery vizualizuje funkei f(x) = max®_,(cF'x + d) pro n = 2:
K = 200; N = 40;
cd = randn(3,K);
x1 = ones(N,1)*linspace(-1,1,N); x2 = linspace(-1,1,N)’*ones(1,N);
x = [x1(:)7; x2(:)’]; x(3,:) = 1;
meshc (x1,x2,reshape (max(cd’*x,[]1,1),[N N])); axis vis3d

11.4. Pievedte na LP nebo odtivodnéte, pro¢ to nejde:

a) max{|c'x|| Ax=b, x>0}
b) max{c’x | Ax=b, |d'x+e| < f, x>0}

L
c) min{ I};éfc(cgzx—i—dkg)
=1

d) max{ |z —1|+2y+ 1| |z,yeR, o +y <2}

e) min{ |x1| + |xo| + |z3| | 201 — 20— 23 > 1, —x1 + 209 — 23> 1, —21 — 29+ 223 > 1}
f) max{ min{p’x, q’x} — |rTx| | x € R*, Ax >b }, kde p,q,r € R"

Ax:b,xZO}
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g) mingern Y v, f(alx —b;), kde funkce f je ddna obrézkem

f(t)

=

e
~— — — — ~— ~—

Minyegn ||Ax — bl|; (pro definici p-normy viz 11.3.1)
minxeR“ HAX - bHOO

min{ ||[Ax — b|; | x € R, ||x|lec <1}

min{ |[|x|; | x € R, ||[Ax —Db|l, <1}

o e

1) mingegrn ([|Ax — bl + [[x[|)
m) mingcpn Zszl |Arx—bglloo, kde Ay, ..., Ax jsou dané matice a by, ..., bg jsou dané
vektory.

11.5. Jste kucharka v menze a méte uvarit pro studenty co nejlevnéjsi obéd, ve kterém ovsem
musi byt dané minimalni mnozstvi zivin (cukru, bilkovin a vitaminu). Obéd budete vafit
ze tii surovin: brambor, masa a zeleniny. Kolik je tfeba kazdé suroviny na jeden obéd?

na jednotku | na jednotku | na jednotku | min. pozadavek
brambor masa zeleniny na jeden obéd
obsah cukru 2 1 1 8
obsah bilkovin 2 6 1 16
obsah vitaminu 1 3 6 8
cena 25 50 80

11.6. Mame kladku s provazem, jehoz oba konce
konci hakem. Na levém haku visi n zavazi na
provazcich, pricemz ¢-té zavazi ma tthu m; a
jeho vyska nad zemi je d;, pro ¢ = 1,...,n.
Na pravém héku visi n’ zdvazi na provazcich,
pricemz i-té zévazi ma tihu m; a jeho vyska Lo oo
nad zemi je d;, proi =1,...,n'. Vysky d; a d; . ‘
se méti v poloze, kdy jsou oba haky ve stejné l
vysce nad zemi. Kladka se pohybuje bez tieni SN
a provazky maji nulovou hmotnost a stéle ste- \ZJ f
jnou délku nezavisle na sile napnuti. Obrazek

ukazuje piiklad soustavy pro n = 3, n' = 2. J

Je-li to mozné, napiste linedrni program, jehoz -, —
optimum je rovno minimélni potencidlni en- fi ’

ergii soustavy. Neni-li to mozné, vysvétlete i r —
proc. S = . o | o

11.7. Dokazte, ze

max{ c'x | x € R", ||x]| =1} = max{ c'x |x e R", ||x]| <1},
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tj. ze omezujici podminka ||x|| < 1 tlohy vpravo bude v optimu vzdy aktivni. Zde || - || je
libovolné norma a ¢ € R" je dany vektor.

Napovéda: Jako prvni krok dikazu si uvédomte, ze optimalni hodnota bude vzdy nezaporna,
protoze jinak bychom ji mohli zlepsit nahrazenim x za —x.

Plat{ tvrzenf i pro tlohu min{ c’x | ||x|| = 1 }? Plati pro tlohu max{ ||Ax| | ||x|| = 1}?
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Kapitola 12

Simplexova metoda

Zde popiseme algoritmus na teseni tloh linedarniho programovani zvany simplexova metoda.
Zapomenme prozatim na tcelovou funkci a zkoumejme mnozinu piipustnych feseni LP ve

standardnim tvaru
X={xeR"|Ax=b, x>0}, (12.1)

kde A € R™ ™ je 8irokd (m < n) matice s hodnosti m, tedy jeji fadky jsou linedrné nezavislé.
Soustava Ax = b ma nekoneéné mnoho feseni. Polozime-li vS8ak n — m slozek vektoru x
rovno nule, soustava muze mit jediné feseni. Tato tivaha vede k néasledujicim definicim:

e Mnozina L C {1,2,...,n} se nazyva baze ilohy, pokud |L| = m a sloupce matice A
s indexy L jsou linearné nezavislé. Tedy sloupce L tvori reguldrni matici m x m.

e Vektor x se nazyva bazové feSeni piislusné bazi L, pokud Ax =b az; =0 pro j ¢ L.
e Bazové Teseni x se nazyva pripustné, pokud x > 0.

e Bézové Teseni x se nazyva degenerované, pokud ma méné nez m nenulovych slozek.

e Dvé béze se nazyvaji sousedni, pokud maji m — 1 spole¢nych prvku.

Protoze A méa hodnost m, existuje aspon jedna baze. Je jasné, ze baze urcuje jednoznacné

bazové teseni. Bazové feseni vsak muze odpovidat vice nez jedné bazi, coz se stane pravé tehdy,
kdyz je toto bazové feseni degenerované.

Piiklad 12.1. Necht je soustava Ax = b dédna tabulkou

10
01
11

NG\
[CRTSG

-1 1
[Albl=| 10
-1 0

A~k W

e L ={2,3,5} neni baze, protoze sloupce 2,3, 5 matice A jsou linedrné zavislé.

e [ = {1,2,4} je béaze, protoze tyto sloupce jsou linedrné nezavislé. Bézové feseni x =

(1,9, ...,xs) prislusné bazi L se najde fesenim soustavy
11 1] [z 1
1 0 0 To| = 4
—1 0 1| |z4 2

a polozenim z3 = x5 = xg = 0. Dostaneme x = (4,—1,0,6,0,0). Toto bézové Feseni je
neptipustné, protoze xs < 0. Neni degenerované, protoze ma m = 3 nenulovych slozek.
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)92

L ={1,2,6} je baze. Bazové teseni je x = (1, 3,0,0,0, %) Je pripustné, protoze x > 0.

L = {3,4,5} je baze. Bdzové feseni je x = (0,0,1,—2,0,0). Je nepfipustné. Navic je
degenerované, protoze ma méné nez m — 1 = 3 nenulovych slozek.

Stejné bazové teseni x = (0,0,1,—2,0,0) dostaneme volbou béze L = {3,4,6}. Vidime,
ze bazové feSeni odpovida vice nez jedné bézi, protoze je degenerované.

Béze {2,3,5} a {3,4,5} jsou sousedni, protoze maji spoletné dva prvky {3,5}. Baze
{2,3,5} a {1,2,4} nejsou sousedni, protoze maji spolecny jen jeden prvek. O

Lze ukazat (presny dukaz vynechdme), ze piipustnd bazova feseni odpovidaji vrcholum
konvexniho polyedru X. Dale vime, ze optimum linedrni funkce se musi nabyvat alespon v jed-
nom vrcholu. To ndm dovoluje navrhnout naivni algoritmus na feseni LP: udélame vycet vSech
pripustnych bazovych feseni a nalezneme to s nejlepsi hodnotou ucelové funkce. Tato metoda
samoziejmeé nelze prakticky pouzit, protoze pripustnych bazovych feseni je exponencialné mnoho.

Simplexova metoda je efektivnéjsi obména tohoto pristupu: prechazi mezi sousednimi bazemi
tak, ze bazova Feseni jsou stale piipustnd a icelova funkce se zlepsuje (nebo asporn nezhorsuje).

12.1 Stavebni kameny algoritmu

Zde vysvétlime jednotlivé stavebni kameny simplexové metody, které nakonec v §12.2 spojime
v cely algoritmus.

12.1.1 Prechod k sousedni standardni bazi

Ackoliv vySe uvedenda definice baze dovoluje libovolné baze, simplexovy algoritmus udrzuje
pouze standardni baze. V tom pripadé jsou nenulové slozky bazového feseni x rovny jednoduse
slozkam vektoru b.

7 linearni algebry zname ekvivalentni radkové upravy soustavy Ax = b: libovolny radek
tabulky [A|b] muzeme vyndsobit nenulovym ¢islem a muzeme k nému pficist libovolnou
linearni kombinaci ostatnich radku. Tyto upravy neméni mnozinu feseni soustavy.

Ukéazeme, jak ptejit od aktualni standardni baze L k sousedni standardni bazi, tedy nahradit
jeden bazovy sloupec 5 € L nebdzovym sloupcem j ¢ L. Necht i je takovy fadek, ve kterém ma
sloupec j’ jednicku, a;; = 1. Prvek a;; se nazyva pivot (angl. znamena cep). Prepoklddame, ze
a;; # 0. Checeme nastavit pivot a,; na jednicku, vynulovat prvky nad i pod pivotem, a nezménit
pritom sloupce L \ {j'}. Toho se dosdhne témito ekvivalentnimi radkovymi upravami:

1. Vydel fadek ¢ ¢islem a;;.
2. Pro kazdé i’ # i odecti ayj-nasobek radku ¢’ od radku i.

Rikdme, ze jsme provedli ekvivalentni dpravu kolem pivotu s indexy (1,7).

Priiklad 12.2. Méjme soustavu

0 4
[Alb] =1 3
0 1

L=l
_w o
S O =
_ o O
N DN

se standardni bazi L = {1,4,5}. Vidime ihned odpovidajici bazové teseni, x = (3,0,0,4,1,0).
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Nahradime béazovy sloupec j° = 1 nebdzovym sloupcem j = 2, tedy pifejdeme k sousedni
bézi {2,4,5}. Méme i = 2, tedy pivot je prvek ag, (v tabulce zvyraznén). Radkovymi tpravami
musime docilit, aby pivot byl roven jedné a prvky nad nim a pod nim byly nulové. Pti tom
smime ‘znicit’ sloupec 1, ale sloupce 4 a 5 se zménit nesméji. Toho se docili vydélenim tadku
2 ¢islem a9y (coz zde lze vynechat, protoze nahodou mame asy = 1) a pak prictenim vhodnych
nasobku fadku 2 k ostatnim fadkum. Vysledek:

-2 0010 0]-2
[Alb]=| 11300 2| 3
1 0401 4 4
Nyni sloupce {2,4,5} tvoii standardni bézi. O

12.1.2 Kdy je sousedni bazové resSeni pripustné?

Uvedenym zpusobem muzeme od aktudlni standardni baze prejit k libovolné sousedni stan-
dardni bazi. Pfitom nové bazové feSeni muze nebo nemusi byt pripustné. Je-li aktudlni bazové
feSeni pripustné, jak pozndme, zda i nové bazové feseni bude piipustné?

Protoze nenulové slozky bazového teSeni x jsou rovny slozkam vektoru b, bazové reSeni je
pifpustné pravé tehdy, kdyz b > 0. Necht v aktudlni tabulce je b > 0. Provedme ekvivalentni
tpravu kolem pivotu (7, j). Hleddme podminky na (i, j), za kterych bude i po tpravé b > 0.

Po ekvivalentni ipravé kolem pivotu (7, j) se vektor b zméni takto (viz §12.1.1):

e b; se zmeéni na b;/a;;,

e pro ¢ # i se by zmeéni na by — a;j(b;/a;;).

Tato cisla museji byt nezédporna. Tvrdime, Ze to nastane pravé tehdy, kdyz plati nasledujici
podminky:
Qij > 0 (122&)
by

bi
Pro kazdé i’ # i plati a;; < 0 nebo — < : (12.2b)
J Q45 [

('nebo’ je zde uzito v nevylucovacim smyslu).
Podminka (12.2a) je zfejma. Po jistém zamysleni vidime, ze podminka (12.2b) je ekvivalentni
podmince by — ay;(b;/a;;) > 0, uvédomime-li si, ze a;; > 0, b; > 0, by > 0.

Priklad 12.3. Uvazujme opét nasi soustavu

0 2 6 1 0 4|4
[Alb]=|1 1300 2|3
0O -1 101 2|1
e Povede ekvivalentni iprava okolo pivotu (7, 5) = (3,2) k pripustnému feseni? Ne, protoze

a;; = —1 < 0, coz porusuje podminku (12.2a).

e Povede ekvivalentni uprava okolo pivotu (i,7) = (2,2) k pfipustnému feseni (tuto dpravu
jsme jiz provedli v Piikladu 12.2)7 Ne, protoze (i,7) nespliuje podminku (12.2b). Pro
i' = 3 mame ay; = —1 < 0, tedy podminka (12.2b) je splnéna. Ale pro i’ =1 je ay; > 0,
tedy musi byt % < %, coz neni pravda.

e Povede ekvivalentni uiprava okolo pivotu (i, j) = (3, 6) k pfipustnému feseni? Podminka (12.2a)

je splnéna, protoze a;; = 2 > 0. Podminka (12.2b) vyzaduje 3+ < 1 a 3 <2, coz plati. O
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12.1.3 Co znamena nekladny sloupec?

Jestlize jsou vsechny prvky v nebazovém sloupci nekladné, tento sloupec se nemuze stat bazovym,
nebot v ném nelze vybrat pivot spliiujici podminku (12.2a). V tom piipadé se nékteré slozky

vektoru x mohou zvétSovat nade vSechny meze. Tedy existuje polopiimka s pocatkem v x lezici

cela v polyedru X. To znamen4, ze polyedr X je neomezeny.

Priklad 12.4. Necht tabulka [A |b] vypadd takto:

0 -2 6 10 4[4
1 -1 300 2|3
0 -1 10121
x=3 004 10]

Béaze je {1,4,5}. Pod tabulkou je napsédno odpovidajici bézové teseni x. Kdyz se xs bude
libovolné zvétsovat, zménu lze kompenzovat soucasnym zvétsovanim xy, x4, x5 tak, ze vektor
Ax zustane nezménén a tedy roven b. Konkrétné, vektor x = (3 + «, a, 0, 4 + 2, 1 + ¢, 0)
bude pro kazdé o > 0 splnovat Ax =b a x > 0. OJ

12.1.4 Ekvivalentni dupravy tucelového radku

Dosud jsme provadeéli ekvivalentni fadkové ipravy pouze na soustavé Ax = b a tcelové funkce
si nevsimali. Tyto upravy lze rozsitit na celou tlohu LP vcetné tcelové funkce. Nebudeme
ticelovou funkci uvazovat ve tvaru c¢'x, ale v mirné obecnéjsim tvaru ¢’x — d. Tedy fesime LP

min{c’x —d|Ax=b, x>0} (12.3)

Ulohu budeme reprezentovat simplexovou tabulkou

%’Td 12.4
NS (12.4)

Piictéme k tcelovému fadku [c¢” |d] libovolnou linedrni kombinaci y*[A |b] ostatnich
fadka [A|b], kde y znaci koeficienty linearni kombinace. Ukdzeme, ze tato uprava zachova
hodnotu 1éelové funkce ¢’x — d pro kazdé x splitujici Ax = 0. Novy uéelovy fddek bude

[c"|d]+y"[A|b]=[c" +y"Ald+y"b].
Nova tcelova funkce bude tedy
(' +y"A)x — (d+y'b) =c’ —d+y"(Ax —b).

Ale to je rovno ¢! — d pro kazdé x splitujici Ax = b.

12.1.5 Co udéla prechod k sousedni bazi s ticelovou funkci?

Necht sloupce L tvoif standardni bazi. Piictéme k tcelovému fadku takovou linedrni kombinaci
ostatnich fadku, aby koeficienty ¢; v bazovych sloupcich j € L byly nulové. To lze vzdy udélat.
Protoze bazové feseni x je v nebazovych sloupcich nulové, znamens to ¢'x = 0. Tedy hodnota
kritéria ¢’ x — d v bazovém feseni x je rovna jednoduse —d. Navic je na prvni pohled vidét, co
udeéla s kritériem vlozeni nebazového sloupce j ¢ L do béaze: pii ¢; > 0 kritérium stoupne nebo
se nezmeéni, pfi ¢; < 0 kritérium klesne nebo se nezméni.
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Priklad 12.5. Méjme dlohu se standardni béazi {1,4,5}:

1 -2 -3 -1 2 1|4
[CTd]_0261044
Alb| |1 1 3 00 2|3

0 -1 1 0121

Vynulujme hodnoty vektoru ¢ v bazovych sloupcich. To udélame tak, ze ke kriteridlnimu radku
pricteme prvni fadek, odecteme druhy radek, a ode¢teme dvojnasobek tietiho radku:

0 1 -2 00 —-1]3
0 6 1 0 4|4
1 1 300 2|3
0 -1 101 2|1
x=3 0 041 0

Tx =0a

Do tabulky jsme tiplné dolti navic napsali odpovidajici bazové feseni x. Je vidét, ze ¢
tedy aktudlni hodnota kritéria je ¢'x —d = —d = —3.

Dejme tomu, ze chceme pridat do baze nebazovy sloupec 2 a vyloucit z ni néktery z bazovych
sloupct {1,4,5}. Po tomto pfechodu se xs stane kladné nebo zistane nulové a jedna ze slozek
X1, T4, T5 se vynuluje. Protoze ¢; = ¢4 = ¢5 = 0, zména x1, x4, x5 se na kritériu neprojevi a
kritérium se zméni o cox5. Kritérium tedy stoupne nebo zustane stejné, protoze co =1 > 0. [J

Pokud v nékterém sloupci j plati ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna 4, pak mizeme proménnou
z; libovolné zvétsovat (viz 12.1.3) a tloha je tedy neomezend (jeji optimum se blizi —oo).

12.2 Zakladni algoritmus

Spojenim popsanych stavebnich kament dostaneme iteraci simplexové metody. Iterace piejde k
sousedni standardni bazi takové, ze bazové feSeni zustane pripustné a tcelova funkce se zmensi
nebo alespon nezméni. Vstupem i vystupem iterace je simplexova tabulka s témito vlastnostmi:

e podmnozina sloupcu A tvori standardni bazi,

e bazové feseni odpovidajici této bazi je ptripustné, tj. b > 0,

e slozky vektoru c v bazovych sloupcich jsou nulové.
Iteraci se provede ve tiech krocich:

1. Vyber index j podle znaménka c; a index ¢ podle podminek (12.2).

2. Udélej ekvivalentni ipravu tabulky [ A | b] okolo pivotu (i, 7).

3. Udélej ekvivalentni ipravu ucelového fadku, kterd vynuluje ¢; v novém bazovém sloupci j.

Pozadavky na vybér indexu (4, j) nemus{ tyto indexy uréit jednozna¢né, nebot muze byt vice

sloupcti j s vhodnym znaménkem c¢; a vice fadku ¢ muze splilovat podminky (12.2). Algoritmus,

kterym se vybira jediny pivot z nékolika moznosti, se nazyva pivotové pravidlo. Mozné (ale
nikoliv jediné mozné) pivotové pravidlo je nasledujict:

. . b
J € argmin ¢;, i € argmin — (12.5)
J ila;;>0 Qij
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(ve druhém vzorci minimalizujeme pfes vSechna ¢ spliiujici a;; > 0). Rozmyslete dobie, ze druhy
vzorec vskutku zajisti splnéni podminek (12.2)! Predpis (12.5) stdle nemusi dat jediné (i, 7),
pokud mnoziny argmin maji vice nez jeden prvek — v tom piipadé vezmeme libovolny z nich.
Algoritmus, ktery opakuje uvedenou iteraci, nazveme zakladni simplexovy algoritmus.
Algoritmus konéi, kdyz uz nelze iteraci provést. To nastane z jednoho z téchto duvodu:

e Viechny koeficienty ¢; jsou nezdporné (kritérium nelze zlepsit a jsme v optimu).

e Ve viech sloupcich s ¢; < 0 je a;; < 0 pro vSechna i (tiloha je neomezend). Poznamenejme,

ze pro neomezenost staci, kdyz jiz v jediném sloupci je ¢; < 0 a a;; < 0 pro vSechna i.
Zridka se algoritmus muze dostat do stavu, kdy do nekoneéna prochazi stdle stejnou mnozinu
béazi, které odpovidaji jedinému degenerovanému bazovému feseni a tedy ucelova funkce se
neméni. Tomuto problému cykleni se da zabranit pouzitim vhodného pivotového pravidla

~ v/

Priklad 12.6. Vyfeste simplexovou metodou:
min —6x; — 8xy — 5x3 — 94

za podminek  2xqy + xo + x3 + 34 + T5 =5
Ty + 3z + T3 + 274 +x6=23
X1, T2,T3,T4,Ts5,Te Z 0

Vychozi tabulka je
—6 -8 =5 =9 0 0]0
2 1 1 3105
1 3 1 0 1|3

Ucelovy fadek budeme nazgvat nulty, ostatni pak prvy, druhy atd. Pocateéni béze je L = {5,6}.

Vybereme sloupec, ktery nové vstoupi do baze. To muze byt libovolny sloupec, ktery ma v
nultém radku zaporné cislo. Je rozumné vzit nejvétsi takové cislo, zde —9, tedy sloupec 4.

Protoze do baze chceme pridat sloupec 4, musi néktery ze sloupcu 5 a 6 z baze ven. Jeho
index ziskdme porovnanim cisel g a % (¢itatel je vzdy vpravo, jmenovatel je vzdy ve sloupci,
ktery ma prijit do béaze; uvazujeme ale jen podily s kladnym jmenovatelem): vybereme to
nejmensi z nich. Protoze g > %, pivot bude v fadku 2. Vsimnéte si, ze pres stavajici standardni
bazi tadek 2 odpovida sloupci 2 — tento sloupec tedy ptujde z baze ven.

Vysledny pivot (ktery je v takto nalezeném fadku a sloupci) je oznacen tuéné. Na zaklade
néj spocitame novou tabulku. To udélame ekvivalentnimi fadkovymi ipravami, kterymi musime
dosahnout toho, ze:

e 7 pivotu se stane jednicka,

e nad i pod pivotem budou nuly, a to véetné nultého radku.
Jediny zpusob, jak toho dosdahnout, je pomoci téchto dvou uprav:

e pri¢itat vhodné nésobky pivotového fadku k ostatnim fadkum (tedy k ni¢emu nikdy

e samotny pivotovy tadek delit kladnym cislem
Tedy k nultému radku pricteme % druhého radku, k prvnimu fadku pricteme —% druhého radku,
a druhy tadek vydélime dvéma:

—-15 55 —05 0 0 45135

0.5] =35 =05 0 1 —-1.5| 0.5
05 15 05 1 0 05| 15
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Vsimnéme si, ze vSe je v poradku: v nové tabulce mame opét standardni bazi (sloupce 5 a 4),
nad ni mame v nultém fadku nuly, a ¢isla v nejvice pravém sloupci jsou nezapornd. V policku
vpravo nahote mame aktualni hodnotu kritéria, 13.5.

Novy pivot je vyznacen tucné. Dalsi krok je zde:

0 -5 -2 0 3 0]15
1 -7 -10 2 =3]1

11 -1 2]1
Dalsi krok:
0 -1 1 2 2| 16
1 0 04 14 06 —02][24
1 02 —02 0402
Dalsi krok:
0 502 1 417
1 201 1 —1]2
0 511 -1 2|1

Protoze vSechna cisla v tucelovém tadku jsou nezapornda, konc¢ime. Puvodni LP m& optimalni

reseni, které mé hodnotu —17 a nastava v bodé x = (xy, x9, T3, x4, T5, T6) = (2,0,1,0,0,0).
Pro kontrolu si dosad’te feseni do ptivodniho zadani a zkontrolujte, Ze feseni je pifpustné a

ze hodnota kritéria je —17. 0

Priklad 12.7. Vyfeste simplexovou metodou:

min —2.%1 + 6.’132 + x3

za podminek —xy — X9 — X3+ 14 + =2
2$1—l’2—21’3+ —|—l‘5:1
X1,T2,T3,T4,Ts 2 0

Vychozi tabulka je
-2 6 10 0]0
-1 -1 -1 1 0|2

2] -1 -2 01

Pivot je vyznacen tucéné. Druhd tabulka je zde:

0 5 -1 0 1\ 1
0 —1.5 =2 1 0525

1 =05 -1 0 0505

Podle nultého tadku by dalsi pivot mél byt ve tietim sloupci. Ale v ném jsou c¢isla v prvém
a druhém Fadku zédpornd. Tedy iloha je neomezend (to bylo ostatné patrné hned ze zadéni).
V nové tabulce je jasné vidét, ze muzeme zvétsovat xs libovolné, coz bude kompenzovano
prislusnym narustem z; a x4. Jelikoz z1 a x4 nejsou v kritériu, jejich zmény se na ném neprojevi
a jediny vliv na kritérium bude mit x3, které ho bude libovolné zmensovat. 0

89



12.3 Inicializace algoritmu

Na zacatku algoritmu musi byt mnozina ptfipustnych feseni zadana ve tvaru

X={xeR"|Ax=b, x>0},

(12.6)

kde matice A obsahuje standardni bazi a b > 0. Pokud toto neni splnéno, nemuzeme zakladni
algoritmus ptimo aplikovat. Ukazeme, jak lze kazdou tlohu prevést na tento tvar.

Pokud mé mnozina piipustnych feseni tvar {x € R" | Ax < b, x > 0} a plati b > 0,
prevod je snadny: pridame slackové proménné u > 0 a omezeni prevedeme na tvar Ax+u = b.

Protoze Ax +u=[A|I] E , tvori sloupce piislusné proménnym u standardni bazi.

Priklad 12.8. Vyfteste simplexovou metodou:

max 3271 + T + 31’3

za podminek 2xq + x9 + x3 <2
T1 + 2w9 + 313 < 5

2x1+2a:2+ ZE3§6

Ty, w0,23 >0

Pridame slackové proménné wuq, us, ug > 0, abychom omezeni uvedli do tvaru rovnosti:

max 3x; + o + 3z3

za podminek 2z, + x9 + x3 + uy =
T1 + 2x9 + 313 + us =
2r1 4+ 2x9 + 23 + uz =

Ty, T, T3, U, U, uz > 0

Protoze hleddme maximum (a ne minimum, jak jsme zvykl{), muzeme bud napsat do tabulky
hodnoty ¢ s opatnym znaménkem, nebo vybirat nejvétsi (a ne nejmensi) hodnotu v ucelovém

radku. Zvolime duhou moznost. Zde jsou kroky metody:

3 1 3 0 0 0 0
11 1 00 2
1 2 3 0 10 )
2 2 1 0 01 6
0 -05 15 —15 005 -3
1 05 05 0.5 0 0 1
0 15 —0.5 10 4
0 1 0 -1 01 4
0 —-14 0 -1.2 —-06 0|—-54
1 02 0 06 =02 0| 0.2
0 06 1 =02 04 0 1.6
0 1 0 -1 01 4
Uloha mé optimaln{ fefeni s hodnotou 5.4 v bodé x = (xy, 29, 23) = (0

puvodnim zadani!). Hodnota slackovych proménnych je (uq, us,us) = (0,0,
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Pokud jsou nase omezeni zadana v obecném tvaru, operacemi z §11.1 je lze vzdy prevést do
tvaru (12.6), kde ale nemusi byt patrnéd standardni baze a nemusi platit b > 0. Vynédsobenim
nékterych radku zapornym cislem snadno zajistime b > 0. Matice A ale nemusi obsahovat
neprazdnd, tj. zda je tloha pripustna. V tomto piipadé nejdiive vytesime pomocnou tulohu
LP, kterd najde néjaké (ne nutné optimdalni) piipustné feseni. Z néj pak lze ziskat kyzenou
standardni bazi. Pomocna uloha zni

min{ 17u | Ax+u=b, x>0, u>0} (12.7)

o’ 170
A I |b|
Je zrejmé, ze pomocna tloha ma optimum rovné 0 pravé tehdy, kdyz u = 0. Na pocatku tvoii

sloupce pfislusné proménnym u standardni bazi, lze tedy na ni pustit zakladni simplexovy
algoritmus. Ten muze skoné¢it dvéma zpusoby:

a ma simplexovou tabulku

e Pokud je optimum vétsi nez 0, pak mnozina (12.6) je prazdna a puvodni iloha je nepiipustna.

e Pokud je optimum rovno 0, pak u = 0 a mnozina (12.6) je neprézdna. Po skonc¢eni sim-
plexového algoritmu typicky budou proménné u nebazové a tedy mezi sloupci pirislusnymi
proménnym X bude existovat standardni baze. Kvuli degeneraci se ale ziidka muze stat,
ze nékteré z proménnych u budou na konci algoritmu bazové — pak je nutno udélat do-
dateéné upravy kolem pivotu ve sloupcich prislusnych bazovym proménnym u, abychom
tyto proménné dostali z baze ven.

Nalezeni néjakého ptripustného feseni v pomocné tloze se nazyva prvni faze a reseni puvodni
ulohy pak druha faze algoritmu, mluvime tedy o dvoufazové simplexové metodé.

Piiklad 12.9. Reste

min —20x; — 302y — 40x3

za podminek 31 + 2x9 + x3 =10
xr, + 233'2 -+ 2.%'3 =15
Ty, 9, x3 = 0

Méame sice b > 0, ale neni jasné, zda existuje pripustné x, tim méné neni vidét standardni
baze. Provedeme prvni fazi algoritmu. Pomocna 1loha bude

min U + Usg

za podminek 3x1 + 2x9 + x3 + Uy =10

$1+2]}2+2l’3 —|—U2:15

X1, T2, T3, UL, U2 Z 0

s tabulkou

00011 ‘ 0
321 1 010
1 2 2 0 1]15

Sloupce nad pridanymi proménnymi tvori standardni bézi, muzeme tedy na pomocnou tlohu
pustit zédkladni simplexovy algoritmus. Po vynulovani ceny nad bazovymi proménnymi budou
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kroky algoritmu vypadat takto:

—4 —4 -3 0 0]—25
3 11 0 10
1 2 2 0 1| 15

2 0 -1 2 0] =5

15 1 05 05 0] 5
-2 0 ~1 1| 5
0 0 0 1 1 0
25 1 0 1 —05] 25
-2 0 1 -1 1| 5

Optimum je rovno 0, tedy puvodni uloha je ptipustnd. Proménné wuq, us jsou nebazové a tedy
rovny nule, bazové proménné jsou xy, x3. Ted tedy muzeme zacit druhou fazi (feseni puvodni
tlohy) s pocatecni tabulkou
—20 =30 —40| 0
2.5 1 01]25

-2 0 1 5) O
12.4 Cviceni
12.1. Zapiste linearni program
min —x; — x4 — 375
za podminek 2z + x4+ x5+ x5 =2
—T1 + X9 + 2z4 + 3z5 =4
2[L‘1 +l’3+2l’4— Ty :6

T1,22,X3,Ty4,Ts5, Lg Z 0

do simplexové tabulky. Predpokladejte, ze aktualni baze je tvorena sloupci 2, 3, 6 a hodnota
kritéria v aktudlnim bazovém feSeni je nula.

a) Jaké je aktudlni bazové reseni?

b) Je toto bézové feseni piipustné ¢i degenerované?

c¢) Pokud je to mozné, udélejte jeden krok simplexového algoritmu, napiste simplexovou
tabulku po tomto kroku. Pokud to mozné neni, vysvétlete proc.

12.2. Vyfteste simplexovou metodou:

max 21’1 — X9 — 3&33

za podminek —2z; — x9 + 23 <2

—x + 2$2 — 3!E3 <5

—25(]1 — 4.132 + a3 <6

xy, 22,73 20
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12.3. Vyfeste simplexovou metodou (navzdory tomu, zZe lze fesit ivahou):

max 6x1 + 929 + b3 + 914

za podminek 14+ 19+ 23+ x4 =1
X1,X2,T3, T4 Z 0

12.4. Uloha (12.3) ma vice nez jedno optimalni feseni. Jak se to projevi v simplexové tabulce?
Muzeme udélat vycet vsech optimalnich bazovych reseni?
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Kapitola 13

Dualita v linearnim programovani

Ke kazdé tloze LP lze sestavit podle dale popsaného postupu jinou tlohu LP. Novou tlohu
nazyvame dualni, puvodni tlohu nazyvame primarni ¢i primou. Konstrukce je symetricka:
dual dudlu je puvodni tloha. Tedy ma smysl fikat, ze primarni a dualni dloha jsou navzdjem
dudlni. Dvojice dudlnich tloh je svazana zajimavymi vztahy.

13.1 Konstrukce dualni dlohy

K tloze LP v obecném tvaru se dudlni tloha ziska dle tohoto postupu:

min Y ¢z max y_ y;b;
jeJ iel
za podm. ) a;x; =0b; za podm. y; € R, 1€ I
=
Zaijszbi yzZO; i€I+
jeT
Zaijxjgbi yzSO, 1€ l_
jET
LCJ' cR Zyiaij = Cj, j € Jo
iel
x; >0 >oyiai < ¢y, JEJy
iel
z; <0 > Yitij > ¢, JeJ-
iel

V levém sloupci je primarni uloha, v prostrednim sloupci je z ni vytvorena dualni tloha. V
pravém sloupci jsou mnoziny indexu pro obé tlohy: I = {1,...,m} = IoUI, UI_ je indexovd
mnozina priméarnich omezeni a dudlnich proménnych, J = {1,...,n} = JyoUJ,UJ_ je indexova
mnozina primarnich proménnych a duédlnich omezeni.

Vsimneéte si, ze i-tému primarnimu omezeni » | ; @ijzj > by odpovidd dudlni proménnd y; > 0.
Tato proménna je vlastné Lagrangeuv multiplikdtor tohoto omezeni. Podobné, j-t4 primarni
proménnd z; je Lagrangetv multiplikator j-tého dudlniho omezeni ). a;;z; < ¢;.

Pro specidlni tvary LP se dvojice dualnich tloh prehlednéji napise v maticové formé. Napf.
pro Iy = I_ = Jy = J_ = () obdrzime

min c’'x max y'b
za podm. Ax > b za podm. y>0 (13.1)
x>0 y'A <c’
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13.2 Véty o dualité

Nésledujici véty plati pro obecny tvar LP, ale dukazy udélame pouze pro speciélni tvar (13.1).

Véta 13.1 (o slabé dualité). Necht x je pripustné primdrni feseni a y pripustné dudlni
feseni. Pak c’'x > y'b.

Diikaz. Diky ptipustnosti x a y plati y?A < ¢’ a x > 0, z ¢ehoz plyne (proc?) yT Ax < c’x.
Podobné, diky piipustnosti x a y platif Ax > b ay > 0, z éechoz plyne y' Ax > y?b. Napiseme-
li tyto dvé nerovnosti za sebe, mame

cI'x > yT'Ax > y'b. (13.2)
[l

Véta 13.2 (o komplementarité). Necht x je pripustné primdrni fesenf a'y pripustné dudlni
feseni. Pak c'x = yTb pravé tehdy, kdyz zaroveri plati tyto dvé podminky komplementarity:

Pro kazdé i € I plati y; = 0 nebo Z a;;jx; =b;. (13.3a)
jeJ

Pro kazdé j € J plati x; = 0 nebo Zazjyi =¢j. (13.3b)
iel

‘Nebo’ je zde uzito v nevylucovacim smyslu, tj. mohou nastat obé moznosti soucasné.
Dukaz. Klicové je si uvédomit (rozmyslete!), ze pro libovolné vektory u, v > 0 plati
Vi(u; = 0nebov; =0) <= Vi(uyv;=0) < ulv=0.

Tedy podminky (13.3) je mozno psat jako

y (Ax —Db) =0 (13.4a)
(c’ —yTA)x =0. (13.4b)
Tvrzeni c’x = yTb je ekvivalentni tomu, Ze obé nerovnosti ve vztahu (13.2) jsou rovnostmi.

Pak cx = y? Ax je ekvivalentn{ (13.4b) a y’ Ax = yb je ekvivalentn{ (13.4a). O

Podminky komplementarity v LP jsou vlastné podminky komplementarity v KKT-podminkéch
pro obecné nelinearni optimaliza¢ni lohy.

Véta 13.3 (o silné dualité). Primédrniiloha m4 optimalni reseni praveé tehdy, kdyz ma dudlni
tiloha optimélni feseni. Maji-li obé 1ilohy optimalni feseni, plati c’x = y'b, kde x a y znaci
tato optimalni reseni.

Diukaz véty o silné dualité je obtizny (a vynechdame jej). To neni prekvapivé, nebot tato
véta je jednim z nejhlubsich vysledku v linedrnim programovani. Véty o slabé a silné dualité
maji jasnou interpretaci: pro pripustnd x a y neni hodnota dudlniho kritéria nikdy vétsi nez
hodnota primarniho kritéria, a tyto hodnoty se potkaji ve spolecném optimu. Viz obrazek:

mozné hodnoty ¢’z pro pifpustnd mozné hodnoty y7'b pro pifpustna y

A

spolecné optimum ¢’z = y7'b
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Z véty o silné dualité ihned plyne véta o slabé dualité (proc?), proto se nékdo muze ptat, pro¢
vétu o slabé dualité uvadime. Je to proto, ze jeji diukaz je o mnoho jednodussi.

Dobre si uvédomte, ze véta o komplementarité je slabsi nez véta o silné dualité, protoze véta
o komplementarité neiiks, ze rovnost c’x = y’b viibec nékdy nastane. Uvedme jesté jeden
jednoduchy dusledek slabé duality, ktery je opét slabsi nez silnd dualita.

Disledek 13.4. Necht x je pripustné primarni feseni a 'y je piipustné dudlni feseni. Necht
T

c’x = y'b. Potom x a y jsou zdroveri optimalni fesent.

Diikaz. Pro libovolné primérni piipustné feseni x’ plyne z véty o slabé dualité y’b < ¢'x’. Z
predpokladu mame c¢’x = y?b. Z toho plyne ¢ x < ¢?x’. Jelikoz toto plati pro kazdé piipustné
x’, feSeni x musi byt optimalni.

Optimalita y se dokéze symetricky. 0J

Véta 13.5 (o stinovych cenach). Necht dudlniiloha mé4 jediné optimalni feseni y*. Oznac¢me
f(b) =min{c"x[Ax>b, x>0} =max{y'b|y"A<c", y>0}

optimalni hodnotu dvojice dualnich iloh jako funkci vektoru b. Pak je funkce f v bodé b
T

diferencovatelna a plati f'(b) = (y*)".
Dukaz. Jelikoz je optimélni feseni y* jediné, nabyva se ve vrcholu polyedru piipustnych reseni
{y eR™"|yT"A <c”, y > 0}. Zménime-li nepatrné b, mnozina dudlnich optimélnich feSenf se
nezméni, neboli budeme mit stéle jediné optimalni feseni ve stejném vrcholu y* (tento argument
neni zcela rigordzni, ale geometricky je dosti ndzorny). Tedy v malém okoli bodu b je hodnota
optima jednoduse rovna (y*)?b. Derivaci toho ziskame f/(b) = (y*)~. O

Uvédomte si nutnost predpokladu o jednoznacnosti optiméalniho feseni. Kdyby mnozina
dudlnich optimélnich feseni byla ne jediny vrchol, ale sténa vyssi dimenze, po infinitezimalni
zméné ucelového vektoru b by se optimalni sténa mohla stat vrcholem a funkce f by tedy v
bodé b nebyla diferencovatelna. Predpoklad o jednoznacnosti feseni lze vypustit, ale pak by

Protoze b je zaroven vektor pravych stran primarni tlohy, optimalni dudlni proménné y*
vyjadiuji citlivost optima primarni tlohy na zménu pravych stran primarnich omezeni Ax > b.
Interpretujeme-li nase LP jako optimélni vyrobni plan (11.3) (pozor, lisi se obracenou nerovnosti
v omezeni), pak hodnota y; fikd, jak by se nds vydélek zvétsil, kdybychom trochu uvolnili
omezen{ na vyrobn{ zdroje a’x < b;. Proto se dudlnim proménnym nékdy iiké stinové ceny
primarnich omezeni.

Vsimnéte si, ze véta o stinovych cendch je ve shodé s vétou o komplementarité. Pokud
yr =0, je alx < b;, tedy mald zména b; nemd na optimum vliv.

Priklad 13.1. Méjme dvojici navzajem dualnich iloh LP:

min 2y + bz + 623 = 5.4 max 3y; + Yo +3ys — ys = 5.4
3= 21‘1 + xo + 2[)’23 Z 3 0.2 = U1 Z 0
2.4 = T + 212 + 21‘3 Z 1 0= Yo Z 0
3= Ty + 3r9 + 3> 3 1.6 = Y3 > 0
—06= —a1+ x9— 223> —1 0= ys > 0
12=x > 0 2= 2+ Yyt yYs— ya < 2
0.6 = T2 > 0 5= y1+ 20 +3ys+ ys < 5
0= 3> 0 2= 21 + 22+ y3s —2ys < 6
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Spocetli jsme optimalni feSeni obou 1loh a dosadili tato feseni do kritérii a do omezeni. Hodnoty
optimdlnich feseni x* = (1.2,0.6,0) a y* = (0.2,0, 1.6) a hodnoty omezeni a kritérii v optimech
jsou napsané tucéné pred/za rovnitky. Vidime, ze:

e ODbé optima se sobé rovnaji. Tak to musi byt podle véty o silné dualité.

e Vezmeme-li libovolny téddek (kromé kriteridlniho), je na ném alespon jedno z obou omezen{
aktivni (tj. plati s rovnosti). Napf. ve druhém tadku je primarni omezeni 2x; + x5+ 2x3 > 3
aktivni (protoze jeho levd strana je rovna 3) a dudlni omezeni y; > 0 je neaktivni (protoze
plati y; > 0). Podle véty o komplementarité se nemuze stat, ze by na nékterém fadku byly
obé rovnosti zaroven neaktivni (mohou byt obé ale zéroven aktivni, coz zde nenastava, ale
stane se to v pripadé degenerace).

e Napi. y; = 0.2 je stinova cena prvniho primarniho omezeni 2x, + x5 + 223 > 3. Zménme
pravou stranu b; = 3 tohoto omezeni o malou hodnotu h = 0.01 a zkoumejme, jak se
zméni optimum. Tato zména nezmeéni argument y* dudlniho optima, pouze zméni jeho
hodnotu y*Tb. Podle silné duality hodnota priméarnfho optima musi byt rovna hodnoté
duélniho optima (argument x* primarniho optima se néjak zméni, my ale nepotiebujeme
védeét, jak). Dvojice iloh tedy bude vypadat takto:

min 2x; + b5z + 6x3 = 5.402 max 3.0ly; + yo + 3ys — y4 = 5.402
201 + x9 + 2z3 >  3.01 0.2 = Y1 > 0

Ty + 229 + 223 > 1 0= Y2 > 0

T + 3%2 + a3 Z 3 1.6 = Ys 2 0

—x1 + X9 — 213> 1 0= Ys = 0

T > 0 2= 20 + Yo+ Y3 — ya < 2

To > 0 5= Y1+ 2y2 + 3ys + ya < 5

x3 = 0 2= 201 + 2y + Yz — 2ys < 6

Véta o stinovych cenéch 1k, ze v malém okoli bodu b = (3,1, 3, —1), ve kterém se neméni
optimélni y*, bude f(b) = y*’b a tedy

9f(b)
b,

0.402 - 5.4 = h =yh =0.2-0.01.

O

Piiklad 13.2. Je ddna primarni iloha z Piikladu 13.1. Je ddno x = (x1, 29, x3) = (1.2,0.6,0),
ale uz neni déano dudlni tfeseni y. Dokazte bez pouziti algoritmu na feseni LP, Zze dané x je
optiméalni feSeni primarni tlohy.

Optimalitu daného x zkusime dokazat pomoci véty o komplementarité. Predpokladejme, ze
y (které zatim nezndme) je optimélni feseni duélni tlohy. Protoze jsou druhé a ¢tvrté primarni
omezeni neaktivni (neplati v nich rovnost ale pouze nerovnost), z komplementarity musi byt
Yo = ys = 0. Protoze x1 > 0 a x5 > 0, z komplementarity musi byt prvni a druhé dudlni
omezeni aktivni. Mame tedy soustavu linearnich rovnic

200 + yz3 =2

Y1 +3ys =95 (135)

kterd mé jediné feseni (yi,y3) = (0.2,1.6). Tedy y = (0.2,0,1.6,0). Toto dudlni FeSeni je
piipustné (tj. spliiuje véechna dudlni omezeni). Protoze se hodnota priméarniho kritéria v bodé x
rovné hodnoté dudlniho kritéria v bodé y, museji byt x a y optimalni feseni.
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Zduraznéme, ze tento postup nemusi vést vzdy k cili. Kdyz bude mit dualni uloha vice
nez jedno feSeni, bude mit soustava (13.5) nekoneéné mnoho (afinni podprostor) Feseni. Mezi
nimi sice budou ptipustnéd dudlni feseni, ale k jejich nalezeni budeme potiebovat fesit soustavu
rovnic a nerovnic (coz uz neni snadné). O

13.2.1 Dovolené kombinace resitelnosti dvojice dualnich tloh
Zopakujme, ze pro kazdou tlohu LP mohou nastat 3 moznosti:

e tlloha m& optimalni feSeni

e tlloha je neomezena

e tloha je nepiipustnd (tj. mnozina piipustnych feseni je prazdnd).

Veéta 13.6. Z deviti moznosti pro dvojici dualnich tiloh se realizuji tyto:

’ primarni/dudlni H ma optimum \ neomezena \ nepripustna

ma optimum ano ne ne
neomezena ne ne ano
nepripustna ne ano ano

Dikaz. Snadno najdeme priklady dvojic dudlnich tloh, které realizuji povolené kombinace.
Zbyvéa dokazat, ze zakdzané kombinace nemohou nastat.
Ctyfi zakézané kombinace v prvnim fadku a prvnim sloupci plynou z prvni ¢dsti véty o
silné dualité (primarni iloha mé optimum prdvé tehdy, kdyz dudlni iloha mé optimum).
Pokud je primérni resp. uloha neomezend, jeji optimum je —oo resp. +0o. Véta o slabé
dualité zakazuje, aby tlohy byly zaroven neomezené, protoze pak bychom méli —oco > 4o00. [

Casto se uzivd konvence, ze optimum nepiipustné minimalizaéni tlohy je rovno 400 a
optimum nepiipustné maximalizac¢ni tlohy je rovno —oo. To vyplyva z toho, ze inf ) = +oo a
sup () = —oo, viz §6.1. Za této konvence je tfeti fddek tiet{ a sloupec ve shodé s vétou o slabé
dualité, i kdyz prisné feceno toto tvrzeni z ni nevyplyva (protoze véta nic netika o nepfipustnych
fesenich).

13.3 Pouziti duality

e Navrh novijch algoritmi. Zatimco piiméa tloha ma m omezeni a n proménnych, dudlni
tuloha ma n omezeni a m proménnych.

o (Certifikdat optimality. Predlozime-li pfipustna primarni a dudlni feseni takova, ze se kritéria
rovnaji, dokdzali jsme optimalitu. Pro tlohy s mnoha omezenimi/proménnymi to muze
byt nejsnadnéjsi dukaz optimality. Nékdy lze spocitat optimalni dudlni feseni levné z
optimélniho primarniho, viz Ptiklad 13.2.

e Dualita umoznuje vhled do feSeného problému, ¢asto velmi netrivialni. Da se fici, ze aby-
chom jakékoli tloze porozuméli do hloubky, musime pochopit jak jeji primarni tak dudlni
formulaci.

o (htlivostni analyza, stinové ceny.
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Priiklad 13.3. Méjme tlohu

n
min{a’x | 1"x=1, x>0} :min{ Zaiiﬁi
i=1

Xn:ﬂfizl, szO},

=1

kde a = (aj,...,a,) je ddno a optimalizuje se pres x = (xy,...,2,). Najdéte elementarni
uvahou hodnotu optima, napiste dualni ulohu. Vysvétlete, co v dané tloze znamenaji véty o
silné dualité a komplementarité.

Optimélni hodnota je min;" , a;, tedy nejmensi z ¢isel a;. Dosahuje se ve vektoru x jehoz
vSechny slozky jsou nulové kromé slozek prislusnych minimalnimu a;. To je jasné, protoze
je nejvyhodnéjsi soustiedit vSechnu ‘vahu’ rozdéleni x do nejmensiho prvku. Pokud je vice
minimdlnich prvki a;, optimalni vektor x neni dén jednoznacéné. Napf. pro a = (1, 3, 1, 2) budou
optimdalnimi feSenimi vektory x = (x1,0,x3,0) pro vSechna z1,x3 > 0 spliujici x1 + x3 = 1.

Podle navodu na konstrukei dualni dlohy dostaneme duél

max{y e R|yl<a}l=max{yeR|y<a;,i=1,...,n}.

Tato tloha ma jasny vyznam: hleda se nejvétsi ¢islo y, které je mensi nez vsechna ¢éisla a;.
Takové ¢islo y se rovnd minimu z cisel a;.
Vyznam silné duality je jasny: hodnoty priméarniho i dualniho optima jsou si rovny.
Podminky komplementarity tikaji, ze v optimech bude alespon jedno z odpovidajici dvojice
primarni-dudlni omezeni aktivni. Dvojice omezeni ) . x; = 1, y € R splauje podminky kom-
plementarity trivialné. Dvojice omezeni x; > 0, y < a; je spliiuje pravé tehdy, kdyz je splnéna
aspon jedna z rovnosti z; = 0, y = a,;. To znamena:
e Pokud je v dudlu y < a;, v primaru musi byt z; = 0. To je ale jasné, protoze y < a;
znamena, ze a; neni nejmensi ze slozek vektoru a a tudiz v priméaru by byla hloupost mu
pritadit nenulovou vahu x;.

e Obrécené, pokud je v primaru x; > 0, musi byt v dudlu y = a;. To je jasné, protoze pokud
jsme v primaru prifadili ¢islu a; nenulovou vahu, musi byt nejmensi. 0

13.4 Tlustrace duality na hydraulickém pocitaci

(Tato ¢ést je nepovinnd, doporuc¢ujeme ale projit.)

Uvazujme fyzikalni systém (‘analogovy pocitac’), ktery sestavd z nddob s nestlacitelnou
kapalinou uzavienych pisty a ze zavazi. K pochopeni jeho ¢innosti budeme potiebovat tyto
znamé poucky z hydrostatiky:

e Objem kapaliny v uzaviené nadobeé je pii libovolném tlaku stejny.

e Tlak v kapaliné je pti rovnovaze vsude stejny.

e Necht y je tlak v nadobé s kapalinou uzaviené pistem. Necht pist m& povrch a a plisobi

na néj sila ¢ (viz obrazek). Pak ¢ = ay.
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zéavazi s tihou ¢

pist s povrchem a

tlak y
nddoba s nestlacitelnou kapalinou

Obrazek 13.1 ukazuje cely stroj, v némz
e a;; = povrch svislého pistu v nadobé ¢ spojeného se zdvazim j (pro a;; > 0 je pist nahore,
pro a;; < 0 je pist dole).

e 1; = vyska zavazi j (méfeno smérem dolu od roviny nulové vysky)

b; = sitka mezery mezi tyci a sténou. Pii x = 0 plati b, = b;.

=

e ¢; = tiha zdvazi j

Vodorovné pisty maji povrch jednotkovy.

rovina @ = () -rTTTTTTTToooommmmsssssoooooosocsoooeosoooooossooooooooooooeeo
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Obréazek 13.1: Hydraulicky pocita¢ tesici primarni i dudlni ilohu LP.
Ze zachovani objemu kapaliny v nadobé ¢ plyne b, = b; — aj;x1 — -+ — ainZy,. Protoze
(]

vodorovné tyce nemohou projit sténou, je vzdy b; > 0. Tedy b’ =b — Ax > 0, tedy Ax < b.
Potencidlni energie zdvazi j je —c;x;. Libovolny staticky systém v rovnovaze zaujme stav

s nejnizsi potencialni energii. Proto se zavazi ustali v takovych vyskach, ze jejich celkova po-

tencialni energie bude minimalni, neboli ¢;z; + - -+ + ¢,2, = c¢I'x bude maximélni. Tedy stroj
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resi linedrni program
max{c’x | Ax <b, x ¢ R"}.

Jeho dudl je
min{y’b |y’A=c", y >0}

Tento dudlni LP jsme nasli c¢isté formdlné podle postupu o konstrukei dudlni tlohy. To nam
ale viibec nefikd, jaky ma dudl vztah k nasemu stroji. Pokusme se tento vztah odhalit. Klicové
pro objeveni tohoto vztahu je ptifadit dudlni proménné y; vyznam tlaku v nddobé i (vSimnéte
si, ze v primdrn{ tloze tlak viibec nevystupuje). Ted dokézeme interpretovat dudlni LP a jeho
vztah k primdrnimu LP dany vétami o dualité (vynechdvame vétu o slabé dualité):

e Jelikoz sténa pusobi silou vzdy od sebe, musi byt tlak v y; v nadrzi ¢ nezdporny. To da
dualni omezeni y > 0.

e Protoze povrch vodorovnych pistu je jednotkovy, tlak y; se rovna sile vodorovné tyce i na
sténu. Rovnovaha sil pro svislou ty¢ j bude a,;y1 +- - - + @mjym = ¢j, coz je dudlni omezent
T A = T
y A=c".
e Dle véty o komplementarité v ustéleném stavu plati bud 0, = b; — ajxy — -+ — @ipy =0
nebo y; = 0, pro kazdé i. Ale to je jasné, protoze kdyz se nékterd vodorovna ty¢ nedotyka
stény, musi byt tlak v prislusné nddobé nulovy.

e Dle véty o silné dualité je v ustdleném stavu dudlni kritérium y'b = 4101 + -+ + Ymbm
minimalni. Pro¢ to tak je? Potencialni energie vSech zavazi je rovna praci, nutné na jejich
vyzdvizeni do roviny x = 0. Tato prace se d4 vykonat bud pifmo zdvihnutim zdvazi
(coz odpovidd primarnimu kritériu ¢’x) nebo odtlacenfim vodorovnych tyél od stény
do vzdalenosti b;. Ukazeme, ze druhy zpusob odpovida dudlnimu kritériu. Zafixujeme-
li vSechny vodorovné tyce kromé jediné tyce 7, pti odtlacovani tyce ¢ se sila, kterou tlacime
na ty¢, nemeéni (promyslete!). Tedy vykondme préci y;b;. Kdyz takto odtlacime od stény
postupné viechny tyce, vykoname praci y’b.

e Véta o stinovych cendch tika, ze se zménou b; se optimum méni tim vice, ¢im je vétsi
tlak y;. To je ale jasné, protoze ¢im je vétsi tlak y;, tim vétsi prace je tfeba na odtlaceni
tyce od stény do vzdélenosti b;.

Zduraznéme, ze tyto uvahy nedokazuji zadnou ze tii vét o dualité. Predpokladame totiz
platnost fyzikalnich zédkont, které ale nelze matematicky dokézat, 1ze je pouze experimentélné
pozorovat. Skutecnost, ze z chovani stroje ‘vyplyva’ napt. véta o silné dualité, neni matematicky
dukaz — ten je totiz ¢istou logickou dedukci a zadné fyzikalni zakony nepredpoklada.

Tim, Ze se nam podarilo pochopit vyznam dualni ulohy ve stroji, jsme se o fyzice naseho
stroje dozvédéli néco nového — tedy, ze se da podminka rovnovahy formulovat pomoci tlaku v
nadobach. Toho bychom si nejspise nevs§imli, kdybychom se nezabyvali dudlni ilohou. Tak je to
u kazdého redlného systému (fyzikalniho, ekonomického, ...) popsaného linedrnim programem:
abychom systém pochopili do hloubky, je tieba pritadit vyznam nejen primarni tuloze, ale i
dualni dloze a vétam o dualité.

13.5 Cviceni
13.1. Ukazte pro dvojici tloh LP v §13.1, ze dudl dudlu se rovna puvodni tloze. Musite nejdiive

duélni dlohu (prostiedni sloupec) vpravo prevést do tvaru priméarni ilohy (prvni sloupec),
tj. napf. musite prevést maximalizaci na minimalizaci.
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13.2. Napiste dudl a podminky komplementarity pro ulohy (11.6) a (11.8).

13.3. Napiste dudlni tlohy a podminky komplementarity k nasledujicim tloham. Vysledek vzdy
co nejvice zjednoduste pifp. pieved'te z maticové do skaldrni formy, je-li skaldrni forma

optimélni hodnota dudlni tdlohy, a tato musi byt stejna jako optimalni hodnota primérni
ulohy) a podminky komplementarity, podobné jako v Piikladu 13.3.

a) Vsechny tlohy ze Cviceni 11.2.

b) min,eg max} ; |a; — x| (stfed intervalu)
¢) (x) minger y .y |a; — x| (medidn)

d) Uloha LP vznikl ve Cviceni 11.6.

e) (%) Piiklad 11.4.

13.4. Dokazte bez uziti algoritmu na feseni LP, ze x = (1,1, 1, 1) je optim&lni reseni tlohy

min [47 93 17 —93]" x

-1 -6 1 3 -3

-1 =2 7 1 5

za podm. 0 3 =10 -1 |x< | -8
-6 —-11 -2 12 —7

1 6 -1 -3 4
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