
OPT skripta do kapsy
Kapitola 2 (Maticová algebra)
• C = AB→ cij =

∑p

k=1
aikbkj ,A ∈ Rm×p,B ∈ Rp×n

• (αA)ᵀ = αAᵀ, (Aᵀ)ᵀ = A, (A + B)ᵀ = Aᵀ + Bᵀ, (AB)ᵀ = BᵀAᵀ

• rank A = rank Aᵀ, rank AB ≤ min{rank A, rank B}
• Pravá/levá inverze nemuśı existovat nebo nemuśı být jediná, je-li matice

čtvercová a má jednu z nich, pak má i druhou a jsou si rovny.
• Pravá inverze existuje ⇐⇒ A ∈ Rm×n má nezávislé řádky (rng A = Rm)
• Levá inverze existuje ⇐⇒ A ∈ Rm×n má nezávislé sloupce (null A = {0})
• (AB)−1 = B−1A−1, (αA)−1 = α−1A−1, (Aᵀ)−1 = (A−1)ᵀ = A−ᵀ

• det A =
∑

σ
sgnσ

∏n

i−1
aiσ(i)

• det(AB) = (det A)(det B), det A = det Aᵀ, det A = 0 ⇐⇒ A je singulárńı
• Gaussova eliminace soustavy Ax = b: řádkové úpravy zachovaj́ı

null A, rng Aᵀ, sloupcové úpravy zachovaj́ı rng A, null Aᵀ.

Kapitola 3 (Linearita)
• báze podprostoru X je LN množina vektor̊u generuj́ıćı X
• Věty: 1) Z každé množiny vektor̊u lze vybrat bázi lin. obalu.

2) Každou LN množinu vektor̊u podprostoru lze doplnit na jeho bázi.
3) Každý lin. podprostor má (alespoň jednu) bázi a každá jeho báze má
stejný počet vektor̊u.

• X, Y množiny:X ⊆ Y → dimX ≤ dimY, X ⊆ Y ∧ dimX = dimY → X = Y

• rng A = {Ax |x ∈ Rm}, null A = {x ∈ Rn |Ax = 0}(oboj́ı pro A ∈ Rm×n)
• TFAE pro matici A ∈ Rm×n: AAᵀ ∈ Rm×m je regulárńı;

rng A = Rm; Ax = y má řešeńı ∀y; rank A = m; řádky A nezávislé; zobr.
f(x)=Ax je surjektivńı, tj. f(Rn) = Rm; A má pravou inverzi

• TFAE: null A = {0}; Ax=0 má jediné řešeńı x=0;rank A = n; sloupce A
jsou LN; A má levou inverzi; AᵀA je regulárńı

• rng AB ⊆ rng A (rovnost, pokud jsou řádky B lineárně nezávislé)
• null AB ⊇ null B (rovnost, pokud jsou sloupce A lineárně nezávislé)
• Věta (rozklad podle hodnosti): Pro každou matici A ∈ Rm×n hodnosti r

existuj́ı B ∈ Rm×n,C ∈ Rr×n t.ž. A = BC
• rank A = rank Aᵀ

• Věta (o dimenźıch): Pro matici A ∈ Rm×n plat́ı: dim rng A + dim null A = n
• Je-li X lineárńı podprostor Rn a x ∈ Rn, pak X+x je afinńı podprostor Rn.

Je-li A afinńı podprostor Rn a x ∈ A, pak A− x je lineárńı podprostor Rn.
Je-li A afinńı podprostor Rn a x, y ∈ A, pak A− x = A− y.

• Množina A ⊆ Rn je afinńı podprostor ⇐⇒ je množinou řešeńı nějaké lin.
soustavy, tj. existuj́ı A, b t.ž. A = {x ∈ Rn |Ax = b}

• Pro body x1, . . .xn ∈ Rn TFAE: žádný bod neńı roven aff. komb. ostatńıch;
vektory {xi − x1} jsou LN; homogenńı vektory s těmito xi jsou LN

Kapitola 4 (Ortogonalita)
• Skalárńı součin: xᵀy =

∑
xiyi, Úhel mezi x a y je cosφ = xᵀy

‖x‖‖y‖ .

• CSB-nerovnost sk. součinu: (xᵀy)2 ≤ (xᵀx)(yᵀy)
• Euklidovská norma: ‖x‖ =

√
xᵀx,

• Ortogonálńı vektory: x⊥y⇔ xᵀy = 0, y je ortogonálńı na množinu X, iff
x⊥y ∀x ∈ X (stač́ı, je-li kolmý na bázové vektory X)

• Ortogonálńı prostory: X⊥Y , je-li x⊥y ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y , dále plat́ı
X⊥Y ⇒ X ∩ Y = {0}

• Ortogonálńı doplněk: X⊥ = {y |y⊥X}.
• Plat́ı ∀X, Y ∈ Rn: 1) dimX + dimX⊥ = n, 2) (X⊥)⊥ = X

3) X⊥Y ∧ dimX + dimY = n⇒ Y = X⊥.
• ∀A plat́ı: 1) (rng A)⊥ = null(Aᵀ), 2) (null A)⊥ = rng(Aᵀ).
• Mn. vektor̊u: {u1, ...un} je ortonormálńı, iff ui je normalizovaný a

uᵀ
i
uj = δij . ui ortonormálńı a x =

∑
αiui, pak αi = uᵀ

i
x.

• Matice s ortonormálńımi sloupci: UᵀU = I. Čtvercová U je ortogonálńı a
plat́ı pro ńı nav́ıc Uᵀ = U−1, UUᵀ = I.

• Matice s ortonormálńımi sloupci zachovává skalárńı součin a normu
f(x)ᵀf(y) = (Ux)ᵀ(Uy) = xᵀUᵀUy = xᵀy

• (Isometrie): ‖f(x)‖ = ‖Ux‖ = ‖x‖ (viz výše)
• QR rozklad: A = QR, Q ∈ Rm×m ortogonálńı R ∈ Rm×n horńı

trojúhelńıková.
– Redukovaný QR: Q stejné rozměry jak A, R čtvercová (v plném je jsou

typicky posledńı řádky R nulové, tak ty (a to s č́ım se násob́ı), můžeme
ignorovat

• Ortogonálńı projekce: Pokud UᵀU = I tak projekce na rng U: x = UUᵀz.
Matice P = UUᵀ je ortogonálńı projektor na rng U. P2 = P = Pᵀ. Plat́ı
rng P = X, null P = X⊥. Ort. projektor na rng(U)⊥ = (I− P)z.

• pro ortogonálńı matici plat́ı det U = 1 (rotace) nebo det U = −1 (reflexe)
• Vzdálenost bodu z od lin. podp. X⊥ : ‖UUᵀz‖ = ‖Uᵀz‖, (rng U = X)
• Vzdálenost bodu z od aff. podprostoru
A = {x ∈ Rm |Uᵀx = b} = {x ∈ Rm |Uᵀ(x− x0 = 0} = X⊥ + x0
Uᵀx = b: ‖Uᵀz− b‖.

• vzdálenost bodu z od nadroviny aᵀx = b je |a
ᵀz−b|
‖a‖

Kapitola 5 (Nehomogenńı lin. soustavy)
• ∀A plat́ı 1) rng(AᵀA) = rng(Aᵀ), 2) null(AᵀA) = null(A).
• → rank(AAᵀ) = rank A = rank(AᵀA) = rank Aᵀ

• Plat́ı 1) AᵀA regulárńı iff A LN sloupce, 2) AAᵀ regulárńı, iff A LN řádky.

Obrázek 1: Nejmenš́ı čtverce

• Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: hledáme minx ‖Ax− b‖2. Pak plat́ı
AᵀAx∗ = Aᵀb. Z toho x∗ = A+b, kde A+ = (AᵀA)−1Aᵀ, pokud AᵀA
regulárńı, jinak v́ıce řešeńı x (affińı podprostor)

• Ortogonálńı projekce: Když x řeš́ı norm. rovnici, pak Ax = Pb, P = AA+

je projektor na rng A.
Reduk. QR rozkladem: po dosazeńı A := QR, x = R−1Qᵀb. R regulárńı
pro A LN sloupce.

• Lin. regrese: minθ
∑

(yi − f(xi, θ))2, pro f v θ lineárńı, ‖y−Aθ‖.
• Vı́cekrit. nejmenš́ı čtverce (nezáporná kombinace v́ıce kritéríı):
‖
[√

µi(Aix− bi)
]
‖2 = ‖

[√
µiAi

]
x−
[√

µibi
]
‖2 = ‖A′x = b′‖2.

Řešeńı Ax = b pro malé x je x = A+
µ b, A+

µ = (AᵀA + µI)−1Aᵀ.

Obrázek 2: Nejmenš́ı norma

• NEJMENŠÍ NORMA: Řešeńı s nejmenš́ı normou pro nedourčenou soustavu
Ax = b: min{‖x‖2|x ∈ Rn,Ax = b}, pak pro x∗ plat́ı
x∗ = A+b = Aᵀ(AAᵀ)−1b, tentokrát AAᵀ regulárńı, jinak v́ıce řešeńı x
(affińı podprostor)

Kapitola 6 (Spektrálńı rozklad a kvadratická forma)
• polynom je homogenńı, pokud jsou všechny monomy stejného stupně
• A ∈ Rn×n, Av = vλ, AV = VΛ
• Pokud V je reg. (tj. A má n LN vlastńıch vek.), je invertovatelná a plat́ı

A = VΛV−1.
• VĚTA: Necht’ A ∈ Rn×n pak FSAE: A je symetrická ⇐⇒ ∀ vl. č́ısla A jsou

reálná a A má n vlastńıch vektor̊u které jsou po dvojićıch ortogonálńı.
DŮSLEDEK: Pro každou sym. A = VΛVᵀ = λ1v1vᵀ

1 + ... + λnvnvᵀ
n lze

zvolit V ortogonálńı. rank A = rank Λ
• SYMETRIZACE: A = 1

2 (A + Aᵀ)
• Definitnost kvadratické formy: Čtvercovou matici nazýváme:

– P[N]SD když pro každé x plat́ı xᵀAx ≥ 0 [xᵀAx ≤ 0]
– P[N]D když pro každé x 6= 0 plat́ı xᵀAx > 0 [xᵀAx < 0]
– INDEF když exist.x a y tak, že xᵀAx > 0 a yᵀAy < 0]

• VĚTA: Symetrická matice je

– PD, právě když všechny v̊udč́ı hlavńı minory jsou kladné.
– PSD, právě když všechny hlavńı minory jsou nezáporné.

• DIAG. KVADR. FORMY: f(x) = xᵀAx = xᵀVΛVᵀx = yᵀΛy
• VĚTA: Symetrická matice je

– P[N]SD ⇐⇒ ∀ vl.č. nezáporná [nekladná]
– P[N]D ⇐⇒ ∀ vl.č. kladná [záporná]
– INDEF ⇐⇒ aspoň jedno kladné a jedno záporné.

• KVADRATICKÁ FUNKCE: f(x) = xᵀAx + bᵀx + c

• DOPLNĚNÍ NA ČTVEREC: f(x) = (x− x0)ᵀA(x− x0)− y0.
TRIK: b = −2Ax0, c = xᵀ

0 Ax0 + y0 (vtip pro zoufalé studenty při testu:

”Vı́te, jak si ut́ırá zadek kouzelńık? Trikem!“ (A ted’ běž zase poč́ıtat...))
• KVADRIKA je nultá vrstevnice kvadratické funkce, tedy
{x ∈ Rn|xᵀAx + bᵀx + c = 0}. Jedná se zobecněńı kuželoseček (n=2),
Pokud lze doplnit na čtverec, tvary dle matice A (PD, ND: elipsoid, INDEF:
hyperboloid). Pokud rankA < n, je kvadrika degenerovaná. Kvadrika může
být ∅. Pokud kvadratická funkce nelze doplnit na čtverec, jsou tvary
složitěǰśı než elipsa/hyperbola.

Kapitola 7 (Použit́ı spektrálńıho rozkladu)
• Def. (stopa): tr A = a11 + ... + ann
• tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(αA) = αtr(A), tr(A) = tr(Aᵀ),

tr(AB) = tr(BA) (cykličnost stopy),
Každá čtvercová matice: tr(A) = λ1 + ... + λn

• Def. (skalárńı součin matic): 〈A,B〉 =
∑m

i=1

∑n

j=1
aijbij ,

〈A,B〉 = 〈B,A〉 = 〈Aᵀ,Bᵀ〉 = 〈Bᵀ,Aᵀ〉,
〈A,B〉 = tr(AᵀB) = tr(ABᵀ) = tr(BᵀA) = tr(BAᵀ)

• ‖A‖ =
√
〈A,A〉 =

√
tr(AᵀA) =

(∑m

i=1

∑n

j=1
a2
ij

) 1
2

• Dále předpokládáme, že vl. č́ısla jsou řazena vzestupně λ1 ≤ ... ≤ λn
• NEJMENŠÍ STOPA: Plat́ı min{xᵀAx|x ∈ Rn,xᵀx = 1} = λ1 a min.

hodnota se nabývá pro x = v1
VĚTA: Necht’ k < n. Plat́ı
min{xᵀAx|x ∈ Rn,xᵀx = 1,vᵀ

1 x = ... = vᵀ
k
x = 0} = λk+1 a min. hodnota

se nabývá pro x = vk+1
VĚTA: Necht’ k ≤ n. Plat́ı
min{tr(XᵀAX) |X ∈ Rn×k, XᵀX = I} = λ1 + ... + λk a minimum se
nabývá pro X = [v1 ... vk]

Obrázek 3: Proložeńı bod̊u podprostorem

• PROLOŽENÍ BODŮ PODPROSTOREM: Máme body a1, ..., am ∈ Rn,
prokládáme podprostorem rng Y dim k ≤ n. Vzdálenost bodu od rng Y je
délka projekce na jeho ort. doplněk (rngY)⊥ = rng X.
Tedy ‖Xᵀa1‖2 + ... + ‖Xᵀam‖2 = ‖AX‖2.
Tedy máme úlohu min{‖AX‖2 |X ∈ Rn×(n−k),XᵀX = I}
Protože ‖AX‖2 = tr{XᵀAᵀAX}, spoč́ıtáme spekt. rozklad VΛVᵀ matice
AᵀA. Máme V = [X Y] ∈ Rn×n. X je řešńı úlohy proložeńı bod̊u
podprostorem a Y je Easy.

• MATICE NEJNIŽŠÍ HODNOSTI: min{‖A−B‖2 |B ∈ Rm×n, rankB ≤ k}.
Stejná opt. hodnota jako výše, stač́ı naj́ıt B = AYYᵀ = A(I−XXᵀ). Opt.
hodnota je λ1 + ... + λn−k (ze spektra matice AᵀA).

• Když chceme promı́tat na affińı podprostor, muśıme body a1...am posunout
tak, aby jejich težǐstě ā = 1

m
(a1 + ... + am) leželo v počátku.

• SVD ROZKLAD: Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit jako
A = USVᵀ = s1u1vᵀ

1 + ... + spvpvᵀ
p , kde S ∈ Rm×n je diag. s diag. prvky

s1, ..., sp (kde p = min{m,n}) a U = [u1...um] ∈ Rm×m a
V ∈ Rn×n = [v1...vn] jsou ortogonálńı. DŮSLEDEK: nenulová sing. č́ısla



matice A jsou druhé odmocniny nenulových vl. č́ısel matic AᵀA a AAᵀ

(která jsou tud́ıž stejná).
• řešeńı úlohy MATICE NEJMENŠÍ HODNOSTI pomoćı SVD rozkladu

(Eckart - Young): Necht’ A = USVᵀ je SVD matice A. Řešeńı úlohy je
B = US

′
Vᵀ = sp−k+1up−k−1vᵀ

p−k+1 + ... + spupvᵀ
p , kde S

′
se źıská z

matice S vynulováńım p− k nejmenš́ıch diagonálńıch prvk̊u (v sumě dryád
(#joke) tedy předpokládáme 0 ≤ s1 ≤ ... ≤ sp)

Kapitola 8 (Nelineárńı funkce a zobrazeńı)
• Necht’ funkce f, g : Rn → R jsou spojité v bodě X. Pak f + g, f − g, fg jsou

spojité. Pokud g(x) 6= 0, je tam spojitá i f/g. Skládáńı funkćı (vněǰśı R→ R)
spojitých je také spojité. Zobrazeńı f : Rn → Rm, jehož složky jsou spojité
do R, je také spojité.

• Zobrazeńı f je v bodě x spojitě diferencovatelné, jestliže v bodě x ex.
všechny parciálńı derivace a jsou v tomto bodě spojité.

• Je-li zobrazeńı v bodě spojitě diferencovatelné, je v tomto bodě
diferencovatelné.

f(x) = x f ′(x) = I f(x) = Ax + b f ′(x) = A
f(x) = aᵀx f ′(x) = aᵀ f(x) = xᵀx f ′(x) = 2xᵀ

f(x) = xᵀAx f ′(x) = xᵀ(A + Aᵀ) f(x) = Ag(x) f ′(x) = Ag′(x)
f(x) = ||x|| f ′(x) = xᵀ/||x||
• f(x) = g(x)ᵀh(x) f ′(x) = g(x)ᵀh′(x) + h(x)ᵀg′(x)
• Směrová derivace ϕ(α) = f(x+αv)
• Necht’ zobrazeńı f : Rn → Rm je diferencovatelné v bodě x. Pak jeho

směrová derviace v bodě x ve směru v je rovna f ′(x)v.
• Gradient je transpozićı derivace a udává směr největš́ıho r̊ustu funkce.
• Hesián je symetrický, pokud druhé parc. derivace existuj́ı a jsou spojité.
• Taylor̊uv polynom 2. řádu v bodě x0 je
T2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + 1

2 (x− x0)ᵀf ′′(x0)(x− x0)
• Označme Bε(x) = {y ∈ Rn | ‖x− y‖, ε} (n-rozměrná koule bez hranice).

Mějme množinu X ⊆ Rn, bod x ∈ Rn nazveme jej́ı:
– vnitřńı bod iff ∃ε > 0 t.ž. Bε ⊆ X,
– hraničńı bod iff ∀ε > 0 je Bε(x) ∩X 6= X ∧ Bε(x) ∩ (Rn \X) 6= ∅

Kapitola 9 (Volné lokálńı extrémy)
• Fermatova věta: Necht’ je funkce f : R→ R v bodě x ∈ R diferencovatelná a

má v tomto bode lokálńı extrém. Pak f ′(x) = 0.
• Necht’ f : Rn → R a X ⊆ Rn. Necht’ x je vnitřńı bod množiny X. Necht’ je

fce f v bode x dvakrát diferencovatelná a plat́ı f ′(x) = 0. Pak:
– Je-li x lok. min. [max] fce f na X, pak Hessova matice f ′′ je pos.[neg.]

semidefinitńı. Je-li pos.[neg.] definitńı, pak je to ostré min.[max.]. Je-li
indefinitńı, pak x neńı lok. extrém.

• Iteračńı metody: xk+1 = xk + αvk, směr vk je sestupný, jestliže:
f ′(xk)vk < 0.

• Gradientńı metoda: αvk = −αf ′(xk)ᵀ = −α∇f(xk). BACHA! Gradient se
dělá z účelové fce, tedy z g(x)ᵀg(x), nikoli jen z g(x). (viz zápočt’ák)

• Newtonova metoda (hledáńı kořenu): xk+1 = xk − g′(xk)−1g(xk)
• Newtonova metoda - hledańı min.: xx+1 = xk − f ′′(xk)−1f ′(xk)ᵀ.

Odvozeno z: T2
xk

(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) + 1
2 (x− xk)ᵀf ′′(x)(x− xk)

nebo z hledáńı kořen̊u (výše) pro funkci g = f ′ᵀ

• Gauss-Newton (min ‖g(x)‖2): xk+1 = xk − g′(xk)+g(xk) Odvozeno z:
Normálńı rovnice (kap. 5): g′(xk)ᵀg′(xk)(x− xk) = −g′(xk)ᵀg(xk)
Metoda s jednotkovou délkou kroku může vždy divergovat, vhodnou volbou
α lze konvergenci zajistit.

• Levenberg-Marguardt: xk+1 = xk − (g′(xk)ᵀg′(xk) + µI)−1g′(xk)ᵀg(xk)
Pro malé µ se bĺıž́ı Gauss-Newtonově metodě, pro velké gradienty.

Kapitola 10 (Lokálńı extrémy vázané rovnostmi)
• Lineárńı omezeńı: min ‖Ax− b‖2, za podmı́nek: Cx = d Převedeme:
f(x) = 1

2 ((Ax− b)ᵀ(Ax− b), tedy podm. stacionarity:
AᵀAx + Cᵀλ = Aᵀb ∧Cx = d, což lze převést na maticový tvar.

• Necht’ je zobrazeńı g v bodě x ∈ X a vektor v ∈ Rn je tečný k X v bodě x.
Pak g′(x)v = 0→ Gradient je kolmý na vrstevnici.

• Pokud nav́ıc rank g′(x) = m (tj. LN řádky) a vektor v je g′(x)v = 0, pak v
je tečné na X v bodě x.

• Lagrangián: L(x, λ) = f(x) + λᵀg(x) = f(x) + λ1g1(x + ... + λmgm(x)) a
polož́ıme parc. derivace podle všech proměnných rovny 0.

• Regulárńı bod: Gradienty vazebńı fce g(x) na množině X jsou lin.
nezávislé,

Kapitola 11 (Lineárńı programováńı)
• Stand. tvar: min{cᵀx|x ∈ Rn,Ax ≥ b,A ∈ Rmxn,b ∈ Rm}
• Stand. úpravy: max cᵀx = min−cᵀx, aᵀx ≤ b→ −aᵀx ≥ −b

– Rovnic. tvar: min{cᵀx|x ∈ Rn,Ax = b,x ≥ 0}
– Slackové proměnné: aᵀx ≥ b→ (aᵀx− u = b ∧ u ≥ 0), ≤→ +u
– Neomezená proměnná: x ∈ R→ x = x+ − x− ∧ (x+, x−) ≥ 0
– Po částech afinńı funkce: f(x) = max(ci

ᵀx + di), Chceme min:
min{f(x)|Ax ≥ b} = min{z|(x, y) ∈ Rn+1, ∀i : ci

ᵀ + di ≤ z,Ax ≥ b}
• Axiomy normy: ‖x‖ = 0→ x = 0, ‖αx‖ = |α|‖x‖, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖
• Definice p-normy: ‖x‖p = (|x1|p + .. + |xn|p)1/p, p ≥ 1

• Typické normy: ‖x‖1 =
∑
|xi|, ‖x‖2 =

√∑
x2
i
, ‖x‖∞ = max{|xi|}

Pro A s LN sloupci je také ‖Ax‖ normou.
Řešeńı přeurčené lin soustavy v p-normě, tedy: minx‖Ax− b‖p, x ∈ Rn

p =∞: min{z|x ∈ Rn, z ∈ R,−z1 ≤ Ax− b ≤ z1}
p = 1: min{1ᵀz|x ∈ Rn, z ∈ Rm,−z ≤ Ax− b ≤ z}

• LP relaxace: min{cᵀx|x ∈ {0, 1}nAx ≥ b} pracujme s: x ∈ [0, 1]n
→ tato ’uvolněná’ úloha pak nemá větš́ı optimálńı hodnotu než p̊uvodńı
úloha, to proto že optimalizujeme přes větš́ı množinu!

Kapitola 12 (Konvexńı množiny a mnohostěny)
• X ⊆ Rn se nazývá konvexńı, iff: x, y ∈ X, 0 ≤ α ≤ 1→ (1− α)x + αy ∈ X

Tedy každé dva body v množině propoj́ım úsečkou která je celá v této
množině.

• Vážený součet α1x1 + · · · + αkxk vektor̊u xi ∈ Rn se nazývá jejich:
– lineárńı kombinace ⇐⇒ αi ∈ R
– afinńı kombinace ⇐⇒ αi ∈ R, α1 + · · · + αk = 1
– nezáporná kombinace ⇐⇒ αi ∈ R, ∀αi ≥ 0
– konvexńı kombinace ⇐⇒ αi ∈ R, α1 + · · · + αk = 1, ∀αi ≥ 0

• Konvex. (jiný) obal vektor̊u je množina všech jejich konv. (jiných)
kombinaćı. Konvex obal množiny X ⊆ Rn je pr̊unik všech konv. množin,
které X obsahuj́ı.

• Množina uzavřená v̊uči kombinaćım lineárńım je lin. podprostor, afinńım je
afinńı podp., nezáporným je konvexńı kužel a konvexńım je konvexńı
množina.

• DŮSLEDEK: Pr̊unik (konečně či nekonečně) konv. množin je konv. množina.
• Konvexńı mnohostěn je pr̊unik konečně mnoha uzavřených poloprostor̊u, je

to tedy množina: {x ∈ Rn|Ax ≥ b}. Př́ıklady konv. mnohostěn̊u: ∅,Rn,
intervaly (−∞, a], [a,∞), každý aff podpr, [−1, 1]n

• Co neńı polyedr: koule v Rnn ≥ 2, interval [0, a), {x ∈ Rn|Ax > b}
• Bod x ∈ X je extremálńım bodem, iff neex. dva r̊uzné body z X takové, že x

je střed úsečky tyto body spojuj́ıćı.
• TFAE: x je extremálńı bod polyedru, ∃ I ⊆ {1..m} tak že AIx = bI a AI,

což má LN sloupce (a Ax = b).
• Opěrná nadrovina konv. X ⊆ Rn je nadrovina H = {x ∈ Rn|aᵀx = b} a
H ∩X 6= ∅. Množina H ∩X se nazývá stěna mnohostěnu. Stěna dim 0 je
vrchol, dim 1 je hrana a dim X− 1 je faseta. Každý extremálńı bod je vrchol.

• Je-li H opěrná nadrov. X, pak extr. bod X ∩H je i extr. bod X.
• TFAE: polyedr má alespoň jeden extr. bod, polyedr neobsahuje př́ımku
• Mějme konvexńı mnohostěn, který neobsahuje př́ımku. Jestliže lineárńı

funkce má na tomto mnohostěnu minimum, pak tato funkce nabývá na
mnohostěnu minima aspoň v jednom z jeho extremálńıch bod̊u.

Kapitola 14 (Dualita)
min {cᵀx} max {bᵀy}
za podmı́nek za podmı́nek[

A

][
x

]
=
≥
≤

[
b

] [
y

]
∈
≥
≤

R
0
0[

x

]
∈
≥
≤

R
0
0

[
Aᵀ

][
y

]
=
≤
≥

[
c

]
Dále: x př́ıp. primárńı řeš., y př́ıp. primárńı řeš.
• SLABÁ DUALITA: cᵀx ≥ bᵀy

• → pokud x,y jsou př́ıpustná řešeńı primárńı a duálńı úlohy a cᵀx = bᵀy,
pak jsou to optimálńı hodnoty obou úloh.

• PODM. KOMPL.: cᵀx = bᵀy iff na každém řádku alespoň jedna rovnost
(aktivńı podmı́nka)

• SILNÁ DUALITA: Primár má opt. řeš. iff duál má opt. řeš. y
máli Primár má opt. řeš. x a duál má opt. řeš. y, pak cᵀx = bᵀy

•

primárńı/duálńı má optimum neomezená nepř́ıpustná
má optimum ano ne ne
neomezená ne ne ano
nepř́ıpustná ne ano ano

• STÍNOVÉ CENY:
f : Rm → R, f(b) = min{cᵀx|Ax ≥ b,x ≥ 0} = max{bᵀy|Aᵀy ≤ c,y ≥ 0}
(přičemž primár i duál maj́ı opt. řeš.) Pokud má duálńı úloha pro dané b
jediné opt. řeš. y∗, pak je fce f v bodě b diferencovatelná a ∂f(b)

∂bi
= y∗i .

Kapitola 15 (Konvexńı funkce)
• Funkce f : Rn → R na množině X ⊆ Rn se nazývá konvexńı, iff:
x, y ∈ X, 0 ≤ α ≤ 1→ f((1− α)x + αy) ≤ (1− α)f(x) + αf(y)

• konkávńı je funkce na množině iff −f je konvexńı na množině
• Jensenova nerovnost zobecňuje podmı́nku konvexity fce:
xi ∈ X,αi ≥ 0,

∑
αi = 1→ f(α1x1 + ..+αkxk) ≤ α1f(x1) + ..+αkf(xk)

• Př: f(x) = max(xi)→ f((1− α)x + αy) = max((1− α)xi + αyi) ≤
max((1− α)xi) + max(αyi) = (1− α)f(x) + αf(y)..fce je konvexńı

• Př́ıklady konvexńıch fćı: f(x) = eax a ∈ R na R, f(x) = xa a ≥ 1 ∨ a ≤ 0 na
R++,f(x) = |x|a a ≥ 1 na R, f(x) = aᵀx + b je zároveň konv. i konk,
f(x) = xᵀAx konv. pro A PSD, každá norma je konv., xlogx je konvexńı na
R++

• Př́ıklady konkávńıch fćı: f(x) = log(x) na R++, xᵀAx konk. pro A NSD,
f(x) = xa 0 ≤ a ≤ 1 na R++

• Epigraf fce je množina {(x, y) ∈ Rn+1|f(x) ≤ y}..množina nad grafem fce
• Subkontura výšky y je {x ∈ Rn|f(x) ≤ y}
• Funkce je konvexńı iff jej́ı epigraf je konvexńı. Obousměrná implikace.
• Každá subkontura konv. fce je kovexńı množina. Obrácená implikace neplat́ı.
• At’ je f : Rn → R diferencovatelná. Pak je f konvexńı na Rn, iff pro

x,y ∈ Rn plat́ı: f(y) ≥ f(x) + f ′(x)(y− x)..tzn T1 fce f je v každém bodě
x ∈ X všude menš́ı nebo roven fci f

• At’ je f : Rn → R dvakrát diferencovatelná. Pak je f konvexńı na Rn, iff v
každém x ∈ Rn je f ′′(x) PSD.

• At’ g1..gk : Rn → R jsou konvexńı, pak pro αi ≥ 0 je f = α1g1 + .. + αkgk
také konvexńı. Může se stát, že i takováto kombinace nekonvex. fćı je
nakonec konvexńı fce (f(x) = x3 − x3).

• Skládáńı konvex. fćı nemuśı být konvex. fce. Např.
• At’ fce g : Rm → R je konvex., A ∈ Rm×n,b ∈ Rm, pak fce
h(x) = g(Ax + b) je konvexńı.

• At’ I je libovolná množina, gi : Rn → R jsou konv. fce. Pak:
f(x) = maxi∈I (gi(x)) je konv fce, předpokládáme že pro každé x maximum
existuje. Dané t́ım, že epigraf f je pr̊unikem epigraf̊u gi.

Kapitola 16 (Konvexńı optimalizace)
• Necht’ funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině X ⊆ Rn (tj. je to

konvexńı optim. úloha). Pak každé lok. min. fce f na X je zároveň globálńı.
• Př́ıklady konvexńıch úloh: lineárńı programováńı, kvadratické programováńı,

kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńım, programováńı na
kuželu druhého řádu, semidefinitńı programováńı.

• Př́ıklad nepř́ıpustné úlohy: max{b | b = z + s + 100p, b ≤ 40, b ≥ 20}, kde
z...znalosti, s...̌stěst́ı, p...tento přehled, b...body ze zkoušky

• Konvexńı relaxace: když mám konv. fci na složité (nekonv.) množině, vezmu
jej́ı konv. podmnožinu a źıskám alespoň horńı odhad minima.
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