OPT skripta do kapsy

Kapitola 2 (Maticova algebra)

e C=AB —¢;; = Zzilaikbm,A €R™XP B g RPX"
e (aA)T = aAT, (AT)T = A, (A +B)T = AT + BT, (AB)T = BTAT

e rank A = rank AT, rank AB < min{rank A, rank B}
e Pravé/levd inverze nemusi existovat nebo nemusi byt jedind, je-li matice

¢tvercova a ma jednu z nich, pak méa i druhou a jsou si rovny.
e Pravi inverze existuje <= A € R"X"™ m4 nezavislé ifadky (rng A = R™)
e Leva inverze existuje <= A € R™*"™ m4 nezdvislé sloupce (null A = {0})
e (AB)"' =B 'A" !l (aA) =oAL, (AT) L= (A" )T =A"T

n

o det A = Za sgn o Hi—l Qi (i)
o det(AB) = (det A)(det B),det A = det AT, det A =0 <= A je singuldrni
o Gaussova eliminace soustavy Ax = b: fddkové tpravy zachovaji

null A, rng AT, sloupcové tpravy zachovaji rng A, null AT.

Kapitola 3 (Linearita)

e baze podprostoru X je LN mnozina vektora generujici X

e Véty: 1) Z kazdé mnoziny vektorii lze vybrat bazi lin. obalu.
2) Kazdou LN mnozinu vektori podprostoru lze doplnit na jeho bazi.
3) Kazdy lin. podprostor mé (alespon jednu) bazi a kazd4 jeho baze ma
stejny pocet vektoru.

e X,Y mnoziny:X CY - dimX <dimY, X CYAdimX =dimY - X =Y

e rngA = {Ax|x € R™},nullA = {x € R™ | Ax = 0}(oboji pro A € R"™X™)

e TFAE pro matici A € R™X"™: AAT € R™X™ je regularni;
rmg A = R™; Ax = y m4 feseni Vy; rank A = m; fddky A nezavislé; zobr.
f(x)=Ax je surjektivni, tj. f(R™) = R™; A m4 pravou inverzi

e TFAE: null A = {0}; Ax=0 m4 jediné fesen{ x=0;rank A = n;sloupce A
jsou LN; A ma4 levou inverzi; AT A je regularni

e rmng AB C rng A (rovnost, pokud jsou fddky B linedrné nezavislé)

e null AB D null B (rovnost, pokud jsou sloupce A linedrné nezavislé)

e Véta (rozklad podle hodnosti): Pro kazdou matici A € R™*™ hodnosti 7
existuji B € R™X™ C € R™X™ t.z. A = BC

e rank A = rank AT

e Véta (o dimenzich): Pro matici A € R™X™ plati: dimrng A + dimnull A = n

Je-li X linedrni podprostor R a x € R™, pak X+x je afinni podprostor R™.

Je-li A afinni podprostor R"™ a x € A, pak A — x je linedrni podprostor R™.

Je-li A afinni podprostor R™ a x,y € A, pak A —x = A — y.

e Mnozina A C R" je afinni podprostor <= je mnozinou resen{ né&jaké lin.
soustavy, tj. existuji A,b t.z. A= {x € R" | Ax = b}

e Pro body x1,...%xn € R™ TFAE: zddny bod nen{ roven aff. komb. ostatnich;
vektory {x; — x1} jsou LN; homogenni vektory s témito x; jsou LN

Kapitola 4 (Ortogonalita)

. T
e Skaldrn{ sou¢in: xTy = Z x;y;, Uhel mezi x a y je cos¢p = m
e CSB-nerovnost sk. soucinu: (xTy)? < (xTx)(yTy)
e Euklidovskd norma: ||x|| = vxTx,
e Ortogonélni vektory: x 1y < xTy = 0, y je ortogonalni na mnozinu X, iff

xly Vx € X (staci, je-li kolmy na bazové vektory X)

o Ortogondlni prostory: X 1Y, je-li x1ly Vx € X, Vy € Y, déle plati
X1lY = XnY = {0}

e Ortogonaln{ doplnék: X+ = {y |y LX}.

e Plati VX, Y € R™: 1) dim X + dim X+ =n, 2) (X))t =X
3) X1Y AdimX +dimY =n =Y = X+,

e VA plati: 1) (rng A)t = null(AT), 2) (null A)L = rng(AT).

o Mn. vektoria: {uy,...u,} je ortonormélni, iff u; je normalizovany a
u;.ruj = ;5. u; ortonormélni a x = E a;u;, pak a; = u;,rx.

e Matice s ortonormalnimi sloupci: UTU = I. Ctvercova U je ortogonalni a
plati pro nf navic UT = U~!, UUT =1.

o Matice s ortonormalnimi sloupci zachovava skaldrni sou¢in a normu

FE)Tf(y) = (Ux)T(Uy) =xTUTUy = xTy

(Isometrie): [|[f(x)] = |Ux]|| = ||x|| (viz vyse)

QR rozklad: A = QR, Q € R™*™ ortogonalni R € R™*"™ horni

trojuhelnikova.

— Redukovany QR: Q stejné rozméry jak A, R ¢&tvercova (v plném je jsou
typicky posledni Fddky R nulové, tak ty (a to s ¢im se nasobi), muzeme
ignorovat

e Ortogonélni projekce: Pokud UTU = I tak projekce na rngU: x = UUTz.
Matice P = UUT je ortogonélni projektor na rngU. P2 = P = PT. Plat{
rmgP = X, nullP = X+, Ort. projektor na rng(U)i = (I-P)z.

e pro ortogonalni matici plati det U = 1 (rotace) nebo det U = —1 (reflexe)
e Vzdélenost bodu z od lin. podp. X+ : |[UUTz|| = ||[UTz|, (rngU = X)
e Vzdalenost bodu z od aff. podprostoru
A={x€eR™|UTx=b} ={x € R |UT(x —xp =0} = X +x0
UTx =b: |[UTz — b|.
laTz—b|
[E]
Kapitola 5 (Nehomogenni lin. soustavy)
e VA plati 1) rng(ATA) = rng(AT), 2) null(ATA) = null(A).
e — rank(AAT) =rank A = rank(ATA) = rank AT

e vzdalenost bodu z od nadroviny aTx = b je

e Plati 1) ATA regularni iff A LN sloupce, 2) AAT reguldrni, iff A LN fadky.

X1 =mull(AT)

b-Ax=(I-P)b
X =mgA

Obréazek 1: Nejmensi ¢tverce

e Metoda nejmensich &tvercii: hleddme min, ||Ax — b||2. Pak plati
ATAx* = ATb. Z toho x* = Atb, kde AT = (ATA)"'AT, pokud ATA
reguldrni, jinak vice Feseni x (affini podprostor)

o Ortogondlni projekce: Kdyz x fesi norm. rovnici, pak Ax = Pb, P = AAT
je projektor na rng A.
Reduk. QR rozkladem: po dosazeni A := QR, x = R_qub. R regularni
pro A LN sloupce.
Lin. regrese: ming Z(yl — f(z;,0))2, pro f v 0 linearni, ||y — A0

Vicekrit. nejmensi ¢tverce (nezdpornd kombinace vice kritérif):
I [VAE(Aix = b)) 12 = || [VimAs ] x = [vibi] 12 = 1A% = b2
Regeni Ax = b pro malé x jex = Alb, Af = (ATA + uD)71AT.

{x|Ax=b}

(null A)* = mg(AT)

nullA = {x|Ax=0}

Obrazek 2: Nejmensi norma

o NEJMENSI NORMA: Regeni s nejmensi normou pro nedourcenou soustavu
Ax = b: min{||x||?|x € R", Ax = b}, pak pro x* plat{
x* = ATb = AT(AAT) 'b, tentokrat AAT regularni, jinak vice Feseni x
(affini podprostor)

Kapitola 6 (Spektralni rozklad a kvadraticka forma)

e polynom je homogenni, pokud jsou vSsechny monomy stejného stupné

e ACR™™ Av=v), AV =VA

e Pokud V je reg. (tj. A ma n LN vlastnich vek.), je invertovatelnd a plati
A=VAV~L

e VETA: Necht A € R"X™ pak FSAE: A je symetrickd <= V vl. &sla A jsou
redlnd a A ma n vlastnich vektort které jsou po dvojicich ortogondlni.
DUSLEDEK: Pro kazdou sym. A = VAVT = Ajviv] + ...+ Apvpv] lze
zvolit V ortogonalni. rank A = rank A

e SYMETRIZACE: A = %(A + AT)

e Definitnost kvadratické formy: Ctvercovou matici nazyvame:
— P[N]SD kdy# pro kazdé x plati xTAx > 0 [xTAx < 0]
— P[N]D kdyz pro kazdé x # 0 plati xTAx > 0 [xTAx < 0]
— INDEF kdyz exist.x a y tak, ze xTAx >0 a yTAy < 0]

o VETA: Symetrickd matice je

— PD, pravé kdyz vSechny vudéi hlavni minory jsou kladné.
— PSD, préavé kdyz vsechny hlavni minory jsou nezdporné.

e DIAG. KVADR. FORMY: f(x) = xTAx =xTVAVTx = yTAy

e VETA: Symetricka matice je
— P[N]SD <=V vl.&. nezdpornd [nekladng]
— P[N]D <=V vl.&. kladna [zdporna]
— INDEF <= aspon jedno kladné a jedno zaporné.

o KVADRATICKA FUNKCE: f(x) = xTAx +bTx + ¢

e DOPLNENI NA CTVEREC: f(x) = (x —x0)TA(x — x0) — vo-
TRIK: b = —2Axq, ¢ = xg Axg + yo (vtip pro zoufalé studenty pri testu:
LVite, jak si utird zadek kouzelnik? Trikem!“ (A ted béz zase pocitat...))

o KVADRIKA je nultd vrstevnice kvadratické funkce, tedy
{x € R"|xTAx + bTx + c = 0}. Jedn4 se zobecnéni kuzelose¢ek (n=2),
Pokud lze doplnit na étverec, tvary dle matice A (PD, ND: elipsoid, INDEF:
hyperboloid). Pokud rank A < n, je kvadrika degenerovana. Kvadrika mize
byt . Pokud kvadratickd funkce nelze doplnit na &tverec, jsou tvary

Kapitola 7 (Pouziti spektralniho rozkladu)
e Def. (stopa): tr A =a11 + ... + ann
e tr(A + B) = tr(A) + tr(B), tr(aA) = atr(A), tr(A) = tr(AT),
tr(AB) = tr(BA) (cykli¢nost stopy),
Kazd4 ¢tvercova matice: tr(A) = A1 + ... + Ay
PR . . m n
e Def. (skaldrni sou¢in matic): (A, B) = im1 Zj:l ai;jbij,
(A,B) = (B,A) = (AT,BT) = (BT, AT),
(A,B) = tr(AT =tr(ABT) = tr(BTA) = tr(BAT)

1Al = \/(A A) = \Ju@aTa) = (37 3" a2)
i=1 Laj=1"1j
o Dile predpoklddame, ze vl. ¢isla jsou fazena vzestupné A1 < ... < Ay,
e NEJMENSI STOPA: Plati min{xTAx|x € R",xTx = 1} = A1 a min.
hodnota se nabyva pro x = v
VETA: Necht k < n. Plat{
min{xTAx|x € R",xTx = 1,va = ...
se nabyvéa pro x = vp 1
VETA: Necht k < n. Plati
min{tr(XTAX) | X € R®*¥ XTX =1} = A; + ... + A\, a minimum se
nabyva pro X = [v1 ... vg]

L]
N

T

=v,

x = 0} = Ap41 a min. hodnota

mgX = (mgY)* = null(Y7)

mgY = (g X)* = null(X7)

b, = YYTa, = (I-XXD)a,
by Ylar = by = [[X"ay |

Obréazek 3: Prolozeni bodi podprostorem

e PROLOZENI BODU PODPROSTOREM: Méme body a1, ..., am € R™,
proklddame podprostorem rng Y dim k < n. Vzdéalenost bodu od rngY je
délka projekce na jeho ort. doplnék (rngY)J‘ = rng X.

Tedy |XTay|? + .. + [XTam |2 = [|AX]2.

Tedy méme tlohu min{||[AX |2 |X € R*X("—k) XTX =1}

Protoze ||AX||2 = tr{XTATAX]}, spoéitdme spekt. rozklad VAVT matice
ATA. Mame V = [X Y] € R"*™. X je fe$ni tlohy prolozeni bodi
podprostorem a Y je Easy.

o MATICE NEJNIZSI HODNOSTI: min{||A — B||2 |B € R™X™ rankB < k}.
Stejnd opt. hodnota jako vyse, staéi najit B = AYYT = A(I — XXT). Opt.
hodnota je A1 + ... + A, _k (ze spektra matice ATA).

o Kdyz chceme promitat na affini podprostor, musime body ai...ay, posunout
tak, aby jejich tezisté a = %(al + ... + am;m) lezelo v pocatku.

e SVD ROZKLAD: Kazdou matici A € R™*™ lze rozlozit jako
A =USVT = slule + ...+ spvpv;r77 kde S € R™X™ je diag. s diag. prvky

e RmXm

51,...,8p (kde p = min{m,n}) a U = [ur...upm] a

V € R"X"™ = [v1...vy] jsou ortogonalni. DUSLEDEK: nenulové sing. &isla



matice A jsou druhé odmocniny nenulovych vl. ¢isel matic ATA a AAT
(kterd jsou tudiz stejnd).

e fteseni dlohy MATICE NEJMENSI HODNOSTI pomoci SVD rozkladu
(Eckart - Young): Necht A = USVT je SVD matice A. ReSeni tilohy je

’
B = US VT = s _piiUp_p— T + ... +spupv;, kde S se ziskd z

p—k+1
matice S vynulovdnim p — k nejmensich diagonélnich prvka (v sumé dryéad
(#joke) tedy predpokldddme 0 < s1 < ... < sp)

Kapitola 8 (Nelinearni funkce a zobrazeni)

o Necht funkce f, g : R™ — R jsou spojité v bodé X. Pak f + g, f — g, fg jsou
spojité. Pokud g(x) # 0, je tam spojitd i f/g. Skladdni funkci (vnéjsi R — R)
spojitych je také spojité. Zobrazeni f : R™ — R", jehoz slozky jsou spojité
do R, je také spojité.

o Zobrazeni f je v bodé x spojité diferencovatelné, jestlize v bodé x ex.
vSechny parcidlni derivace a jsou v tomto bodé spojité.

o Je-li zobrazeni v bodé spojité diferencovatelné, je v tomto bodé
diferencovatelné.

f(x) =x f/(x) =1 f(x) =Ax+b f'(x)=A
f(x)=aTx f'(x) =aT f(x) =xTx fl(x) = 2xT
f(x) =xTAx f/(x) =xT(A+ AT) | f(x) = Ag(x) f'(x) = Ag’(x)
F(x) = [Ix]| £ =xT/||x||

o f(x) =g()Th(x) f'(x) = g(x)Th(x) + h(x)Tg’(x)
e Smeérova derivace p(a) = f(x+av)
e Necht zobrazeni f : R™ — R" je diferencovatelné v bodé x. Pak jeho
smérové derviace v bodé x ve sméru v je rovna f'(x)v.
o Gradient je transpozici derivace a udava smér nejvétsiho rastu funkce.
o Hesidn je symetricky, pokud druhé parc. derivace existuji a jsou spojité.
e Taylorav polynom 2. fddu v bodé xqg je
Ta(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + 5 (x — x0) T f"(x0)(x — x0)
e Oznaéme B((x) = {y € R" | ||x — y||, €} (n-rozmérna koule bez hranice).
Méjme mnozinu X C R™, bod x € R™ nazveme jeji:
— vnitfni bod iff 3¢ > 0 t.z. B C X,
— hraniénf bod iff Ve > 0 je Be(x) N X # X A Be(x) N (R™\ X) # 0

Kapitola 9 (Volné lokalni extrémy)
e Fermatova véta: Necht je funkce f : R —+ R v bodé = € R diferencovatelnd a

mé v tomto bode lokalni extrém. Pak f’(x) = 0.

o Necht f:R™ — Ra X C R™. Necht x je vnitini bod mnoziny X. Necht je
fce f v bode x dvakrét diferencovatelnd a plati f’(x) = 0. Pak:

— Je-li x lok. min. [max] fce f na X, pak Hessova matice f’/ je pos.[neg.]
semidefinitni. Je-li pos.[neg.] definitni, pak je to ostré min.[max.]. Je-li
indefinitni, pak x neni lok. extrém.

e Iterac¢ni metody: xp 41 = X} + vy, smér vy je sestupny, jestlize:

[ (xp)vi < 0.

e Gradientni metoda: avy = —af’(x;)T = —aV f(x). BACHA! Gradient se
délé z tcelové fce, tedy z g(z)Tg(x), nikoli jen z g(x). (viz zdpo&tak)
Newtonova metoda (hledan{ kofenu): xp11 = Xg — g’ (xp) " te(xk)

Newtonova metoda - hledani min.: x; 41 = x5, — £ (k) T (k) T

Odvozeno z: T’%k (x) = f(xp) + f/(xp)(x — xp) + %(x — xp) T (x)(x — xp)
nebo z hledéni kofent (vyse) pro funkci g = f'T

e Gauss-Newton (min ||g(x)[|?): Xppp1 = X — g’ (xx) T g(xx) Odvozeno z:
Normélni rovnice (kap. 5): g’ (x5)Tg' (x5)(x — x) = —g’ (x1) Tg(xk)
Metoda s jednotkovou délkou kroku muze vzdy divergovat, vhodnou volbou
a lze konvergenci zajistit.

o Levenberg-Marguardt: x;41 = % — (&' (x)T&’ (%) + pl) "1 e’ (x) T(xx)

Pro malé p se blizi Gauss-Newtonové metodé, pro velké gradienty.

Kapitola 10 (Lokalni extrémy vazané rovnostmi)

e Linedrni omezeni: min ||Ax — bHQ, za podminek: Cx = d Prevedeme:
f(x) = %((Ax — b)T(Ax — b), tedy podm. stacionarity:
ATAx + CTA = ATb A Cx = d, coz lze pievést na maticovy tvar.

e Necht je zobrazeni g v bodé x € X a vektor v € R” je te¢ny k X v bodé x.
Pak g’ (x)v = 0 — Gradient je kolmy na vrstevnici.

e Pokud navic rank g’ (x) = m (tj. LN #adky) a vektor v je g’ (x)v = 0, pak v
je te¢né na X v bodé x.

o Lagrangian: L(x, ) = f(x) + ATg(x) = £(x) + A1g1(x + . + Amgm (%)) a
polozime parc. derivace podle vSech proménnych rovny 0.

e Regularni bod: Gradienty vazebni fce g(x) na mnoziné X jsou lin.
nezavislé,

Kapitola 11 (Linearni programovani)
e Stand. tvar: min{cTx|x € R™,Ax > b, A € R™*" b e R™}

Stand. Gpravy: maxcTx = min —¢Tx, aTx<b — —aTx > —b

— Rovnic. tvar: min{cTx|x € R™, Ax = b,x > 0}

— Slackové proménné: aTx > b — (aTx—u=b A u >0), <— +u

— Neomezend proménnéd: ¢ € R - = = zt —z7 A (ac+, z7)>0

— Po ¢astech afinni funkce: f(z) = max(c;Tx + d;), Chceme min:

min{f(z)|Ax > b} = min{z|(x,y) € R"11 Vi :¢;T +d; < z, Ax > b}

e Axiomy normy: [[x|| =0 — x =0, [lax| = \0‘|Hx|\, Hx-‘ryH < Il + iyl

= (21”4 .. 4 |zaP) /P p > 1
o Typické normy: ||zl = Y |z, 2l = 4/ Y 22, Izl
Pro A s LN sloupci je také ||Ax|| normou.
Reseni pieuréené lin soustavy v p-normé, tedy: ming||Ax — pr, z € R™
p=oco: min{zlzr ER", 2 €R,—21 < Ax — b < z1}
p=1 min{1Tz|]z e R", 2 € R, —z < Ax — b < z}
. LP relaxace: min{cTx|z € {0, 1}"Ax > b} pracujme s: z € [0, 1]"
— tato ’'uvolnénd’ tloha pak neméd vétsi optimdalni hodnotu nez puvodni
uloha, to proto ze optimalizujeme pfes vétsi mnozinu!

Definice p-normy: ||x||,, =

= max{|z;|}

Kapitola 12 (Konvexni mnoZiny a mnohostény)

e X CR"™ se nazyva konvexni, iff: z,y € X,0< a<1—= (Il —a)r+ay € X
Tedy kazdé dva body v mnoziné propojim tseckou ktera je celd v této
mnoziné.

e Vazeny souéet a1x1 + - - - + apx vektort x; € R™
— linearni kombinace <= «; € R

se nazyva jejich:

— afinni kombinace <—= a; €R, a1+ ---+ap =1
— nezaporna kombinace <— «; € R, Va; >0
— konvexni kombinace <= a; €ER, a1+ -+ o =1, Va; >0

e Konvex. (jiny) obal vektorti je mnozina vsech jejich konv. (jinych)
kombinaci. Konvex obal mnoziny X C R" je priinik véech konv. mnozin,
které X obsahuji.

Mnozina uzaviend vic¢i kombinacim linedrnim je lin. podprostor, afinnim je
afinni podp., nezdpornym je konvexni kuzel a konvexnim je konvexni
mnozina.

e DUSLEDEK: Prinik (konecné ¢i nekoneéné) konv. mnozin je konv. mnozina.

e Konvexni mnohostén je prunik koneé¢né mnoha uzavienych poloprostoru, je
to tedy mnozina: {x € R"|Ax > b}. Piiklady konv. mnohosténi: 0, R™,

intervaly (—o0, al, [a, o0), kazdy aff podpr, [—1,1]™

e Co neni polyedr: koule v R™n > 2, interval [0,a), {x € R"|Ax > b}

Bod =z € X je extremélnim bodem, iff neex. dva rizné body z X takové, ze x
je stred usecky tyto body spojujici.

e TFAE: z je extremdlni bod polyedru, 3 I C {1..m} tak ze Ayx = by a Ay,
coz ma LN sloupce (a Az = b).

e Opérna nadrovina konv. X C R" je nadrovina H = {x € R"|aTx = b} a
H N X # 0. Mnozina H N X se nazyva sténa mnohosténu. Sténa dim 0 je
vrchol, dim 1 je hrana a dim X — 1 je faseta. Kazdy extremalni bod je vrchol.

e Je-li H opérna nadrov. X, pak extr. bod X N H je i extr. bod X.

e TFAE: polyedr méa alespon jeden extr. bod, polyedr neobsahuje pfimku

e Méjme konvexni mnohostén, ktery neobsahuje primku. Jestlize linedrni
funkce mé na tomto mnohosténu minimum, pak tato funkce nabyva na
mnohosténu minima aspon v jednom z jeho extremdlnich bodu.

Kapitola 14 (Dualita)

min {cTx} max {bTy}
za podminek za podminek
= €R
A x| >|b y| >0
< <o
€R =
z| >0 AT y| < |ec
<o >

Dale: x pfip. primdrni fes., y prip. primarni res.
e SLABA DUALITA: cTx > bTy

e — pokud x,y jsou piipustnd feseni primédrn{ a dudlni tlohy a ¢Tx = bTy,
pak jsou to optimalni hodnoty obou tloh.

e PODM. KOMPL.: cTx = bTy iff na kazdém fadku alesponi jedna rovnost
(aktivni podminka)

e SILNA DUALITA: Primar mé opt. res. iff dudl ma opt. fes. y
mali Primar m& opt. fes. x a dudl ma opt. fes. y, pak cTx = bTy

primarni/dudlni ma optimum neomezena nepripustna
ma optimum ano ne ne
® neomezena ne ne ano
nepripustna ne ano ano

e STINOVE CENY:
f:R™ = R, f(b) = min{cTx|Ax > b,x > 0} = max{bTy|ATy < c,y > 0}
(pficemz primar i dual maji opt. fes.) Pokud m4 dudlni tloha pro dané b
jediné opt. fes. y*, pak je fce f v bodé b diferencovatelnd a %})b) =vy;-
i
Kapitola 15 (Konvexni funkce)
e Funkce f:R™ — R na mnoziné X C R™ se nazyv4 konvexni, iff:
z,y€ X,0<a<1l—= f(1—-a)z+ay) < (1—a)f(z)+ af(y)
o konkavni je funkce na mnoziné iff — f je konvexni na mnoziné
Jensenova nerovnost zobecnuje podminku konvexity fce:
z; € X, 20, ) a;=1— flarz1 +.. +ageg) < a1 f(z1) + ..+ ap f(zg)
e Pi: f(z) = max(z;) — f((1 — @)z + ay) = max((1 — a)z; + ay;) <
max((1 — a)z;) + max(ay;) = (1 — a) f(z) + af(y)..fce JC konvexni
Piiklady konvexnich fci: f(z) = e®® a € RnaR, f(z) =2 a>1Va<0na
Rit,f(z) =|z|* @ > 1 naR, f(z) =aTx+ b je zdroven konv. i konk,
f(z) = xTAx konv. pro A PSD, kazda norma je konv., xzlogx je konvexni na
R
. P;}Ilady konkdvnich fci: f(z) = log(xz) na Ry, xT Ax konk. pro A NSD,
fz) =220<a<1naRiy
Epigraf fce je mnozina {(z,y) € R"t1|f(z) < y}..mnozina nad grafem fce
Subkontura vysky y je {z € R"|f(z) < y}
Funkce je konvexni iff jeji epigraf je konvexni. Obousmérna implikace.
Kazda subkontura konv. fce je kovexni mnozina. Obracend implikace neplati.
At je f : R™ — R diferencovatelné. Pak je f konvexni na R", iff pro
x,y € R™ plati: f(y) > f(x) + f' (x)(y — x)..tzn T} fce f je v kazdém bodé
z € X vsude mensi nebo roven fci f
e At je f:R"™ — R dvakrat diferencovatelna. Pak je f konvexni na R"™, iff v
kazdém x € R™ je f'/(z) PSD.
e At gi..gx : R™ — R jsou konvexni, pak pro a; > 0 je f = o191 + .. + ap g
také konvexni. Muze se stat, ze i takovdto kombinace nekonvex. fci je
nakonec konvexni fce (f(z) = z° — z7).
Skladani konvex. fci nemusi byt konvex. fce. Napft.
Af fce g : R™ — R je konvex., A € R™X"™ b € R™, pak fce
h(x) = g(Ax + b) je konvexni.
e At I je libovolnad mnozina, g; : R™ — R jsou konv. fce. Pak:
f(xz) = max;cr(gi(x)) je konv fce, piedpokldddme Ze pro kazdé x maximum
existuje. Dané tim, ze epigraf f je prunikem epigrafi g;.

Kapitola 16 (Konvexni optimalizace)

e Necht funkce f : R™ — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R™ (tj. je to

konvexni optim. tloha). Pak kazdé lok. min. fce f na X je zdroven globalni.

Priklady konvexnich tloh: linedrni programovani, kvadratické programovéni,

kvadratické programovani s kvadratickymi omezenim, programovani na

kuzelu druhého fadu, semidefinitni programovani.

e Priklad nepfipustné tlohy: max{b|b = z + s + 100p, b < 40,b > 20}, kde
z...znalosti, s...Stésti, p...tento prehled, b...body ze zkousky

o Konvexni relaxace: kdyz mam konv. fci na slozité (nekonv.) mnoziné, vezmu
jeji konv. podmnozinu a ziskdm alespon horni odhad minima.

Autorstvi

Vytvofeno podmnozinou S (|S| = 8) ¢lenti (ne)chvalné (ne)proslulé tajné
skupiny zvané Memy pro zoufalce na B8B33 (znacime M).

Za obsah nikdo (rozhodné ani mnozina S, ani M) nikomu neruéi - je mozné, ze

jsme si vSe jen zlovolné vymysleli. :-)

Pokud byste chtéli zdrojovy kéd, ozvéte se na hodandom@fel.cvut.cz. Setite
papir, tisknéte nasi jednostrankovou verzi!

Hodné stésti ke zkousce, necht vas provazi sila a nejmensi &tverce!
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