
Maticová algebra
Symetrická matice: AT = A
Antisymetrická matice: AT =−A
Pseudo inverze A+ = (AT A)−1
Sklárnı́ součin pro matice A,B ∈ Rm×n ⟨A,B⟩= ∑

m
i=1 ∑

n
j=1 ai jbi j .

Ortogonálnı́ matice je čtvercová a všechny vektory jsou navzájem
kolmé.

Ortonormálnı́ matice splňuje podmı́nky ortogonálnı́ a jejı́ vektory
majı́ normu 1

Normy
∥v∥2 =

√
∑

n
i=1 v2

i

∥v∥∞ = maxi |vi|

∥v∥1 = ∑
n
i=1 |vi|

∥v∥p = (∑n
i=1 |vi|p)

1
p

Frobeniova norma ∥A∥=
√

∑
m
i=1 ∑

n
j=1 a2

i j ,A ∈ Rm×n

∥A∥=
√
⟨A,A⟩=

√
tr(AA⊤) =

√
λ1 + · · ·+λm,

kde λ1 ≥ ·· · ≥ λm ≥ 0
jsou vlastnı́ čı́sla PSD matice AA⊤.

Vzorečky inverzı́
(AB)−1 = B−1A−1

(αA)−1 = α−1A−1

(AT )−1 = (A−1)T čtv. matice má inverzi iff regulárnı́

Vzorečky determinantu a stopy
det(AB) = det(A)∗det(B)
det(A−1) = (det(A))−1

det(AT ) = det(A)
det(AB) = det(BA) tr(A+B) = tr(A)+ tr(B)
tr(αA) = αtr(A)
tr(AT ) = tr(A)
tr(AB) = tr(BA)
tr(A) = λ1 + · · ·+λn, kde A je symetrická

Vzorečky prostorů
(rng(A))⊥ = null(AT )
rng(AB)⊆ rng(A)
null(AB)⊇ null(B)
rank(AB)≤ min{rank(A),rank(B)}

Taylorův polynom
T k

x (y) = ∑
k
i=0

1
i! f (i)(x)(y− x)i,

T 0
x (y) = f (x),

T 1
x (y) = f (x)+ f ′(x)(y− x),

T 2
x (y) = f (x)+ f ′(x)(y− x)+ 1

2 f ′′(x)(y− x)2.

QR rozklad
A = QR
Q - ortogonálnı́ matice, R - hornı́ trojúhelnı́ková

Použitı́ při řešenı́ lineárnı́ch rovnic
Ax = b, rozložı́me A = QR a vynásobı́me soustavou zleva QT což

dá:
Rx = QT b

Nehomogennı́ lineárnı́ soustavy Ax = b
• nemá řešenı́ ⇐⇒ b ̸∈ rng(A)

• jediné řešenı́ ⇐⇒ b ∈ rng(A) a A má LN sloupce

• nekonečně řešenı́ ⇐⇒ b ∈ rng(A) a A má LZ sloupce

Afinnı́ prostory a zobrazenı́
af. kombinace: α1 ∗ x1 + ...+αn ∗ xn
množina A je af. podprostor ⇐⇒ je množina řešenı́ nějaké sous-

tavy Ax = b
af. nezáv.: Body x1, ...,xk ∈ Rn jsou afinně nezávislé, jestliže žádný

nenı́ afinnı́ kombinacı́ ostatnı́ch.

Ortogonalita
cos(ρ) = xT y

∥x∥∥y∥
Matice U ∈Rm×n má ortonormálnı́ sloupce =⇒ m ≥ n, UT U = I,

isometrie

Ortogonálnı́ projektory
Nechť X tvořı́ sloupce matice A, která má LN sloupce a X = rng(A)

pak projektor je roven P = AA+ = A(AT )−1AT

Pokud P je projektor na X pak (I −P) je projektor na x⊥

Pro projektor P platı́ že P2 = P = PT

rng(P) = X , null(P) = X⊥

Pokud má matice jeden řádek P = aaT

aT a

Vzdálenost bodu od roviny
Vzdálenost bodu b od prostoru X je ∥(I −P)b∥
Pokud b je bod, X , aT x = c, kde c ∈ R vzdálenost bodu je: |aT b−c|

∥a∥

Gramova-Schmitodtova ortonormalizace
neortonormálnı́ vektory a = a1, ...,an, se dajı́ převést na

ortonormálnı́ vektory v = v1, ...,vn, tak že span{a}= span{v}
v1 = a1
v2 = a2 − (qT

1 a2)q1
v3 = a3 − (qT

1 a3)q1 − (qT
2 a3)q2

atd... potom: vi =
vi

∥vi∥

MNČ
Lze zapsat jako Min

x∈Rn
∥Ax−b∥2 nebo Min

y∈rng(A)
∥y−b∥2

Algebraicky lze zapsat jako AT Ax = AT b

• A - matice koeficientů

• b - vektor výsledků

• x - vektor parametrů

pozorovánı́ je matice (a,b), kde a, jde do A a b jde do vektoru b (aka
jde o něco jako funkci b = f (a))

A má LN sloupce
• má jedno řešenı́

• A má LN sloupce ⇐⇒ x = (AT A)−1AT b

Řešenı́ QR rozkladem
A = QR
Rx = QT b

A má LZ sloupce
• má vı́ce řešenı́

• Najdeme jedno partikulárnı́ a přidáme k němu prostor
null(AT A) = null(A)

Vlastnı́ čı́sla
Av = λ ∗ v,v ̸= o, =⇒ (A−λ ∗ I) = o,v ̸= o, A ∈ Rn×m kde λ je

vlastnı́ čı́slo, v je vlastnı́ vektor, poté det(A−λ I) = 0
Vlastnosti determinantu
λ je vlastnı́ čı́slo maticeA ∈ Rn×m

poté platı́ λ

a = A
a ,kde a ∈ R

Určovánı́ definitnosti
Sylvesterovo pravidlo (podle determinantů)

• Pokud všechny vůdčı́ hlavnı́ minory jsou kladné tak je matice
pozitivně definitnı́

• Pokud se všechny vůdčı́ hlavnı́ minory střı́dajı́ se znaménkem
a znaménko začı́ná na - tak je matice negativně definitnı́

• Pokud všechny hlavnı́ minory jsou nezáporné tak je matice
pozitivně semidefinitnı́

Podle vlastnı́ch čı́sel
• positivně [negativně] semidefinitnı́, právě když má všechna

vlastnı́ čı́sla nezáporná [nekladná]

• positivně [negativně] definitnı́, právě když má všechna vlastnı́
čı́sla kladná [záporná]

• indefinitnı́, právě když má alespoň jedno kladné a alespoň
jedno záporné vlastnı́ čı́slo.

Spektrálnı́ rozklad symetrické matice
• Soustavu rovnic Avi = λivi, i = 1, ...,n lze zapsat maticově

jako AV =V Λ, kde Λ = diag(λ1, ...,λn),V = [v1...vn]

• Každou symetrickou matici A lze zapsat jako A = VΛVT =
λ1v1vT

1 + · · ·+λnvnvT
n , kde matice Λ je diagonálnı́ a V je or-

togonálnı́ (jejı́ sloupce jsou vlastnı́ vektory)

• Choleského rozklad: Nechť A ∈ Rn×n je symetrická. Je-li A
pozitivně semidefinitnı́, potom existuje dolnı́ trojúhelnı́ková
matice L ∈ Rn×n tak, že A = LLT .

• Je-li A pozitivně definitnı́, je taková matice L jediná.

Kvadratická forma (homog. polynom f: Rn →
R)

f (x) = xT Ax = xT ( 1
2 (A+AT ))x

Definitnost
• A je positivně semidefinitnı́ ⇐⇒ ∀x ∈ R,xT Ax ≥ 0

• A je positivně definitnı́ ⇐⇒ ∀x ∈ R,xT Ax > 0

• A je negativně definitnı́ ⇐⇒ ∀x ∈ R,xT Ax > 0

• A je indefinitnı́ ⇐⇒ existuje x∈R,y∈R,xT Ax> 0 a yT Ay>
0

A je neg[semi] def. ⇐⇒ −A je poz[semi] def.

PCA
Umožňuje snı́žit dimenzionalitu nějaké matice, lze formulovat jako

úlohu největšı́ stopu:

• Minimalizuj ∑
r
i=1 ∥ai − XXT ai∥2 za podmı́nky X ∈ Rm×k ,

XT X = I

• Maximalizuj ∑
r
i=1 ∥XT ai∥2 za podmı́nky X ∈Rm×k , XT X = I

• Maximalizuj tr(XT AAT X) za podmı́nky X ∈Rm×k , XT X = I

Kuchařka
1. Přepı́šeme úlohu na

max
{

tr(XT AAT X) | X ∈ Rm×k ,XT X = I
}

2. Najdeme spektrálnı́ rozklad AAT = VΛVT ∈Rm×m při řazenı́
λ1 ≥ ·· · ≥ λm a V =

[
v1 · · · vk vk+1 · · · vm

]
(X = v1...vk a Y = vk+1...vn)

3. Sloupce matice X tvořı́ ortonormálnı́ bázi hledaného
lineárnı́ho podprostoru dimenze k

4. Sloupce matice Y jsou ortonormálnı́ bázı́ jeho ortogonálnı́ho
doplňku dimenze m− k

5. Chyba proloženı́ je λk+1 + · · ·+λm

Pro k=1
B = AAT

max
{

xT Bx | x ∈ Rm,∥x∥= 1
}
= λ1

Pro affinı́ podprostory
Odečteme těžiště od bodů a = 1

n (a1 + · · ·+an).

SVD
Lze také použı́t na snı́ženı́ dimenzionality dat. Lze změřit numer-

ický rank.
Pro každou matici A ∈ Rm×n platı́

A = USVT = s1u1vT
1 + · · ·+ spupvT

p ,

kde p = min{m,n}, diagonálnı́ matice S ∈ Rp×p má na diagonále sin-
gulárnı́ čı́sla s1 ≥ ·· · ≥ sp ≥ 0 a matice

U =
[
u1 · · · up

]
∈ Rm×p, V =

[
v1 · · · vp

]
∈ Rn×p

majı́ ortonormálnı́ sloupce zvané levé/pravé singulárnı́ vektory.
Počet nenulových singulárnı́ch čı́sel matice A = rankA, ale spı́še se

pro malé ε > 0 uvažuje numerický rank

max{i | si > ε}

Pro každou matici A∈Rm×n hodnosti r platı́ ∥A∥=
√

s2
1 + · · ·+ s2

r .

Ortogonálnı́ matice má všechna singulárnı́ čı́sla rovna 1

Druhy SVD
Redukované SVD U ∈ Rm×p, S ∈ Rp×p, V ∈ Rn×p

Plné SVD U ∈ Rm×m, S ∈ Rm×n, V ∈ Rn×n

Rank-minimálnı́ SVD U ∈ Rm×r , S ∈ Rr×r , V ∈ Rn×r , kde r :=
rank A ≤ p

Protože r = rank S, čı́slo r je počet nenulových singulárnı́ch čı́sel.

Souvislost s vlastnı́mi čı́sly (postup z vlastnı́ch
čı́sel do SVD)

Z rank-minimálnı́ho SVD matice A = USVT dostaneme AAT =
US2UT a AT A = VS2VT . To jsou spektrálnı́ rozklady se stejnou
diagonálnı́ maticı́ S2.

• Matice AAT a AT A majı́ stejná kladná vlastnı́ čı́sla λ1 =
s2

1, . . . ,λr = s2
r

• Levé normalizované singulárnı́ vektory ui jsou vlastnı́ vektory
matice AAT

• Pravé normalizované singulárnı́ vektory v j jsou vlastnı́ vek-
tory matice AT A

Zı́skánı́ levého vlastnı́ho čı́sla z pravého
ui =

1
σi

Avi

Nejbližšı́ matice nižšı́ hodnosti (SVD)
Předpokládejme:
A ∈ Rm×n, A = USVT , s1 ≥ ·· · ≥ sp, p = min(m,n)
Eckart-young řešenı́ Nechť k ≤ p. Řešenı́m úlohy

min{∥A−B∥2 | B ∈ Rm×n, rank B ≤ k}

je matice
B∗ = USkVT = s1u1vT

1 + · · ·+ skukvT
k ,

1



kde Sk = diag(s1, . . . ,sk ,0) ∈ Rp×p.
Kvalita aproximace
Pro k = 1, . . . ,r−1 dostaneme

∥A−B∗∥
∥A∥

=

√
s2

k+1 + · · ·+ s2
r

s2
1 + · · ·+ s2

r

Pro r ≤ k ≤ p triviálně platı́ B∗ = A a chyba je 0.

PCA pomocı́ SVD
Předpokládejme: Matice A = [a1 . . .an] ∈ Rm×n má ve sloupcı́ch

datové vektory ai, předpokládáme ā = 0. Promı́táme je na podprostor
dimenze k. Řešenı́

1. Spočti redukované SVD A = USVT , kde s1 ≥ ·· · ≥ sp.

2. Označ X = [u1 . . .uk ] ∈ Rm×k .

3. Levé singulárnı́ vektory ui (vlastnı́ vektory matice AAT ) tvořı́
ortonormálnı́ bázi hledaného podprostoru dimenze k.

4. Souřadnice promı́tnutých bodů jsou sloupce matice XT A.

5. Optimálnı́ hodnota úlohy (absolutnı́ chyba) je s2
k+1 + · · ·+ s2

p.

Lineárnı́ programovánı́
Vytvořenı́ duálnı́ úlohy

min∑ j∈J c jx j max∑i∈I biyi
za podmı́nky za podmı́nky

∑ j∈J ai jx j = bi yi ∈ R, i ∈ I0

∑ j∈J ai jx j ≥ bi yi ≥ 0, i ∈ I+
∑ j∈J ai jx j ≤ bi yi ≤ 0, i ∈ I−

x j ∈ R ∑i∈I ai jyi = c j , j ∈ J0
x j ≥ 0 ∑i∈I ai jyi ≤ c j , j ∈ J+
x j ≤ 0 ∑i∈I ai jyi ≥ c j , j ∈ J−

Vlastnosti duálnı́ úlohy
primárnı́/duálnı́ má optimum neomezená nepřı́pustná

má optimum ano ne ne
neomezená ne ne ano
nepřı́pustná ne ano ano

Věta o komplementaritě
∑ j∈J ai jx j = bi nebo yi = 0 ∀i ∈ I,

x j = 0 nebo ∑i∈I ai jy j = c j ∀ j ∈ J.

Konvexnı́ optimalizace
Minimalizace konvexnı́ch funkcı́ na konvexnı́ch množinách.

Kombinace α1x1 + · · ·+αkxk
• Lin: αi ∈ R

• Aff: ∑αi = 1

• Nezáp: αi ≥ 0 (konvexnı́ kužel)

• Konvex: ∑αi = 1,αi ≥ 0

Pojmy
• Epigraf funkce je množina

{
(x,y) ∈ Rn+1 | f (x)≤ y

}
.

• Subkontura výšky y je množina {x ∈ Rn | f (x)≤ y}.

Konvexnı́ funkce
Funkce f : Rn → R je konvexnı́ na konvexnı́ množině X ⊆ Rn,

jestliže:
x ∈ X ,y ∈ X ,0 ≤ α ≤ 1 =⇒ f ((1 − α)x + αy) ≤ (1 −

α) f (x)+α f (y).
Funkce je konvexnı́ pokud je jejı́ epigraf konvexnı́.

Podmı́nka 1. řádu
Diferencovatelná funkce f : Rn → R je konvexnı́ na otevřené kon-

vexnı́ množině X ⊆ Rn, právě když

x,y ∈ X =⇒ f (y)≥ f (x)+ f ′(x)(y−x).

Podmı́nka 2. řádu
Dvakrát diferencovatelná funkce f : Rn → R je konvexnı́ na

otevřené konvexnı́ množině X ⊆ Rn, právě když v každém bodě x ∈ X
je Hessova matice f ′′(x) pozitivně semidefinitnı́.

operace zachovávajı́cı́ konvexitu
• Nechť g1, . . . ,gk : Rn → R jsou konvexnı́ funkce a nechť

α1, . . . ,αk ≥ 0. Pak funkce f =α1g1 + · · ·+αkgk je konvexnı́.

• Nechť funkce f : R→R je konvexnı́. Nechť funkce g : R→R
je konvexnı́ a neklesajı́cı́. Pak složená funkce g ◦ f (daná
předpisem (g◦ f )(x) = g( f (x))) je konvexnı́.

• Nechť funkce fi : R → R, i ∈ I jsou konvexnı́. Pak funkce
maxi∈I( fi(x)) je konvexnı́.

• Nechť funkce f : R → R je konvexnı́, A ∈ Rm×n,b ∈ Rn pak
g(x) = f (Ax+b) je konvexnı́

Volné lokálnı́ extrémy
Nechť funkce f :Rn →R je v bodě x∈Rn dvakrát diferencovatelná.

• Jestliže x je lokálnı́ minimum [maximum] funkce f , pak platı́
f ′(x) = 0 a Hessova matice f ′′(x) je pozitivně [negativně]
semidefinitnı́.

• Jestliže platı́ f ′(x) = 0 a Hessova matice f ′′(x) je pozitivně
[negativně] definitnı́, pak x je ostré lokálnı́ minimum [maxi-
mum] funkce f .

Iteračnı́ metody
• Iterace: xk+1 = xk +αkvk .

• Hledánı́ optimálnı́ho kroku (parametr α)

– ϕk(α) := f (xk +αvk),Minα∈R ϕk(α)

– najdeme nulovou derivaci a zvolı́me extrém který je
kladný (takže pokud vyjdou potenciálně dva extrémy
s alpha tak alpha musı́ být kladné)

• Gradientnı́ metoda - jako dalšı́ krok od počátečnı́ho odhadu
zvolı́me zápornou hodnotu gradientu

– vk =− f ′(xk)
T =−∇ f (xk).

• Newtonova metoda

– Původně určená na hledánı́ kořenů. Snažı́ se najı́t
kořeny Taylorova polynomu funkce. Takže pro min-
imalizaci musı́me pracovat s jacobiho maticı́ funkce,
jinak bychom hledali také kořeny.

– vk =− f ′′(xk)
−1 f ′(xk)

T - pro hledánı́ extrémů funkce
f

– doporučuje délku kroku
– Newtonův směr je sestupný pokud f ′ ̸= 0 a f ′′ je poz-

itivně definitnı́

• Pro náhodně zvolený vektor vk ∈ Rn vypočteme směrovou
derivaci

– je-li nulová, možná už jsme ve stacionárnı́m bodě;
– je-li záporná, vk je sestupný směr;
– je-li kladná, −vk je sestupný směr.

Nelineárnı́ MNČ (ř. soustavy rovnic)
• Mějme soustavu rovnic g(x) = 0

• f (x) := ∥g(x)∥2 = ∑
m
i=1 gi(x)2, x ∈ Rn.

• Poté nl. MNČ řešı́ Minx∈R f (x)

Solvery nl. MNČ - pokračovánı́ it. metod
• Gaussova-Newtonova metoda

– Rovnicová g(x) = 0
– mı́sto hledánı́ minima ∥g(y)∥2 minimalizujeme ∥T1,k(y)∥2,

– vk =−g′(xk)
+g(xk)

– Jakobiho matice g′(xk) musı́ mı́t LN sloupce.
– speciálnı́ přı́pad n rovnic o n neznámých vk =

−g′(xk)
−1g(xk).

– Optimalizačnı́ Minx∈R g(x)
– vk =−(g′(xk)

T g′(xk))
−1g′(xk)

T g(xk)

• Levenbergova-Marquardtova metoda

– kombinace gradientnı́ a Gauss-newtonovy metody

– vk =−
(
g′(xk)

T g′(xk)+µkI
)−1 g′(xk)

T g(xk)

– čı́m vı́ce µ tı́m vı́ce adidas (gradientnı́ metoda), kom-
pletně GN pro µ = 0

– zvolı́me nějakou konstantu q > 1 např. 2 a začneme
s nějakou velkou hodnotou µ0. Pokud se účelová
funkce snı́žı́ dalšı́ krok bude µk+1 = uk/q. Pokud se
zvýšı́ µk+1 = ukq

Vázané extrémy
• Pojmy

– regulárnı́ bod - bod x ∈ R zobrazenı́ g : Rn → Rm,
pokud je zobrazenı́ v bodě spojitě diferenciovatelné
a Jacobiho matice má LN řádky

• λL(x) = L(x,λ ) = f (x)+λ T g(x)

• Podmı́nka prvnı́ho řádu

– Nechť funkce f : Rn → R, g : Rn → Rm jsou spo-
jitě diferencovatelné v regulárnı́m bodě x zobrazenı́
g. Jestliže x je lokálnı́ extrém funkce f za podmı́nky
g(x) = 0m, pak existuje λ ∈ Rm, splňujı́cı́ λL′(x) =
f ′(x)+λ T g′(x) = 0n,

• Podmı́nka druhého řádu

λL′′(x) je pozitivně definitnı́ na null g′(x)

⇓
x je vázané minimum f

⇓

λL′′(x) je pozitivně semidefinitnı́ na null g′(x)

Hashmapa na úlohy
• Najı́t singulárnı́ čı́sla matice → Souvislost s vlastnı́mi čı́sly

(postup z vlastnı́ch čı́sel do SVD)

• Najděte kolmé projekce vektoru x na

– span{v},v ∈ Rn Ortogonálnı́ projektory - matice má
jeden řádek

– rng(A),kde de f (A) ̸= 0 potom udělej projekci na
null(A) a referuj na sekci Ortogonálnı́ projektory
pro zı́kánı́ projektoru na ortogonálnı́ doplněk. (nebo
pokud se to nevyplatı́ tak udělej z A něco co má stejný
range ale LN sloupce)

– null(A) to zı́skáš rovnicı́ Ax = 0
– span{AT } potom udělej zase projekci na null(AT )

stejně jako předtı́m

• najděte globálnı́ extrémy funkce (nelineárnı́) s vı́ce než 1
podmı́nkou

– pokud má vnitřek najdi volné extrémy

– najdi extrémy pro všechny různé podmı́nky stejně
jako kdyby funkce měla jen jednu podmı́nku a vyber
jen výsledky splňujı́cı́ všechny podmı́nky

– Vypočı́tej průnik všech množin a zkus jestli nenı́
extrém na každém průniku

• Najdi extrémy na uzavřené množině

– Použij lagrange a nezapomeň na podmı́nku druhého
řádu (nedělej podle lambda hessian to tě nezajı́má)

• Proložit kružnici pomocı́ nejmenšı́ch čtverců

– Minimalizuj g(xi,yi) =
√

(xi −u)2 +(yi − v)2 − r

• Máme množinu X = {(x,y,z) | x = t,y = 2t,z = 1− t, t ∈R}.

– Je to affinı́ podprostor (s offsetem (0,0,1)) musı́š najı́t
null(A) a potom dostadit offset do matice null(A)
a zı́skat výsledek b. Nakonec dopadneš s něčı́m ve
zadaném formátu

– vzdálenost prı́mky od bodu. Na to je vzoreček
(vzdálenost bodu od roviny), také lze nejdřı́v od bodu
odečı́st offset (0,0,1) a potom spočı́tat projektor na or-
togonálnı́ prostor X.

• Jsou dány dvě mimoběžky v Rn, n ≥ 3, každá je zadána bo-
dem, kterým procházı́, a směrovým vektorem. Najděte jejich
vzdálenost metodou nejmenšı́ch čtverců.

– (a) Nechť jsou přı́mky popsány jako {a1 + t1s1 | t1 ∈
R} a {a2 + t2s2 | t2 ∈ R}. Hledá se minimum ∥x1 −
x2∥ za podmı́nek, že x1 = a1 + t1s1 a x2 = a2 + t1s2.
Řešı́me přeurečenou soustavu s n rovnicemi a dvěma
proměnnými t1, t2: a1 + t1s1 = a2 + t2s2. Soustavu lze
zapsat maticově

[
s1 −s2

][t1
t2

]
= [a2 −a1].

Soustavu normálnı́ch rovnic dostaneme po
vynásobenı́ maticı́ [

sT
1

−sT
2

]
zleva :

[
∥s1∥2 −sT

1 s2
−sT

1 s2 ∥s2∥2

][
t1
t2

]
=

[
sT

1 (a2 −a1)
−sT

2 (a2 −a1)

]
.
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