Maticova algebra

Symetrickd matice: AT = A

Antisymetrickd matice: A7 = —A

Pseudo inverze At = (ATA)~1

Sklarni sou¢in pro matice A, B € R"*" (A, B) = Y1 Y} aijbij.

Ortogondlni matice je ¢tvercova a vSechny vektory jsou navzdjem
kolmé.

Ortonormdlni matice spliiuje podminky ortogondlni a jeji vektory
maji normu 1

Normy

[Vlla = /T2 v? lIvlh =X il

[IV]leo = max; |v;] vllp = (X [vil?) P

Frobeniova norma ||A| = WA c RN

Al = \/(A.A) = VrAAT) = VA T+ A,
kde Ay >--->1,>0

jsou vlastni &isla PSD matice AAT.

Vzorecky inverzi

(AB)"' =B7'a"!

(ad) ' =a"'A!

(AT)~! = (A~")T &tv. matice m4 inverzi iff reguldrni
Vzorecky determinantu a stopy

det(AB) = det(A) «det (B)

det(A1) = (det(A))™!

det(AT) = det(A)

det(AB) = det(BA) tr(A +B) = tr(A) + tr(B)

tr(0tA) = atr(A)
tr(AT) = tr(A)
tr(AB) = tr(BA)
r(A) =L+ + A,
Vzorecky prostoru
(rng(A))* = null(AT)
rng(AB) C rng(A)
null(AB) 2 null(B)
rank(AB) < min{rank(A

kde A je symetricka

),rank(B)}
Taylorav polynom
TEG) = Lo 1 /00— ),

T0() = £(x),
T‘()) J@) + () (y —x),
T2() = f(0) + f/ () —2) + 1/ () (y = %)%
QR rozklad
A=QR

Q - ortogondlni matice, R - horn{ trojihelnikova
Pouziti pri FeSeni linearnich rovnic
Ax = b, rozloZime A = QR a vynasobime soustavou zleva Q7 coz
da:
Rx=0"h
Nehomogenni linearni soustavy Ax = b
e nemd feSeni <= b & rng(A)

* jediné feSeni <= b € rng(A) a A ma LN sloupce

* nekone¢né feeni <= b € rng(A) a A ma LZ sloupce

Afinni prostory a zobrazeni

af. kombinace: o * x| + ... + 0, * X,

mnozina A je af. podprostor <= je mnoZina feSeni n¢jaké sous-
tavy Ax=>

af. nezdv.: Body x|, ...,xx € Rn jsou afinné nezévislé, jestlize zadny
nenf afinni kombinaci ostatnich.

Ortogonallta

cos(p) = piy
Matice U € R"*" m4 ortonormalni sloupce == m >n, UTU =1,
isometrie

Ortogonalni projektory

Nechi X tvoif sloupce matice A, kterd ma LN sloupce a X = rng(A)
pak projektor je roven P = AA* = A(AT)~1AT

Pokud P je projektor na X pak (1 — P) je projektor na x*

Pro projektor P plati 7e P> = P =

rng(P) =X, null(P) = X+

Pokud md matice jeden fddek P = %

Vzdalenost bodu od roviny
Vzdalenost bodu b od prostoru X je ||(I — P)b||
Pokud b je bod, X, a’ x = ¢, kde ¢ € R vzdélenost bodu je:

laT b—c|

[lal

Gramova-Schmitodtova ortonormalizace

neortonormdlni vektory a = ay,...,a,, se daji prevést na

ortonormdlni vektory v = v, ...,v,, tak Ze span{a} = span{v}
Vi =ap
v =a— (CllTaz)ﬂll
vi=a3—(qia3)q1 ~ (45 a3)2
atd... potom: v; = "—:H
MNC

Lze zapsat jako Min||Ax — b||> nebo Min ||y —b||?
xeR? yerng(A)

Algebraicky lze zapsat jako ATAx = ATh
* A - matice koeficientl
* b - vektor vysledki
¢ x - vektor parametri

pozorovani je matice (a,b), kde a, jde do A a b jde do vektoru b (aka
jde o n&co jako funkci b = f(a))

A ma LN sloupce

¢ ma jedno feSeni

* AmiLN sloupce <= x=(ATA)"'ATh

Reseni QR rozkladem

A=QR
=0"p
A ma LZ sloupce

¢ ma vice feSeni

¢ Najdeme jedno partikuldrni a piidime k nému prostor
null(ATA) = null(A)

Vlastni ¢isla
Av=Axvv#0, = (A—AxI)=0,v#0, A€ R™ kde A je
vlastni &islo, v je vlastni vektor, poté det (A — AI) =
Vlastnosti determinantu
Aje vlastni &islo maticeA € R
poté platiZ 2 A ,kdeae R

Urcovani deﬁnltnosti
Sylvesterovo pravidlo (podle determinantit)
* Pokud vSechny viid¢i hlavni minory jsou kladné tak je matice
pozitivné definitni
¢ Pokud se viechny viid¢i hlavni minory stiidaji se znaménkem
a znaménko zacind na - tak je matice negativné definitn{

* Pokud vSechny hlavni minory jsou nezdporné tak je matice
pozitivné semidefinitn{

Podle vlastnich ¢isel
e positivné [negativné] semidefinitni, pravé kdyz ma vSechna
vlastni ¢isla nezdpornd [nekladnd]

positivné [negativné] definitni, pravé kdyz m4 vSechna vlastni
¢isla kladnd [zapornd]

indefinitni, pravé kdyZ ma alesponi jedno kladné a alespon
jedno zéporné vlastni ¢islo.

Spektralni rozklad symetrické matice

* Soustavu rovnic Av; = A;v;,i = 1,....n lze zapsat maticové
jako AV = VA, kde A = diag(A1,...,A),V = [v1...v]

+ Kazdou symetrickou matici A lze zapsat jako A = VAV’ =
Avivi+--- 4+ 24,v, v, kde matice A je diagondlni a V je or-
togondlni (jeji sloupce jsou vlastni vektory)

* Choleského rozklad: Nechf A € R™*" je symetrickd. Je-li A
pozitivné semidefinitni, potom existuje dolni trojihelnikova

matice L € R"*" tak, 7e A = LL”.

* Je-li A pozitivné definitni, je takovd matice L jedina.

Kvadraticka forma (homog. polynom f: R" —

R)
Flx)=xTAx=xT(L(A+AT))x
Definitnost

* A je positivné semidefinitni <= Vx € R,xTAx >0
* A je positivné definitni <= Vx € R,x"Ax >0
* A je negativng definitni <= Vx € R,x"Ax >0

* Ajeindefinitni <= existujex € R,y € R,x"Ax>0ay’ Ay >
0

A je neg[semi] def. <= —A je poz[semi] def.

PCA

UmoZiuje sniZit dimenzionalitu néjaké matice, 1ze formulovat jako
dlohu nejvetsi stopu:

. M]mmahzuj Yo |la; — XX"a;]|> za podminky X € R™<k,

X'X =1
+ Maximalizuj ¥/, |X"a;||> za podminky X € R™* XTX =1
+ Maximalizuj tr(X” AA”X) za podminky X € R™* X"X =1

Kucharka

1. PrepiSeme tdlohu na
max {tr(XTAATX) [ X e R™* XTX = I}
2. Najdeme spektralni rozklad AAT = VAVT € R™*™ pfi fazeni

M>-2A,aV=1[Vi - Ve Ve oVl
X=vi.vraY =vrp...vy)

3. Sloupce matice X tvoii ortonormdlni bdzi hledaného
linearniho podprostoru dimenze &

4. Sloupce matice Y jsou ortonormdlni baz{ jeho ortogondlniho
dopliiku dimenze m — k

5. Chyba proloZeni je Agr1 + -+ Ap

Pro k=1
B=AAT
max {x"Bx | x eR" |x|| =1} =4
Pro affini podprostory
Odecteme t&7isté od bodi a = %(al +-otay).

SVD

Lze také pouzit na sniZeni dimenzionality dat. Lze zméfit numer-
icky rank.
Pro kazdou matici A € R”*" plati

A=USV’ :s1u1V|T+~--+spu,,vgﬁ

kde p = min{m, n} diagondlni matice S € R”*” m4 na diagondle sin-

guldrni ¢islas; > --- > s, > 0 a matice

U= [u u,] ER™P V= v, € RPP
maji ortonormdlni sloupce zvané levé/pravé singuldrni vektory.
Pocet nenulovych singuldrnich ¢isel matice A = rankA, ale spiSe se

pro malé € > 0 uvazuje numericky rank

max{i|s; > €}

Pro kazdou matici A € R"*" hodnosti r plati

= U‘%-&-----ﬁ—sf.
Ortogondlni matice md vSechna singuldrni ¢isla rovna 1
Druhy SVD

Redukované SVD U € R™*7 S € RP*P, V € R

Plne SVD U e RI”XIYI S E R/UXH V E R)l)(n

Rank-minimalni SVD U € ]R’”X’, SeR™, VeR"™, kder:=
rank A < p

ProtoZe r = rank S, &islo r je poCet nenulovych singuldrnich isel.

Souvislost s vlastnimi ¢isly (postup z vlastnich
¢isel do SVD)

Z rank-minimalntho SVD matice A = USV” dostaneme AA”T =
US?U” a ATA = VSV, To jsou spektrilni rozklady se stejnou
diagondln{ matici S%.

« Matice AAT

2 _ 2
STy Ay =57

a ATA majf stejnd kladnd vlastni &isla A =

* Levé normalizované singuldrni vektory u; jsou vlastni vektory
matice AAT

* Pravé normalizované singuldrni vektory v; jsou vlastni vek-
tory matice ATA

Ziskani levého vlastniho ¢isla z pravého
U = L.AVi

evvs

Nejblizsi matice nizsi hodnosti (SVD)

Predpoklddejme: )
AeR™m  A=USV', s >--->s5, p=min(mn)
Eckart-young FeSeni Necht k < p. ReSenim iilohy

min{[|A —BJ|? | B € R™", rank B < k}

je matice

B* =US, V' =sjuyv/ +~~~+skukvl‘,



kde Sy = diag(si,...,s,0) € R?*P.
Kbvalita aproximace
Prok=1,..., r— 1 dostaneme

JA—B _ [+
TaT F ]

Pro r <k < p trividlné plati B* = A a chyba je 0.

PCA pomoci SVD

Predpoklddejme: Matice A = [a;...a,] € R™" md ve sloupcich
datové vektory a;, pfedpoklddime a = 0. Promitime je na podprostor
dimenze k. ReSeni

1. Spoéti redukované SVD A = USV7 kde s; > --- > Sp-
2. Oznaé X = [u;...w] € R™K,

3. Levé singularni vektory u; (vlastni vektory matice AAT) tvoi{
ortonormdlni bdzi hledaného podprostoru dimenze k.

4. Soufadnice promitnutych bodi jsou sloupce matice X' A.

5. Optimdln{ hodnota tilohy (absolutni chyba) je sz, | + -+ +53.

Linearni programovani

Vytvoreni dualni alohy

miny je; ¢;x; max Y s biyi
za podminky za podminky
Yjesaijxj = bi YiER, i€l
Y jesaijxj > bi yi=0, i€l
Yjesaijxj < b; yi<0, iel
xj€R Yieraijyi=cj, Jj€Jo
xj =0 Yicraijyi <cj, Je€J+
x; <0 Yieraijyi 2 ¢j, jeJ-
Vlastnosti dualni dlohy
[ primdrni/dudini ][ md optimum [ neomezend | nepfipustnd |
ma optimum ano ne ne
neomezena ne ne ano
nepiipustnd ne ano ano
Véta o komplementarité
Yjesaijxj=>b; nebo  y;=0 viel,

xj=0 nebo  Yajy;=c; VjeJ

Konvexni optimalizace

Minimalizace konvexnich funkci na konvexnich mnoZzinéch.

Kombinace ot x| + - - + oyxy
e Lin: o €R

o Aff: Yo, =1
¢ Nezip: o; > 0 (konvexni kuzel)
* Konvex: Yo, =1,0, >0
Pojmy
* Epigraf funkce je mnozina {(x,y) € R"™*! | f(x) < y}.

* Subkontura vy3ky y je mnoZina {x € R" | f(x) < y}.

Konvexni funkce

Funkce f: R" — R je konvexni na konvexni mnoziné X C R”,
jestlize:

xeXyeX0<a<l = fll-ax+ay < (-
a)f(x) +af(y).

Funkce je konvexni pokud je jeji epigraf konvexni.

Podminka 1. Ffadu

Diferencovatelnd funkce f : R” — R je konvexni na oteviené kon-
vexni mnoziné X C R”, pravé kdyz

x,yeX = f(y) > f(x)+f (x)(y —x).

Podminka 2. fadu

Dvakrat diferencovatelnd funkce f : R” — R je konvexni na
oteviené konvexni mnoZiné X C R”, pravé kdyZ v kazdém bodé x € X
je Hessova matice f”(x) pozitivné semidefinitni.

operace zachovavajici konvexitu

e Nechi gi,...,g : R" — R jsou konvexni funkce a necht
oy,...,04 > 0. Pak funkce f = a1 g1 +- - - + 0% g« je konvexni.

Nechi funkce f: R — R je konvexni. Necht funkce g : R — R
je konvexni a neklesajici. Pak sloZend funkce go f (dand
piedpisem (go f)(x) = g(f(x))) je konvexni.

Nechi funkce f; : R — R,i € I jsou konvexni. Pak funkce
maxier(fi(x)) je konvexni.

Necht funkce f R — R je konvexni, A € R"*" b € R" pak
g(x) = f(Ax+b) je konvexni

Volné lokalni extrémy

Nechi funkce f: R" — R je v bodé x € R" dvakrit diferencovatelnd.

 JestliZe x je lokalni minimum [maximum] funkce f, pak plati
f'(x) = 0 a Hessova matice f”(x) je pozitivné [negativné]
semidefinitni.

« Jestlize plati f(x) =0 a Hessova matice f”(x) je pozitivng
[negativné] definitni, pak x je ostré lokdlni minimum [maxi-
mum] funkce f.

Itera¢ni metody
o lterace: X+ = Xi + O Vi

« Hledani optimalniho kroku (parametr )

- () := f(X + avi),Minger @ (@)

- najdeme nulovou derivaci a zvolime extrém ktery je
kladny (takZe pokud vyjdou potencidlné dva extrémy
s alpha tak alpha musi byt kladné)

¢ Gradientni metoda - jako dal$i krok od po¢ate¢niho odhadu
zvolime zdpornou hodnotu gradientu

- i =—f(x%)" = -Vf(x0).
* Newtonova metoda

- Pivodné urcend na hleddni kofentl. SnaZi se najit
kofeny Taylorova polynomu funkce. TakZe pro min-
imalizaci musime pracovat s jacobiho matici funkce,
jinak bychom hledali také kofeny.

- v =—f"(x) 7" f'(x¢)7 - pro hledén{ extrémi funkce

— doporucuje délku kroku

— Newtondv smér je sestupny pokud ' # 0 a f” je poz-
itivné definitn{

* Pro ndhodné zvoleny vektor v € R" vypofteme smérovou
derivaci
— je-li nulovd, moznd uZ jsme ve staciondrnim bod¢;
— je-li zdpornd, v; je sestupny smér;
— je-li kladnd, —vy je sestupny smér.

Nelinedrni MNC (. soustavy rovnic)

* Mg&jme soustavu rovnic g(x) =0
© fx) =g =T (%)%

+ Poté nl. MNC fesi Min,cg f(x)

x € R".

Solvery nl. MNC - pokracovani it. metod

¢ Gaussova-Newtonova metoda

— Rovnicova g(x) =0

— misto hled4ni minima ||g(y)]? 12,

= vie=—g(x) " g(xc)
— Jakobiho matice g’ (x;) musi mit LN sloupce.

minimalizujeme || T «(y)

— specidlni pfipad n rovnic o n neznidmych v; =
—g/ (%) ' g(xx)-

— Optimalizaéni Min,cg g(x)

- ve=—(g'(x) g (%) ' (%) (%)

* Levenbergova-Marquardtova metoda

— kombinace gradientni a Gauss-newtonovy metody

- = — ()T )+ ) T (k) g(xe)
¢im vice p tim vice adidas (gradientni metoda), kom-
pletné GN pro 4 =0

— zvolime né&jakou konstantu g > 1 napf. 2 a zatneme
s né&jakou velkou hodnotou . Pokud se tcelova

funkce sniZi dalsi krok bude py1 = ux/q. Pokud se
ZVySt 1 = uq

Vazané extrémy

* Pojmy

— reguldrni bod - bod x € R zobrazeni g : R" — R,
pokud je zobrazeni v bodé spojité diferenciovatelné
a Jacobiho matice ma LN fadky

© M(x)=L(x,A) = f(x) +ATg(x)
* Podminka prvniho Fadu
— Nechf funkce f:R" - R, g: R" — R" jsou spo-

jit¢ diferencovatelné v reguldrnim bodé x zobrazeni
g. JestliZe x je lokdlni extrém funkce f za podminky
g(x) = 0, pak existuje A € R™, spliiujici AL'(x) =
F(x)+ATg (x) =0,

* Podminka druhého Fadu
AL"(x) je pozitivné definitn{ na null g’ (x)
I
X je vdzané minimum f
I

AL"(x) je pozitivné semidefinitni na null g’ (x)

Hashmapa na dlohy

« Najit singularni ¢isla matice — Souvislost s vlastnimi ¢isly
(postup z vlastnich ¢isel do SVD)

* Najdéte kolmé projekce vektoru x na

span{v},v € R" Ortogondlni projektory - matice ma
jeden fadek

rng(A),kde def(A) # 0 potom udélej projekci na
null(A) a referuj na sekci Ortogondlni projektory
pro zikani projektoru na ortogondlni doplnék. (nebo
pokud se to nevyplati tak udélej z A néco co m4 stejny
range ale LN sloupce)

null(A) to ziskas rovnici Ax = 0

span{AT} potom udélej zase projekci na null(AT)
stejné jako predtim

* najdéte globdlni extrémy funkce (nelinedrni) s vice nez 1
podminkou

pokud ma vnitfek najdi volné extrémy

najdi extrémy pro vSechny rizné podminky stejné&
jako kdyby funkce méla jen jednu podminku a vyber
jen vysledky spliiujici vSechny podminky

Vypoditej prinik vSech mnoZin a zkus jestli neni
extrém na kazdém priniku

¢ Najdi extrémy na uzaviené mnoziné

Pouzij lagrange a nezapometi na podminku druhého
fadu (nedélej podle lambda hessian to t&€ nezajima)

¢ Prolozit kruznici pomoci nejmensich &tverci

Minimalizuj g(xi,y;) = /(xi — )2+ (yi —v)2 —r

* Mame mnozinu X = {(x,y,z) |x=1,y=2t,z=1—1,1 €R}.

Je to affini podprostor (s offsetem (0,0,1)) musis najit
null(A) a potom dostadit offset do matice null(A)
a ziskat vysledek b. Nakonec dopadne$ s nécim ve
zadaném formdtu

vzddlenost primky od bodu. Na to je vzorefek
(vzdalenost bodu od roviny), také Ize nejdiiv od bodu
odecist offset (0,0,1) a potom spocitat projektor na or-
togondlni prostor X.

* Jsou ddny dvé mimobézky v R", n > 3, kazda je zaddna bo-
dem, kterym prochdzi, a smérovym vektorem. Najdéte jejich
vzddlenost metodou nejmensich &tvercd.

(a) Nechi jsou ptimky popsény jako {a; +11s) | 1] €
R} a {ay +1s; |, € R}. Hledd se minimum ||x; —
X; || za podminek, Ze x; = a; +18; a Xo = ay + 1.
Resime preureenou soustavu s n rovnicemi a dvéma
proménnymi t1,f: aj 18] = a, +18;. Soustavu lze
zapsat maticové

[st —s] E] =[ay—ay].

Soustavu  normdlnich  rovnic

vyndsobeni matici

dostaneme  po

T
S]
zleva:
[755]
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