OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

1. (2 body) Najdéte vzdalenost bodu z = (1,0, 1,0) € R* od nadroviny {x; a’x = b}, kde a = (1,1,1,2), b = 3.

la”z—b| _ (1,1,1,2)(1,0,1,00-3] _ 1 . ; “r o Axp . P
Tl 1A, = K jeho odvozeni staci védét, ze velikost pravoiihlého

Mizeme vyuzit napt. znamého vzorce

la” 2|

prumétu vektoru z na primku se smérem a je T

Pro ziskani vzdalenosti od té nadroviny ale musime vektor posunout o

—Xg, kde xg je libovolny vektor spliiujici a’xg = b. Tim dostaneme |aT(HZa]x°)‘ = ‘a]:[m
2. Necht X = span{(1,2,3,4),(1,0,1,0),(0,1,0,0)}. Najdéte
a) (1 bod) béazi podprostoru X+,
b) (1 bod) matici ortogonalniho projektoru na podprostor X,
¢) (1 bod) matici ortogonédlniho projektoru na podprostor X.
2 4 0 -4 2
0 0 0 0 0
1 _ _1 ~ _yuT =1 _
a) X+ =span{(2,0,-2,1)},b) U = 3 9 , projektor P = UU 5| 4 0 4 -2 ,c)l—P
1 2 0 -2 1

3. Méame 5 pozorovani (0,1),(1,1),(2,3),(3,3),(4,4) tvaru (x;,y;). Hleddme optimalni regresni pfimku y = 61z + 6o, kde
01,05 € R jsou hledané parametry.

a) (1 bod) Formulujte tlohu maticové jako problém nejmensich ¢tverct.
b) (2 body) Vyfeste tento problém.

0 1 1
11 0 1
A=1[2 1 ,0:[01}&: 3
3 1 2 3
4 1 4

Hleddme 6 € R? minimalizujici ||A0 —b||?. To je to samé, jako Tesit soustavu normalnich rovnic ATA§ = ATb, co# je soustava

o 5 lel =[]

jejiz jediné Teseni je 6, = 05 = 2.

4. Pro matici A € R®*® hleddme nejblizsi matici hodnosti < 3. Vime, ze matice AT A m4 vlastni ¢isla 2,1, 4,9, 0.

a) (1 bod) Formulujte tlohu maticové jako optimalizaéni problém a napiste hodnotu udelové funkce v optimu.
b) (1 bod) Jaké bude optimélni feSeni tohoto problému, budeme-li hledat matici hodnosti < 47

a) min ||B — A||? pro B € R1®*5 kde rank B < 3. V optimu je chyba s + s = 1. b) Protoze A mé podle hodnot singularnich
¢isel hodnost 4, bude optiméalni feseni pravé A a chyba bude nulova.
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
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Piiklady z prvni ¢asti vyreste a odpovédi véetné postupu napiste do pripravenych mezer.

. Necht X = {(z1,z2,23,24); 1 = x4}, 2= (4,3,2,1). Najdéte kolmou projekci vektoru z

a) (2 body) na X,
b) (1 bod) na X+

Je snadnéjsi zacit podilohou b), nebot X' je generovan pouze jednim vektorem. b)y = (4’3’2‘1)\%’070’71) (1’0%71) =

2(1,0,0,—1). a) x=z—y = (5/2,3,2,5/2)

. (2 body) Pro afinni podprostor X = (1,2, 3,4) +span{(1,0,1,0),(2,1,0,1),(1,1,1,1)} najdéte matici a vektor pravych stran
soustavy Ax = b, jejiz feSeni je X.
Napiiklad A=[0 —1 0 1] (jednorddkova matice) , b = 2.

. Zévislost proménné z na proménnych z, y modelujeme regresni funkci z ~ f(z,y) = a(x —y)? +be* ¥ + cxy +d. Odhadujeme
parametry a, b, ¢,d € R funkce z naméfenych bodu (z;,y;, z), i = 1,...,100, ve smyslu nejmensich ¢tverct.

a) (2 body) Formulujte tlohu v maticové podobé.
b) (1 bod) Za jakych pfedpokladi bude mit tloha jediné Feseni? Takové FeSeni napiste.

a) Vektor nezndmych parametrt je p = (a, b, ¢, d), matice A € R199%4 m4 v fadku i vektor ((z; — vy;)?, €% z,u;,1) a dale
z=(z1,...,2100). Hleddme minimum funkce ||Ap —z||?. b) M4-li A linearné nezavislé sloupce, pak je jediné optimélni feseni
Atz = (ATA)"IATZ

. Matice A typu 10* x 50 ma prvky 0 nebo 1. Kazdy fadek i odpovid4 jedné osobé& a kazdy sloupec j streamovaci sluzbé
(Netflix, Spotify atd.), pfi¢emz a;; = 1 pravé tehdy, kdyz si osoba ¢ pfedplaci sluzbu j.

a) (1 bod) Co vyjadfuji prvky matice ATA? Interpretujte jejich numerické hodnoty.
b) (1 bod) Matice AT A m4 jen 15 nenulovych singuldrnich ¢isel s1,. .., s15. NapiSte teoretickou chybu aproximace matice
AT A matici hodnosti nejvyse 10.

a) Slozka b;; matice AT A udéava, kolik lidi celkem predpldci soucasné sluzby i a j. b) Chyba je s3; + ...+ s75.
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. Necht A je matice s linedrné nezavislymi fadky. Matice ortogonalniho projektoru na podprostor null A7 je

(@pneplati zaddné uvedené tvrzeni
(b) 1 — AT(AAT)~1A
(c) 1 — A(ATA)IAT
(d) AT(AAT)~IA
(e) A(ATA)~ AT

. Rozhodnéte, co je spravné.

(@) neplati z4dné z uvedenych tvrzeni
(b) rank(AB) = rank A rank B

(c) rank(AB) = min{rank A, rank B}
(d) rng AB C rng B

(e) rng AB =rng A

. Mame matice A1, As, ..., A € R™*™ takové, Ze kazdd matice A; méa ortonormalni sloupce. Ozna¢me B = A1A, - -+ Ag soucin

téchto matic.

(@ Matice B je ortogonalni.

(b) Matice B mé ortonormaélni sloupce, ale nemusi byt ortogonalni.
(c) Matice B je ortogonélni jen tehdy, kdyz k < 2.

(d) Matice B je identicka.

(e) Neplati zddné vyse uvedené tvrzeni.

. Necht n > 2 a a € R” je nenulovy vektor. Ortogonalni projektor promitajici na podprostor span{a} je

a))je singularni matice

b) je matice plné hodnosti

(c) je symetrickd regularni matice

d) je Sirokd matice, kterd neni étvercova
)

(
(
(

(e) zaddna z uvedenych moznosti

1
. Pro kterd a € R je matice {g J ortogonalni projektor?

(@) zadna z uvedenych moznosti
(b) proa=0

(c) proa € {0,1}

(d) pro a € [0,1]

(e) proa>0

. Mnozina {x € R"; al’x = b}, kde a # 0,

(@) je afinni podprostor dimenze n — 1
(b) je vzdy linedrni podprostor

(c) je vzdy pfimka, kterd nemusi prochazet poc¢atkem
(d) je kone¢na

(e) nespliiuje zddnou z uvedenych moznosti


Tomas Kroupa

Tomas Kroupa

Tomas Kroupa

Tomas Kroupa

Tomas Kroupa

Tomas Kroupa


10.

OPT midterm 5.4.2023 Piijmeni: Jméno:

000

. Mame zadanu symetrickou matici A fadu n.

(@) Jeji nejmensi vlastni ¢islo splituje A < x Ax pro libovolny vektor x takovy, ze ||x| = 1.
(b) Jeji nejvétsi vlastni &islo \ je vzdy kladné a plati A = max xTAx pro vektory x spliiujici [|x|| = 1.
(c) Optimalni feseni tilohy max {x Ax|x € R"} vzdy existuje.
(d) Kvadraticka forma x” Ax nabyva vzdy maxima pro néjaky vektor x splitujici ||x| = 1.
)

(e) Kazdy vlastni vektor odpovidajici nejvétsimu vlastnimu éislu matice A je feSenim tlohy max {xT Ax|x € R"}.

. Pro tilohu nejmensich ¢tverctt min ||y — Ax||? plati:
xeR™

(@) Optimalnich feSeni mize byt nekoneéné mnoho.

(b) Hodnota v optimu je vzdy 0.

(c) Uloha nemusi mit optimalni feseni.

(d) OptimAlni feseni je vzdy tvaru (ATA)~1ATy.

(e) Kazdé FeSeni ulohy nejmensich ¢tverct je i feSenim soustavy Ax =y.

(@) X je afinnim podprostorem prostoru R°°.
(b) X je afinnim podprostorem prostoru R®.
(c) Neplati zddné z uvedenych moznosti.

(d) Hledany afinni podprostor X nemusi existovat.

(e) X je vzdy linedrnim obalem 5 linedrné nezavislych vektor.

Rozhodnéte, co plati pro matici A = [é ﬂ .

(@) Neplati zadna z uvedenych moznosti.
(b) A je pozitivné definitni.

(c¢) A m4 vlastni ¢islo 0.

(d) Kvadraticka forma x” Ax m4 minimum v bodé 0.

(e) Optimélni hodnota tilohy min {x Ax|x € R2, ||x|| = 1} je kladna.

. Hledame afinni podprostor X dimenze 5 minimalizujici soudet étverctt kolmyjch vzdalenosti od vektort aq, ..., a1000 € R®°.
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