OPT midterm 17.5.2023 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

. (6 b) Do koule o jednotkovém poloméru vepiste valec s polomérem r a vyskou h tak, aby mél maximalni objem.
Maximalizujeme 7 72 h, bez jmy na obecnosti
flr,h)=12h,
za podminky g(r, h) = 0, kde
o) =2+ (5)? 1

ar>0,h>0;
f'(r,h) = (27 h,r?),

h
)

Podminky pro stacionérni body Lagrangeovy funkce L(r, h,\) = f(r,h) + A g(r, h) jsou

g/(r, h) = (2 T,

0

0=—L(r,h,\) =2rh+2Xr=2r (h+ ),
ar N——
0
0 h
0=—L(r,h,\) =% + Az
oh (rh,A) =7+ 2’
tedy
A=—h,
1
r2=2h?,
2
1
r=—nh.
V2
7 omezujici podminky
h 3
2 (2 950
1=r+ (2) 1 h
dostavame Teseni
L 2 2
= —, rTr=—— 5
3 V2V3
coz odpovida jedinému maximu s hodnotou f(r, h) = ﬁ, objemem %.
. (4 b) Prokldddme data (x1,v1),. .., (760, Ys0) € R? regresni funkci f(z) = a + bx? + clnz s nezndmymi parametry a,b,c € R

tak, aby kritérium ngl ly; — f(x;)| bylo minimalizovéno. NapiSte tcelovou funkeci v maticové podobé a formulujte tuto
tlohu jako linearni program.

Znaceni: vektory x = (a,b,c), b= (y1,...,Ye0), matice A € R%*3 s vadky (1,2?,Inz;). Potom
60
D lyi = fl@i) = |Ib— Axs.
i=1

. , , , % , .. . . . 60 ,
Formulace linearniho programu: zavedeme 60 novych proménnych 2, ..., 260. Minimalizujeme funkci ) 3~ #z; za podminek
—z; <y;—a—br? —clnz; < z,kdei=1,...,60. To je LP s neomezenymi redlnymi proménnymi a, b, c, 21, . . ., Z6o-
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kriZzek chcete odstranit, policko s kiizkem zcela vyplite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)

000 ® ®
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Piiklady z prvni ¢asti vyreste a odpovédi véetné postupu napiste do pripravenych mezer.

. (6 b) Do koule o jednotkovém poloméru vepiste pravidelny ¢tyfboky hranol o strandch a, a, h tak, aby mél co nejvétsi povrch
bez podstav.

Maximalizujeme 4 a h, bez Gjmy na obecnosti f(a,h) = ah, za podminky g(a, h) = 0, kde

a a h

g(a;h) = (5)2 + (5)2 + (5)2 -1

aa>0,h>0;
f'(a,h) = (h,a),
h

g (a,h) = (a, 5) )

Podminky pro staciondrni body Lagrangeovy funkce L(a,h,\) = f(a,h) + A g(a, h) jsou

0

Oz%L(a,h,)\):th/\a,
0 A
= —L(a,h,\) = —h,
0 o (a,h, \) a—|—21,
tedy
h=-\a,
A2 A2
Oza—?a:a(l—?).
0

Jelikoz a > 0, h > 0, musi byt A < 0, tedy A = —v/2, h = V/2a. Z omezujici podminky 1 = % + h; =a?(3+32) =a?
dostavame feseni a = 1,h = /2, coz odpovida jedinému maximu s hodnotou f (a,h) = V2, povrchem 4 /2.

. (4 b) Prokladdme data (z1,y1),- - -, (2100, Y100) € R? regresni funkci f(x) = a+ bz +csinx s nezndmymi parametry a,b,c € R
tak aby, kritérium max!% |y; — f(z;)| bylo minimalizovano. Napiste iéelovou funkci v maticové podobé a formulujte tuto

tlohu jako linearni program.

Znadeni: vektory x = (a,b,c), b= (y1,...,y100), matice A € R199%3 g ¥adky (1, x;,sinz;). Potom

100
max |y; — f(2:)] = b — Ax| .

Formulace linearniho programu: zavedeme 1 novou realnou proménnou z. Minimalizujeme linedrni funkci z za podminek
—z2<vy;—a—br; —csinx; <z, kdei=1,..., 100. To je LP s neomezenymi realnymi proménnymi a, b, c, 2.
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiiZzek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kazdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)
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ODPOVED (a) JE VZDY SPRAVNA.

. Rozhodnéte, co je pravdivé tvrzeni.

(a) Neplati zddné z uvedenych tvrzeni.

(b) Soustava linedrnich nerovnic Ax < b,x > 0 ma vzdy alespon jedno FeSeni.

(c) Kazdy konvexni polyedr mé alesponi jeden extremalni bod (vrchol).

(d) Kazd4 linedrni funkce 2 proménnych mé minimum na mnozing dané podminkami 1,22 > 0 a 21 + 29 > 1.
(e) Optimalni feseni tlohy linedrniho programovani vzdy existuje a lezi ve vrcholu mnoziny pfipustnych FeSeni.

. Necht X je mnozina vSech nulovych bodt funkce g(z,y) = (max(|z|,|y|))? — 1. Které body mnoziny X jsou regularni body

zobrazeni g7

a) Vsechny kromé (1,1),(1,-1),(-1,1),(-1,-1).
b) Vsechny.

) {(z,1) | -1<ax<1}U{(1,y) | -1<y<1}.
d) Zadné.

(e) Neplati zZaddné z uvedenych tvrzeni.

(
(
(

. Resime tilohu na véazany extrém; ve staciondrnim bodé (x,\) Lagrangeovy funkce je jeji Hessova matice indefinitni. Co

z nasledujicich vyroka lze s jistotou fici?
(a) Neplati zddné z uvedenych tvrzeni.
(b) V x neni minimum.

(¢) V x neni maximum.

(d) V x je extrém.

(e) V x je inflexni bod.

. Resime tlohu na vézany extrém; ve stacionarnim bodé (x, A) Lagrangeovy funkce je jeji Hessova matice pozitivné definitni.

Co z nésledujicich vyroki lze s jistotou Fici?
(a) V x je minimum.

(b) Neplati zadné z uvedenych tvrzeni.

(¢) V x je maximum.

(d) V x neni extrém.

(e) V x miize, ale nemusi byt minimum.

. Které body z uzavieného intervalu [—1, 1] jsou regularnimi body zobrazeni g(x) = 22 — 1?7

(a) Body —1 a 1.
(b) Zadné.

(c) Vs8echny.

(d) Bod 0.

(e) Bod 0 a 1.

. Pro funkci f(x) = 2% +2z1 22 + (22 — 1)? + (23 + 1)? v bodé x = (1,2,3) je smér v = (1,1, —2):

(a) Klesajici.
(b) Rostouci.
(¢) Teény k vrstevnici.
(d) Nelze rozhodnout.
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fl (e) Nic z uvedeného.

7. V R3 je ddna mnozina X = {(t,2¢+1,t%) | 0 <t <2} abod x = (1,3,1).
(a) Bod x je hrani¢éni bod mnoziny X.
(b) Bod x je vnitini bod mnoziny X.

(c) Bod x je vnitini bod mnoziny R? \ X.
(d) Bod x nepatii do mnoziny X.
fl (e) Neplati zddné z uvedenych tvrzeni.

8. Vime, Ze afinni funkce f(x) = ¢’'x + d nabyva minima v bodé x* pfi omezeni Ax > b. Co z toho plyne?
(a) Plati f(x) > f(x*) pro vSechna x spliiujici Ax > b.

(b) Bod x* je vrcholem konvexniho polyedru, ktery je definovan nerovnicemi Ax > b.

(c) Plati Ax* =b.

(d) Bod x* je konvexni kombinaci dvou rtznych vrcholtt mnoZiny pfipiistnych feSeni.

fl (e) Nic z uvedeného.

9. Uvazujme bod x = a(—1,1,0) + 8(0, 3, —1) + (1 — a — 8)(3, —3,0) pro n&jaka a, 3 > 0 spliujici a + 8 < 1. Plati:
(@) fIx[loe < 1.

(b) Bod x m4 tfeti soufadnici kladnou.

(¢) x# (=1,1,0).

(d) Bod x lezi na usecce s krajnimi body (—1,1,0) a (3, —1,0).

(e) Nic z uvedeného.

10. Linedrni program min {¢1x1 + coxa|z; > 0,29 > 0,21 + 222 > 1} m4a optimum v bodé (0, %), pokud plati:
(a)cl_la@:l
(b)cr=0acy=1.
(©)
(d) 1 = —1 acy=—1
(e) N1c z uvedeného.



