OPT test 19.12.2023 Piijmeni: Jméno:

Piiklady na této strance vyteste. Odpovéd vidy napiste do pripravené mezery. Postup psait NEMUSITE.
Odevzdava se POUZE TENTO CISTOPIS.

. Napiste (totdlni) derivace téchto funkci/zobrazeni:
a) (1 bod) f(x) = ||Ax — b|| (kde || - || zna¢i eukleidovskou normu)
Retizkovym pravidlem. Zndme (nebo odvodime) (|ly||)’ = y*/|ly|l a (Ax —b)’ = A. Tedy f'(x) = H
b) (1 bod) f(x) = xTy, kde y je dany konstantni vektor
Tohle je snadné, vime-li jak na to. Protoze x”y = y’x a y je konstanta, je f’(x) = y? (viz tabulky v §8.5.2). Kdo to

porad nechépe, at si misto y”'x predstavi a’x.

. (1 bod) Najdéte Taylortiv polynom prvniho stupné funkce f(x,y) = 2%y v bodé (1, —1). Vysledny polynom zjednoduste.
f/<$7’y) = [233]4 wQ]a Tl(xy) =—-1+ f/(17 _1)[‘E -1 y+ HT =—-1+ [_2 1][‘1 -1 y+ 1}T =Y - 2r +2
. Mame soustavu ti{ rovnic 2 + 23 = 1, 2125 = 1, 1 — 22 = 0 0 dvou nezndmych z1, zo.

a) (1 bod) Najdéte FeSeni soustavy algebraicky. Pokud to nejde, odivodnéte.
Nejde, je pfeurcena. Jde to ovérit obrazkem - t¥i kfivky se neprotinaji.
b) (1 bod) Chceme soustavu Fesit pfiblizné pomoci ¢isté Gaussovy-Newtonovy metody. NapiSte vzorec pro iteraci této

metody.
2 +23-1 2z 24
g(xy,x0) = mze —1 |, 8 (x1,22) = | 22 21 |, (z1,22) := (21, 22) — g (71, 22) Tg(21,2)T (v té iteraci asi budou
1 — T2 1 —1

k vektoriim (x1,z2) néjak psat indexy k& a k + 1, je nékolik moznosti jak to mohou udélat, ale musi to davat smysl).

. Je dan nenulovy vektor a a symetrickd positivné definitni matice C. Hledame lokélni extrémy funkce x”'Cx za podminky
a’’x = 1 pomoci Lagrangeovych multiplikatort.

a) (1 bod) Najdéte bod (tj. napiste pro néj vzorec) spliiujici podminky prvniho ¥adu na lokalni extrémy. Pokud je takovych
bodu vice, najdéte je vSechny.
L(x,A) = 3xTCx + A(1 — a’x), Ly(x,\)T = Cx — A\a = 0, z toho x = A\C~'a, dosadime do podminky Aa”’C~'a =1, z
toho dostaneme ) a dosadime zpatky: x = (C~'a)/(a”’C~'a). Je tedy jen jeden takovy bod.

b) (1 bod) Spliuje tento bod (body) podminky regularity? Odpovéd odtivodnéte.
Podminky regularity vyzaduji (viz §11.2), aby fadky Jacobiho matice (neboli gradienty omezeni) ve spoc¢teném lok.
extrému x byly lin. nezévislé. My mame jen jedno omezeni g(x) = a’x — 1 = 0, tedy jeho gradient v lok. extrému musi
byt nenulovy. To tak je, neb Vg(x) = a a to je nenulové z piedpokladu.

. (1 bod) Hleddme kofen polynomu f(z,y) = zy? + 22 + 1 Newtonovou metodou. Napiste iteraci metody. JestliZe to nejde,
odtvodnéte.

Tato tloha je nesmysl, protoZe hleddme kofeny (ne extrém) jedné funkce dvou proménnych, kofent tedy bude typicky moc.
Newtonova metoda na hledani kotfenti pfedpokldda soustavu se stejnym poctem rovnic jako neznamgych, jinak iterace ani
nejde napsat (obdélnikovy Jacobidn nemd inverzi).

Mozna nékdo vynalézavy zkusi odvodit Newtonovu metodu bez pouziti naticové inverze: aproximovat funkci Taylorovym
polynomem prvniho stupné (= afinni funkei) v okoli bodu (zy,yx) a pak hledat kofen této afinni funkce. To dava jisty smysl,
ale ta afinni funkce stejné bude mit nekoneéné mnoho kofenii (coZ se pravé projevi neinvertovatelnosti, tj. obélnikovitosti,
Jacobidnu). Pokud to tento ¢lovék dobfe vysvétli, je to taky spravné.
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Odpovédi na nésledujici kvizové piiklady VYZNACTE DO TABULKY KRIZKY. V kazdém piikladu je
pravé jedna odpovéd spravnd. Nechcete-li na néjaky piiklad odpovédét, sloupec v tabulce nechte prazdny.
Chcete-li odstranit jiz vyznacéeny krizek, policko s krizkem zcela zaplite modrou barvou.

(Za spravnou odpovéd’ je 1 bod, za chybnou odpovéd minus étvrt bodu, za chybéjici odpovéd’ 0 bod.)
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1. Funkce f: R™ — R ma spojité derivace prvniho a druhého #adu v okoli bodu a € R™. Nutnad podminka pro existenci lokélniho
maxima v bodé€ a je:
(a) f'(@) = 0 Jde o podminku nutnou, tedy kazdy lokalni extrém ji musi spliiovat, za predpokladu Ze funkce je v ném
diferencovatelna (coz je z predpokladu).
(b) Hessova matice funkce f v bodé a je positivné definitini
c) Hessova matice funkce f v bodé a je positivné semidefinitini

(c)
(d) Taylortiv polynom druhého fadu funkce f v bodé a je kvadratickd forma.
(e) zaddna z uvedenych moznosti
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2. Funkce f: R™ — R je dvakrat diferencovatelnd na celém R"™. V jistém bodé x* mé funkce nulové vsechny smérové derivace
a Hessova matice f”(x*) méa vlastni ¢isla 0, 1,2. Pak funkce v bodé x*
(a) muze, ale nemusi mit globalni extrém Bod x* je stacionarni, tj. je f'(x) = 0, protoze parc. derivace jsou specidlni piipad
smeérovych. Ale Hessian je v tom bodé positivné semidefinitni, takze tam muze ale nemusi byt lokdlni minimum (lokalni
maximum tam ale byt nemtize). Toto lokdlni minimum mize byt i globélni, kdyz funkce neni jinde mensi (coz predpoklady
ani nevynucuji ani nevylucuji).
(b) nemé globalni extrém
(c) nem4 lokalni extrém
(d) mé& lokéln{ extrém, ktery ale neni globélni

I (e) zddna z uvedenych moznosti

3. Necht n = 10. Necht B={x € R" | a; < z; < b; Vi =1,...,n}, kde a;,b; jsou konstanty spliiujici a; < b;. Pak funkce
f(x) = ||x|| m4 na mnozing B
(a) zddnd z uvedenych moznosti Mnozina je kvadr (box) a funkce je vzdalenost od pocatku. ProtoZe je mnozina uzaviena
a omezend, bude urc¢ité aspon jedno globalni minimum a asponl jedno globdlni maximum (to plyne napf. z Weirestrasovy
véty, viz §9.2 ve skriptech), které budou zaroven lokalni. Minimum bude ale zaroven nejvyse jedno — to plyne napi. z toho,
7e nejblizsi bod uzaviené konvexni mnoziny k néjakému bodu se vzdy nabyva pravé v jednom bodé (footnote na str. 68 ve
skriptech), ale i kdybyste tohle neznali, mizete to uhodnout, kdyz zkusite nékolik piikladt. Maxim ale muZe byt vice (napf.
Ctverec se stfedem v poc¢atku mé maximum v kazdém vrcholu).
(b) pravé jedno lokalni minimum, vice neZ jedno lokalni maximum a aspoi jedno globalni maximum
(c) pravé jedno lokalni minimum a pravé jedno globdlni maximum
(d) vice nez jedno lokalni minimum

fl (e) sedlovy bod

4. Funkce f: R™ — R je diferencovatelna v bodé x. Vektor v je smér nejvétsiho ristu funkce f v bodé x, pfiéemz ||v|| = 1.
(a) Smérova derivace funkce f v bodé x ve sméru v je rovna ||V f(x)||. Odvozeno ve skriptech v sekei o gradientu.
(b) Vektor v je kolmy na V f(x).
(c) Plati Vf(x) = 0.
(d) Smérova derivace funkce f v bodé x ve sméru v je nulova.
I (e) zddnd z uvedenych moznosti

5. Mame funkci f(xz) = xlnz — 1 (kde In znadi pfirozeny logaritmus) a hleddme x € R spliujici f(x) = 0. Chceme pouzit
numerickou iteraéni metodu, startujici z néjakého pocate¢niho bodu xg blizko feseni. Jaka iterace je k tomu nejvhodnéjsi?
(a) g+1 = (zx+1)/(Inxg + 1) Hleddme kofen (ne lokalni extrém!) funkce f, tedy iterace je xyxy1 = xp — f(2g)/f (xr). Kdyz
spocitame derivaci a prevedeme na spoleéného jmenovatele, vyjde nam to.

(b) g1 =k + (xxlnzg — 1) /(lnzy, + 1)

(¢) 41 = —z Inzy

(d) xg+1 = o — ag Inxzy, kde posloupnost ay, > 0 konverguje k nule
I (e) zddna z uvedenych iteraci neni vhodna

6. Tayloriiv polynom druhého stupné funkce f(z,y) = (z+y — 1)(z —y + 1) v bodé& (zg, y0) = (0,0) je roven
(a) té samé funkci f, protoze ta je uz kvadratickd Tak to je, nemusime viibec nic pocitat (viz skripta Cviceni 8.14).
(b) nule
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() % + (y— 1)
(d) 2§ = (yo — 1)*
I (e) zddnda z uvedenych moznosti

7. Hleddme lokalni extrémy funkce (z — 1)? + (y — 1)? za podminky xy = 0 metodou Lagrangeovych multiplikétorti.
(a) Lokélni extrémy existuji a spliiuji podminky prvniho ¥adu na lokalni extrémy. Mnozina piipust. feseni je sjednoceni dvou
pifmek, osy x a osy y. U¢. funkce je ¢tverec vzdalenosti od bodu (1,1). Je dobré si to nakreslit. Je jasné z Gvahy, Ze jsou
dvé lokalni a zéroven globdlni minima: bod (1,0) a bod (0,1). Lokdlni maxima nejsou. Minima jsou reguldrni body funkce
omezeni g(x,y) = xy, protoze jeji gradient Vg(x,y) = (y,x) je v nich nenulovy (sice je tento gradient nulovy v pocatku, ale
to nas nezajimd). Tedy podminky prvniho fadu 11.22 uréité budou splnitelné pro tyto x,y a néjaké A (to plyne z Véty 11.5
a odvozeni pod ni). Ovéfime to, i kdyZ to uz neni t¥eba. Podminky prvniho fddu jsou (dostaneme napf. s pomoci Lagr.
funkce) 2(x — 1) = Ay, 2(y — 1) = Az, 2y = 0. To je soustava 3 rovnic o 3 nezndmych. Tu nemusime Fesit pro vSechny tii
neznamé, staci jen pro kazdy extrém dosadit =,y a dopocitat A. Napf. prvni extrém (z,y) = (1,0) d& A = —2, trojice x,y, A
pak tedy spliuje podminky.
(b) Lokalni extrémy existuji, ale podminky prvniho fadu nemaji FeSeni, nebot omezeni nespliiuje podminku regularity.
(c) Lokalni extrémy existuji a jsou reguldrnimi body omezeni, pfesto vSak podminky prvniho fadu nemaji feSeni.
(d) Lokalni extrémy neexistuji.

I (e) z4dné z uvedenych moznosti



