OPT midterm 27.3.2024 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

1. (3 body) Je déna matice
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Najdéte baze téchto podprostort: rng A, null A, (rng A)*, (null A)+.

Matice mé rank = 3, prvni t¥i jeji sloupce jsou LN, takze mohou tvorit bazi rng A.

Resenim soustavy Ax = 0 je napiiklad (—1,—1,0,3), takze miize tvofit bazi null A.

Resenim soustavy ATx = 0 je naptiklad (1, —1,1, —1), takze miiZe tvorit bazi (rng A)=,.
Protoze (null A)*+ = rng A" a prvni tii fadky matice A jsou LN, mohou tvofit bazi (null A)~+

2. (2 body) Najdéte nejmensi vzdalenost bodu z = (0,1,1,0) od mnoziny vSech bodi x, které jsou feSenim rovnice a’'x = 5,
kde a = (1,2,2,0). Pouzity vzorec zdtivodnéte.

Vzdalenost bodu z od nadroviny a’x — b je stejnd, jako vzdalenost projekce z od projekce partikularniho feseni p do rnga,
coz jest
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v nasem piipadé (1/3)[4 — 5| =1/3.

3. (2 body) Najdéte spektralni rozklad matice [_21 5

} ve tvaru a1M; + aosMs.

Charakteristicky polynom A2 — 4\ + 3 dava vlastni &isla \; = 3 a Ay = 1, tém odpovidaji normované vlastni vektory

vy = %(17 —1)avy = %(17 1) a plati
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4. Pozorujeme data (0,1), (1,4),(2,10),(3,20) ve tvaru (x;,y;). Hleddme optimalni regresni funkci y = ax + 3, kde o, 8 € R
jsou neznamé parametry.

a) (1 bod) Formulujte tlohu maticové jako problém nejmensich ¢tverct.
b) (2 body) Vyfeste tento problém a vysledek zaokrouhlete na 1 desetinné misto.
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Hleddme z = (o, ) € R? minimalizujici |Az — b||2. To je to samé, jako Tesit soustavu normalnich rovnic AT Az = ATb, coz

je soustava
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jejiz jediné Teseni je priblizné a = 6.3 a = —0.7.
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kriZzek chcete odstranit, policko s kiizkem zcela vyplite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)
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Piiklady z prvni ¢asti vyreste a odpovédi véetné postupu napiste do pripravenych mezer.

. (3 body) Necht X = span{(1,2,2,1),(2,1,1,2),(1,1,2,2)}, z= (3,0, 3,0). Najdéte kolmou projekci vektoru z
a) na X,
b) na X+.

Je snadnéjsi zacit poditlohou b), protoze X+ ma dimenzi 1 a jeho bazi tvoii n&jaké nenulové feseni soustavy Ax = 0, kde
zadané tii vektory tvoii fddky matice A. Je tedy X+ = span{(—1,1,—1,1)}. Pfi znaceni u = (—1,1,—1,1)/2 (tento vektor
mé jednotkovou velikost a lezi v X 1) je projekce na X+ rovna uu’z = (-1,1,-1,1)/2(-6/2) = (3/2)(1,—1,1, —1).
Projekce na X je rejekce na X+ a tedy je (3,0,3,0) — (3/2)(1,-1,1,—-1) = (3/2)(1,1,1,1).

. (2 body) Najdéte ortonormélni bazi nulového prostoru zobrazeni f : R* — R3, které je ddno predpisem f(x) = Ax, kde
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Reseni soustavy Ax = 0 jsou napiiklad vektory (0,1,0,—1),(1,0,—1,0). Jsou LN a tvoii bazi mnoziny feSeni, protoze
rank A = 2. Jsou na sebe kolmé. Aby tvofily ortonormalni bazi, staci je normalizovat: {(0,1,0,—1)/v/2, (1,0, —1,0)/v/2}.

. Z&vislost proménné z na proménnych x,y modelujeme regresni funkci z ~ f(z,y) = a(zy)? + b(z + y)? + ¢. Odhadujeme
parametry a, b, ¢ € R funkce z namétenych bodt (z;,y:, 2:), i = 1,..., 50, ve smyslu nejmensich étvercti.

a) (2 body) Formulujte tlohu v maticové podobé.

b) (1 bod) Za jakych pfedpokladit bude mit tiloha jediné optimalni feSeni? Takové feSeni napiste.
a) Vektor neznamych parametrt je p = (a,b,c), matice A € R%%*3 ma v fddku i vektor ((z;uy;)?%, (z; + y:)%,1) a déle
z=(z1,...,25). Hleddme minimum funkce ||Ap — z||2. b) M4-li A linedrné nezavislé sloupce, pak je jediné optimalni feseni
Atz = (ATA)"IATZ

. (2 body) Najdéte spektralni rozklad matice A = L > 1 ve tvaru a1 My + asMs.
2
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Vlastni ¢isla matice 2A jsou dvojnasobky vlastnich c¢isel matice A a vlastni vektory ztstavaji stejné. Charakteristicky
polynom pro matici 2A je A2 — 10\ + 24, coz dava feSeni 6 a 4 a tedy vlastni &isla A\; = 3, Ay = 2 matice A. Tém odpovidaji

normované vlastni vektory v; = %(17 avy= %(—1, 1) a plati
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiiZzek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kazdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)
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Spravna odpoved je vzdy (a)
. Necht A je matice s linedrné nezavislymi fadky. Matice ortogonalniho projektoru na podprostor null AT je

(a) O
(b) I - A(ATA)"1AT
(c) 1 - AT(AAT) IA
(d) AT(AAT)~IA

(e) neplati z4ddné uvedené tvrzeni

. Nechf A je matice s linearné nezavislymi sloupci. Matice ortogonalniho projektoru na podprostor null AT je
(a) 1 - A(ATA)1AT

(b) O

(c) I — AT(AAT) A

(d) AT(AAT)"IA

(e) neplati ZAdné uvedené tvrzeni

. AAT je regularni prave kdyz

(a) A m4 linedrné nezavislé fadky

(b) A m4 linedrné nezévislé sloupce

(¢) A m4 levou inverzi

(d) soustava Ax = 0 ma vice nez jedno FeSeni
(e) AT A je regularni

. Rozhodnéte, co je spravné.

(a) rank(AB) < min{rank A,rank B}
(b) rank(AB) = rank A rank B

(c) rank(AB) = min{rank A, rank B}
(d) rng AB C rng B

(e) rng AB =rngA

1/2
. Pro kterd a € R je matice [ é 1?2} ortogonalni projektor?

. Kvadraticka funkce f(x) = x” [2 5

3 2}x—élvbodé (0,0)

(a) m& minimum
(b) m& maximum
(¢) nemd ani minimum ani maximum
(d) mé lokdlni maximum
)

(e) nabyva nulové hodnoty


Tomas Kroupa
Správná odpověď je vždy (a)
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. Pro spektralni rozklad matice AA”, kde A je redlnd matice typu 10 x 100, plati:

(a) Vlastni vektory lze volit po dvou ortogonalni
(b) VSechna vlastni ¢isla jsou razna
(c) Z vlastnich vektorti lze vytvofit bazi prostoru R0
(d) Nejvétsi vlastni ¢islo je kladné
(e) Neplati Zadné uvedené tvrzeni

. Pro tlohu nejmensich ¢tvercti mI'llQn |[Ax — b||?, kde A € R™*"™ a b € R™, plati
Xe n

(a) Neplati z4dné uvedené tvrzeni

(b) Uloha mé jediné optimalni feseni

(¢) Mnozina vSech optimdlnich feSeni tvor{ linearni prostor
(d) Uloha mé vzdy optimélni feseni (AT A)"'ATb

(e) Uloha mé optiméalni feeni jen v piipadé, Ze rank A = n

néjaka i # j.

(a) Uloha m4 jediné optimalni feseni

(b) Uvedeny problém nelze nijak transformovat na feSeni soustavy linedrnich rovnic

(c) Optimalni hodnoty parametri a,b spliiuji a # b

(d) Pro optimdlni hodnoty parametrii a, b vzdy plati ax; + b = y; pro n&jakou dvojici (x;,y;)
(e) Neplati Zddné uvedené tvrzeni

Pro matici A = [é _32} plati toto:

(a) A je indefinitni

(b) AAT je indefinitni

(c) ATA je negativné definitni

(d) (ATA)~! neexistuje

(e) kvadraticka forma x” Ax mé globalni maximum v bodé (0, 0)

. Metodou nejmensich ¢tverct fesime linearni regresi f(x) = az + b pro data tvaru (z;,y;), kde ¢ = 1,...500 a x; # x; pro



