OPT midterm 17.5.2024 Piijmeni: Jméno: 000

Priklady z prvni éasti vyreSte a odpovédi véetné postupu napiste do pFipravenych mezer.

1. Uvazujte tlohu max 3x; + 4z pii omezeni 1 — 2x9 < 4, —4x1 + 222 < 8, 1 > 0, 2 > 0.

a) Naleznéte optimalni fesSeni, pokud existuje. (2 body)
b) Napiste dudlni tlohu. (2 body)
c¢) Naleznéte optimalni FeSeni dudlu, pokud existuje. (1 bod)

a) Uloha je neomezena. MnoZina p¥ipustnych feseni je neomezeny konvexni polyedr s vrcholy (0,0), (4,0), (0,4) obsahujici
polopiimku (¢,¢) pro t > 0. Ucelova funkce na té polopiimce roste do nekoneéna. b) Dualni tloha je mindy; + Sy, za
podminek y; — 4ys > 3, —2y; + 2y >4, y1 > 0, y2 > 0. ¢) Protoze je primérni tloha neomezend, dudl je nutné nepiipustna
tloha. Jinak lze argumentovat primo tak, ze soucet dvojnasobku prvni nerovnice s druhou nerovnici v omezeni dualu dava
podminku —6ys > 10, kterou nelze splnit pro nezdporné promeénné.

2. Rozhodnéte a vysvétlete, proé¢ je/neni uvedend funkce konvexni (kazda uloha za 1 bod).

a) f(z)=|z|-1+2* kdex € R

) f(x) = [[(z1,22,23) — (24,25, 26)]|1, kde x € R

) f(z) = min{x,0}, kde z € R

d) f(x) = xTAx + b, pro né&jaké b € R a symetrickou matici A se zdpornymi vlastnimi ¢isly
) f(er,e2) =max{ciz1 — coxo | w1 > 0,29 > 0,21 + 2 < 2}, kde ¢1,¢0 €R

a) Konvexni. Je to soucet ti¥i konvexnich funkci (absolutni hodnota je konvexni, protoze je maximem linedrnich funkei,
konstanta je konvexni a z# je konvexni, coz nahlédneme podle znaménka druhé derivace). b) Konvexni. Norma je konvexni a
vnifn{ zobrazeni je linedrni. ¢) Neni konvexni, je konkdvni, napf¥. je to vidét z grafu. d) Neni konvexni, je konkévni, protoze
ta matice je negativné definitni. e) Konvexni, protoZe je maximem linedrnich funkci fy(c1,c2) = c1x1 — cowg proménnych
C1,C9.
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kriZzek chcete odstranit, policko s kiizkem zcela vyplite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kaZdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)
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Piiklady z prvni ¢asti vyreste a odpovédi véetné postupu napiste do pripravenych mezer.

1. Uvazujte Glohu linedrniho programovani min 221 — 9 za podminek o < 1,1 <xz; <2, 221 + 22 > 1, (21, 22) € R2,

a) Napiste dudlni alohu (2 body).
b) Uréete optimalni hodnotu dudlni tlohy (3 body).

a) Omezeni primarni tlohy mizeme ekvivalentné vyjadiit takto: —wze > —1, 2y > 1, —x; > —2, 221 + 2o > 1. Tak
dostaneme dudlni proménné yi,y2,y3,ya > 0 a omezeni y» — y3 + 2ys = 2, —y1 + y42 = —1, maximalizujeme ucelovou
funkci —y1 + y2 — 2y3 + y4. b) Snadnéji vyfesime primarni tlohu, podle véty o silné dualité ma duél stejnou optimalni
hodnotu. Nalezneme vsechny vrcholy omezeného konvexniho polyedru definovaného primarnimi omezenimi pomoci feseni
soustav odpovidajicich linedrnich rovnic. Vrcholy: (1,1),(2,1), (1,—1), (2, —3). Minimum je v bodé (1,1) a mé hodnotu 1.

2. Rozhodnéte a vysvétlete, pro¢ je/neni uvedend mnozina konvexni (kazd4 tloha za 1 bod).

a) {x € R" | ||x]|oc = 14}
b) {(z1,22) € R? [ e™1772 < 3}
¢) Konvexni obal bodi (1,1), (2,0), (0, —1) bez bodu (2,0)

)

) 2
d) arg max |[[x

) arg max 3

)

e) arg min ¢”x + b, pro matici A, vektory b,c a b € R
Ax<b

a) Neni konvexni, je to vrstevnice vysky 14 CebySevovy normy (étverec bez vnittku). b) Konvexni mnozina, protoze jde o
subkonturu konvexni funkce (sloZeni exp. funkce s linearni). c¢) Konvexni, protoZe bod (2,0) je vrcholem a jeho odebrani
tak nenarusi konvexitu. d) Neni konvexni, je to mnozina {(1,1),(1,-1),(-1,1),(=1,—-1)}. e) Konvexni. Je to mnoZina
optimalnich feSeni LP, coz je konvexni polyedr.
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V kazdém z néasledujicich kvizovych pf¥ikladu je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznacte do tabulky
kiizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiZz vyznadeny
kiiZzek chcete odstranit, poliéko s kfizkem zcela vypliite barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY.

(Za kazdou spravnou odpovéd’ je 1 bod.)
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Spravné je vzdy (a)

. Necht K je epigraf funkce f(z) = |z|, kde 2 € R. Rozhodnéte, co plati.
(a) neplati zddné uvedené tvrzeni
(b
(

) mnozina K neni konvexni
(¢) mnozina K nemé extremalni bod

d) (1,0) e K
(e) kazda pfimka prochézejici bodem (0,0) je opérna nadrovina k mnoziné K

. Rozhodnéte, co je pravdivé tvrzeni.

(a) Konvexni obal 5 bod v R” mé extremélni bod.

(b) Mnozina vSech x € R™ spliiujicich Ax > b, x > 0 je neprazdné pro libovolnou volbu matice A a vektoru b.
(c¢) Kazdy konvexni polyedr mé alespoii jeden extreméalni bod.

(d) Kazda linedrni funkce 2 proménnych ma minimum na mnoziné dané podminkami z1, 29 > 0 a 221 — z2 > 1.
(e) Neplati zddné uvedené tvrzeni.

. Linearni program min {c;21 + coxa|x; > 0,22 > 0,21 4+ 222 > 1} mé optimum v bodé (%, %), pokud plati:

. Uvazujme bod x = a(—1,1,0) + 8(0, 3, -1) + (1 — a — 8)(%, —1,0) pro néjaka a, 3 > 0 sphitujici o + 3 < 1. Plati:
() lxlloe < 1.

(b) Bod x m4 tfeti soufadnici kladnou.

(c) x # (—1,1,0).

(d) Bod x lezi na tsecce s krajnimi body (—1,1,0) a (1,-1,0).

(e) Nic z uvedeného.

. Funkce f(x) = €¢T'x + d nabyva maxima v bodé x* pfi omezeni Ax < b. Co z toho plyne?
(a) Nic z uvedeného.

(b) Plati f(x) < f(x*) pro vSechna x splitujici Ax < b.

(c) Bod x* je vrcholem konvexniho polyedru, ktery je definovan nerovnicemi Ax < b.

(d) Plati Ax* = b.

(e) Bod x* je konvexni kombinaci dvou rtiznych vrcholtt mnoziny p¥iptstnych feseni.

. Duélni tloha k tloze linedrniho programovani

(a) miZe byt neomezena

(b) ma vzdy globalni maximum, které zdola omezuje primarni tlohu
(c) ma vzdy optimalni feSeni

(d) je vzdy pfipustnd

(e) je vzdy tlohou maximalizace

. Rozhodnéte, co je pravdivé tvrzeni.
(a) Pokud je primarni i dudlni tloha pfipustnd, optimalni hodnoty obou tloh jsou stejné.


Tomas Kroupa
Správně je vždy (a)
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(b) Primérni i dudlni tiloha mohou byt souc¢asné neomezené.

(c) Priméarni tloha miZe mit optimum a soucasné je jeji dudl neomezeny.
(d) Dudlni proménné jsou vzdy nezdporné.

(e) Duélnich proménnych nemtize byt vice nez primarnich proménnych.

k
8. Pro funkci f(x) = [[Ax — bl + > ;€% kde ay, ..., ax, B, ..., Bx > 0, vidy plati:
i=1
a) je konvexni

(a)

(b) je konkévni

(c) je afinni

(d) je linearni

(e) neplati Zadné uvedené tvrzeni

9. Funkce f(x) = 2321 |z;], kde x € R190,
(a) ma konvexni subkontury

(b) nemé& konvexni epigraf

(c) je norma

(d) je linedrni

(e) nespliiuje nic z uvedeného

10. Co z uvedené plati pro optimaliza¢ni tlohu max Y-, z; za podminky |x|; <1, x € R"?
a) Jde o tlohu linedrniho programovéni

b) Nemd optimélni Feseni

(c) Ucelové funkce neni konvexni

d) Mnozina piipustnych feseni je prdzdna

(e) Nic z uvedeného

(
(
(



