7) mame zobrazeni f(A) = (I1- A)I1+A)"
a) A je antisymetrickd => f(A) orthogonalni
— |all al2 al3]
A =|-al2 a22 a23| toto je antisymetricka matice obecné
|-al3 -a23 a33|

(I-A)I+ A)' pokud A je antisymetrickd mizu psat A = -A', pak tedy matice po zobrazeni je rovna
(I+ A"+ A)' dale vime, Ze ma byt ortogonalni tj. AA" =1=>
= (I+ AT +A)'(T+AHNT+AYH)' =1

IT+ANT+A)'T"+A)IT+AT)! =1

IT+ANYT+A)'T+A)T+A) =1 / vyraz (I + A)'(I+ A) =1, tvrzeni vychazi
definice inverzni matice XX'=1

T+AHT+AH! =1 / je pravda, stejny diuvod jako pii predchozi
operaci Q.E.D.

b) A je orthogonalni => f(A) antisymetricka,aby toto platilo musi byt pravda nésledujici:

B = - B"(definice orthogonalni matice), kde B je nové vznikla matice B = (I-A)(I+A)™, za I mizu
libovolng dosadit A'A = I vzledem k orthogonalnité.
— T-A)[I+A)' =-(T-A)T+AHT

T-A)T+A)'=-T-AHT+A"!

T-A)I+A)'=-(AAT-ANH(ATA+AT)!

T-A)(T+A)!'=-(A-DA"A)Y'(T+A)! /1= A"(A")'vychazi z definice jednotkové mat.

T-A)(I+A)' =-(A-DI+A)!

T-A)T+A)! =1-A)I+A)

Q.E.D.

c) f(f(A)) = A, tj. dokaZzte, ze zobrazeni f je inverzni samo k sob&é —>
—A=I-T-A)I+A))T+({-A)I+A)"" toto je rovnice, ktera vyjadiuje tvrzeni
(pochopiteln¢ V' A4 )

AT+ T-A)T+AH=1-T-A)IT+A)" /roznasobim A
A+AT-A)T+A)Y' =1-T-A)I+A)! /nasobim zprava vyrazem (I + A)
AI+A)+Ad-A) =1I+A)-(I-A) /nasl. Uprava jen roznasobim a odstranim ()
A+ A2 +A - A? =P+A-1+A /vyséitam

2A=2A Q.E.D.

Matice kterymi nasobime jsou vzdy ¢tvercové, protoze maji k sob¢ inverzni matice.

=>b) také plati protoze uz je dokazano a) a vime ,ze f(f(A)) = A, ke kazdé antisym. matici toto
zobrazeni najde orthogonalni a tak plati i opak. A naopak z diikazu b) by plynulo a)

9
a) X=AB, Y=BA ma stejny soucet na diagonale.(Zde jen, ze prvek x;; je prvek na 1nim
fadku 1niho sloupce, analogicky je jasné co znamena nasl. Zapis.)

X =anpbytapby +  + apba yu =bunan tbpay+  + bian
X2 = aybiatanbnt  + anbw V22 = bojapn+bpan+  + byaw
Xmn = an1b1n+an2b2n+ + a-nnbnn Ynn = bnlaln+bn2a2n+ + bnnann

V prvnim sloupci je jsou prvky diagonaly matice vzniklé sou¢inam AB a ve druhém BA.

Hned na prvni pohled je jasné, ze 2 xi= 2 yi
i=1 i=1

i=

Napt. Prvek a;;b,; se v druhém sloupci nachézi na jiném misté (druhy fadek) , ale pro nas je



podstatné, Ze tam je. A tak to bude se vSemi prvky, coZ je zcela evidentni Q.E.D.

b) AB — BA !=1 musi byt nutné pravda, protoze stopa jednotkové matice bude n, kde n je
rank(I) a v pfedchozim ptikladé jsme si dokazali, Ze souc¢in AB a BA bude mit stejnou stopu, ovSem
pokud je tomu tak, pak rozdil stop vysledné matice bude 0 a 0 !'=n Q.E.D.

10)
a) [A; B]+[B;A]=0, pro¢ ? Protoze [A; B] =AB — BA
[B; A]=BA-AB
=> AB — BA+ BA — AB =0, ale pozor samoziejmé¢ jen pokud je souc¢in AB a BA definovany a to
bude platit jen pro matice se opa¢nymi rozméry (kdyz A bude m x n pak B musi byt n x m).

b) [A; [B; C]] + [B; [C; A]] + [C; [A; B]] =0
=>A(BC -CB) - (BC-CB)A+B(CA-AC)-(CA-AC)B+C(AB-BA)-(AB—-BA)C=0
ABC - BCA + BCA—-BAC - CAB + CAB ~ABC+BAC=0
bude platit jen pro ¢tvercové matice jinak soucin nebude definovan. (tim si nejsem uplné¢ jist)
Q.E.D.



