Zkouska OPT 23.6.2021

Kazdy piiklad piste na samostatnou stranku a ofotte do samostatného souboru, jehoz jméno (bez
pripony) je ¢islo piikladu. Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez
postupu se nepocita.

1. Necht A je étvercova matice rozméru 4 x 4 a A = QR je jeji plny QR rozklad. Navic predpokladame, ze
rii # 0 proi=1,2,3 a r44 = 0. Necht d je norma prvniho sloupce matice A.

(2b) Je mozné z téchto udaju zjistit absolutni hodnotu prvku r1;?7 Pokud ano, jak?
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(d) (2b) Zapiste matici AT A jen pomoci tdajit z matice R.

(3b) D4 se pomoci fadkt nebo sloupcti matice Q vyjadfit null AT a rng A? Pokud ano, jak?

(3b) Necht x € R* je dany vektor. Zapiste jeho ortogonalni projekci na rng A pomoci tidajii matice Q.

2. Uvazujme nasledujici soustavu rovnic:
sinz =0

cosz +y = 0.
(a) (2b) Najdéte vSechna feseni této soustavy.

(b) (3b) Napiste jednu iteraci Newtonovy metody. Vyraz upravte tak, aby neobsahoval inverzi matice.

(c) (3b) Najdéte body, které nejsou fesenim soustavy, a ze kterych Newtonova metoda selze po jedné iteraci.
Zduvodnéte.

(d) (2b) Napiste alespon jeden bod, ktery neni fesenim soustavy, a z kterého Newtonova metoda konverguje
do feSeni po jedné iteraci. Zduvodnéte.

3. Minimalizujeme funkei f(z1,z2) = 3x1 + 429 za podminek z1 — 2z9 < 4, —4x1 + 229 < 8 a w1, 22 > 0.

(3b) Naleznéte vsechny extremdlni body mnoziny piipustnych feseni.
(2b) Reste uvedenou tlohu.

(a
(b
(c
(d

(3b) Formulujte dudlni program a ten vyteste.

)
)
)
) (1b) Modifikujte tcelovou funkei tak, aby mél problém nekoneéné mnoho feSeni, ale nebyla to vechna
pripustnd feSeni.

(e) (1b) Modifikujte tucéelovou funkei tak, aby byl problém neomezeny.

4. Reste nasledujici tlohy.

(a) (2b) Je zobrazeni f(x,y,z) = (2z —y+3z+ 1,y — z) afinni? Pokud ano, dokazte, ze ho lze psat ve tvaru
f(x) = Ax + b pro néjakou matici A a vektor b.

(b) (2b) Uréete viechny argumenty maxima funkce g(x) = x' Ax, kde A = [:i :ﬂ

(¢) (2b) Najdéte predpis funkce f: R — R, kterd ma minimum pravé ve dvou bodech a v nich neexistuje
derivace.

(d) (4b) Necht A je ortogondlni matice a B = AAT —2xx ", kde x je obecny vektor s jednotkovou normou.
Je B ortogonalni matice? Zduvodnéte.

5. Méme rotaéni kuzel o zndmé vysce v a zndmém poloméru podstavy r. Do kuzele je vlozen (rota¢ni) vélec,
jehoz podstava lezi na podstavé rota¢niho kuzelu. Tento vélec je plné obsazen v rota¢nim kuzeli.

(a) (3b) Zformulujte optimaliza¢ni ilohu nalezeni rozméru vélce tak, aby byly splnény vyse uvedené podminky,
a aby byl objem vélce byl maximalizovan.

(b) (5b) Ulohu vyteste.

(c) (2b) Napiste, jak by vypadal optimaliza¢ni problém, v némz by se kromé valce mély najit i optimdaln{
rozméry rotacniho kuzele, ktery mé jednotkovy objem (objem rota¢niho kuzele je %m“z ). Zduraznéte,
co jsou optimalizaéni proménné. Napiste, jak byste problém fesili (samotné feSeni poé¢itat nemusite).

Bodu celkem: 50




