
Optimalizace Zkouškový test 26. 5. 2022

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 5 Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Počet bod̊u

1. Máme n naměřených dat (xi, yi) ∈ R2 a chceme jimi proložit př́ımku danou vzorcem
p(x) = ax+ b tak, aby součet čtverc̊u hodnot p(xi)− yi byl minimálńı.

(a) (2 b) Zformulujte tuto optimalizačńı úlohu maticově a specifikujte dané matice.

(b) (3 b) V př́ıpadě n = 3 máme data (0, 0), (1, 2), (2, 2). Najděte vzorec pro p.

(c) (2 b) Jaká je optimálńı hodnota úlohy z části (b)?

(d) (3 b) Mı́sto kritéria nejmenš́ıch čtverc̊u použijeme minimálńı součet absolutńıch
odchylek |p(xi)− yi|. Napǐste úlohu pro data z části (b) jako lineárńı program.

Řešeńı:

(a) Lineárńı regrese s funkćı p. Matice A ∈ Rn×2 obsahuje v prvńım sloupci xi,
ve druhém sloupci jedničky, optimalizačńı úloha zńı: min{∥Au− y∥2} kde hledáme
neznámý vektor parametr̊u u = (a, b) ∈ R2.

(b) Pro konkrétńı př́ıpad je A =

0 1
1 1
2 1

 a y = (0, 2, 2), normálńı rovnice jsou[
5 3
3 3

]
u =

[
6
4

]
a jejich řešeńı je u = (a, b) = (1, 1/3), takže p(x) = x+ 1/3.

(c) Pro optimum plat́ı ∥Au− y∥2 = ∥(1
3
,−2

3
, 1
3
)∥2 = 2

3
.

(d) Minimalizujeme z1 + z2 + z3 za podmı́nek −z1 ≤ b ≤ z1, −z2 ≤ a + b − 2 ≤ z2,
−z3 ≤ 2a+ b− 2 ≤ z3, kde zi ≥ 0 a (a, b) ∈ R2.

2. Rozhodněte, zda uvedené funkce f : Rn → R jsou konvexńı a odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) f(x) = vzdálenost bodu x od zadané nadroviny {y ∈ Rn | aTy = b}.
(b) (2 b) Kvadratická forma f splňuj́ıćı f(a) > 0 a f(b) < 0 pro nějaká a,b ∈ Rn.

(c) (2 b) f(x) = max {∥x∥22, 10, aTx−b}, pro zadaný vektor a ∈ Rn a konstantu b ∈ R.
(d) (2 b) Pro n = 1 funkce f(x) = x3.

(e) (2 b) Pro n = 2 funkce f(x1, x2) = ex1 − x2
2.
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Řešeńı:

(a) Vı́me, že f(x) = |aTx−b|
∥a∥ . Protože f vznikne složeńım afinńı a konvexńı funkce

(absolutńı hodnota), je f konvexńı.

(b) Jelikož plat́ı aTAa > 0 a bTAb < 0, je matice A té formy f indefinitńı dle
definice. Ovšem Hessián funkce f je právě 2A. Tedy f neńı konvexńı.

(c) Funkce f je maximem ze tř́ı funkćı (norma, konstanta, afinńı funkce), z nichž je
každá konvexńı. Tedy f je také konvexńı.

(d) Plat́ı f ′(x) = 3x2 a f ′′(x) = 6x. Jelikož neplat́ı f ′′(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ R,
funkce f neńı konvexńı.

(e) f ′(x) = (ex1 ,−2x2), Hessián je matice

[
ex1 0
0 −2

]
. Ovšem hlavńı minor [−2] té

matice je záporný, proto f ′′(x) neńı pozitivně semidefinitńı a f neńı konvexńı.

3. Uvažujte funkci f(x) = x2 − 1
2
x4 na R.

(a) (3 b) Napǐste, kde má funkce f lokálńı minima a lokálńı maxima.

(b) (2 b) Pro hledáńı minima funkce f napǐste obecnou iteraci gradientńı metody
a Newtonovy metody.

(c) (3 b) Uvažujme gradientńı metodu s krokem α = 1
2
. Pro jaké počátečńı body je

metoda divergentńı a pro jaké konvergentńı? K jakému bodu bude konvergovat či
jakým zp̊usobem bude divergovat?

(d) (2 b) Napǐste počátečńı bod, z něhož selže Newtonova metoda v prvńı iteraci. Ze
kterých bod̊u zkonverguje tato metoda po prvńı iteraci do nějakého minima?

Řešeńı:

(a) Funkce má derivace f ′(x) = 2x− 2x3 a f ′′(x) = 2− 6x2. Body s nulovou derivaćı
jsou x = 0 a x = ±1. Vzhledem k tomu, že druhá derivace v prvńım bodě je kladná
a v druhém bodě záporná, x = 0 je lokálńı minimum a x = ±1 je lokálńı maximum.

(b) Gradientńı metoda má tvar xk+1 = xk − αk(2xk − 2x3
k). Newtonova metoda má

tvar xk+1 = xk −
xk−x3

k

1−3x2
k
=

−2x3
k

1−3x2
k
.

(c) Pro αk =
1
2
dostaneme xk+1 = x3

k. Tedy pro x0 ∈ (−1, 1) konverguje k x = 0, pro
x0 = ±1 konverguje ke stejnému bodu a pro ostatńı body diverguje do nekonečna.

(d) V prvńı iteraci Newtonova metoda selže, když je jmenovatel nulový, tedy pro
x0 = ± 1√

3
. Do minima zkonverguje v jedné iteraci pouze z x0 = 0.
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4. Uvažujte funkci f(x, y) = xey a množinu M = {(x, y) | x2 + y2 = 2}. Chceme maxima-
lizovat funkci f na množině M .

(a) (2 b) Načrtněte problém graficky a naznačte, v jakém bodě bude řešeńı. Dopro-
vod’te slovńım zd̊uvodněńım. V této části nemuśıte nic poč́ıtat.

(b) (8 b) Problém vyřešte pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u.

Řešeńı:

Lagrangián má tvar
L(x, y;λ) = xey + λ(2− x2 − y2).

Dostaneme podmı́nky ey = 2λx a xey = 2λy. Toto implikuje λ ̸= 0 a x(2λx) = 2λy,
tedy x2 = y. Dosazeńım do rovnice kružnice vede k y + y2 = 2, což má řešeńı y = 1
a y = −2. Druhý bod ale nejde použ́ıt kv̊uli x2 = y. Dopočteńım x dostaneme
podezřelé body (−1, 1) a (1, 1). Dosazeńım zjist́ıme, že maximum je ten prvńı.

5. Jsou dány vektory c,d ∈ Rn, přičemž d ≥ 0. Uvažujte úlohu lineárńıho programováńı

max{cTx | 0 ≤ x ≤ d}.

(a) (3 b) Zformulujte duálńı úlohu k této úloze.

(b) (2 b) Napǐste podmı́nky komplementarity.

(c) (3 b) Vyřešte úvahou primárńı úlohu. Bez poč́ıtáńı určete a zd̊uvodněte, jaká bude
optimálńı hodnota duálńı úlohy.

(d) (2 b) Jak se změńı optimálńı řešeńı primárńı a duálńı úlohy v př́ıpadě, že neplat́ı
podmı́nka d ≥ 0 a existuje di < 0? Zd̊uvodněte.

Řešeńı:

(a) Duálńı úloha je min{dTy | y ≥ 0, y ≥ c}.
(b) Podmı́nky komplementarity jsou (xi = di nebo yi = 0) a dále (xi = 0 nebo
yi = ci).

(c) Řešeńı: pro ci ≥ 0 je xi = di a jinak je xi = 0, což dává hodnotu maxima
∑

c+i di
a je to též hodnota minima duálńı úlohy.

(d) Při di < 0 je primárńı úloha nepř́ıpustná, protože nelze splnit 0 ≤ xi ≤ di. Duálńı
úloha je ovšem př́ıpustná – stač́ı volit yi = max{0, ci}. Tedy muśı být neomezená
podle věty o dualitě. Alternativně: plat́ı di yi → −∞ pro yi → ∞.


