Optimalizace Zkouskovy test 26.5. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Pocet bodu

1. Mdme n naméfenych dat (x;,v;) € R? a chceme jimi prolozit pifmku danou vzorcem
p(z) = ax + b tak, aby soucet ¢tvercu hodnot p(x;) — y; byl minimélni.

a) (2 b) Zformulujte tuto optimaliza¢ni ilohu maticové a specifikujte dané matice.

b) (3 b) V piipadé n = 3 mame data (0,0), (1,2), (2,2). Najdéte vzorec pro p.

c) (2b) Jaka je optimalni hodnota ulohy z casti (b)?
)
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d) (3 b) Misto kritéria nejmensich ¢tvercu pouzijeme minimélni soucet absolutnich
odchylek |p(z;) — v;|. Napiste tlohu pro data z ¢ésti (b) jako linedrni program.

Resent:
(a) Linedrni regrese s funkci p. Matice A € R"*? obsahuje v prvnim sloupci z;,

ve druhém sloupci jednicky, optimalizaéni tloha zni: min{||Au — y|*} kde hleddme
neznamy vektor parametri u = (a, b) € R?.

(b) Pro konkrétni piipad je A = |1 ay = (0,2,2), normélni rovnice jsou
2
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5 3lU= |y a jejich teseni je u = (a,b) = (1,1/3), takze p(z) = = + 1/3.
(c) Pro optimum plati [[Au —y|* = ||(— —§,§)||2 3.
(d) Minimalizujeme 27 + 2z + z3 za podminek —z; < b < z;, —20 < a+b—2 < 2y,
—23<2a+b—2< 23 kde 2, >0 a (a,b) € R%

2. Rozhodnéte, zda uvedené funkce f: R® — R jsou konvexni a odpovéd zduvodnéte.

(a) (2b) f(x) = vzddlenost bodu x od zadané nadroviny {y € R" | aly = b}.

Pro n = 2 funkce f(z1,z5) = ™' — 3.

(b) (2 b) Kvadraticka forma f splnujici f(a) > 0 a f(b) < 0 pro néjaka a,b € R™.
(¢) (2Db) f(x)=max {|x|]3,10,a’x—b}, pro zadany vektor a € R" a konstantu b € R.
(d) (2b) Pron =1 funkee f(x) = 3.

) (2b)
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ReSeni:

T
Lo ~b . : . ) )
(a) Vime, ze f(x) = 2 ”’;” | Protoze f vznikne slozenim afinni a konvexni funkce

(absolutni hodnota), je f konvexni.

(b) Jelikoz plati a’Aa > 0 a bTAb < 0, je matice A té formy f indefinitni dle
definice. Ovsem Hessian funkce f je pravé 2A. Tedy f neni konvexni.

(c) Funkce f je maximem ze ti{ funkei (norma, konstanta, afinni funkce), z nichz je
kazda konvexni. Tedy f je také konvexni.
(d) Plati f/'(z) = 322 a f"(x) = 6x. Jelikoz neplati f”(x) > 0 pro viechna x € R,
funkce f neni konvexni.

1
(e) f'(x) = (e™,—2x5), Hessian je matice {60 9
matice je zaporny, proto f”(x) neni pozitivné semidefinitni a f neni konvexni.

]. Ovsem hlavni minor [—2] té

3. Uvazujte funkci f(z) = 2 — 12* na R.

(a) (3 b) Napiste, kde ma funkce f lokdlni minima a lokalni maxima.

(b) (2 b) Pro hleddni minima funkce f napiste obecnou iteraci gradientni metody
a Newtonovy metody.

(¢) (3 b) Uvazujme gradientni metodu s krokem o = % Pro jaké pocatecni body je
metoda divergentni a pro jaké konvergentni? K jakému bodu bude konvergovat ¢i
jakym zpusobem bude divergovat?

(d) (2 b) Napiste pocatecni bod, z néhoz selze Newtonova metoda v prvni iteraci. Ze
kterych bodu zkonverguje tato metoda po prvni iteraci do néjakého minima?

Resenti:

(a) Funkce m4 derivace f'(z) = 2z — 223 a f”(x) = 2 — 62%. Body s nulovou derivac{
jsou z =0 a x = +1. Vzhledem k tomu, ze druhé derivace v prvnim bodé je kladna
a v druhém bodé zaporna, x = 0 je lokdlni minimum a z = +1 je lokalni maximum.

(b) Gradientn{ metoda mé tvar z,; = x — ap (27 — 273). Newtonova metoda m4

xk—xi o —2:52

1-3z7 — 1-3a%°

tvar rp11 = T —
(c) Pro ay = % dostaneme zy,; = z;. Tedy pro zy € (—1, 1) konverguje k = = 0, pro
xo = 1 konverguje ke stejnému bodu a pro ostatni body diverguje do nekonecéna.

(d) V prvni iteraci Newtonova metoda selze, kdyz je jmenovatel nulovy, tedy pro
Ty = i\/ig. Do minima zkonverguje v jedné iteraci pouze z xg = 0.
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4. Uvazujte funkci f(x,y) = ze¥ a mnozinu M = {(z,y) | 2> + y* = 2}. Chceme maxima-
lizovat funkci f na mnoziné M.

(a) (2 b) Naértnéte problém graficky a naznacte, v jakém bodé bude feseni. Dopro-
vod'te slovnim zduvodnénim. V této ¢dsti nemusite nic pocitat.

(b) (8 b) Problém vyfeste pomoci Lagrangeovych multiplikatoru.

Reseni:
Lagrangian ma tvar
L(x,y; \) = we¥ + A\(2 — 2° — ¢°).

Dostaneme podminky e¥ = 2\x a ze¥ = 2\y. Toto implikuje A # 0 a x(2Az) = 2\y,
tedy 22 = y. Dosazenim do rovnice kruznice vede k y + y? = 2, coz ma feseni y = 1
a y = —2. Druhy bod ale nejde pouzit kvuli 22 = y. Dopoétenim x dostaneme
podezielé body (—1,1) a (1,1). Dosazenim zjistime, Ze maximum je ten prvni.

5. Jsou dany vektory c,d € R”, pricemz d > 0. Uvazujte tilohu linedrniho programovani
max{c’x | 0 < x < d}.

(a) (3 b) Zformulujte dudlni ulohu k této tloze.
(b) (2 b) Napiste podminky komplementarity.

(c) (3 b) Vyfeste uvahou primarni tilohu. Bez pocitdni urcete a zduvodnéte, jakd bude
optimélni hodnota duélni ulohy.

(d) (2 b) Jak se zméni optimélni feseni primérni a dudlni dlohy v piipadé, ze neplati
podminka d > 0 a existuje d; < 07 Zduvodnéte.

Reseni:

(a) Dualni tiloha je min{d”y |y >0, y > c}.

(b) Podminky komplementarity jsou (z; = d; nebo y; = 0) a dale (z; = 0 nebo
Yi = ¢i).

(c) Resent: pro ¢; > 0 je z; = d; a jinak je z; = 0, coz dava hodnotu maxima S d;
a je to téz hodnota minima dualni lohy.

(d) Pti d; < 0 je primarni iloha nepiipustnd, protoze nelze splnit 0 < x; < d;. Duélni

tloha je ovSem piipustnd — staci volit y; = max{0,¢;}. Tedy musi byt neomezend
podle véty o dualité. Alternativné: plati d; y; — —oo pro y; — oo.




