
Optimalizace Zkouškový test 2. 6. 2022

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 5 Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Počet bod̊u

1. Uvažujme množinu M = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 = y2 + z2}.
(a) (1 b) Načrtněte množinu M .

(b) (2 b) Hledáme vzdálenost bodu (1, 3, 4) od M . Formulujte tuto úlohu jako optima-
lizačńı problém a rozhodněte, zda je to konvexńı úloha.

(c) (7 b) Vyřešte úlohu (b) pomoćı Lagrangeových multiplikátor̊u a napǐste hledanou
vzdálenost bodu od množiny.

Řešeńı:

(a) Jedná se o sjednoceńı dvou kužel̊u zrotovaný kolem osy x.

(b) Minimalizujeme ∥x − (1, 3, 4)∥2 za podmı́nky x ∈ M . Jelikož M neńı konvexńı
množina, nejde o konvexńı úlohu.

(c) Pro nalezeńı vzdálenosti potřebujeme naj́ıt nejbližš́ı bod, tedy minimalizujeme
(x− 1)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2. Lagrangián má tvar

L(x;λ) = (x− 1)2 + (y − 3)2 + (z − 4)2 + λ(y2 + z2 − x2).

Derivacemi dostaneme podmı́nky 2(x−1) = 2λx, 2(y−3) = −2λy a 2(z−4) = −2λz.
Z tohoto plyne λ ̸= ±1 a x = 1

1−λ
, y = 3

1+λ
a z = 4

1+λ
. Dosazeńım do rovnici kužele

dostaneme
1

(1− λ)2
=

9

(1 + λ)2
+

16

(1 + λ)2
,

což má řešeńı λ1 =
2
3
a λ2 =

3
2
. To odpov́ıdá bod̊um (3, 9

5
, 12

5
) a (−2, 6

5
, 8
5
). Prvńı bod

má vzdálenost
√
8, druhý

√
18. Řešeńı je tedy prvńı bod.

2. Rozhodněte, zda je zadaná množina K konvexńı a odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) K je množina všech bod̊u x ∈ Rn splňuj́ıćıch ∥x∥2 ≥ α, kde α > 0.

(b) (2 b) K = {x ∈ R2 | 0 ≤ x1 ≤ 1, x2 ≤ x2
1, x2 ≤ 2x1 − 1}.

(c) (2 b) K = {x ∈ R2 | x2
1 − 1 + ex2 ≤ 2}.

(d) (2 b) K je množina všech nezáporných řešeńı x ≥ 0 soustavy Ax = b.
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(e) (2 b) K je množina všech (x, y) ∈ R2 splňuj́ıćıch x2 + 2xy = −y2.

Řešeńı:

(a) Neńı konvexńı, protože je to množina vektor̊u délky větš́ı než α. Např. pro n = 2
je to doplněk kruhu.

(b) Je to konvexńı polyedr, protože podmı́nka x2 ≤ x2
1 definuj́ıćı nekonvexńı množinu

je redundatńı.

(c) K je subkontura součtu konvexńıch funkćı, je tedy konvexńı množina.

(d) K je konvexńı, nebot’ jde o pr̊unik afinńıho podrostoru a konvexńıho polyedru.

(e) K je konvexńı, protože x2 + 2xy + y2 = (x + y)2 = 0 právě tehdy, když plat́ı
y = −x, což zadává př́ımku.

3. Máme funkci f(x) = f(x1, x2) = x2
1 + 3x2

2 + x1x2 + 11x2 + 11.

(a) (1 b) Vyjádřete f ve tvaru f(x) = xTAx + bTx + c, kde A je symetrická matice,
b je vektor a c ∈ R.

(b) (6 b) Nalezněte globálńı extrém funkce f na množině R2, pokud existuje, a sta-
novte, zda jde o globálńı maximum nebo globálńı minimum.

(c) (3 b) Nalezněte Taylor̊uv polynom 1. řádu funkce f v bodě (0, 1) a vyjádřete ho ve
tvaru αx1 + βx2 + γ pro nějaká α, β, γ ∈ R.

Řešeńı:

(a) Zřejmě A =

[
1 0.5
0.5 3

]
, b = (0, 11), c = 11.

(b) f ′(x) = (2x1 + x2, x1 + 6x2 + 11) a Hessián je

[
2 1
1 6

]
je pozitivně definit́ı. Proto

je v bodě (1,−2) globálńı minimum. Globálńı maximum neexistuje, protože f neńı
shora omezená – např. hodnoty f rostou do ∞ na polopř́ımce x1 = 0, x2 ≥ 0.

Alternativně: doplněńım na čtverec dostaneme

f(x) = (x−(1,−2))T
[
1 −1
2 3

]
(x−(1,−2)) = (x−(1,−2))T

[
1 0.5
0.5 3

]
(x−(1,−2)).

Jelikož je matice

[
1 0.5
0.5 3

]
pozitivně definitńı, funkce f má globálńı minimum v

bodě (1,−2).
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(c) Taylor̊uv polynom prvńıho řádu funkce f v bodě (0, 1) je

T1(x) = f(0, 1) + f ′(0, 1)(x− (0, 1)).

Protože f(0, 1) = 25 a f ′(0, 1) = (1, 17), dostaneme

T1(x) = x1 + 17x2 + 8.

4. Máme data (x1, y1), . . . , (xn, yn) a snaž́ıme se zjistit jejich závislost pomoćı y ≈ f(x;w),
kde f(x;w) = xew1 + x2w2. Ve výsledćıch nesmı́ být obecné derivace (např́ıklad g′), ale
muśı být spočteny. Př́ıpadné inverze matic se poč́ıtat nemuśı.

(a) (2 b) Formulujte hledáńı neznámých parametr̊u jako úlohu nelineárńıch nejmenš́ıch
čtverc̊u.

(b) (5 b) Napǐste iterace gradientńı a Newtonovy metody.

(c) (1 b) Napǐste, za jaké podmı́nky selže Newtonova metoda v prvńı iteraćı.

(d) (2 b) Napǐste konkrétńı data (tedy specifikujte n a poté (x1, y1), . . . , (xn, yn)) a
počátečńı iteraci, pro které Newtonova metoda selže v prvńı iteraci.

Řešeńı:

(a) Jedná se o minimalizaci 1
2

∑n
i=1(xie

w1 + x2
iw2 − yi)

2.

(b) Pro tyto metody potřebujeme spoč́ıtat derivaci a Hessián. Derivace má tvar[∑n
i=1(xie

w1 + x2
iw2 − yi)xie

w1∑n
i=1(xie

w1 + x2
iw2 − yi)x

2
i

]
a Hessián se rovná[∑n

i=1(2xie
w1 + x2

iw2 − yi)xie
w1 ew1

∑n
i=1 x

3
i

ew1
∑n

i=1 x
3
i

∑n
i=1 x

4
i

]
.

Při updatech je nutno myslet na to, že se dělaj́ı pro w a ne pro x.

(c) Newtonova metoda selže, pokud je Hessián singulárńı.

(d) Což nastane např́ıklad pro n = 1 a x1 = 0.

5. Máme data a1, . . . , a500 ∈ R3. Hledáme rovinu procházej́ıćı počátkem, která minimalizuje
součet čtverc̊u vzdálenost́ı k těm bod̊um. Uvažujeme matici A = [a1 . . . a500] ∈ R3×500

a v́ıme, že matice AAT má vlastńı č́ısla
√
6, 1, 3 a jim odpov́ıdaj́ıćı jednotkové vlastńı

vektory 1√
2
(0, 1, 1), 1√

6
(2, 1,−1), 1√

3
(1,−1, 1).
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(a) (3 b) Formulujte tuto úlohu jako optimalizačńı problém.

(b) (6 b) Nalezněte hledanou rovinu a popǐste ji pomoćı báze.

(c) (1 b) Jaká bude optimálńı hodnota úlohy (chyba proložeńı)?

Řešeńı:

(a) Prokládáme body lineárńım podprostorem kodimenze 1. Tedy úlohu můžeme
vyjádřit jako minimalizaci

∑500
i=1 |xTai|2 = ∥xTA∥2 = xTAATx, kde x ∈ R3 splňuje

∥x∥ = 1. Zde x vyjadřuje směr př́ımky, která je ortogonálńım doplňkem hledané
roviny.

(b) Spektrálńı rozklad AAT = VΛVT , kde λ1 = 1 ≤ λ2 =
√
6 ≤ λ3 = 3 a od-

pov́ıdaj́ıćı sloupce V jsou podle toho seřazeny. Řešeńım x je vlastńı vektor v1 =
1√
6
(2, 1,−1) odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu. Hledaná rovina je popsána

ortonormálńı báźı (v2,v3) = ( 1√
2
(0, 1, 1), 1√

3
(1,−1, 1)).

(c) Chyba je optimálńı hodnota vT
1 AATv1 = λ1 = 1.


