Optimalizace Zkouskovy test 2.6. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 | Celkem
Maximum 10 10 10 10 10 50

Pocéet bodu

1. Uvazujme mnozinu M = {(z,y,2) € R? | 2? = y* + 2*}.
(a) (1 b) Naértnéte mnozinu M.

(b) (2 b) Hleddme vzdélenost bodu (1,3,4) od M. Formulujte tuto tilohu jako optima-
liza¢ni problém a rozhodnéte, zda je to konvexni 1loha.

(c¢) (7 b) Vyfeste ulohu (b) pomoci Lagrangeovych multiplikdtora a napiste hledanou
vzdalenost bodu od mnoziny.

Reseni:
(a) Jedné se o sjednoceni dvou kuzelu zrotovany kolem osy x.

(b) Minimalizujeme ||x — (1,3,4)||2 za podminky x € M. Jelikoz M neni konvexni
mnozina, nejde o konvexni tlohu.

(c) Pro nalezeni vzdélenosti potfebujeme najit nejblizsi bod, tedy minimalizujeme
(. —1)2+ (y — 3)? + (2 — 4)%. Lagrangidn m4 tvar

Lz \) = (x— 12+ (y =3+ (2 —4)* + My* + 22 — 27).

Derivacemi dostaneme podminky 2(z—1) = 2A\z, 2(y—3) = —2 Ay a 2(z—4) = —2\z.

Z tohoto plyne A # +1 a x = ﬁ, Yy = 1%\ az= 1%\. Dosazenim do rovnici kuzele
dostaneme
1 9 16
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coZ ma feSeni \; = % a = % To odpovida bodum (3, %, 12) a (-2, g, %) Prvni bod
d.

mé vzdalenost v/8, druhy v/18. Reseni je tedy prvni bo

2. Rozhodnéte, zda je zadand mnozina K konvexni a odpovéd zdivodnéte.

(a) (2 b) K je mnozina v8ech bodu x € R" splaujicich ||x||s > «, kde a > 0.
) K={xeR?*|0<x, <1, 2y <2? 2o <21y —1}.
) K={xeR*|2?—1+¢e"2 <2}
)

K je mnozina vSech nezapornych feseni x > 0 soustavy Ax = b.
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(e) (2 b) K je mnozina vsech (z,y) € R? spliujicich 2% + 2zy = —y?.

Resent:
(a) Neni konvexni, protoze je to mnozina vektoru délky vétsi nez a. Napf. pro n = 2
je to doplnék kruhu.

(b) Je to konvexni polyedr, protoze podminka xo < x? definujici nekonvexni mnozinu
je redundatni.

(¢) K je subkontura souc¢tu konvexnich funkci, je tedy konvexni mnozina.
(d) K je konvexni, nebot jde o prunik afinnfho podrostoru a konvexniho polyedru.

(e) K je konvexni, protoze a2 + 2wy + y* = (z + y)* = 0 pravé tehdy, kdyz platf
y = —x, coz zadava primku.

3. Mdme funkci f(x) = f(x1,22) = 22 + 323 + 179 + 1129 + 11.
(a) (1 b) Vyjadiete f ve tvaru f(x) = x! Ax + bTx + ¢, kde A je symetrickd matice,
b je vektor a ¢ € R.

(b) (6 b) Naleznéte globdln{ extrém funkce f na mnoziné R? pokud existuje, a sta-
novte, zda jde o globalni maximum nebo globalni minimum.

(¢) (3 b) Naleznéte Tayloruv polynom 1. fddu funkce f v bodé (0,1) a vyjadrete ho ve
tvaru ary + Bxy + v pro néjaka o, 5,7 € R.

Reseni:
1 0.5

(a) Ztejme A = {0‘5 3

},b:(O,ll),c:ll.

(b) f'(x) = (221 + xa, 71 + 622 + 11) a Hessian je ﬁ (1),] je pozitivné definiti. Proto

je v bodé (1,—2) globdlni minimum. Globalni maximum neexistuje, protoze f nenf
shora omezend — napt. hodnoty f rostou do oo na polopiimce xy = 0, x5 > 0.

Alternativné: doplnénim na ¢tverec dostaneme

o = =127 |y ] -2y = e | % -,

pozitivné definitni, funkce f ma globalni minimum v

Jelikoz je matice 05 3}

bode (1, —2).




Optimalizace Zkouskovy test 2.6. 2022

(¢) Tayloruv polynom prvniho fadu funkce f v bodé (0, 1) je
Ti(x) = f(0,1) + f(0,1)(x = (0,1)).
Protoze f(0,1) =25 a f/(0,1) = (1,17), dostaneme

Ti(x) = 21 + 1725 + 8.

4. Méme data (x1,91), ..., (s, yn) a snazime se zjistit jejich zdvislost pomoci y ~ f(z;w),
kde f(z;w) = we“! + z%w,. Ve vysledcich nesmi byt obecné derivace (napiiklad ¢'), ale
musi byt spocteny. Pripadné inverze matic se pocitat nemusi.

(a) (2 b) Formulujte hleddni nezndmych parametru jako tilohu nelinearnich nejmensich
¢tvercu.

(b) (5 b) Napiste iterace gradientni a Newtonovy metody.
(c¢) (1 b) Napiste, za jaké podminky selze Newtonova metoda v prvni iterac.

(d) (2 b) Napiste konkrétni data (tedy specifikujte n a poté (z1,v1),...,(Zn,yn)) a
pocatecni iteraci, pro které Newtonova metoda selze v prvni iteraci.

Reseni:
(a) Jednd se o minimalizaci § > (z;e”" + zfws — y;)2.
(b) Pro tyto metody potfebujeme spocitat derivaci a Hessian. Derivace mé tvar

o (mie™ + xtwy — y;)xie™
>y (e 4 xfwy — y)a}

a Hessidn se rovné

[2?21(2%6% + ziwy — yi)zet e Yy $§]
n n .
e Y i, Doy T
Pti updatech je nutno myslet na to, ze se délaji pro w a ne pro =x.
p J Y J1 P p
(c¢) Newtonova metoda selze, pokud je Hessidn singularni.

(d) Coz nastane napiiklad pron =1a z; = 0.

5. Mame data ay, ..., a5y € R3. Hleddme rovinu prochézejici po¢atkem, kterd minimalizuje
soucet ¢tvercu vzddlenosti k tém bodum. Uvazujeme matici A = [a; ...a50] € R3*5Y
a vime, ze matice AAT m4 vlastni ¢isla v/6,1,3 a jim odpovidajici jednotkové vlastni

vektory %(0, 1,1), %5(2’17—1)7 %(1,—1,1).
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(a) (3 b) Formulujte tuto tlohu jako optimaliza¢ni problém.
(b) (6 b) Naleznéte hledanou rovinu a popiste ji pomoci béze.

(c) (1 b) Jaka bude optimalni hodnota tlohy (chyba prolozeni)?

Reseni:

(a) Prokldaddme body linedrnim podprostorem kodimenze 1. Tedy tlohu muzeme
vyjadiit jako minimalizaci 37007 [x7a;|> = [|[xTA[]> = xTAATx, kde x € R? spliiuje
IIx|| = 1. Zde x vyjadiuje smér piimky, kterd je ortogondlnim doplikem hledané
roviny.

(b) Spektralni rozklad AAT = VAVT kde \; = 1 < Ay = V6 < X3 = 3 a od-
povidajici sloupce V jsou podle toho sefazeny. ReSenim x je vlastni vektor v; =
\/LE(Q, 1,—1) odpovidajici nejmensimu vlastnimu ¢éislu. Hledand rovina je popsana
ortonormalni bzl (vq, vs) = (\%(O, 1,1), \%(1, —1,1)).

(c) Chyba je optimaln{ hodnota v AATv, = \; = 1.




