Optimalizace Zkouskovy test 5.9. 2022

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 5 Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Pocet bodu

1. Uvazujeme vektory x = (1,0, —2),y = (2,0,1) € R? a matici

_ = ¥ 3x2
A—[nxn Hyn]GR )

kde ||.|| je eukleidovskd norma. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(
(b) (2 b) Matice AAT m4 vlastni &islo 1.
(c) (2 b) Matice A je ortogonalni.
(d) (2 b) Redlnd funkce f(z) = ||Az||? je viude diferencovatelnd, kde z € R2.
(e) (2 b) Matice AAT je reguldrni.

Resent:
(a) Ano. JelikoZ je A matice se dvéma ortonormalnimi sloupci, podle definice je AAT

matici projekce na sloupcovy prostor matice A, coz je pravé rovina prochéazejici pocatkem
3
v R”.

(b) Ano. Pro z € R? vezmeme vektor tvaru AATz, pak plati AATAATz = AATz, neboli
A ATz je vlastni vektor a 1 je vlastni ¢fslo. To je intuitivné zfejmé, protoze AATz jiz lezi
v prostoru, na ktery promitame, a dalsi projekci se tedy nezméni.

(c) Ne, protoze ma 2 sloupce a 3 fadky.
(d) Ano, nebot vsechny ziucastnéné funkce v definici f jsou diferencovatelné.

(e) Ne, protoze napt. vsechny vektory lezici v piimce kolmé na vektory x a y se zobrazi na
nulovy vektor.

.. oA 123
2. Méjme matici A = [O 2} .

(a) (4 b) Naleznéte singularni ¢isla matice A.
(b) (3 b) Naleznéte linedrné nezavislé pravé singuldrni vektory matice A.

(c¢) (3 b) Naleznéte linearné nezavislé levé singuldrni vektory matice A.
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Reseni:
(a) Uréfme nenulovd vlastni éfsla matice AAT nebo ATA, jejich odmocnénim ziskdame

163 i], charakteristicky poly-

véechna nenulové singularni ¢isla matice A. Plati AAT = [
nom je A2 — 17\ + 16 = (A — 16)(\ — 1). Tedy singularni &isla jsou s; = 4 a so = 1.

(b) Stagi spocitat vlastni vektory matice AT A. Pro vlastni &islo 16 jsou tvaru (t,2t) a pro

vlastni ¢islo 1 maji tvar (—2t,t) . Tedy volime napi. vi = %(1,2) a vy = %(—2, 1).

(c) Plati, ze kazdy levy singuldrni vektor lze ziskat jako u; = % Tedy pro pravé singularni
vektory nalezené v bodu (b) dostaneme u; = 4-(—1,2) a up = 1(2,1).

V5 V5

3. Reste nésledujici dlohy.
(a) (6 b) Minimalizujte funkci f(x1,x2) = —x1 + 222 za omezeni x; + x2 < 4, 221 + 22 < 5,
—x1 4+ 4z > 2, kde x1,x2 > 0 a vysvétlete postup feseni.
(b) (3 b) Formulujte dudlni dlohu k té predchozi.
(¢) (1 b) Jakd bude optimalni hodnota dudlni ilohy?

Resenti:
(a) Jednd se o linedrni program, kde mnozina piipustnych feSeni je omezeny polyedr s

vrcholy (0, %), (0,4),(1,3),(2,1). Vime, ze minimum se nachézi v néjakém vrcholu. Po-
rovnanim funkénich hodnot zjistime, ze minimum se nachézi v bodé (2,1) a méd hodnotu 0.

(b) Maximalizuj —4y; — 5y + 2y3 za podminek y1,y2,y3 > 0 a —y; — 2ys — y3 < —1,
—y1 — Y2 +4ys < 2.

(c) Obé tlohy maji podle véty o dualité stejnou optimalni hodnotu 0.

4. Minimalizujeme funkci f(z,y) = 22 + y? na mnoziné {(z,y) € R? | y = e }.
(a) (2 b) Problém nacrtnéte a naznacte, kde ptiblizné bude lezet minimum.

(b) (6 b) Formulujte Lagrangeovu funkci, podminky optimality prvniho fadu a zjednoduste
je tak, abyste dostali jednu rovnici g(z) = 0 s jednou nezndmou z.

(c¢) (2 b) Jak byste tuto rovnici fesili? Napiste jednu iteraci vybrané metody. Pokud budete
pouzivat derivace, rozepiste je, nepiste jen ¢’ ¢i g”.

ReSeni:

(b) Lagrangeova funkce je L(z,y,\) = x? + y*> + A(e® — y). Podminky optimality jsou
2z 4+ Xe® =0 a 2y — A = 0. Dosazenim A z druhé rovnice do prvni dostaneme x + ye® = 0
a z podminky pifpustnosti déle z + e2* = 0.

(c) Tuto rovnici lze teSit napt. metodou nejvétsiho spadu. Jeji iterace mé tvar xpiq =
z — a(l + 2e2*%), kde o > 0 je krok.
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5. Uvazujme funkci f(z,y, 2) = 22 + y? + 22y + 2%
(a) (2 b) Jaka je smérova derivace funkce f ve sméru (1,0,0)?

(b) (3 b) Napiste Tayloruv polynom prvniho fadu kolem bodu (1, 1, 1). Pokud budete pouzivat
néjaké derivace, rozepiste je, nepouzivejte f’ ¢i f”.

(¢) (2b) Je f konvexni? Pro¢?

(d) (3 b) Je vrstevnice funkce f vysky 1 konvexni mnozina? Pro¢?

Reseni:
(a) Smérové derivace funkce f ve sméru (1,0,0) je parcidlni derivace podle prvni proménné,

tedy 2x + 2y.

(b) Vzhledem k tomu, ze f(1,1,1) =5 a f/(1,1,1) = (4,4,2), ma Tayloruv polynom tvar
(c) Funkce je konvexni, nebot jde zapsat jako (z + y)? + 22, coz je soucet dvou konvexnich
funkei, pficemz prvni funkce je konvexni jakozto sloZeni afinni a konvexni funkce.

(d) Vrstevnice ma tvar {(z,y, z) | (v +y)? + 22 = 1}. Tato mnozina konvexn{ neni, protoze
do ni patii body (0,0, 1) a (0,0, —1), ale nikoli bod (0, 0,0), ktery lezi na tisetce mezi nimi.




