
Optimalizace Zkouškový test 5. 9. 2022

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 5 Celkem

Maximum 10 10 10 10 10 50

Počet bod̊u

1. Uvažujeme vektory x = (1, 0,−2),y = (2, 0, 1) ∈ R3 a matici

A =
[

x
∥x∥

y
∥y∥

]
∈ R3×2,

kde ∥.∥ je eukleidovská norma. Rozhodněte o pravdivosti tvrzeńı a každou odpověd’ zd̊uvodněte.

(a) (2 b) Matice AAT je ortogonálńı projektor na rovinu procházej́ıćı počátkem v R3.

(b) (2 b) Matice AAT má vlastńı č́ıslo 1.

(c) (2 b) Matice A je ortogonálńı.

(d) (2 b) Reálná funkce f(z) = ∥Az∥2 je všude diferencovatelná, kde z ∈ R2.

(e) (2 b) Matice AAT je regulárńı.

Řešeńı:

(a) Ano. Jelikož je A matice se dvěma ortonormálńımi sloupci, podle definice je AAT

matićı projekce na sloupcový prostor matice A, což je právě rovina procházej́ıćı počátkem
v R3.

(b) Ano. Pro z ∈ R3 vezmeme vektor tvaru AAT z, pak plat́ı AATAAT z = AAT z, neboli
AAT z je vlastńı vektor a 1 je vlastńı č́ıslo. To je intuitivně zřejmé, protože AAT z již lež́ı
v prostoru, na který promı́táme, a daľśı projekćı se tedy nezměńı.

(c) Ne, protože má 2 sloupce a 3 řádky.

(d) Ano, nebot’ všechny zúčastněné funkce v definici f jsou diferencovatelné.

(e) Ne, protože např. všechny vektory lež́ıćı v př́ımce kolmé na vektory x a y se zobraźı na
nulový vektor.

2. Mějme matici A =

[
2 3
0 2

]
.

(a) (4 b) Nalezněte singulárńı č́ısla matice A.

(b) (3 b) Nalezněte lineárně nezávislé pravé singulárńı vektory matice A.

(c) (3 b) Nalezněte lineárně nezávislé levé singulárńı vektory matice A.
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Řešeńı:

(a) Urč́ıme nenulová vlastńı č́ısla matice AAT nebo ATA, jejich odmocněńım źıskáme

všechna nenulová singulárńı č́ısla matice A. Plat́ı AAT =

[
13 6
6 4

]
, charakteristický poly-

nom je λ2 − 17λ+ 16 = (λ− 16)(λ− 1). Tedy singulárńı č́ısla jsou s1 = 4 a s2 = 1.

(b) Stač́ı spoč́ıtat vlastńı vektory matice ATA. Pro vlastńı č́ıslo 16 jsou tvaru (t, 2t) a pro
vlastńı č́ıslo 1 maj́ı tvar (−2t, t) . Tedy voĺıme např. v1 =

1√
5
(1, 2) a v2 =

1√
5
(−2, 1).

(c) Plat́ı, že každý levý singulárńı vektor lze źıskat jako ui =
Avi
si

. Tedy pro pravé singulárńı

vektory nalezené v bodu (b) dostaneme u1 =
1√
5
(−1, 2) a u2 =

1√
5
(2, 1).

3. Řešte následuj́ıćı úlohy.

(a) (6 b) Minimalizujte funkci f(x1, x2) = −x1 + 2x2 za omezeńı x1 + x2 ≤ 4, 2x1 + x2 ≤ 5,
−x1 + 4x2 ≥ 2, kde x1, x2 ≥ 0 a vysvětlete postup řešeńı.

(b) (3 b) Formulujte duálńı úlohu k té předchoźı.

(c) (1 b) Jaká bude optimálńı hodnota duálńı úlohy?

Řešeńı:

(a) Jedná se o lineárńı program, kde množina př́ıpustných řešeńı je omezený polyedr s
vrcholy (0, 12), (0, 4), (1, 3), (2, 1). Vı́me, že minimum se nacháźı v nějakém vrcholu. Po-
rovnáńım funkčńıch hodnot zjist́ıme, že minimum se nacháźı v bodě (2, 1) a má hodnotu 0.

(b) Maximalizuj −4y1 − 5y2 + 2y3 za podmı́nek y1, y2, y3 ≥ 0 a −y1 − 2y2 − y3 ≤ −1,
−y1 − y2 + 4y3 ≤ 2.

(c) Obě úlohy maj́ı podle věty o dualitě stejnou optimálńı hodnotu 0.

4. Minimalizujeme funkci f(x, y) = x2 + y2 na množině {(x, y) ∈ R2 | y = ex}.
(a) (2 b) Problém načrtněte a naznačte, kde přibližně bude ležet minimum.

(b) (6 b) Formulujte Lagrangeovu funkci, podmı́nky optimality prvńıho řádu a zjednodušte
je tak, abyste dostali jednu rovnici g(x) = 0 s jednou neznámou x.

(c) (2 b) Jak byste tuto rovnici řešili? Napǐste jednu iteraci vybrané metody. Pokud budete
použ́ıvat derivace, rozepǐste je, nepǐste jen g′ či g′′.

Řešeńı:

(b) Lagrangeova funkce je L(x, y, λ) = x2 + y2 + λ(ex − y). Podmı́nky optimality jsou
2x+ λex = 0 a 2y − λ = 0. Dosazeńım λ z druhé rovnice do prvńı dostaneme x+ yex = 0
a z podmı́nky př́ıpustnosti dále x+ e2x = 0.

(c) Tuto rovnici lze řešit např. metodou největš́ıho spádu. Jej́ı iterace má tvar xk+1 =
xk − α(1 + 2e2xk), kde α > 0 je krok.
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5. Uvažujme funkci f(x, y, z) = x2 + y2 + 2xy + z2.

(a) (2 b) Jaká je směrová derivace funkce f ve směru (1, 0, 0)?

(b) (3 b) Napǐste Taylor̊uv polynom prvńıho řádu kolem bodu (1, 1, 1). Pokud budete použ́ıvat
nějaké derivace, rozepǐste je, nepouž́ıvejte f ′ či f ′′.

(c) (2 b) Je f konvexńı? Proč?

(d) (3 b) Je vrstevnice funkce f výšky 1 konvexńı množina? Proč?

Řešeńı:

(a) Směrová derivace funkce f ve směru (1, 0, 0) je parciálńı derivace podle prvńı proměnné,
tedy 2x+ 2y.

(b) Vzhledem k tomu, že f(1, 1, 1) = 5 a f ′(1, 1, 1) = (4, 4, 2), má Taylor̊uv polynom tvar
T1(x, y, z) = 5 + 4(x− 1) + 4(y − 1) + 2(z − 1).

(c) Funkce je konvexńı, nebot’ jde zapsat jako (x+ y)2 + z2, což je součet dvou konvexńıch
funkćı, přičemž prvńı funkce je konvexńı jakožto složeńı afinńı a konvexńı funkce.

(d) Vrstevnice má tvar {(x, y, z) | (x+ y)2 + z2 = 1}. Tato množina konvexńı neńı, protože
do ńı patř́ı body (0, 0, 1) a (0, 0,−1), ale nikoli bod (0, 0, 0), který lež́ı na úsečce mezi nimi.


