OPT zkouska 27.1.2022 | Pfijmenti: Jméno: Body:

Priklady na nasledujicich trech strankach vyreste a FeSeni i postupy napiSte do pripravenych mezer.

SPRAVNE RESENI BEZ UVEDENEHO POSTUPU SE NEUZNAVA.

1. Hleddme vzdalenost bodu (2,1) od mnoziny { (z,y) € R? | 2?2 =y }.

a) (2b) Formulujte jako minimalizaci funkce jedné proménné bez omezeni.

b) (2b) Napiste iteraci Newtonovy metody na minimalizaci této funkce.

2. Méme funkci f(z,y) = 4x +y a mnozinu X = { (z,y) e R? |2y =1, 0<z <1}

a) (2b) Nakreslete obrazek, na kterém budou soufadnicové osy, mnozina X a vrstevnice funkce f vysky 0.

b) (3b) Najdéte vSechny extrémy (globélni i lokalni) funkce f na mnoziné X.

3. (3b) Najdéte Jacobiho matici zobrazeni f: R™*" — R daného vzorcem f(x,y) = log(||x||2 + y"Ay), kde x c R™, y € R" a
log znadi pfirozeny logaritmus. Jaké bude mit Jacobiho matice rozméry?
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4. Je dana funkce f(x,y) = 22 + 2a(xy + y?) — 4z — 8y + 1, kde a € R je dany parametr.

a) (2b) Pro ktera a je funkce f konvexni? Odpovéd odivodnéte.

b) (2b) Pro kterd a je funkce f konkavni? Odpovéd odivodnéte.

5. Najdéte FeSeni soustavy rovnic Ax = b, které m4 nejmensi Mahalanobisovu normu ||x|[c = vxTC~1x. Matice A s linedrné
nezavislymi fadky, vektor b a symetrickd positivné definitni matice C jsou dény.

a) (1b) Formulujte tuto optimaliza¢ni tlohu.

b) (3b) Odvodte vzorec pro optimalni feSeni tlohy.
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6. Mame linearni program, ve kterém maximalizujeme funkci 5z 4+ 6y + 82 za podminek

o5z 4+ 3y + 52 < 10, 3z + 5y + 5z < 8, z,y,z > 0.

a) (2b) Napiste dudlni tlohu.

b) (1b) Napiste podminky komplementarity.

c) (3b) Je (z,y,2) = (1,0,1) optimélni feSeni primarni alohy? Odpovéd dokazte.

7. Hleddme nejvétsi (hyper)kouli (uréenou stfedem ¢ € R™ a polomérem r € R), kterd se vejde do konvexniho mnohosténu
X ={xeR"|Ax > b}, kde b = (b1,...,b,) € R™ je dany vektor a A € R™*" je dand matice s fadky af,...,al,

Y me

Piedpokladame, ze zadny z vektorii ay, ..., a,, neni nulovy a X # (.

a) (3b) Formulujte jako linedrni program. Napiste jasné, co jsou jeho proménné.

b) (1b) Napiste tento linearni program pro X = {x € R? | —3x; — 4wy > —5, 1 >0, 20 > 0}.
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V kazdém z nasledujicich kvizovych pfikladt je pravé jedna odpovéd spravné. Odpovédi vyznadéte do
tabulky kfizky. Nechcete-li na néjaky priklad odpovédét, sloupec v tabulce ponechte prazdny. Pokud jiz
vyznaceny kr¥izek chcete odstranit, policko s kfizkem zcela zapliite modrou barvou.

ODPOVEDI NEVYZNACENE V TABULCE NEBUDOU ZAPOCITANY!

(Za spravnou odpovéd’ jsou 2 body, za chybnou odpovéd minus pul bodu, za chybé&jici odpovéd’ 0 bodii.)
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. Necht x* je lokalni extrém diferencovatelné funkce f: R™ — R na mnoziné {x € R" | g(x) = a}, kde g: R — R je

diferencovatelna a a € R. Pak plati:

a) Vektory Vf(x*) a Vg(x*) jsou vzdy ortogonélni.

(
(b) Vektor Vg(x*) je vidy nenulovy, ale V f(x*) mtze byt nékdy nulovy.
(c) Jestlize je Vg(x*) nenulovy, pak V f(x*) = aVg(x*) pro néjaké o € R.
(d) Vektory Vf(x*) a Vg(x*) jsou vzdy nenulové a rovnobézné.

(e) zaddna z uvedenych moznosti

. Jsou dany A € R™*" a y € R™. Chceme najit minimum funkce f(x) = ||Ax — y||» jako x* = (ATA)~!ATy. Bohuzel
zjistime, ze matice AT A je singularni. Co to znamen4?
a) Uloha mé optimalni feseni, ale nelze jej najit vyfesenim normélni rovnice A” Ax = ATy (je nutno pouzit napi. SVD).

(
(b) Uloha nemé4 optimalni fegen.

(d

(e) zaddna z uvedenych moznosti

)
(c) Uloha méa nekoneény pocet optimalnich fesent.
) Uloha je nepfipustna.

)

. Mnozina { (z,y,2) E R} |z +y—2z—yz=1, (2 +1)2 <0} je

(a) konvexni, ale neni to linedrni podprostor

(b) linearni podprostor

(¢c) prazdna

(d) konkévni
)

(e) zaddna z uvedenych moznosti

. Necht f(x) = xTAx + bTx + ¢ je kvadraticka funkce n > 2 proménnych, kde A je symetrickd nenulovd matice. Pak plati:

a) Jestlize f je konvexni, pak f nabyvd na R™ minima a A je positivné semidefinitni.

. Hledadme extrémy funkce f(x) = Y_i, c;z? za podminky Y i, 27 = 1. I kdy# tato tloha jde vyfesit elementarni tivahou,
pouZijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort. Ktery vyrok o stacionarnich bodech Lagrangeovy funkce je pravdivy?
(a) Staciondrnich bodi je vzdy n.

(b) Stacionarni body jsou dva, jeden pro globdlni minimum a druhy pro globaln{ minimum.

(c) Jestlize ¢isla ¢y, . .., ¢, jsou navzijem riiznd, staciondrnich bodu je 2n.
(d) Jestlize ¢isla ¢y, ..., ¢, jsou navzajem riznd, staciondrnich boda je n.
)

(e) zaddna z uvedenych moznosti



