Optimalizace Zkouskovy test 13.6. 2023

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Funkce f(x1,x2,23) = |xa — 23| + |z1| je konvexni.
(b) (2 b) Prunik epigrafu funkei f(z) = e” a g(z) = = je konvexni mnozina.

(c) (2 b) Z vlastnich vektorii matice AAT lze vzdy sestavit ortonormélni bézi prostoru R™,
kde A € R™*™,

(d) (2 b) Matice uu” m4 hodnost 1, kde u € R je nenulovy vektor.

(e) (2 b) Pro zadanou matici A € R™*" a vektor b € R™ nemusi mit tiloha min ||Ax — b||3
globalni minimum.

Reseni:

(a) Ano, je to soucet dvou konvexnich funkei, z nichz ta prvni je konvexni, protoze absolutni
hodnota je konvexni funkce a jeji argument je zde linedrni funkce.

(b) Ano, obé mnoziny jsou konvexni a jejich prunik tedy také.

(c) Ano, to zaruéuje véta o spektrdlnim rozkladu pro redlnou symetrickou matici AAT.

(d) Ano. Ta matice je dydda, jejiz kazdy Fddek je jen ndsobkem u’ a ne vsechny takto
vzniklé fadky jsou nulové.

(e) Ne. Je to tloha nejmensich ¢tvercu a ta je konvexni.

2. Médme mnozinu X = {(z,y,2) |x =t,y =2t,z=1—1t, t € R}.
(a) (5Db) Najdéte néjakou matici A a néjaky vektor b tak, aby platilo X = {u | Au = b}.

(b) (5b) Jakd je vzddlenost bodu (1,1,1) od mnoziny X? Uvedte dva rozdilné zpusoby
vypoctu.

ResSeni:

(a) X je pifmka span{ (1,2, —1)} + (0,0, 1). Rddky matice A museji byt kolmé na smérovy

vektor piimky, lezi tedy v null [1 2 — 1], médme napiiklad A = B _01 (1)] Vektor b
dopocitdme z faktu, ze (0,0,1) lezi v X, tedy b = [(1)] .
(b) Na vzdélenost bodu v od afinniho prostoru {u | Au = b} lze uplatnit vzorecek

V/(Av —b)T(AAT)~1(Av — b), nebo pouzijeme vzorec pro vzdalenost piimky A + st od
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bodu B: %, nebo provedeme projekci posunutého bodu B — A na piimku span{s}
a nésledné urcime vzdélenost této projekce od bodu B — A. Ve vSech ptipadech vyjde
vzdalenost % Dalsi alternativa je vyfesSit optimaliza¢ni tlohu hledani minima kvadratu

vzdélenosti bodu na piimee (¢,2t,1 —t) od bodu (1,1,1). Minimum nastava pro ¢t = %,

prumét tedy je (%, 1, %) a vzdélenost je %

3. Hleddme lokalni minimum funkce

3
f(z,y) = Z953+4x2+12g;y+12y2 — 282 — 48y + 52.

Pocéteéni odhad je (xg,y0) = (0,2).

(a) (4 b) Provedte jeden krok gradientni metodou s optimdlni délkou kroku a vypoctéte
funkéni hodnotu v novém bodé.

(b) (4 b) Provedte jeden krok Newtonovou metodou a vypoc¢téte funkéni hodnotu v novém
bodé.

(¢) (2 b) Dand funkce mé lokdlni minimum. Vyjddfete se k tomu, zda ho muze gradientni
metoda nalézt (z néjakého pocateéniho bodu) a zda to muze byt globalni minimum.

Reseni:
Vse jsou polynomy, maji vSechny derivace spojité.

fry)=0a* +82 + 12y — 28,122 + 24y — 48),

9
e =[20" 5
f(w()v yO) - 47
f/(x()v Z/O) = (_470) ;

" (zo,90) = [182 ;ﬂ :

(z1,1) = (z0,90) — @ f'(z0,%0) = (40, 2),
o(a) = f(z1,m1) = 48a® +64a% —16a + 4,
¢ (o) = 1440° + 128 — 16.

1

(f"(z0,y0)) " = [ 2
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1
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=

1. (4 b.) Gradientni metoda:

Podminka ¢'(a) = 0 je ekvivalentn{

902 +8a—-1=0.
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Zajimé nas jen kladné feseni (v sestupném sméru),

—8+v8+4+4-9 1
o = =

2.9 9’
4
($17?/1) - <§72> )
748 .
f(ﬂfl,yl) = m = 3.078.

2. (4 b.) Newtonova metoda (krok zna¢ime stejné):

(z1,91) = (x0,30) — f" (@0, %0) ™" f' (w0, y0)" = (0,2) — (=2,1) = (2,1),
f(x1,51) =6.

Vysledek Newtonovy metody muze byt zklaménim. Zkusime ho vysvétlit. Funkce f
bez prvniho ¢lenu 3 22 je pozitivné definitn{ kvadratickd forma (z—2)2+3 (z+2y—4)?,
kterda mé globdlni minimum 0 v bodeé (2, 1). To by Newtonova metoda nasla v jednom
kroku. Clen %a:?’ situaci zménil, ale nezménil postup, nebot mé v poc¢dteénim bodé
nulouvou prvni i druhou derivaci.

3. (2 b.) Lokdln{ minimum lze nalézt gradientni metodou, bude-li vhodné volena velikost

kroku. Nemuze to byt globalni minimum, protoze pro velké zaporné hodnoty x dovoli

¢len s nejvyssi mocninou, %xg, libovolné nizkou hodnotu funkce f.

4. Minimalizujeme funkci f(z1,22) = 221 — 229 za podminek 1 > 0, 9 > 0, 1 + 22 < 8§,
41 + 29 < 20, 220 < 6.

(a) (4 b) Vyfeste tuto dlohu a zdivodnéte postup.
(b) (3 b) Formulujte dudlni tlohu.

(¢) (3 b) Vyfteste dudlni tilohu pomoci podminek komplementarity.

Reseni:

Omezeni tvoii konvexni polyedr, ktery je konvexnim obalem bodu (0, 0), (0,6), (2,6), (4,4),
(5,0). O tom se lze predsvédécit nacrtkem nebo FeSenim odpovidajich soustav linedrnich
rovnic. Minimdlni hodnota tcelové funkce —12 nastéva v (0, 6). Dudlni iloha: maximalizuj
—8y1 — 20y2 — 6y3 za podminek y1,y2,y3 > 0, —y1 — 4y2 <2, —y1 — y2 — y3 < —2. Jelikoz
nejsou v optimu prvn{ dvé primarni omezeni tésnd, maximum dudalni tlohy musi nastat v
bodé (0,0, y3). Pomoci druhého omezni dudlu pak zjistime, ze y3 = 2.




