Zkouska OPT 19.1.2024 Jméno: Prijmeni:

Reseni piste do piipravenych mezer. Odevzdiva se pouze tento Eistopis.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. Jste na pravém biehu feky Siroké 1km a chcete se dostat ke stanu na levém biehu, ktery je 2km po proudu od
bodu, ktery je na levém biehu nejblize vam. Reka te¢e velmi pomalu, zanedbatelnou rychlosti. Plavete rychlosti
1km/h a chodite rychlosti 3km/h. Jaky je nejkratsi mozny cas, za ktery se muzete dostat ke stanu?

(a) (2b) Zformulujte tuto tlohu. Formulaci zvolte tak, aby sla dobfe fesit. Ilustrujte ji obrazkem.
(b) (2b) Ulohu vyfeste. Odpovéd bude hodnota nejkratstho casu.

Tento piiklad je ve skriptech, jen s jinymi ¢isly. Minimalizujeme funkei t(z) = %\/ 1+ 22+ % (2—x). Zderivujeme,
polozime rovno nule. Minim4ln{ ¢as nastane pro z = 1/(2v/2) ~ 0.3536 a je t(z) = 2(1 + v/2) &~ 1.6095 hod ~
96.57 min.

2. Méme funkci f(z,y) = 2% + 2ay(z + y) — 42 — 8y + 1 s parametrem a € R.
(a) (1b) Je funkce f polynom? Jestlize ano, tak jakého stupné? Je homogenni? Polynom stupné 2, nehomogenni.
(b) (2b) Pro jaké hodnoty parametru a je funkce konvexni? Pro¢?
(¢) (1b) Pro jaké hodnoty parametru a je funkce konkévni? Proc¢?

“ itivne
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semidefinitni. To nastane pravé tehdy, kdyz a > 0 a 2a — a®> > 0, tj. a € [0,2]. Konkdvni bude pro Hessidn
negativné semidefinitni, coz nebude nikdy, protoze Hessidn ma na diagondle kladné ¢islo (to negativné semidef.
matice mit nesmi).

1
Pro konvexitu musi byt Hessova matice (pro pohodli napiseme jeji dvojndsobek) 2f"(x,y) = L‘

3. (3b) Jsou dény vektory a; € R a ¢&isla b; € R pro i = 1,...,m. Déle je ddna funkce f: R — R obrazkem.
Chceme minimalizovat funkei g(x) = max™, f(alx — b;) na mnozing R™. Zformulujte jako linedrn{ program.

Skoro stejné jako cviceni 12.4.e ve skriptech. Fce f je maximum dvou afinnich funkei, f(y) = max{—y,y/2}.
Tedy g(x) je maximum 2m funkef —al x+b; a (alx—b;)/2 proi = 1,..., m. Zavedeme pomocnou proménnou z
a napfieme jako LP: minimalizuj z za podminek —alx+b; < 2, (alx—b;)/2 < 2 Vi = 1,...,m, s proménnymi
xcR"azelR

4. Jsou dény a,b € R”, kde a’a = 1. Hleddme bod x € R" splaujici a’x = 1, ktery je nejblize bodu b.

(a) (3b) Ulohu vyfeste. Vysledkem bude vzorec pro x.

To ma nékolik zpusobu feseni. Lze to vidét jako nalezeni vadalenosti bodu od afinntho podprostoru, coz se
deéla ve skriptech v §5.2.1. Jiny je napsat si tlohu jako min (b — x)%(b — x) za podm. al’x = 1 a pouzit
metodu Lagrangeovych multiplikatorii. Vyjde x = (1 —a’b)a + b.

(b) (3b) Nakreslete situaci pro n = 2. Na obrazku bude pocétek (tj. bod 0), zvolené vektory a,b (zvolte je
v obecné vzijemné poloze), mnozina piipustnych feSeni tlohy (oznacte ji H) a vektor x. Pokud jsou v
obrazku néjaké dvojice objektu kolmé ¢i rovnobézné, vyznacte to standardnimi znackami.

Viz obrazek. Mnozina H je nadrovina, zde pfimka, bod a lezi na H. Znacky pro kolmost a rovnobéznost
jsem nekreslil, neb na pocitaci se to Spatné kresli — napisu to slovy: vektor a je rovnobézny s vektorem x —b
a oba tyto vektory jsou kolmé na nadrovinu H.
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5. Je déno n &isel cq,. .., ¢, € R. Maximalizujeme > ;| ¢;x; za podminek —1 <z; <lproi=1,...,n.

(a) (2b) Vyfeste tvahou. Vysledek bude co nejjednodussi vzorec pro optimélni hodnotu (nikoliv argument!).
> i leil
(b) (3b) Napiste dudlni tlohu a zjednoduste ji (napi. pokud jste dudlni tlohu ziskali v maticovém tvaru,
nenechavejte ji v maticovém tvaru ale roznasobte matice a zjednoduste).
Minimalizujeme ), (u; + v;) za podminek u; > 0, v; > 0, v; — u; = ¢;. Dualni proménné jsou wu;,v; pro
1 =1,...,n. Maze byt i v mirné jiném ekvivalentnim tvaru, napt. jedna sada proménnych je vynasobend
minus jednou.
(c¢) (1b) Napiste podminky komplementarity.
e Pro kazdé i je z; = —1 nebo u; = 0 (neboli (z; + 1)u; = 0).
e Pro kazdé i je z; = 1 nebo v; = 0 (neboli (z; — 1)v; = 0).

(d) (2b) Najdéte ¢iselné hodnoty optimdlnich primérnich a dudlnich proménnych pro toto zadéni: n = 3,
(c1,c2,¢3) = (—2,3,4). Jestlize primarni ¢i dudlni uloha mé vice optimdlnich FeSeni, popiste je vSechna.
Jestlize je primarni{ ¢i dudlni iloha nepfipustna ¢i neomezend, vysvétlete proc.

(:L’l, 5172,563) = (*1, 1, 1)
(ul, ug, U3) = (2, 07 0)
(Ul , V9, 1)3) == (07 3, 4)

6. (3b) Danymi body xi,...,x, € R? chceme prolozit nadrovinu {x € R? | aT’x = b} tak, aby soucet ctvercit
vzdalenosti bodu od nadroviny byl minimalni. Napiste postup (tj. posloupnost kroku, nemusi to byt kéd v
néjakém programovacim jazyce) jak najit parametry nadroviny a € R%, b € R.

To je priklad na PCA. Nejdiive od kazdého bodu x; odecteme tézisté x = % >, x;. Pak naskldddme tyto body
jako sloupce do matice X € R¥*". Udéldme vlastni rozklad matice XX7T € R4, Vektor a je normélovy vektor
hledané nadroviny (tj. tvoif bazi jejiho ortogonalniho doplitku), tedy a je vlastni vektor matice XX pifslusny
jejimu nejmensimu vlastnimu éislu. Alternativné udélame SVD A = USVT matice X, pak vektor a je sloupec
matice U prislusny nejmensimu singuldrnimu ¢éislu (tj. posledni sloupec, fadime-li sing. ¢isla sestupné).

Maélokdo vymyslel, jak ziskat skalar b. To uz neni mechanicky postup, ale musi se malinko zapremyslet. Z

nadroviny a’x = b jiz zndme normalu a a navic vime, ze nadrovina prochézi tézistém X. Z toho plyne a’x = b.

7. Jsou dény body ay,...,a, € R? v roviné. Hleddme kruznici takovou, aby soucet ¢tvercti vzdélenosti bodi od
kruznice byl minimé&lni.

(a) (3b) Formulujte tuto optimaliza¢ni ilohu. Z formulace musi byt jasné, co jsou proménné tlohy, co
ucelova funkce a co omezeni.
Bylo piedmétem doméci tilohy (takze kdo to nemél tak bud’ doméc{ tilohu nepochopil nebo opsal). Vzdalenost
bodu a od kruznice se stredem ¢ a polomérem r je |||a — c||2 — r|. Takze minimalizujeme funkci f(c,r) =
>.(Jla; — c||2 — r)? pies proménné ¢ € R? a r € R bez omezujicich podminek.

(b) (2b) V4s spoluzdk tvrdi, Ze stied optimdlni kruznice lez{ v t&zisti danych bodu. M& pravdu? Odpoved
dokazte.
Nema. Protipiiklad je mnozina tii bodu které jsou témér ale ne uplné kolinearni — tyto body lezi na praveé
jedné kruznici (kterd je tedy optimalnim fesenim nasi tlohy) ale jejich tézisté je tplné jinde nez ve stedu
této kruznice.

(¢) (2b) Kdybychom znali optimélni polohu stfedu kruznice, lze jednoduse spocitat jeji optimélni polomér?
Jestlize ano, tak jak? Jestlize ne, vysvétlete.
Jde to snadno. Pro znamy stied ¢ chceme minimalizovat funkci f(c, ). Oznacime pro ndzornost ||a;—c|| = b;,
tedy minimalizujeme >,(b; — r)? pies r € R. Resenf je aritmeticky pramér L3, b; cisel b;.

8. Pfipomenme, ze vzdalenost mnozin X,Y C R™ je rovna ¢islu  min y lx — ¥l|l2 (pokud minimum existuje).

(a) (3b) Najdéte vzdalenosti dvou mnozin v R?: pifmky y = 2z — 3 a paraboly y = x2. Vysledkem bude
hodnota vzdalenosti mezi témito mnozinami (tj. jediné ¢islo).
Mechanicky postup: vzdalenost bodu (z,y) od dané pifmky je |22 —y — 3|/v/5. Bod na parabole parametri-
zujeme jako (z,y) = (z,x?). Tedy minimalizujeme (2x — 22 — 3)?, kde jsme pro pohodli zanedbali konstantu



v/5 a umocnili na druhou. Zderivujeme, polozime rovno nule, vyjde z = 1. Tedy bod na parabole nejblizsf
pifmce je (1, 1), vzdalenost tohoto bodu od pifmky je 2/v/5.

Alternativné muzeme pouzit tvrzeni z podilohy (b). Pokud (x, ) je nejblizsi bod na parabole k dané piimce,
tak norméla (gradient) k parabole v tom bodé musi byt rovnobézné (tedy ndsobkem) normalového vektoru
piimky (2, —1). Je tfeba opatrnost pii pocitani normdly (= gradientu) k parabole: musime parabolu chapat
jako mnozinu v roviné R? (tedy jako graf funkce 2?), tedy jako (nulovou) vrstevnici funkce f(z,y) = 22 —y.
Ta mé gradient Vf(z,y) = (2x,—1). Tedy mame podminku (2z,—1) = A(2,—1) (z toho néjak ¢ouhaji
Lagranegeovy multiplikatory, ze jo?), z toho 2 = A = 1.

(1b) Uvazujme ndsledujici tvrzeni. Necht X = {x € R" | f(x) =0}, kde f: R" — R je spojité diferenco-
vatelnd funkce. Nechf Y = {x € R" |al’x =b},kde 0 #a € R" a b € R. Necht X NY = (). Necht x* je
bod mnoziny X, ktery je nejblize nadroviné Y, a zdroven spliiuje V f(x*) # 0. Tvrdime, ze tecny prostor
k mnoziné X v bodé x* je rovnobézny s nadrovinou Y.

Jak by se tento vysledek pouzil na tilohu (a)? Jako odpovéd napiste, co v kontextu tilohy (a) jsou n, f, a, b.

n=2, f(xvy) :y_x2> a= (27_1)7 b=3.
(1b) Dokazte tvrzeni z tulohy (b). Pouzijte metodu Lagrangeovych multiplikatoru.

Toto tvrzeni ihned dostaneme z podminky prvniho fadu na extrémy vdzané rovnostmi (metoda Lagr mul-
tiplikdtorii). Vzdélenost bodu x od nadroviny Y je |a’x — b|/||al|. Hledejme bod x € X pro ktery je tato
vzdalenost nejmensi, tedy minimalizujme 3(a’x — b)? (kde jsme pro pohodli vypustili jmenovatel |lal|,
umocnili na druhou a pridali %) za podminky f(x) = 0. Podminky prvniho fddu na extrémy vézané rov-
nosti daji (a’x — b)a = AV f(x). Protoze dle piedpokladi je x ¢ Y (neboli a’x # b) a Vf(x) # 0, musf
byt a ndsobkem gradientu V f(x), tedy rovnobézny s tetnym prostorem k mnoziné X v bodé x (protoze
gradient je norméla k te¢nému prostoru, za predpokladu V f(x) # 0).

Alternativné mizeme minimalizovat ||x —y||? za podminek f(x) =0aa’y =b. Je L(x,y) = 3[[x —y||> +
af(x) + B(b — aly). Derivace: L, = x —y + aVf(x) =0, Ly = y — x — fa = 0. Secten{ téchto dvou
rovnic d& aV f(x) = fa. To muze platit bud pro o = 8 = 0 nebo pro a, 8 # 0. Prvni piipad by implikoval
X =y, coz je nemozné, protoze se nadpovrch a nadrovina neprotinaji. Tedy V f(x) je ndsobkem a, coz je
dokazované tvrzeni.



