
Zkouška OPT 31.1.2024 Jméno: Př́ıjmeńı:

Řešeńı pǐste do připravených mezer. Odevzdává se pouze tento čistopis.
Každý př́ıklad muśı mı́t nejen odpověd’, ale i postup. Odpověd’ bez postupu nestač́ı.

1. Dva psi (závodńı chrti) běhaj́ı po vodorovné louce. B́ılý pes běž́ı
konstantńı rychlost́ı 1 km/min po kružnici s poloměrem 1 km,
přičemž v čase nula vyběhl směrem na sever z bodu vzdáleného
1 km východně od středu kružnice. Černý pes vyběhl v čase nula
směrem na sever z bodu vzdáleného 1 km jižně od startovńıho
bodu b́ılého psa a běž́ı rovnoměrně př́ımočaře stejnou rychlost́ı
jako b́ılý pes. Kdy budou psi sobě nejbĺıže?
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(a) (2b) Zformulujte matematicky jako optimalizačńı úlohu. Muśı být jednoznačně patrno, co je účelová funkce,
co proměnné a co př́ıpadné omezuj́ıćı podmı́nky. Formulaci zvolte tak, aby šla dobře řešit.

(b) (2b) Úlohu vyřešte. (Výsledkem muśı být odpověd’ na otázku položenou v zadáńı.)

Poloha b́ılého psa v čase t je (cos t, sin t), černého psa (1, t− 1), čtverec jejich vzdálenosti f(t) = (cos t− 1)2 +
(sin t − t + 1)2. Stacionárńı podmı́nka 2f ′(t) = (t − 1)(cos t − 1) = 0, tedy bud’ t = 1 nebo t = 2kπ. Druhá
derivace 2f ′′(t) = (t − 1) sin t − cos t + 1 je v bodě t = 1 kladná a v bodech t = 2kπ nulová (takže o těchto
bodech nám nic neřekne). Ale úvahou vid́ıme, že globálńı minimum je v bodě t = 1.

2. Máme funkci f : Rn → R danou jako f(x) = ∥x∥, kde ∥ · ∥ znač́ı eukleidovskou normu.

(a) (2b) Najděte Taylor̊uv polynom prvńıho stupně funkce f v okoĺı daného bodu a ̸= 0. Výsledný vzorec
zjednodušte.

T 1
a (x) = aTx/∥a∥

(b) (2b) Odvod’te vzorec pro směrovou derivaci funkce f v bodě a ̸= 0 ve směru v ̸= 0. Výsledný vzorec
zjednodušte.

f ′(x) = xT /∥x∥. fv(a) = f ′(a)v = aTv/∥a∥.

3. Mějme funkci f(x, y) = x3 − 3xy + 3y2.

(a) (2b) Najděte všechny stacionárńı body funkce f .

f ′(x, y) =
[
3x2 − 3y −3x+ 6y

]
.

Dostaneme dva stacionárńı body (x1, y1) = (0, 0) a (x2, y2) = (12 ,
1
4).

(b) (2b) Pro každý stacionárńı bod funkce f určete, zda je to lokálńı extrém a př́ıpadně jaký.

f ′′(x, y) =

[
6x −3
−3 6

]
, f ′′(x1, y1) =

[
0 −3
−3 6

]
, f ′′(x2, y2) =

[
3 −3
−3 6

]
.

Prvńı Hessián je indefinitni, tedy bod je sedlo. Vlastni cisla jsou 3(1±
√
2), snadneji to jde zjistit z minoru.

Druhy Hessiánu je positivně definitńı, tedy bod je lokálńı minimum. Vlastni cisla jsou 3
2(3±

√
5), snadneji

to jde z minoru.

(c) (2b) Hledáme lokálńı extrém funkce f čistou Newtonovou metodou. Jaký bude odhad řešeńı po prvńı
iteraci, je-li počátečńı odhad (x, y) = (1, 12)?

(x, y)← (x, y)− f ′′(x, y)−1f ′(x, y)T =

[
1

1/2

]
−

[
6 −3
−3 6

]−1 [
3/2
0

]
=

[
2/3
1/3

]



4. Máme funkci f(x, y) = (x+ 1)2 + (y + 1)2 a množinu X = { (x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1, y ≥ 0 }.

(a) (3b) Najděte všechny extrémy funkce f na množině X. U každého extrému uved’te jeho typ (mini-
mum/maximum, lokálńı/globálńı). Výsledky od̊uvodněte.

(b) (2b) Výsledek ilustrujte obrázkem takto: Nakreslete množinu X a vyznačte nalezené extrémy. Dále pro
každý extrém načrtněte vrstevnici funkce f procházej́ıćı t́ımto extrémem (stač́ı část vrstevnice v okoĺı
extrému) .

Množina X je horńı p̊ulka kružnice se středem v bodě (0, 0) a poloměrem 1. Hodnota f(x, y) je čtverec
vzdálenosti bodu (x, y) od bodu (−1,−1). Vrstevnice jsou kružnice se středem v bodě (−1,−1) a procházej́ıćı
extrémem.

Bod (−1, 0) je globálńı minimum. Bod (1, 1)/
√
2 je globálńı maximum. Bod (1, 0) je lokálńı (ale ne globálńı)

minimum. Nebylo třeba nic poč́ıtat (přesto to spousta lid́ı dělala), žádné Lagrangeovy multiplikátory, derivace...,
vše je snadno vidět z obrázku (pokud vás tedy napaslo si ho nakresĺıte dř́ıv, než začnete hledat extrémy).

5. Dáno je n bod̊u (x1, y1, z1), . . . , (xn, yn, zn) ∈ R3. Tyto body tvoř́ı sloupce matice X ∈ R3×n. Napǐste algoritmus
(tj. postup, nemuśı to být kód v programovaćım jazyce), který spoč́ıtá č́ısla a, b, c ∈ R taková, aby výraz

∑n
i=1 d

2
i

byl minimálńı, kde di je definováno jako

(a) (2b) di = axi + byi + c− zi
Uloha na linearni nejmensi ctverce / linearni regresi. Jde napsat jako minu∈R3 ∥Au− b∥2 kde u = (a, b, c),
A ∈ Rn×3 má řádky (xi, yi, 1) a ci = zi. Reseni v Matlabu u = A\c.

(b) (2b) di znač́ı vzdálenost bodu (xi, yi, zi) od množiny { (x, y, z) ∈ R3 | ax+ by + cz = 0 }
Uloha na PCA. Uděláme SVD X = USVT , pak (a, b, c) je sloupec U odpov́ıdaj́ıćı nejmenš́ımu singulárńımu
č́ıslu (protože zmı́něná množina je nadrovina a (a, b, c) je jej́ı normála, tedy báze jej́ıho ortog. doplňku).

Nebo taky můžeme udělat spektrálńı rozklad XXT = VΛVT a (a, b, c) bude sloupec V odpov́ıdaj́ıćı
nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu.

(c) (1b) di znač́ı vzdálenost bodu (xi, yi, zi) od množiny { t(a, b, c) ∈ R3 | t ∈ R }
Opět úloha na PCA. Stejné jako minule, jen bereme sloupec odpov́ıdaj́ıćı největš́ımu singulárńımu/vlastńımu
č́ıslu (protože zmı́něná množina je př́ımka a (a, b, c) je jej́ı směrový vektor, tedy báze).

6. Funkce f : R3 → R je definována tak, že f(x1, x2, x3) je součet dvou nejmenš́ıch č́ısel z č́ısel x1, x2, x3.

(a) (3b) Je funkce f konvexńı? Odpověd’ dokažte (d̊ukaz napǐste podrobně a srozumitelně).

Vezmeme třeba x = (1, 2, 3), y = (3, 2, 1), α = 1
2 . Pak

f(αx+ (1− α)y) = f(2, 2, 2) = 4 ̸≤ (3 + 3)/2 =
1

2
f(1, 2, 3) +

1

2
f(3, 2, 1) =

1

2
f(x) +

1

2
f(y)

(b) (1b) Je funkce f spojitá? Odpověd’ od̊uvodněte.

Je spojitá, protože jde napsat jako f(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3 − max{x1, x2, x3} = min{x2 + x3, x1 +
x3, x1 + x2}. Funkce max př́ıp min je spojitá a sč́ıtáńı/odč́ıtáńı zachovává spojitost funkćı (viz Věta 8.1 ve
skriptech)

7. Máme m sklad̊u stejného zbož́ı a n obchod̊u s t́ım zbož́ım. Vı́me, že i-tý sklad (kde i = 1, . . . ,m) může
dodávat zbož́ı v́ıce obchod̊um najednou, ale má zásobu jen si jednotek zbož́ı. Dále v́ıme, že j-tý obchod (kde
j = 1, . . . , n) požaduje dj jednotek zbož́ı a jeho požadavek může být uspokojen i v́ıce sklady najednou. Cena za
dopravu jednotky zbož́ı z i-tého skladu k j-tému obchodu je cij . Všechna č́ısla si, dj , cij jsou nezáporná, sklady
se nemusej́ı vyčerpat. Chceme uspokojit všechny zákazńıky při co nejmenš́ı ceně za dopravu.

(a) (2b) Formulujte úlohu jako lineárńı program. Popǐste význam proměnných.

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

za podm.
n∑

j=1

xij ≤ si, i = 1, . . . ,m

m∑
i=1

xij = dj , j = 1, . . . , n

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n



(b) (2b) Nyńı předpokládejte, že každý sklad má neomezenou zásobu zbož́ı. Formulujte tuto úlohu jako lineárńı
program (tento program nesmı́ obsahovat konstanty nekonečné velikosti).

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

za podm.
m∑
i=1

xij = dj , j = 1, . . . , n

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

(c) (2b) Úvahou najděte optimálńı řešeńı lineárńıho programu z předchoźıho podúkolu. Napǐste vzorec pro
jeho optimálńı hodnotu.

Rozpadne se to na n nezávislých úloh, pro každý obchod jednu:

min
m∑
i=1

cixi

za podm.
m∑
i=1

xi = d, j = 1, . . . , n

xi ≥ 0, i = 1, . . . ,m

kde jsme vynechali indexy j. Opt. řešeńı jedné úlohy bude dmini ci. Tedy celková optimálńı hodnota bude∑
j dj mini cij .

8. Máme úlohu min{aTx | x ∈ Rn, xTCx = 1 }, kde a ∈ Rn, a ̸= 0 a C ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitńı.

(a) (1b) Jak se nazývá množina př́ıpustných řešeńı úlohy pro n = 2? Elipsa.

(b) (1b) Pro jaké n,a,C je tato optimalizačńı úloha konvexńı? Odpověd’ od̊uvodněte.

Pro žádné n, protože pro žádné n neńı množina {x ∈ Rn | xTCx = 1 } konvexńı, protože je to povrch
elipsoidu.

(c) (3b) Najděte vzorec pro optimálńı x. Výsledný vzorec zjednodušte. Napov́ıme, že každý bod splňuj́ıćı
podmı́nky prvńıho řádu je globálńı extrém.

x = − C−1a√
aTC−1a

(d) (1b) Jak by se řešeńı změnilo, kdyby podmı́nka byla xTCx ≥ 1 mı́sto xTCx = 1? Proč?

Úloha by byla neomezená. Důkaz: Necht’ x je optimálńı řešeńı p̊uvodńı úlohy. Bude určitě cTx < 0, protože
kdyby cTx > 0 tka bychom mohli vybásobit x mı́nus jednou a účelová hodnota by klesla přičemž omezeńı
xTCx = 1 by z̊ustalo splněné. Poku domezeńı změńıme na xTCx ≥ 1, tak násobeńı x libovolně velkým
kladným skalárem neporuš́ı omezeńı ale zmenš́ı cTx do libovolné záporné hodnoty.


