Zkouska OPT 31.1.2024 Jméno: Prijmeni:

Reseni piste do piipravenych mezer. Odevzdiva se pouze tento Eistopis.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. Dva psi (zévodni chrti) béhaji po vodorovné louce. Bily pes bézi
konstantni rychlosti 1km/min po kruznici s polomérem 1km,

pricemz v ¢ase nula vybéhl smérem na sever z bodu vzdaleného R
1km vychodné od stfedu kruznice. Cerny pes vybéhl v ¢ase nula » 0 \1
smérem na sever z bodu vzdaleného 1km jizné od startovniho 1, :start of white dog

bodu bilého psa a bézi rovnomérné piimocare stejnou rychlosti
jako bily pes. Kdy budou psi sobé nejblize?
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(a) (2b) Zformulujte matematicky jako optimaliza¢ni ilohu. Musi byt jednozna¢né patrno, co je icelové funkee,
co proménné a co piripadné omezujici podminky. Formulaci zvolte tak, aby sla dobfe Tesit.

(b) (2b) Ulohu vyteste. (Vysledkem musi byt odpovéd na otdzku polozenou v zadani.)

Poloha bflého psa v ¢ase t je (cost,sint), ¢erného psa (1,t — 1), étverec jejich vzddlenosti f(t) = (cost — 1) +
(sint — t + 1)2. Stacionarni podminka 2f/(t) = (t — 1)(cost — 1) = 0, tedy bud ¢ = 1 nebo t = 2kw. Druh4
derivace 2f”(t) = (t — 1)sint — cost + 1 je v bodé ¢t = 1 kladnd a v bodech ¢t = 2k nulové (takze o téchto
bodech ndm nic nefekne). Ale tivahou vidime, ze globdlni minimum je v bodé ¢ = 1.

2. Mame funkci f: R” — R danou jako f(x) = ||x||, kde || - || zna&i eukleidovskou normu.

(a) (2b) Najdéte Tayloruv polynom prvniho stupné funkce f v okoli daného bodu a # 0. Vysledny vzorec
zjednoduste.
T, (x) = a’x/|[a]|

(b) (2b) Odvodte vzorec pro smérovou derivaci funkce f v bodé a # 0 ve sméru v # 0. Vysledny vzorec
zjednoduste.

F'(x) =x"/|Ix]. fv(a) = f'(a)v = av/|al.

3. Mégjme funkei f(x,y) = 23 — 3zy + 3y>.

(a) (2b) Najdéte vsechny staciondrni body funkce f.

f(x,y) = [32% =3y —3z+6y].

Dostaneme dva staciondrn{ body (z1,y1) = (0,0) a (22,92) = (3. 3)-

(b) (2b) Pro kazdy staciondrni bod funkce f urcete, zda je to lokdlni extrém a piipadné jaky.
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Prvni Hessian je indefinitni, tedy bod je sedlo. Vlastni cisla jsou 3(1 4 +/2), snadneji to jde zjistit z minoru.
Druhy Hessianu je positivné definitni, tedy bod je lokalni minimum. Vlastni cisla jsou %(3 ++/5), snadneji
to jde z minoru.

(c) (2b) Hleddme lokalni extrém funkce f ¢istou Newtonovou metodou. Jaky bude odhad FeSeni po prvni
iteraci, je-li po¢dteéni odhad (z,y) = (1, %)?
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4. Méme funkci f(z,y) = (x +1)? + (y + 1)? a mnozinu X = { (z,y) e R? |22 +y> =1,y >0}.

(a) (3b) Najdéte vSechny extrémy funkce f na mnoziné X. U kazdého extrému uved'te jeho typ (mini-
mum/maximum, lokalni/globaln{). Vysledky oduvodnéte.

(b) (2b) Vysledek ilustrujte obrazkem takto: Nakreslete mnozinu X a vyznacte nalezené extrémy. Déle pro
kazdy extrém nacrtnéte vrstevnici funkce f prochazejici timto extrémem (staéi ¢ast vrstevnice v okoli
extrému) .

Mnozina X je horni pulka kruznice se sttedem v bodé (0,0) a polomérem 1. Hodnota f(x,y) je Ctverec
vzdélenosti bodu (z,y) od bodu (—1,—1). Vrstevnice jsou kruznice se stfedem v bodé (—1, —1) a prochazejici
extrémem.

Bod (—1,0) je globalni minimum. Bod (1,1)/v/2 je globélni maximum. Bod (1,0) je lokélni (ale ne globélni)
minimum. Nebylo tfeba nic pocitat (presto to spousta lidi délala), zadné Lagrangeovy multiplikatory, derivace...,
vse je snadno vidét z obrazku (pokud vés tedy napaslo si ho nakreslite diiv, nez zac¢nete hledat extrémy).

5. Déano je n bod (x1,y1,21); - - -, (T Yn, 2n) € R3. Tyto body tvoif sloupce matice X € R3*". Napiste algoritmus
(tj. postup, nemusf to byt kéd v programovacim jazyce), ktery spocitd ¢isla a, b, ¢ € R takovd, aby vyraz Y i, d7
byl minimdlni, kde d; je definovano jako

(a) (2b) d; = ax; +by; + ¢ — 2
Uloha na linearni nejmensi ctverce / linearni regresi. Jde napsat jako min,cgs ||Au — b||? kde u = (a, b, c),
A € R™3 m4 #adky (z4,v:,1) a ¢; = 2. Reseni v Matlabu u = A\c.

(b) (2b) d; znaéi vzdalenost bodu (z;,y;, z;) od mnoziny { (z,y,2) € R3 |ax +by+cz =0}
Uloha na PCA. Udéldme SVD X = USVT, pak (a, b, ¢) je sloupec U odpovidajici nejmensimu singuldrnimu
¢islu (protoze zminénd mnozina je nadrovina a (a, b, ¢) je jeji norméla, tedy baze jejiho ortog. dopliku).
Nebo taky muzeme udélat spektralni rozklad XXT = VAVT a (a,b,¢) bude sloupec V odpovidajici
nejmensimu vlastnimu ¢islu.

(c) (1b) d; znaéf vzdalenost bodu (w4, i, z;) od mnoziny {t(a,b,c) ER3 |t € R}
Opét tdloha na PCA. Stejné jako minule, jen bereme sloupec odpovidajici nejvétsimu singularnimu/vlastnimu
¢islu (protoze zminénd mnozina je pifmka a (a, b, ¢) je jeji smérovy vektor, tedy béze).

6. Funkce f: R? — R je definovana tak, ze f(z1,22,3) je soucet dvou nejmensich ¢éisel z &isel 1, o, 73.

(a) (3b) Je funkce f konvexni? Odpovéd dokazte (dikaz napiste podrobné a srozumitelné).
Vezmeme tieba x = (1,2,3), y = (3,2,1), a = % Pak

1

flax+ (1= a)y) = [2,2,2) =4 £ (3+3)/2 = 37(1L,2,3) + 27(3,2,1) = 376 + 5 (¥)

(b) (1b) Je funkce f spojitd? Odpovéd oduvodnéte.
Je spojita, protoze jde napsat jako f(x1,xe,x3) = x1 + x2 + 3 — max{xy, xe,r3} = min{zy + z3, 21 +

x3,x1 + x2}. Funkce max piip min je spojita a sc¢itani/odéitdni zachovava spojitost funkei (viz Véta 8.1 ve
skriptech)

7. Médme m skladu stejného zbozi a n obchodu s tim zbozim. Vime, ze i-ty sklad (kde i« = 1,...,m) muze
dodavat zbozi vice obchodum najednou, ale méa zasobu jen s; jednotek zbozi. Déle vime, ze j-ty obchod (kde
j=1,...,n) pozaduje d; jednotek zbozi a jeho pozadavek mize byt uspokojen i vice sklady najednou. Cena za
dopravu jednotky zbozi z i-tého skladu k j-tému obchodu je ¢;;. VSechna ¢isla s;, dj, ¢;; jsou nezdporna, sklady
se nemuseji vycerpat. Chceme uspokojit vSechny zdkazniky pfi co nejmensi cené za dopravu.

(a) (2b) Formulujte ulohu jako linedrni program. Popiste vyznam proménnych.

m n
min E E CijLij

i=1 j=1

n
za podm. E Tij < Si, i=1,....m
Jj=1

m
Z:Bij:dj» jzl,...,n
1=1

xijzo, 7::1,...,m,j:1,...,n



(b)

()

(2b) Nyni predpoklédejte, ze kazdy sklad ma neomezenou zasobu zbozi. Formulujte tuto tulohu jako linedrni
program (tento program nesmi obsahovat konstanty nekonecné velikosti).

m n
min E E Cij iy

i=1 j=1

m
za podm. inj = dj, 17=1,....n
i=1
xij > 0, i=1,....m, j=1,...,n

(2b) Uvahou najdéte optimalni feSeni linedrniho programu z piedchoziho podikolu. Napiste vzorec pro
jeho optimélni hodnotu.

Rozpadne se to na n nezavislych tloh, pro kazdy obchod jednu:

m
min E Ci Ty
i=1

m

za podm. qu;:d, j=1,....n
i=1

x; > 0, 1=1,....,m

kde jsme vynechali indexy j. Opt. feseni jedné tlohy bude d min; ¢;. Tedy celkova optimélni hodnota bude
Ej dj min,L- Cij~

8. Mame tlohu min{a’x |x € R?, xTCx =1}, kde a € R", a # 0 a C € R™ " je symetrickd pozitivné definitni.

(a)
(b)

()

(1b) Jak se nazyva mnozina piipustnych feseni tlohy pro n = 27 Elipsa.
(1b) Pro jaké n,a, C je tato optimaliza¢ni tiloha konvexni? Odpovéd oduvodnéte.
Pro 7z4dné n, protoze pro zadné n nenif mnozina {x € R" | x’Cx = 1} konvexni, protoze je to povrch
elipsoidu.
(3b) Najdéte vzorec pro optimalni x. Vysledny vzorec zjednoduste. Napovime, ze kazdy bod spliujici
podminky prvniho fadu je globalni extrém.
x—__C'a

VaTC-la
(1b) Jak by se feseni zménilo, kdyby podminka byla x” Cx > 1 misto x’ Cx = 1? Pro¢?
Uloha by byla neomezené. Ditkaz: Necht x je optimalni Fe§en{ piivodn{ tlohy. Bude uréité ¢’'x < 0, protoze
kdyby ¢’x > 0 tka bychom mohli vybdsobit x minus jednou a ticelova hodnota by klesla piicemz omezeni
xI'Cx = 1 by ztstalo splnéné. Poku domezeni zménime na x’ Cx > 1, tak ndsobeni x libovolné velkym
kladnym skaldrem neporusi omezeni ale zmensi ¢’x do libovolné zdporné hodnoty.



