Zkouska OPT 14.2.2024 Jméno: Prijmeni:

Reseni piste do piipravenych mezer. Odevzdiva se pouze tento Eistopis.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaci.

1. Hleddme vzdélenost bodu (1,2) od mnoziny { (z,y) € R? | zy = 1}.

(a)

(2b) Ulohu pieved'te do tvaru, kdy hleddme volné minimum funkce jedné proménné. Pak pro tuto dlohu
napiste podminku prvniho fadu na volny lokaln{ extrém (formulujte ji sikovné vzhledem k tikolu (b)).
Minimalizujeme funkci f(z) = (z—1)?+(1/z—2)2. Je g(z) = f'(x) = 2(x —1) —2(1/z—2)/2? = 0. Je velmi
dobry napad si to zjednodusit vynasobenim cele rovnice 2® (coz podminku nezmeni, protoze jmenovatel
stejne musi byt ruzny od nuly), coz da g(z) = 2* — 23 +22 — 1 = 0.

(3b) Ulohu vyfeste (najdéte pozadovanou vzddlenost). Na kalkula¢ce smite pouzit jen operace plus, minus,
krat, déleno a druha odmocnina. Nedokazete-li tlohu takto vyfeSit pfesné, navrhnéte vhodnou iteraéni
metodu, napiste vzorec pro iteraci metody (pro tuto konkrétni tlohu!), navrhnéte vhodny pocéteéni odhad

a spoc¢téte numericky hodnotu odhadu po prvni iteraci.

zt—x342z—1

Newtonova iterace je © < x — g(z)/¢'(z) = = — coz se da (neni povinne) zjednodusit na

473 —32242
T 4 ﬁfm Pocédteéni odhad xzy = 1. Prvni iterace 1 = 2/3. (Vysledek konvergence do strojove
presnosti je z = 0.535687386791873, ale to nebylo povinné.)

Kdyz nekdo (nesikovne) nevynasobil rovnici f/(z) = 0 monomem 3, vysla mu Newtonova iterace z +
- 2(z—1)—2(1/x—2) /x>

DRy ey Zlomek ma pro xp = 1 jmenovatel nulovy, tedy musime volit jine xg, napr. zo = 1/2.

2. Je ddna matice A € R™*™ g linedrné nezavislymi fadky.

(a)

(b)
()

(3b) Najdéte vzorec pro ortogondlni projektor na nulovy prostor matice A.

Ze skript zndme vzorec pro projektor na podprostor dany bazi. Kdyz fddky A budou ta baze, pak

AT(AAT)~'A bude projektor na rng A" = (null A)*. Projektor na null A tedy bude I — AT(AAT)TA.
1

(1b) Napiste tento projektor pro piipad A = [2 —1] (tedy A m4 jediny fadek). = B Z]

(1b) Jaky bude tento projektor pro piipad m = n? Bude mozné vzorec néjak zjednodusit?

Pak bude A regularni a jeji nulovy prostor je {0}. Tedy projektor bude nulova matice 0 rozmeru n x n. To
vyjde i dosazenim do vzorecku vyse, protoze diky regularite A mame (AAT)"t = A=TA-L



3. Minimalizujeme funkci %XTAX za podminky b”x = 1, kde A je dané symetrickd positivné definitni matice, b
je dany normalizovany vektor a x € R™ jsou proménné.

(a) (2b) Popiste vlastnosti ucelové funkce tlohy. Jak se nazyva? Je konvexni? Jak se nazyvaji jeji vrstevnice?
Funkce je positivné definitni kvadraticka forma, tedy je konvexni (napi. dle Véty 16.5. ve skriptech). kazda
jeji vrstevnice kladné vysky je povrch elipsoidu (trochu nespravné muzeme fict i elipsoid).

(b) (1b) Jak se nazyva mnozina piipustnych feseni ilohy? Je tato mnozina konvexni?

Ucelové funkce je konvexni protoze A je positivné definitni. Mnozina ptipustnych feseni je nadrovina, tedy
konvexni mnozina. Tedy tloha je konvexni.

(c) (3b) Ulohu vyfeste (vysledkem bude vzorec pro optimalni feSeni x). Pokud optimalni feSeni neexistuje,
oduvodnéte. Pokud existuje, oduvodnéte, pro¢ je to globdlni minimum 1lohy (a ne napf. lokdlni maximum).
Lagr. funkce L(x,\) = +x7 Ax+ A(1 — bTx). Podminka 1. fdu (kromé omezujicf podminky) je Lx(x, \) =
x”A — AbT = 0. Protoze A je pos. definitni a tudiz reguldrni, mame z toho x = AA~'b. Dosazenim do
omezeni dostaneme Ab”A~'b = 1, z toho vyjadifme A a dosadime do x = AA~'b = %. Protoze
uloha je konvexni, je to globalni minimum.

(d) (3b) Nakreslete situaci pro n = 2 pro né&jaké vami zvolené A a b (kde matici A nevolte diagonalni).
Nemusite psat numerické hodnoty A a b, staci jen kvalitativni spravnost obrazku. Na obrazku bude pocatek
(tj. bod 0), vektor b, mnozina piipustnych feseni tilohy, optimalni vektor x a vrstevnice ucelové funkce
prochéazejici bodem x. Pokud jsou néjaké dvojice objektu kolmé ¢ rovnobézné, vyznacte to standardnimi
znackami pro kolmost /rovnobéznost.

Vse kreslime v roviné R?. Mnozina pifpustnych feseni {x | bTx = 1} je pifmka kolmd na vektor b a
prochézejici bodem b (tedy $pickou vektory b). Vrstevnice (ruznych kladnych vysek) ticelové funkce jsou

piimkou neprazdny prunik. To bude elipsa, ktera se piimky pravé dotykd, tedy je k ni teéna.
b'x=1
b

4. (3b) Chceme zjistit, zda funkce f(x) = [17x| = |21 + - + 25| je vektorova norma. Za timto ticelem pro kazdy
z axiomt normy uvedte, zda jej funkce f spliiuje ¢i nesplituje, a kazdou odpovéd dokazte.

Axiomy normy jsou ve skriptech v §12.4.1.
Pro n > 2 nesplnuje axiom f(x) =0 = x = 0, protipriklad pro n =2 je x = (1, —1).
Axiom positivni homogenity f(ax) = |a|f(x) splnuje. Dukaz: f(ax) = |a17x| = |a| [1Tx| = |a|f(x).

Trojuhelnikovou nerovnost f(x +y) < f(x) + f(y) splnuje. Dukaz: f(x+y) = [1T(x+y)| = [1Tx +1Ty| <
117x| + [1Ty| = f(x) + f(y), protoze pro kazde o, 8 € R plati |a + 8| < |a] + |3].

5. Mame mnozinu { (z,y) € R? | min{z,y} < 1}.

(a) (2b) Naértnéte tuto mnozinu.

Mnozina je sjednoceni polorovin x <1 ay < 1.

(b) (2b) Je tato mnozina konvexni? Odpovéd dokazte z definice konvexni mnoziny (pozadujeme algebraicky
dukaz, tedy nestaci napt. geometrické oduvodnéni odvolavajici se na obrazek).
Neni konvexni, nutno najit protipiiklad porusujici definici konvexni mnoziny (vyraz (13.1) ve skriptech).
Ten snadno najdeme v obrazku. Napr. body (z,y) = (1,2) a (2/,y’) = (2,1) oba patri do mnoziny (splnuji
nerovnost min{z,y} < 1). Kdyz ale zvolime a = 3, tak bod (1 — a)(z,y) + a(z’,y') = (3,3) v mnozine
nelezi.



6. Pro dané ¢islo ¢ € R hleddme nezdporné éislo z € R tak, aby hodnota vyrazu |c — x| byla co nejmensi.

(a) (1b) Najdéte (pokud mozno jednoduchy) vzorec pro optimalni hodnotu (nikoliv argument) této ilohy.
Pokud ¢ > 0, tak zvolime = ¢ a opt hodnota je 0. Pokud ¢ < 0, zvolime z = 0 a opt hodnota je |c| = —c.
Pro oba tyto pripady se opt hodnota da napsat jednoduse jako max{0, —c}.

(b) (1b) Je tato tloha linedrni program? Pokud neni, pievedte ji na linedrni program. Pokud pfevod nenf
mozny, oduvodnéte a dalsi dkoly uz nedélejte.
min z za podm. c—x <z, —c+x <z, z>0,z€eR

(c) (2b) Napiste k tomuto linedrnimu programu dudlni lohu.

min 2z max c(u—v)
za podm. x4z >c¢ za podm. u >0
—r+z > —c v>0
x>0 u—v <0
zeR u+v =1

(d) (1b) Napiste optimalni primérni feSeni a optimdlni dudlni feseni pro ¢ = 1.
r=z=1lu=v= %

(e) (1b) Napiste optimalni primérni feSeni a optimélni dudlni feseni pro ¢ = —2.
r=0,z2=2,u=0,v=1

7. (3b) Zemédélec mé 10 ha pole na vysadbu psenice a zita a chce osdzet nejméné 7ha. M4 k dispozici 120 tis.
K¢ a celou vysadbu chce stihnout za ne vice nez 12 hodin. Osdzeni jednoho hektaru psenice stoji 20 tis. K¢ a
trva jednu hodinu. Oséazeni jednoho hektaru zita stoji 10 tis. K¢ a trva dvé hodiny. Pokud je zisk 50 tis. K¢ za
hektar psenice a 30 tis. K¢ za hektar zita, kolik pSenice a zita ma zemédélec vysazet pro co nejvetsi zisk? Ulohu
napiste jako linedrni program (ktery uz ale neteste).

Zadani jde pochopit dvéma zptusoby, oba jsou spravné. Bud se naklady na vysadbu neodéitaji ze zisku, pak
maximalizujeme 50z + 30y z.p. 7 < x +y < 10, 202 + 10y < 120, x + 2y < 12, x,y > 0.

Nebo se néklady na vysadbu odéitaji ze zisku (tedy nevycerpany zbytek ze 120 tisic si muzeme nechat), pak
maximalizujeme (50 — 20)x + (30 — 10)y za stejnych podminek.

1 0 -1

01 2 ] Postupujte v téchto krocich:

8. Chceme ruéné spocitat redukovany singularni rozklad matice A = [
(a) (2b) Spocitejte singuldrni ¢isla matice A (postup nestaci, spocitejte je numericky).
Hleddme rozklad A = USVT, kde U € R?*? a V € R3*? maji ortonormélni sloupce a S € R?*? je dia-
gonalni s diagonalnimi prvky si, so. Vyuzijeme vztah se spektralnim rozkladem: AA”T = USVIVSTUT =
US?UT”. Podle tohoto vzorce jsou singularni ¢isla matice A rovna odmocniné vlastnich ¢isel matice AAT =

oA 2 } = 2=\ (5-)\)—4 =

[ 2 52] . Tato vlastnf ¢isla jsou fesenim rovnice det(AA” —\I) = det [ -2 5—)\

—2
)\2*7A+6:O, tedy )\1 :1, )\2:6 Tedy S1 :1, 82:\/6.
(b) (2b) Spocitejte levé singuldrni vektory matice A (postup nestaci, spocitejte je numericky).
Ze vzorce vyse plyne, ze singularni vektory matice A jsou normalizované vlastni vektory matice AAT. Ty
—2

9 4}u120,tedyu1:

spocitdame z homogenni linedrn{ soustavy (AAT — AI)u. Pro A = \; mame [

-4 =2
-2 -1

(c¢) (1b) Nakonec dopocitejte cely redukovany singuldrni rozklad matice A (nemusite numericky, sta¢i postup).

(2,1)/+/5 (az nba nisobeni minus jedni¢kou). Pro Ay mame { } uy = 0, tedy napt. uy = (—1,2)/v/5.

Matici S mame. Matici U také, jejf sloupce jsou vektory up,us (zkontrolujte, ze UTU = I, jak m4 byt).
Zbyva dopoéist matici V ze vzorce A = USVT. Protoze je U ortogondlni a S diagonalni reguldrni, je
VT =S8 1UTA, tedy V= ATUS .

I kdyz to neni povinné, dopoc¢itdme to i numericky:

M G e A e T S Y I A

2v/5  —1/4/30
1/v/5  2/4/30
0 5/v/30



