OPT zk—pocit 9.2.2023 Jméno: Prijmeni:

Pi#iklady na této a dalsi strance vyfeste. Odpovéd vzdy napiste do pfipravené mezery.

. Méame dvé kiivky v roviné: mnozinu P = { (z,y) € R? | y = 2? } a kruZnici o poloméru 1 se stiedem v bodé (3,0). Najdste
bod mnoziny P, ktery je nejblize ke kruznici.
a) (2b) Zformulujte tuto optimalizacni ilohu. Pokud je moZnych vice formulaci, vyberte tu nejvyhodnéjsi na feSeni.
b) (2b) Ulohu vyfeste: najdéte vSechna optimalni feseni a dokazte, Ze jich vic neni. (Ndpovéda: Pokud feseni povede na
kofeny polynomu vyssiho nez druhého stupné, nevydéste se a premyslejte.)

Mnozina P je parabola. Vzdalenost od kruznice je rovna vzdalenosti od jejiho stifedu minus polomér. Tedy hledame bod na
parabole nejblizsi k bodu (3,0). Tedy minimalizujeme (z — 3)? + 42 za podminky y = 2, tedy minimalizujeme (z — 3)% + z%.
Stacionarni bod: 2(x — 3) + 42% = 0, tedy 22® = 3 — 2. To je sice kubick4 rovnice, ale uhodneme feSeni x = 1. Pokud by
nékdo pochyboval, Ze toto feseni je jediné, staci si nakreslit kiivky y = 22® a y = 3 — z a vidime, 7e jiny priinik nemaji.
Optimalni bod na parabole je tedy (z,y) = (1,1).

. Minimalizujeme funkci f(z,y) = |z —y + 1| + |z + y — 2| za podminek z,y > 0.

a) (2b) Je tato optimaliza¢ni uloha konvexni? Odpovéd dokazte (smite pouzit libovolné véty dokdzané ve skriptech).
Uloha je konvexni, kdyz je mnozina p¥ipustngch feSeni konvexni a téelova fce je konvexni. Piip. mnozina je zjevné
konvexni, protoze to je mnozina {(z,y) | 2 > 0, y > 0}, tedy nezédporny kvadrant. U¢. fce je konvexni, protoze napf.
|t —y+ 1] = max{—z +y — 1,2 + y — 1} je maximum afinnich funkci, coz je konvexni fce. A soucet konvexnich fci je
konv. fce.

b) (2b) Transformujte tlohu na linedrni program. Pokud myslite, Ze to nejde, odivodnéte a nasledujici kol nedélejte.
Minimaluzuj v + v za podminek ¢ —y + 1 <wu, —x+y—1<wu,z+y—2<v, —x—y+2<v, 2,y >0, u,v €R.

¢) (2b) Napiste k tomuto linedrnimu programu duélni tlohu.

Mechanicky dle postupu ve skriptech, psat to sem nebudu.

. (2b) Hledame lokalni maximum funkce f(p,q) = (p? + ¢?) sin(p — q). Napiste iteraci Newtonovy metody. (Pokud se ve vzorci
vyskytnou derivace, spoc¢itejte je. Piipadnou inverzi poéitat nemusite.)

Iterace je (prt1,qrt1) = (k> ax) — " (x> ar) = (x> a) ™

Jacobiho matice je f'(p,q) = [2psin(p — q) — (p* +¢*) cos(p — q) 2gsin(p — q) + (p* + ¢°) cos(p — q].

Hessova matice f”(p,q) je matice 2 x 2, nemusela se explicitne pocitat, vyjde dost dlouha.



4. Hledame extrémy funkce x + 2y za podminky z? + y? = 4z + 1.

a) (2b) Najdéte vSechny kandidaty na extrémy metodou Lagrangeovych multiplikdtort.
Klasicke pouziti metody Lagr. mult., jen se musi umet vyresit vznikla soustava 3 nelinearnich rovnic o 3 neznamych
2,1y, \. Jsou dve reseni (po zahozeni \): (z,y) = (1,—2) a (z,y) = (3,2). To jsou kandidaty.

b) (2b) Nakreslete obrézek, kde bude mnozina pfipustnych feSeni, vSechny nalezené kandidaty na extrémy a vrstevnice
ucelové funkce prochézejici jednim vybranym kandidatem.
Aby se zjistilo, jak vypada mnozina prip. reseni, je treba doplnit fci v podmince na ctverec, tedy 2 + 3> — 4z — 1 =
(r —2)? + 4% — 5. Ted se vidi, ze prip. mnozina je kruznice se stredem (2,0) a polomerem /5. Vrstevnice pak budou
kolmice k vektoru (1,2), budou tecne k te kruznici.

¢) (1b) Uvahou rozhodnéte o kazdém kandidatu, zda je to extrém a pifpadné jaky (lokalni/globalni, minimum/maximum).

5. Dokazte nasledujici dvé tvrzeni: Pro kazdou matici A (s realnymi prvky) a kazdé kladné &islo t je matice AAT + ¢l

a) (2b) positivné definitni,
Z definice pos. definitnosti musime dokazat, ze pro kazde x # 0 plati xZ (AAT + th)x = xTAATx + txTx > 0. Je
x'AATx = (ATx)T(ATx) = ||[ATx||?> > 0 pro vsechna x € R" (tato finta byla ve skriptech, na prednaskach a na
cvicenich), neboli matice AAT je pos. semidefinitni. Protoze x”x = [|x||? > 0 pro vsechna x # 0 (zadny nenulovy vektor
neni kolmy sam na sebe), jsme hotovi.

b) (1b) regulérni.
Zde by stacilo napsat, ze kazda pos. definitni matice je regularni — to bychom uznali i bez dukazu. Dukaz (ve skriptech)
je napr. takto: pos. def. matice ma spektralni rozklad VAV kde vsechna vlastni cisla (diagonalni prvky matice A)

jsou kladna a tedy matice A je regularni a tedy matice VAVT je regularni protoze V jsou ortogonalni.

6. Mame mnozinu X = { (z1,22,73) € R® | 21 + 229 + 23 = 1, 227 — 29 — 273 = 2 }.

a) (2b) Parametrizujte mnozinu jako X = { Ay + b |y € R™ } (tj. najdéte n, A, b). Pokud to nejde, odiivodnéte.
1 2 1
2 -1 -2
{xeR™ | Ax =b} anebo {Ay+b |y € R"}, to jsou dve uplne jine mnoziny. Obe reprezentuji afinni podprostor,
ale jedna jako mmnozinu reseni soustavy rovnic Ax = b, druha jako podprostor rng A (protoze { Ay |y € R" } = rngA)
posunuty o vektor b. Ukolem bylo prevest prvni reprezentaci na druhou.

Reseni: Mnozina X je mnozina reseni linearni soustavy { 21 + 222 +x3 = 1, 221 — 29 — 223 = 2 }. Tuto mnozinu chceme
2

-1 =2
Xp, coz vas asi spletlo). Protoze {Ay | y € R"} = rngA, tedy sloupce A musi tvorit bazi toho nuloveho prostoru.
Partikularni reseni je napr. b = (1,0,0). Nulovy prostor ma dimenzi n = 1 (mnozina reseni soustavy je primka) a jeho

Zde jste skoro vsichni bez premysleni napsali A = ] ab= { 2} , coz je spatne. Je totiz rozdil, jestli napiseme

vyjadrit jako nulovy prostor matice soustavy [2 plus partikularni reseni soustavy b (ktere se obvykle znaci

3
baze je napr. {(3,—4,5)}. Tedy je A = | —4 |. Pro prehlednost shrneme:
5
3 1
X:{(wl,xg,xg)éR?’|:L'1—|—2x2—|—;v3:1, 201 —wog — 223 =2} ={Ay+b|yeR"}={|-4|y+ |0]| |yeR}
5 0

b) (2b) Jaka je vzdalenost bodu z = (0,0, 1) od mnoziny X?
Tu muzeme pohodlne spocitat z vysledku vyse, kde jsme vsechny body mnoziny X vyjadrili jako (3,—4,5)y + (1,0,0)
pro vsechna mozna y € R. Ctverec vzdalenosti tohoto bodu k bodu z je tedy ||(3,—4,5)y + (1,0,0) — (0,0,1)|> =
(3y + 1)% + (—4y)? + (5y — 1)2. To musime minimalizovat pres y € R. To vyresime polozenim derivace podle y rovne
nule. Vyjde y = 1/25 a ctverec vzdalenosti je 48/25 = 1.92.



