Optimalizace Zkouskovy test 27.5. 2025

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. (10 b) Urcete rank-minimalni SVD v maticovém tvaru pro matici

0 1 1
0 1 —

A=|/|[0020=3|,|[1 10o0=-2] 1100
0 0 0

Reseni:
Myslenka: matice vpravo je sou¢tem dyad a ty zkusime vyjadrit pomoci ortonormalnich

vektoru. PovSimneme si, ze vSechny dvojice sloupcovych vektoru jsou ortogondalni. Staci je
tedy normalizovat, piSme:

1

1
vi=1(0,0,1,0),vo = —(1,1,0,0),v3 = —(1,—-1,0,0).
1= ( ), V2 \/5( ), V3 \/5( )
Pak plati
A = 2v1vf - 6va2T + 4V3vg.
Kladme u; = vi,us = —vo,u3 = vz, takto definované vektory tvoii ortonormdlni bézi.

Potom z vyjadieni
A= 2ulv{ + 6u2V2T + 4u3v3T

vyéteme levé/pravé singuldrni vektory a singuldrni ¢isla. Rank-minimdlni SVD rozklad
matice A tvof{ matice

U= [UQ us 111] ,V = [VQ V3 Vl] ,S = diag(6,4, 2),

protoze matice A ma hodnost 3 (vSechna 3 singuldrni ¢isla kladna).

2. 7 dat odhadujte regresni model tvaru y ~ ajx1+asxe, kde a1, as € R jsou neznamé parametry.

Ty | 22| Y
11216
2 10| 8
311 |11
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(a) (5 b) Formulujte tilohu jako problém nejmensich ¢tvercu a ten vyfeste numericky.

(b) (5 b) Misto kritéria nejmensich ¢tverct pouzijeme minimalni soucet absolutnich odchylek
|y + asxs — y|. Pokud lze, napiste tuto tlohu jako linedrni program.

Reseni:
(a) Minimalizujeme |Aca — b||3, kde
6

1 2
A=12 0 ,a:(a1,a2),b: 8
3 1 11

Jelikoz mé& A plnou sloupcovou hodnost, tloha mé jediné feSeni, a to je feSenim soustavy
ATAa = ATb. Dostaneme

v (14 5] p  [55
AA[5 | ATb= |

Jediné feSeni je
32 47
= — =3.56 = — =1.04.
M= T

(b) Ulohu 1ze formulovat jako LP. Minimalizujeme 27 + 22 + 23 za podminek

—21 < o1 +20 —6< 21, —22 <200 —8< 2, —23<3a1+az—11<z;3,

kde (a1, as) € R? jsou nezndmé hledané parametry, 21, 22, z3 > 0 jsou piidané proménné.

(a) (6 b) Najdéte minimum funkce x?+y+ 22 na priniku dvou nadrovin v R3. Prvn{ nadrovina
m4 normalovy vektor (1,0,1) a druhd (2,1,0). Obé nadroviny prochazeji bodem (1,0, 2).

(b) (1 b) Je funkece z (a) pozitivné definitni kvadraticka forma?

(c¢) (3 b) Vzorec pro nalezeni minima funkce f na afinnim podprostoru M v R" vyjadiete
obecné za predpokladu, ze funkce f je pozitivné definitni kvadratickd forma dand symet-
rickou matici f = xTCx a M = {x| Ax = b}, kde A m4 linedrné nezdvislé fadky. Vami
nalezeny vzorec pro argument minima bude obsahovat jen matice A a C a vektor b a
operace s maticemi.

Reseni:

(a) Prvni nadrovina mé rovnici « + z = by a druhd 2z + y = ba. Protoze obé prochéazeji
bodem (1,0, 2), musi by = 3 a by = 2. Hleddme tedy minimum zadané funkce za podminky
dané soustavou dvou linedrnich rovnic. Z prvni rovnice eliminujeme x a mame x =3 — z a
z druhé eliminujeme y a mame y = 2 — 2(3 — z) = 2z — 4. Funkce 22 + y + 22 po eliminaci
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téchto proménnych prechdzi na tvar (3 — 2)2 + 2z — 4 + 22 = 222 — 42 + 5. Jeji derivace je
4z — 4 a stacionarni bod je v bodé z = 1. Je to minimum, protoze funkce v proménné z
je kvadraticka s kladnym koeficientem u 22. Po dosazeni = a y mame odpovéd, ze funkce
nabyva minimum v bodé (2,—-2,1).

Jiné teseni. Piimka kolm& ne zadané normaélové vektory prochézejici zadanym bodem ma
parametrickou rovnici (1,0,2) + ¢(—1,2,1) a je prunikem téch dvou nadrovin (Smérovy
vektor piimky jsme spocitali napf. jako vektorovy souc¢in). Zadand funkce na této piimce
mé hodnoty (1—t)2+2t+(2+t)? = 2t244¢+5. Jeji minimum je v bodé ¢t = —1. Dosazenim
tohoto vysledku do parametrického vyjddieni pfimky mame feseni (2, —2,1).

Uloha se d4 také fesit pomoci Lagrangeovych multiplikatoru:
L=2>+y+22+ Mz +2-3)+X2r—-y—-2), L'=0.

(b) Neni to kvadratickd forma, je to kvadratickd funkce ve tvaru souc¢tu pozitivné semide-
finitini kvadratické formy a linearni funkce.

(c) x = C'AT(AC'AT)~!b. Viz cviceni 11.18 ze skript Optimalizace [Werner] a postup
feseni je uveden ve Sbirce nékterych feseni ze skript Optimalizace [OlsdK].

4. (10 b) Hleddme pfiblizné feseni soustavy rovnic
simnx —y =20,
2 —y4+1=0,

optimdlni podle kritéria nejmensich ¢tvercu. Popiste (a) Gaussovu-Newtonovu metodu, (b)
Newtonovu metodu a udélejte jimi 1 krok z poc¢ateéniho odhadu (0,1). Vyhodnotte kritérium
ptred a po 1. kroku.

Resent:
Zobrazeni a jeho derivace:
| sinx —y / __|cosz —1

—sinzx 0}

" . " 120
hl(x7y) - |: 0 0 h‘Z(x7y) - |:O 0:| 9

Kritérium:
flz,y) = %||h(az,y)\|2 = %(sian — 2ysinx +zt— 2332y+ 212 + 2y2 — 2y + 1) ,
f(z,y) = 3(2sinz cosz — 2ycosx + 4z — dwy + 4z, —2sinz — 222 + 4y — 2)T =,
= (sinzcosx — ycosx + 22° — 2y + 2z, —sinx — 22 +2y — 1)7,

2
() =

cos?x —sin?x + ysinx 4+ 622 — 2y +2 —cosz — 2z
—cosx — 2z 2
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Pro xg =0, yg = 1:

. —1 , . 1 -1
r{(0,1) =0, h5(0,1) = [(2) 8} ,
Kritérium:
1
1) = —
o) =3,

Gaussova-Newtonova metoda:

Bi] - -zg] — (0'(w0,50) " W (20, 0)) " W (20, %0) " h(0,0) =

RN ) N E R
o0 EREY I s R ol | Y A R P 1

f(1,1) = 0.5126..

Pseudoinverze:
-1 1 -1
(h/(x(]vyO)T h,<3307y0)) h/(anyO)T - |:0 _1:| :

Newtonova metoda:

Y1 Yo

=l -[ =B Lol = -

f(1,1) = 0.5126.

[wl} = [%] — (f"(20,90) " f'(x0,90) T =

Bez vyndsobeni 1/2 by kritériem byl soucet ¢tvercu odchylek, 2f(1,1) = 1.025. Zde prvni
krok nevedl ke zlepsSeni kritéria.




