
Optimalizace Zkouškový test 2. 6. 2025

Př́ıjmeńı a jméno:

Úloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Počet bod̊u

1. (10 b) Určete př́ımku minimalizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenost́ı od bod̊u (0, 1),(−1,−1), (−2, 0).
Stanovte chybu proložeńı a vzdálenosti zadaných bod̊u od optimálńı př́ımky.

Řešeńı:

Řeš́ıme jako úlohu PCA, protože hledáme afinńı podprostor dimenze 1 (př́ımku) mini-
malizuj́ıćı součet čtverc̊u vzdálenost́ı zadaných bod̊u od jejich kolmých projekćı na ten
podprostor. Spočteme těžǐstě těch bod̊u, to je vektor (−1, 0). Matice vycentrovaných bod̊u
je

A =

[
1 0 −1
1 −1 0

]
a tedy

AAT =

[
2 1
1 2

]
.

Tato matice má vlastńı č́ısla λ1 = 3 a λ2 = 1. Vlastńı vektor př́ıslušný λ1 je např. v1 =
(1, 1). Hledaná př́ımka má tedy tvar

(−1, 0) + α(1, 1) pro α ∈ R.

Chyba proložeńı je λ2 = 1. Vzdálenost prvńıho z těch bod̊u je 0. Zbylé vzdálenosti urč́ıme
snadno. Součet čtverc̊u vzdálenost́ı je 1 a oba body jsou stejně daleko (obrázek), potom
každý ze zbývaj́ıćıch bod̊u má vzdálenost 1√

2
.

2. (10 b) Firma vyráb́ı dva druhy produkt̊u pomoćı stroj̊u A a B. Kus prvńıho produktu se vyráb́ı
2 hodiny na stroji A a 1 hodinu na stroji B, podobně se kus druhého produktu vyráb́ı 1 hodinu
na stroji A a 3 hodiny na stroji B. Stroj A má kapacitu max. 100 hodin týdně a stroj B
max. kapacitu 90 hodin týdně. Firma chce vyrábět minimálně 20 kus̊u prvńıho produktu a 10
kus̊u druhého produktu týdně, přičemž jednotkové náklady na prvńı produkt jsou 500 Kč a
jednotkové náklady na druhý produkt jsou 400 Kč.

Určete množstv́ı vyráběných kus̊u minimalizuj́ıćı celkové výrobńı náklady za týden, přičemž
tuto úlohu formulujete jako lineárńı program. Napǐste duálńı úlohu obsahuj́ıćı jen nezáporné
proměnné a nalezněte jej́ı optimálńı řešeńı.
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Řešeńı:

min 500x1 + 400x2 za podmı́nek 2x1 + x2 ≤ 100, x1 + 3x2 ≤ 90, x1 ≥ 20, x2 ≥ 10.
Snadno nahlédnemé (obrázek), že množina př́ıpustných řešeńı je konvexńı polytop s vrcholy
(20, 10), (45, 10), (42, 16), (20, 703 ). Minimum je v bodě (20, 10) a má hodnotu 14000.

Duál je max−100y1 − 90y2 + 20y3 + 10y4 při omezeńı yi ≥ 0, kde i = 1, . . . , 4, a dále
−2y1 − y2 + y3 ≤ 500, −y1 − 3y2 + y4 ≤ 400. Podle silné duality je hodnota v optimu
14000. Podle podmı́nek komplementarity je v optimu duálu nutně y1 = y2 = 0 a y3 = 500,
y4 = 400.

3. V R4 jsou dány vektory a = (1, 0, 2, 1), b = (1, 1, 0, 1), c = (1, 1, 1, 2), d = (4, 9, 7, 7). Označme
dále M = span{a,b, c}.
(a) (5 b) Najděte v ∈ M tak, aby eukleidovská vzdálenost d od v byla minimálńı.

(b) (5 b) Výsledek v z kroku (a) vyjádřete v souřadnićıch báze {a,b, c} podprostoru M .

Řešeńı:

(a) Vyřešeńım homogenńı soustavy1 0 2 1
1 1 0 1
1 1 1 2

 x = 0

dostaneme např́ıklad x = (−1, 2, 1,−1), což je vektor kolmý na M . Na př́ımku generovanou
vektorem x promı́tneme kolmo vektor d:

UUTd =
1

7


−1
2
1
−1

 [
−1 2 1 −1

] 
4
9
7
7

 =


−2
4
2
−2

 = r

Řešeńım úlohy je kolmá projekce vektoru d do M . Zat́ım máme jeho rejekci r. Kolmá
projekce je tedy rovna d− r = (6, 5, 5, 9).

(b) Nehomogenńı soustava 
1 1 1
0 1 1
2 0 1
1 1 2

 s =


6
5
5
9


má jediné řešeńı, protože matice soustavy má lineárně nezávislé sloupce, které generuj́ı M
a pravá strana soustavy lež́ı v M . Řešeńı této soustavy je s = (1, 2, 3), což jsou hledané
souřadnice.
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Jiné řešeńı. Označ́ıme-li A =
[
a b c

]
, pak vyřešeńım přeurčené soustavy Au = d ve

smyslu nejmenš́ıch čverc̊u dostaneme ve složkách u souřadnice hledaného vektoru v vzhle-
dem k bázi {a,b, c}, tedy odpověd’ na otázku b). Je to z toho d̊uvodu, že Au = v je
levá strana soustavy, která po vyřešeńı bude nejbĺıže pravé straně d. Normálńı soustava
ATAu = ATd má tvar 6 2 5

2 3 4
5 4 7

u =

2520
34


a jej́ı řešeńı je u = (1.2.3). K odpovědi na a) pak vede výpočet v = 1a+2b+3c = (6, 5, 5, 9).

Jiné zp̊usoby řešeńı, např. modifikace báze {a,b, c} otrogonalizačńım procesem a následné
použit́ı projektoru UUT nebo použit́ı vzorce v = A(ATA)−1ATd je sice správné, ale pro
poč́ıtáńı na paṕı̌re neefektivńı. Úkolem bylo mimo jiné použ́ıt metodu efektivńı v rámci
možnost́ı, které jste měli k dispozici, což byl paṕır a tužka.

4. (10 b) Najděte všechny globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + x2y + 2xz − x− 3y + z2 na
jednotkové krychli [−1, 1]3 a funkčńı hodnoty v nich.

Řešeńı:

Poznámka. Detailńı numerické řešeńı vyžaduje diskusi v́ıce speciálńıch př́ıpad̊u. Správný
postup je ten, který rozpozná nutnost hledat extrémy na stěnách krychle a zároveň poṕı̌se
zp̊usob, jakým je za daných omezeńı najdeme.

Derivace
f ′(x, y, z) = (3x2 + 2xy + 2z − 1, x2 − 3︸ ︷︷ ︸

<0

, 2x+ 2z)T

má v daném oboru druhou složku vždy zápornou, tedy funkce f je klesaj́ıćı v y. Má smysl
hledat pouze minimum pro y = 1 a maximum pro y = −1, optimalizaćı přes x, z. Má-li být
třet́ı složka f ′ nulová, muśı být z = −x, což můžeme později dosadit do rovnice pro prvńı
složku. Muśıme to však řešit jako extrémy funkce dvou proměnných.

Pro y = −1: Funkce

f1(x, z) = f(x,−1, z) = x3 − x2 + z2 + 2xz − x+ 3

má derivace

f ′
1(x, z) = [3x2 − 2x+ 2z − 1, 2x+ 2z] ,

f ′′
1 (x, z) =

[
6x− 2 2

2 2

]
.

Stacionárńı body na ploše y = −1 jsou stacionárńı body funkce

g1(x) = f(x,−1,−x) = x3 − 2x2 − x+ 3 .
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Kořeny jej́ı derivace

g′1(x) = 3x2 − 4x− 1

jsou

2 +
√
7

3

.
= 1.5485837700 ,

2−
√
7

3

.
= −0.2152504369 ,

do daného oboru spadá jen druhý z nich, tam je ovšem druhá derivace

f ′′
1

(2−√
7

3
,−2−

√
7

3

)
=

[
6
(
2−

√
7

3

)
− 2 2

2 2

]
.
=

[
−3.29 2

2 2

]
indefinitńı, je to sedlový bod funkce f1.

Ve vrcholech krychle najdeme nejvyšš́ı hodnoty

f(−1,−1,−1) = f(1,−1, 1) = 5 .

Zbývá posoudit vnitřky hran.

1. x = 1:

h11(z) = f(1,−1, z) = z2 + 2z + 2 ,

h′11(z) = 2z + 2 ≥ 0 .

2. x = −1:

h12(z) = f(−1,−1, z) = z2 − 2z + 2 ,

h′12(z) = 2z − 2 ≤ 0 .

3. z = 1:

h13(x) = f(x,−1, 1) = x3 − x2 + x+ 4 ,

h′13(x) = 3x2 − 2x+ 1 ≥ 0 .

4. z = −1:

h14(x) = f(x,−1,−1) = x3 − x2 − 3x+ 4 ,

h′14(x) = 3x2 − 2x− 3 .

Derivace je nulová pro

x =
1±

√
10

3
,
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do daného oboru spadá jen

x =
1−

√
10

3

.
= −0.72 ,

s funkčńı hodnotou

f
(1−√

10

3
,−1,−1

)
.
= 5.268 .

To je jediné globálńı maximum.

Pro y = 1: Funkce

f2(x, z) = f(x, 1, z) = x3 + x2 + z2 + 2xz − x− 3

má derivace

f ′
2(x, z) = [3x2 + 2x+ 2z − 1, 2x+ 2z] ,

f ′′
2 (x, z) =

[
6x+ 2 2

2 2

]
.

Stacionárńı body na ploše y = 1 jsou stacionárńı body funkce

g2(x) = f(x, 1,−x) = x3 − x− 3 .

Kořeny jej́ı derivace
g′2(x) = 3x2 − 1

jsou x = ± 1√
3
. Lokálńı minimum funkce g2 je v 1√

3
a má hodnotu přibližně −3.38. Druhá

derivace

f ′′
2

( 1√
3
,− 1√

3

)
=

[
2
√
3 + 2 2
2 2

]
.
=

[
5.46 2
2 2

]
je pozitivně definitńı, je to lokálńı minimum funkce f2.

Ve vrcholech krychle najdeme nejnižš́ı hodnoty

f(−1, 1, 1) = f(1, 1,−1) = −3 .

Zbývá posoudit vnitřky hran.

1. x = 1:

h21(z) = f(1, 1, z) = z2 + 2z − 2 ,

h′21(z) = 2z + 2 ≥ 0 .

2. x = −1:

h22(z) = f(−1, 1, z) = z2 − 2z − 2 ,

h′22(z) = 2z − 2 ≤ 0 .
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3. z = 1:

h23(x) = f(x, 1, 1) = x3 + x2 + x− 2 ,

h′23(x) = 3x2 + 2x+ 1 ≥ 0 .

4. z = −1:

h24(x) = f(x, 1,−1) = x3 + x2 − 3x− 2 ,

h′24(x) = 3x2 + 2x− 3 .

Derivace je nulová pro

x =
−1±

√
10

3
,

do daného oboru spadá jen

x =
−1 +

√
10

3

.
= 0.72 ,

s funkčńı hodnotou

f
(−1 +

√
10

3
, 1,−1

)
.
= −3.268 .

Jediné globálńı minimum je v bodě ( 1√
3
, 1,− 1√

3
) a má hodnotu přiblǐzně −3.38.


