Optimalizace Zkouskovy test 2.6. 2025

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. (10 b) Urcete primku minimalizujici soucet ¢tvercu vzdalenosti od bodu (0,1),(—1, —1), (—2,0).
Stanovte chybu prolozeni a vzdalenosti zadanych bodu od optimalni ptimky.

Reseni:
Resfme jako tlohu PCA, protoze hleddme afinni podprostor dimenze 1 (pifmku) mini-
malizujici soucet ¢tvercu vzddlenosti zadanych bodu od jejich kolmych projekci na ten

je
1 0 -1
A_[l -1 0]
a tedy
T |21
AA —[1 NE

Tato matice mé vlastni ¢isla Ay = 3 a Ay = 1. Vlastni vektor piislusny A; je napf. vi =
(1,1). Hledand pifimka ma tedy tvar

(—1,0) + a(1,1) pro a € R.

Chyba prolozeni je Aa = 1. Vzdalenost prvniho z téch bodi je 0. Zbylé vzdalenosti uréime
snadno. Soucet ¢tvercu vzdélenosti je 1 a oba body jsou stejné daleko (obrazek), potom
kazdy ze zbyvajicich bodu ma vzdalenost %

2. (10 b) Firma vyrabi dva druhy produktu pomoci stroju A a B. Kus prvniho produktu se vyrabi
2 hodiny na stroji A a 1 hodinu na stroji B, podobné se kus druhého produktu vyrabi 1 hodinu
na stroji A a 3 hodiny na stroji B. Stroj A m&a kapacitu max. 100 hodin tydné a stroj B
max. kapacitu 90 hodin tydné. Firma chce vyrabét minimalné 20 kusa prvntho produktu a 10
kust druhého produktu tydné, ptricemz jednotkové naklady na prvni produkt jsou 500 K¢ a
jednotkové naklady na druhy produkt jsou 400 K.

Urcéete mnozstvi vyrabénych kust minimalizujici celkové vyrobni ndklady za tyden, pficemz
tuto tlohu formulujete jako linedrni program. Napiste dudlni tlohu obsahujici jen nezaporné
proménné a naleznéte jeji optimalni feSeni.
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Resent:
min 500x; + 40022 za podminek 2z + xo < 100, z1 + 322 < 90, z1 > 20, 9 > 10.

Snadno nahlédnemé (obrézek), ze mnozina pripustnych feseni je konvexni polytop s vrcholy
(20,10), (45,10), (42, 16), (20, ?) Minimum je v bodé (20, 10) a ma hodnotu 14000.

Duadl je max —100y; — 90y2 + 20ys + 10y4 pii omezeni y; > 0, kde ¢ = 1,...,4, a dale
=211 — yo + y3 < 500, —y1 — 3y2 + y4 < 400. Podle silné duality je hodnota v optimu
14000. Podle podminek komplementarity je v optimu dudlu nutné y; = y2 = 0 a y3 = 500,
y4 = 400.

3. V R* jsou dény vektory a = (1,0,2,1), b= (1,1,0,1), c = (1,1,1,2), d = (4,9,7,7). Oznaéme
dale M = span{a, b, c}.

(a) (5 b) Najdéte v € M tak, aby eukleidovskd vzdalenost d od v byla minimdlni.
(b) (5 b) Vysledek v z kroku (a) vyjadiete v soufadnicich baze {a, b, c} podprostoru M.

ReSeni:

(a) Vyfesenim homogenni soustavy
1 0 2 1
1 1 0 1{x=0
1 1 1 2

dostaneme napiiklad x = (—1,2,1, —1), coz je vektor kolmy na M. Na piimku generovanou
vektorem x promitneme kolmo vektor d:

-1 4 —2
1|2 9 4
T e — J— Py =
UUld = | | -1 2 1 —1] 7 5 r
-1 7 —2

Resenfm tlohy je kolmé projekce vektoru d do M. Zatim méme jeho rejekci r. Kolma
projekce je tedy rovna d —r = (6,5,5,9).

(b) Nehomogenni soustava

N O =
N — = =
ot Ot O

1
1
0
1

—_
Ne)

ma jediné feSeni, protoze matice soustavy mé linearné nezavislé sloupce, které generuji M
a prava strana soustavy lezi v M. ReSeni této soustavy je s = (1,2,3), coz jsou hledané
soufadnice.
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Jiné feSeni. Oznac¢ime-li A = [a b c], pak vyfeSenim preurcené soustavy Au = d ve
smyslu nejmensich ¢vercu dostaneme ve slozkach u souradnice hledaného vektoru v vzhle-
dem k bazi {a,b,c}, tedy odpovéd na otdzku b). Je to z toho divodu, ze Au = v je
leva strana soustavy, kterd po vyreSeni bude nejblize pravé strané d. Normadlni soustava
ATAu = ATd m4 tvar

6 2 5 25
2 3 4)u= 1|20
5 4 7 34

a jeji feseni je u = (1.2.3). K odpovédi na a) pak vede vypocet v = la+2b+3c = (6,5, 5,9).

Jiné zpusoby feseni, napt. modifikace baze {a, b, c} otrogonalizaénim procesem a nasledné
pouziti projektoru UUT nebo pouziti vzorce v = A(ATA)"1ATd je sice spravné, ale pro
pocitani na papife neefektivni. Ukolem bylo mimo jiné pouzit metodu efektivni v ramci
moznosti, které jste méli k dispozici, coz byl papir a tuzka.

4. (10 b) Najdéte vsechny globalni extrémy funkce f(z,y,z) = 23 + 2%y + 222z — x — 3y + 22 na
jednotkové krychli [—1,1]% a funkéni hodnoty v nich.

Reseni:

Pozndmka. Detailni numerické feSeni vyzaduje diskusi vice specidlnich piipadi. Spravny
postup je ten, ktery rozpoznd nutnost hledat extrémy na sténach krychle a zaroven popise
zpusob, jakym je za danych omezeni najdeme.

Derivace
! = (322 +2 22— 1,22 —3,20+22)"
f(x,y,z) = (3z° 4+ 22y + 22 , T O ,2¢ + 22)
<

ma v daném oboru druhou slozku vzdy zapornou, tedy funkce f je klesajici v y. Ma smysl
hledat pouze minimum pro y = 1 a maximum pro y = —1, optimalizaci pfes x, z. Ma-li byt
tieti slozka f’ nulovd, musi byt z = —x, coz muzeme pozdéji dosadit do rovnice pro prvni
slozku. Musime to v8ak fesit jako extrémy funkce dvou proménnych.

Pro y = —1: Funkce
fi(z,2) = f(z,—1,2) =2 —2® + 2 + 202 —x + 3
ma derivace

fi(x, 2) = [32% — 2z 4+ 22 — 1,2z + 22],

6r —2 2
" o
1 (337 Z) - |: 2 2:|
Staciondrni body na plose y = —1 jsou staciondrni body funkce

g(z) = f(z,—1,—z)=2° —22° — 2+ 3.
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Kofeny jeji derivace
gi(x) =32% — 4z —1

jsou
2 +3ﬁ = 1.5485837700,
9 _
3ﬁ = —0.2152504369 ,

do daného oboru spadé jen druhy z nich, tam je ovSsem druha derivace

{,<2—3ﬁ7_2—3ﬁ): [ (=4 Q 2 3] . [—32.29 ;]

indefinitni, je to sedlovy bod funkce f;.
Ve vrcholech krychle najdeme nejvyssi hodnoty

f(=1,-1,-1)= f(1,-1,1) =5.

Zbyvé posoudit vnitiky hran.

l.x=1:
hn(z) = f(l, —I,Z) =22 + 2242,
1h(z2)=22+2>0.
2. z=-1
th(Z) = f(_la _172) = Z2 —2z+ 27
12(2) =22-2<0.
3. z=1
his(z) = f(z,—1,1) =23 —2® + 24+ 4,
I3(z) =32 =22 +1>0.
4. z=-1

his(z) = floz,—1,-1) =2 — 2? — 3z + 4,
fu(x) = 32% — 22 — 3.

Derivace je nulova pro
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do daného oboru spada jen

s funkéni hodnotou
f (1 — V10

,—1,—1) = 5.268.
3

To je jediné globdlni mazximum.
Pro y = 1: Funkce
fo(z,2) = flz,1,2) =a® + 2® + 22 + 202 — 2z — 3

mé derivace

fh(x, 2) = [32% + 20 + 22 — 1,22 + 22],

fwa = |7 )
Stacionarni body na plose y = 1 jsou staciondrni body funkce

gz) = flx,1,—2) =2 -z — 3.

Kofeny jeji derivace

gh(z) = 3% — 1

1

75 Lokélni minimum funkce g3 je v == a méa hodnotu pfiblizné —3.38. Druh4

V3
G- P 34

je pozitivné definitni, je to lokalni minimum funkce fo.

jsou x = +
derivace

cv~s

f(=1,1,1) = f(1,1,—-1) = =3.
Zbyvé posoudit vnitiky hran.
l.z=1:

hoi(2) = f(1,1,2) = 2° +22 - 2,

h22(z) :f(—l,l,Z) :2‘2_2'2_27
ho(2) =22 —-2<0.
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3. z=1:

h23($):f($,1,1):$3+$2+$—2,
ha(z) =32% 422 +1>0.

hoa(z) = f(z,1,-1) = 2° + 2% — 3z - 2,
ha(z) = 32% + 22 — 3.

Derivace je nulova pro

—-1++v10
r=—
3 b
do daného oboru spadé jen
—1++/1
g VIO 0.72,

3

s funkéni hodnotou
-1+ 10
f<7+3 .1 —1> = —3.268.

1

Jediné globdlni minimum je v bodé (%, 1,—==) a md hodnotu priblizné —3.38.

&l




