Optimalizace Zkouskovy test 10.6. 2025

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem
Maximum 10 10 10 10 40
Pocéet bodu

1. Uvazujte funkci
f(xvy) = max{x—i—y,:c _yazy_x}
s defini¢nim oborem R2.
(a) (2b) Je f konvexni? Odpovéd peclivé zduvodnéte.
(b) (2 b) Formulujte problém min{f(z,y) | x,y € R} jako tdlohu linedrniho programovani,
pokud je to mozné.

(¢) (3 b) Napiste dudlni tlohu, v niz jsou vSechny proménné nezaporné.

(d) (3 b) Naleznéte optimalni feSeni primarni tlohy z bodu (b).

Reseni:
(a) Funkee f je konvexni, protoze je bodovym maximem z linedrnich funkci na R2.

(b) Hleddme minimum po ¢astech afinni konvexni funkce f, coz lze formulovat jako ilohu
LP takto: minz za podminek x +y < 2z, z —y < z, 2y — x < 2z, kde proménné jsou
neomezené, tedy x,y, z € R.

(c) Formulujme ekvivalentné primarni program takto: min z za podminek —z —y + z > 0,
—rz+y+2>0,z—2y+2>0, kde z,y,z € R. Z tohoto vyjadieni pfimo vycteme dudl
s nezapornymi proménnymi: max 0 za podminek —u; — ug +ug = 0, —uy + ug — 2uz = 0,
u1 4+ uo + ug = 1, kde uq, uo, ug > 0 a ucelova funkce je identicky rovna 0.

(d) Povsimneme si, ze primdrni uloha je piipustnd, protoze x = y = z = 0 vyhovi
podminkdm. Zaroven je vidét, ze dudlni tloha neni pifpustnd, nebof jediné feSeni sou-
stavy tii linedrnich rovnic vySe ma jednu slozku zdpornou. Ze silné duality pak plyne, ze
primdrni 1loha je nutné neomezend, tedy ucelova funkce klesa neomezené do —oo.

2. (10 b) Vyfeste tlohu
min{||B — A|]* | B € R**? rank(B) < 2}

pro matici

A=

— O
O =
)

Ndpovéda. ReSenim rovnic jsou vzdy mald celd ¢isla.
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ReSeni:

Pouzijeme SVD matice A = Z§:1 siuiviT, protoze optimalni feSeni ilohy je tvaru

2
B = E siuinT.
=1

Nalezneme spektralni rozklad matice

2 1 1
ATA=1]1 2 1
1 1 2

Chceme Tfesit rovnici
(2-X?=32-N+2=0.

Polozme x = 2 — A, pak feSime
3 -3z +2= 0,

uhodneme kofen x = 1. Délenim polynomt dostaneme rozklad
-3 +2=(-1)@*+r-2)=(x—1)(z—1)(z+2)=0,

tedy 1 je dvojnésobny kofen a —2 je jednoduchy koien, vlastni ¢isla jsou tedy A1 = 4, Ay =
A3 = 1. Odpovidajici singularni ¢isla: s; = 2, so = s3 = 1. Pravé singularni vektory matice
A jsou vlastni vektory matice AT A, napf.

L L “1,1,0 L1,1,-2)
Vi = —7=1, y Vo = —=(—L, L, y V3 = —(=L, 1, —=4).
RV T2 SRV
Levé singulérni vektory dopocitame ze vztahu u; = S%sz‘,
L L 0,1,-1) Lo, -1, -1)
up = —=(4, 1, yU2 = —=\U, L, —=1),u3 = —={4, =1, —1).
1 7 2 o) 3 NG
Dostaneme
9 1 1 0 1 4 4 4
B:§1[111]+5 1 [_110]:6174
1 -1 7T 1 4

3. V R* jsou dény vektory a = (1,0,0,1), b = (1,1,1,1), ¢ = (2,1,1,2) a bod D = (1,2,3,4).
Uvazujte mnozinu X = span{a, b, c}.
(a) (2 b) Najdéte néjakou bazi podprostoru X+ a stanovte dimenze podprostortt X a X+.
(b) (4 b) Najdéte pifmku p lezici v X+, kters prochézi pocétkem a je nejblize bodu D. Uved'te
smérovy vektor této piimky. Najdéte také souradnice bodu na pfimce p, ktery je nejblize
bodu D.
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(c) (4 b) Najdéte ptimku g lezici v X+, kterd prochézi pocatkem a mé nejvétsi vzdalenost od
bodu D. Uved'te smérovy vektor této pifmky.

Reseni:

(a) Baze X mize byt {(1,0,0,1),(0,1,1,0)} a bdzi X+ najdeme fesenim soustavy ATx = 0,
kde A = [a b c| a mize to byt tieba {(1,0,0,—1),(0,1,—1,0)}. Dimenze X i X je
rovna dvéma.

(b) Najdeme bod C € X+ ktery je nejblize bodu D jako kolmou projekci vektoru d =
(1,2,3,4) do X+. Pifmka p pak prochézi poc¢itkem a bodem C. Kolmou projekci miizeme
spocitat pomoci UUT, kde U obsahuje ve sloupcich ortonormalni bazi X+. Tedy:

1 0 1 0 -3
1o 1 im0 1[0 0 -1] 1]-1
v V2|0 -1’ C=UUd=51¢ [o I | 0}2 1
-1 0 -1 0 3

Pifmku p tedy muzeme zapsat jako mnozinu {0 + t(—3,—1,1,3) |t € R} a bod nejblize
bodu D je bod C = (-3/2, —1/2,1/2, 3/2).

Jiné feseni: vyjdeme z ortonormalni baze X, q; = 1/v/2(1,0,0,1), q2 = 1/v/2(0,1,1,0)
a provedeme ortogonalizaci tfettho vektoru d = (1,2,3,4) jako v kroku ortogonalizacni
metody. Protoze vysledek kroku (oznacime jej v) zustava ve span{qi, qa,d}, je to vektor
nejblize vektoru d. Je

5 5 3 113
—d - (a d)ar — (@F d)az = (1,2,3,4) = 2(1,0,0,1) = 2(0,1,1,0) = (=5, -2, 5. >).

v (ql )Cll (qQ )QQ (777) 2(777) 2(777) 27 97979
Dalsf moznost{ feSen{ je hleddn{ minima ||x — d||?> za podminky x = (t,u, —u,—t). Po
zderivovani tcelové funkce (t — 1)% + (u —2)2 + (—u — 3)? + (—t — 4)? najdeme stacionarni
bod t = —3/2, u = —1/2, ktery je minimem tcelové funkce.

(¢) Z bodu nadroviny [1 2 3 4] x = 0 je pocatek nejblize bodu (1,2, 3,4), ostatni body
na této nadroviné maji vétsi vzddlenost, protoze tato nadrovina je kolmd na (1,2,3,4).
Piimka ¢ musi prochizet pocatkem bude tedy lezet v uvedené nadroviné, nejblizsi bod na
pifmee ¢ k bodu (1,2, 3, 4) bude tedy poéatek. Protoze navic ¢ € X+, jeji body jsou fesenim
soustavy

1 001
01 1 0fx=0, jejim fesenim je x € {t(1,-3,3,—1)|t € R} =q.
1 2 3 4

K vysledku lze dospét také tivahou. Nejvétsi vzdalenost bude mit ¢ L p, takze smérovy
vektor ¢ musi byt kolmy na smérovy vektor p a musi byt tvaru (¢, u, —u, —t), protoze musi
lezet v X .

4. Ve ¢tverci [—2,2] x [—2,2] hleddme body s nejvétsi a nejmensi hodnotou kritéria, kterym je
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soucet kvadrat vzdélenosti od 3 pfimek s rovnicemi:

r=-—1,
y:_]-7
dr+3y=1.

(a) (3 b) Rozhodnéte a zduvodnéte, zda tyto extrémy existuji (piipadné kolik jich muze byt).
(b) (6 b) Extrémy najdéte.

(c) (1 b) Vyeéislete kritérium v nalezenych extrémech (i pfiblizné numericky).

ResSeni:

(a) Kritérium je spojité a hleddme extrémy na uzaviené omezené mnoziné. Globalni
extrémy proto musi existovat. Kritérium je soucet konvexnich funkci, je ryze konvexni.
Na konvexni mnoziné musi mit jediné minimum, a to uvniti trojihelnika, vymezeného
danymi piimkami. (Ten je cely v oblasti, pres kterou minimalizujeme.) Najde se jako
jediny stacionarni bod kriteridlni funkce.
7 konvexity plyne, ze maximum pies libovolnou tsecku muze byt jen v jejim krajnim
bodé. Proto sta¢i hledat maxima ve ¢tyfech vrcholech daného ¢tverce. (Kdo by hle-
dal na strandch ¢tverce, mél by snadnou ulohu, ale nenajde vic.) Mohlo by byt vice
globalnich maxim.

(b) Vzdélenost od piimky v tomto tvaru dostaneme dosazenim souradnic bodu (z,y) a
vydélenim velikosti norméalového vektoru sestaveného z koeficientu. To je v piipadé
treti primky

dr + 3y —1
5 .

Dostavame kritérium

Flay2) = @+ 12+ (g + 12 4+ () =

= %(41952 + 34y? + 24xy + 422 + 44y + 51),
f(@,y,2) = 5:[822 + 24y + 42, 24z + 68y + 44]
82 24
" _ 1
f (x,y,z) - 25 |:24 68:| .
Matice f”(x,y,z) je pozitivné definitni, v souladu s o¢ekdvanim.

Minimum nastava pro feseni soustavy

82z + 24y +42 =0,
24z + 68y + 44 = 0.

kterym je bod
-9 —13
—,— ) =(-0.36,—-0.52).
(25’ 25) (=0.36,-0.52)
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Globalni maxima mohou byt jen ve vrcholech ¢tverce,

619

2,2) = — =24.
f(2,2) = 52 = 0476,
251
2,-2) = 22 =10.04
12,2 = 2 = 100,
259
—2,2) = — =10.
F(-2.9) = 22 = 1036,

f(_27_2) = 117

globalni maximum je v bodé (2,2).

(c¢) Globalni minimum

(&)~ 51

globélni maximum
2,2) 619
’ 25 o




