Optimalizace Zkouskovy test 18.6. 2025

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 | Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocéet bodiu

1. Uvazujte funkci
flz,y) = (= 2)* + (2y + 3)*
s definiénim oborem R2.

(a) (2 b) Je f konvexni? Odpovéd peclivé zdivodnéte.
(

b) (3 b) Vyfteste problém min {f(z,y) | z,y € R}.

(c¢) (2 b) Jak vypadd iterace gradientni metody z bodu (1,0) s délkou kroku ay?
(d) (3 b) Jak vypada iterace Newtonovy metody z bodu (1,0)?

Reseni:

(a) Funkce f je konvexni, protoze je souttem konvexnich funkei (s¢itance jsou konvexni
funkce, nebot jsou slozenfm konvexni funkce s afinni funkcf).

(b) Gradient je Vf(z,y) = (2(z — 2),4(2y + 3)). Jediny staciondrni bod je tedy (2, —%) a
protoze je f konvexni, je to i bod globalniho minima.

(¢) zkt1 = 2z, — oV f(2z1), kde parametr o, > 0 urcuje délku kroku a z; = (1,0), tedy po
dosazeni lze psét zp11 = (1 4 20, —120ay).

(d) Zks1 = 21 — f(21) "'V f (1), kde
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Potom zg41 = (2,—3).

2. Pekaf pece chleba a kolace. Jeden kus chleba se prodava za 2 eura a jeden kola¢ stoji 3 eura.
K vyrobeé kusu chleba je zapotiebi kilogram mouky a 2 h price. Vyroba jednoho kolace vyzaduje
2 kg mouky a 1 h prace. Pekai mé k dispozici 10 kg mouky a 8 h préace. Jeho cilem je maxi-
malizovat celkovy vynos z prodeje chleba a kola¢u ptfi danych produkénich kapacitach.

(a) (3 b) Formulujte tuto tlohu jako optimaliza¢ni problém. Podminky celo¢iselnosti uvadét
nemusite.

(b) (3 b) Naleznéte optimalni mnozstvi vyrabénych chlebu a kolacu.
(c) (2 b) Napiste dudlni program.

(d) (2 b) Naleznéte optimalni feseni dudlu pomoci podminek komplementarity.



Optimalizace Zkouskovy test 18.6. 2025

Reseni:

(a) Jde o LP: max 2z + 3y z.p. ¢+ 2y < 10, 2z +y < 8, z,y > 0. (b) Pfipustnd feseni tvoii
omezeny konvexni polyedr s vrcholy (0,0), (4,0),(2,4),(0,5). Optimum ma hodnotu 16 a
je v bodé (2,4). (c) Dudlni dloha je min10u + 8v z.p. u +2v > 2, 2u +v > 3, u,v > 0.
(d) Protoze obé proménné jsou v optimu primédru nenulové, optimalni feseni dudlu musi
byt Fesenim soustavy rovnic u + 2v = 2, 2u 4+ v = 3, coz vychézi jako (u,v) = (%, %)

3. Reste nésledujici tlohy.

(a) (2 b) Je zobrazeni f(z1,x2,x3) = (221 — x2 + 3x3 + 1, x2 — x3) afinni? Pokud ano, napiste
ho ve tvaru f(x) = Ax + b pro néjakou matici A a vektor b.

(b) (2 b) Urcete singuldrni ¢isla matice [_11 Z]

(c) (2b) Je funkce f(z) = min{z? 22 — 2z + 1} konvexni? Zdivodnéte (staii obrazek).
4b
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) Urcete vzdélenost bodu a = (—2,3,1) od linedrniho prostoru generovaného vektory

?1 ) (17273)'
Reseni:
2 -1 3 .
(a) Ano. A [0 1 _1], b = (1,0). (b) Spocteme
r [2 0
ATA = [0 8],

ta mé vlastni ¢isla 8 a 2, nebot char. polynom je (2 — z)(8 — z). Singuldrni é&isla jsou /8
a v/2. (c) Neni. (d) Hledana vzdalenost je rovna velikosti pravoihlého primétu vektoru a
na piimku kolmou k tomu prostoru a prochazejici po¢atkem. Smér u této piimky ziskame
vektorovym souc¢inem nebo feSenim soustavy
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obecné feseni je x = (t, 2t, —gt), tedy u = \/#7—0(3, 6, —5). Dostaneme
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4. (10 b) Pro zadand data vyfeSte problém linedrni regrese s funkci Ti| Yi | %
f(x,y) = ax + by, kde a,b € R jsou hledané parametry. Data jsou 1] 1
v tabulce, pricemz z; = f(x;,y;). 9|9l 7
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